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¨� ��W�} �� ����W��} z }�� ��������} « �Ç����} �} �}� �µ�}� �Ç������}���{ª��� �}� ����W��}� Ð�W ��W}�� �}� �����W���}��}� }� ������}��� �W���W�}� ����W�W�� º��}�� �� �Í�} W~�������{¨} ����W��} � }�� �������� ��� ������~}� �} ¬���®W� ��W���� æ
ò |�W}�� T = {θ0, · · · , θp} ⊂ C (I) ß�����W��� ����W��}� ��� �ÇW��}����} I à·
L = {λ0, · · · , λp} ⊂ C (I)

�}��}� Ð�} �� �����W�� ψ ��Æ�W} ��� I2 ��� æ

ψ (t, x) =

p∑

k=0

λk (x) θk (t)

��W� « ��}��� ���W�W}� �� ����}� }� ����} �W }� �}��}~}�� �W
t = x, (un)n∈N��} ��W�} �Ç������}��� �W���W�}� ���W�W�� ��� C (I)

�}��} Ð�} ���� ����}�����W�� f ������}���� « T �� ��W�} (un (f))n∈N

���}��} ��W���~�~}��
}�� f ��� I.

����� ���� ����} �����W�� f ����W��} ��� I,
�� ��W�} �}�����W��� (un (f))n∈N

���}��} ��W���~�~}�� }�� f ��� I.ò |�W}�� T = {θ0, · · · , θp} ⊂ F ß�����W��� ����W��}� }� ���W��WÐ�}� ��� R
à·

L = {λ0, · · · , λp} ⊂ F �}��}� Ð�} �� �����W�� ψ ��Æ�W} ��� R2 ��� æ

ψ (t, x) =

p∑

k=0

λk (x) θk (t)

��W� « ��}��� ���W�W}� �� ����}� }� ����} �W }� �}��}~}�� �W
t − x ∈ 2πZ,

(un)n∈N

��} ��W�} �Ç������}��� �W���W�}� ���W�W�� ��� F �}��} Ð�} ���� ����}�����W�� f ������}���� « T �� ��W�} (un (f))n∈N

���}��} ��W���~�~}��
}�� f ��� R.

����� ���� ����} �����W�� f ������}���� « F ,
�� ��W�} �}�����W��� (un (f))n∈N

���}��} ��W���~�~}�� }�� f ��� R.ª��� �}� ����W��}� � }� �· �� ����} �}� ����W���W��� W~�������}� �} �}�������~}�{á� �ÇW����}��} ����}~}�� ���� �} ����W��} � �� �W}� �}� �} ������~} �}©}W}������� }� « �� ���}�~W���W�� �} ~�º����W��� �} �Ç}��}�� �Ç������W~��W������ �}� ~�����}� �} ¬���®W�{ª��� �} ����W��} � �� �������W�} �� ���W�� �} ���µ�Í~} }� W������W���� ��
���W�� �} �µ���~} �} ���}�µ��}{ Ò}� ��~W��}� �} �����W��� ���� �}�~}��}��
�} ��������W�}� �}� ��~W��}� �} �����W��� {θ0, θ1, θ2} Ð�W º��}�� �} ~â~} �Í�} Ð�}�} ��W��}� {1, x, x2} ���� �} ������~} �} ¬���®W� ��� C (I) .¨}� �µ���~}� �} ���}�µ��} ���� ����}~}�� �W�� « �� ���W�� �} ~}W��}��}������W~��W�� ���µ��~W��} ��W���~} ��� �� W��}����} ��~����

I.¨} ����W��} � }�� �������� « �Ç����} �} �Ç������W~��W�� ���µ��~W��} ��W����~} ��� �� W��}����} ��}� �}�~� ����� �Ç��} �����W�� ����W��} ��� ��} ��W�}�} ���µ�Í~}�{ ¨} ������~} �} ¬���®W� ��� C (I) ���� �}�~}� �} ����}� �����W}��� ��~�������W��� �� ������~} �} ©}W}������� ��� �Ç������W~��W�� ���µ���~W��} ��W���~} �}� �����W��� ����W��}� ��� �� ��~����{ á� ����W} }� ����W����W}�· �}� ���µ�Í~}� �} �}����}W�· �}� ���µ�Í~}� �} �}º���»}�~W�}· �}� �����W��



� èéêëìíîïðîðñ
�} �������W��· �}� ������}��� �} ©}W}������� }� �} ¨�����· �}� ���� ������}�} �}� ������W~��W��� ��} ~�º����W�� �} �Ç}��}��{¨} ����W��} � }�� �������� « �Ç����} �} �Ç������W~��W�� ��W���~} ��� R�Ç��} �����W�� 2π����W��WÐ�} }� ����W��} ��� ��} ��W�} �} ���µ�Í~}� ��W�����~���WÐ�}�{ á� ����W� ����W}��� ~�����}� �Ç������W~��W�� }� �� �ÇW����}��}���� ����W���W��}~}�� ��� ���W}� �} ����W}�{ Ò�~~} �����Ð�}��}� �� �}��W�~}������~} �} ¬���®W� �� ���W}�� ����W}��� ��~�������W��� �� ������~} �Ç�������W~��W�� ��W���~} �}� �����W��� ����W��}� 2π����W��WÐ�}� ��� �}� ���µ��Í~}� ��W����~���WÐ�}� ��� R

}� ��W�W���� �}� �����W�� �} �������W��· �} Ð�W
���� �����W� ��� ������}��� �} �� ó����}�Ê����W�· �} ����W}�· �} �}º�� }� �}À��®���{¨Ç����} �}� ������}��� �} À��®��� �}�~}� �} ~����}� �} �������� ��W��� ����} �}��� �Ç������W~��W�� ��W���~} �Ç��} �����W�� f ∈ F ��� �}� ���µ�Í~}���W����~���WÐ�}� �} �}��� �� ���� ���� « n.

ò ∀f ∈ F , ∀n ≥ 1, En (f) = d (f,Pn) ≤ 2ωf

(
π2

2

1

n + 2

)
, �ô ωf

}�� �}
~����} �} ����W��W��{ª} �} �������� �� ����W� �� �������� �������} ���� �} ����} �}� �����W�������W��}� ��� �� W��}����} ��~����{

ò ∀f ∈ C ([a, b]) , ∀n ≥ 1, En (f) = d (f, Rn [x]) ≤ 2ωf

(
π2 b − a

n + 2

)
.¨} ��}~W}� ������~} �} À��®��� �}�~}� �} ~����}� �} �������� �} ���}���}��} ��W��� ��� �}� ���W}� �} ����W}�{

ò |W
f ∈ F ��WÆ} ��} ����W�W�� �} ªW�W�¨W����W�Á ßW{}{

lim
δ→0

ωf (δ) ln

(
1

δ

)
=

0à· ����� �� ��W�} (Sn (f))n∈N

�}� ��~~}� �} ����W}� �} f ���}��} ��W����~�~}�� }�� f ��� R.á� ����W} ����}~}�� ���� �} ����W��} �} ��~����}~}�� ��µ~����WÐ�} �} ����W�} (λn)n≥1
�}� ��������}� �} ¨}�}���} �����W�}� ��� ������}��� �} ����W}�{Ò}��} ����} �}�~}� �} ~����}� �}� ������~}� �} ¬�����W���Á} }� ¨�ÁW��®W{¨} ����W��} � }�� �������� �� ������~} �} �ÇW��}������W�� ���µ��~W��}{á� ����W} ���� �Ç����� �} ������~} �ÇW��}������W�� ������� ��W��� æ ��W}��

E �� }����} }����W}� ��}� �} �W~}��W�� n ≥ 1, ϕ1, · · · , ϕn
�}� ���~}� �W���W�}���� E }�

y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn,
����}� x ∈ E

�}� Ð�} æ
∀i ∈ {1, · · · , n} , ϕi (x) = yi,�}� ��~~} ��� ����W���W}�� æ �ÇW��}������W�� �} ¨������}· �ÇW��}������W�� �}��µ��� }� �ÇW��}������W�� �Ç»}�~W�}{ª} ~��W��} ���� �������}· �W

(xj)0≤j≤n
}�� ��} ��W�} �} ��}�� �}�� « �}���W��W���� ���� �� W��}����} I, T = {θ0, · · · , θn} �� �µ���~} �} ���}�µ��} ���

I, ����� �} ������~} �ÇW��}������W�� æ
{

θ ∈ T ,
θ (xi) = yi (0 ≤ i ≤ n) ,� ��} ��WÐ�} �����W��{á� ����W} }���W�} }� ����W� �}� ������}��� �ÇW��}������W�� �} ¨������}{Ò�~~} ���� �Ç����} �}� ������}��� �} ����W}�· �� ����W} �Ç����� �} ��~����}�~}�� ��µ~����WÐ�} �}� ��������}� �} ¨}�}���} �����W�}�{ Ò}��} ����} �}�~}�
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�} ~����}� Ð�} ���� �}� ��W��� �ÇW��}������W�� �Ð�W�W������ �� ���� �}� ��W����ÇW��}������W�� �} ���}�µ��}· W� }�W��} ���º���� ��} �����W�� f ���� C (I) ������Ð�}��} �� ��W�} �}� ���µ�Í~}� �ÇW��}������W�� �} ¨������} �} ���}��} �����W���~�~}�� }�� f ��� I ß�����Ð�}��} �� ������~} �} �������|�}W�����à{ª} ~��W��} ���� �������}· ���� �}� ��W��� �ÇW��}������W�� Ð�}����Ð�}�· �}������~} �} ¬�����W���Á} }� ¨�ÁW��®W ���� �}�~}� �} ����W�} Ð�} ���� ����
���W� �}� ��W��� �ÇW��}������W�� ���� I, �� �}�� ���º���� ����}� ��} �����W��
f ���� C (I) ���� ��Ð�}��} �� ��W�} �}� ���µ�Í~}� �ÇW��}������W�� �} ¨������}����}��������� �} ���}��} ��� ��W���~�~}�� }�� f ��� I.¨} ������~} �} À��®��� �}�~}� �Ç���}�W� �� �������� �} ���}��}��} ��������} « �}��W ���}�� ���� �}� ������}��� �} ����W}�{Ò} ����W��} �} �}�~W�} ��� �Ç����} �}� ������}��� �} �}����}W� ��� F .¨} ����W��} � }�� �������� ��� }����}� }����W}�� ��}�� ����W��}��W}�� }� �}�} �Ç����} �}� ���µ�Í~}� ����������� �� ����W��} ��W���{ Ï� �������� ������~}���� }�� �} ������~} �} È��~�|��~W�� Ð�W ���� �}�~}� �} �������W�} �}��µ���~}� ��������~��{ Ï�} ����W���W�� ����� �Ç}�W��}��} �} ���µ�Í~}� ������������ �����W�� « ��} �����W�� ��W�� ��� �� W��}����} ��}��{�� �}���W�� �}� �} ������~} �} ���º}��W�� ����������} ��� �� �����}����}}����W}� �} �W~}��W�� Æ�W}· �� ����W} �}� ���W��� �} ~���W�} }� ���}�~W����
�} È��~· �}� ���� ����W���W�� �}� ������~}� �} ¯É��Á{�� �} �} �Ç����W���W��� ��� ���W}� �} ����W}� ß��W����~���WÐ�}� }� �} ����µ�Í~}� �����������à· �� �ÇW����}��} « �ÇW�����W�� �} �}��}� }� « �Ç����W�� �}Ê���}��{ ¨Ç����W�� �} Ê���}�� ���� �����W� ��} ��������W���W�� �}� ��~W��}������}� ßW{ }{ �}� ��~W��}� �} }��}��� Ð�W }��}���}�� �� �����}����} }����W}�
�}��}à ���� �� }����} ����W��}��W}�{ ª��� �} ��� �}� }����}� �} »W��}�� ��~����} Ð�} �}� ���W��� �} ��~W��}� �����}� }� ~��W~��}� ���� �Ð�W��}��}�{¨} ����W��} � }�� �������� « �Ç����} �}� ���µ�Í~}� ����������� Ð�W �}����� ��W�W��� ���� �}� �}�� �}��W}�� ����W��}�{ ª��� �� ��}~W}� �}~�� �}����µ�Í~}� ���� ��Æ�W� }� ��W�W���� �} ������� �Ç����������W���W�� �} È��~�|��~W��{ Ï�} ��}~W��} }���}��W�� }���W�W�} }�� ���}��} }� ��W�W���� �}� ���}��~W����� �} È��~{ Ï�} ����} }���}��W�� }���W�W�}· ���� ��~~��}· }�� �����}��� �}� ���~��}� �} ¶���W��}�· �� ���W}�� }� ����W���W}� �}� ���~��}� �����WÐ�}����� �}� ���µ�Í~}� �} ¨}�}���}· ���}�µ��}· ¨���}��} }� »}�~W�}{ ¨}� ����~��}� �} ¶���W��}� �}�}�� �} �}����}� }� ��W���� ������å��} �}� ���µ�Í~}�
����������� ��~~} }��}��� �����}� �} �}���W�� ������}��� �WÎ��}��W}��{ ¨}������W���� �Ç����������W�� �}�~}��}�� �} ~����}� Ð�} �}� ���W�}� �}� ���µ��Í~}� ����������� ���� �W~��}� }� �}�~}��}�� ����}~}�� �} ����}� �}� ����~��}� �} ������}��} �}�~}����� �} ��Æ�W� �}� ���µ�Í~}�{Ï� �}��W}� ���������} }�� �������� ��� ����W���W���· �}�� �Ç}���} }��}������ ��}�����}� ���� �}� ����W��} ��W����{�� ����W��} � �� �ÇW����}��} « �Ç����} �}� ~�����}� �} Ð��������}{ Ï�}���~��} �} Ð��������} « n + 1 ��W��� ��� C (I) , ���� ������}� ��} ��}�� ���������} �ÇW�������} ��� �� W��}����} I

����� �� ���· }�� ��Æ�W} ��~~} ��}
�����W���}��} �W���W�} ϕn : f 7→

n∑
k=0

λn,kf (xn,k) �ô n }�� �� }��W}� �����}� ���
���· (xn,k)0≤k≤n

��} ��W�} �} ��W��� �}�� « �}�� �W��W���� ���� I }�
(λn,k)0≤k≤n��} ��W�} �} ��}�� ��� ���� ����{ á� ����} ���� �Ç����� Ð�}�Ð�}� ���������
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�������� ��� �� ���}��}��} �Ç��} �}��} ~�����} ��W� �� �ÇW����}��} }� ����W����� ~�����}� �} Ó}Ô����Ò��}� �}� ��} ����} �} �Ç}��}�� �Ç������W~��W��{¨� ���~��} �Ç���}��¯������W� ���� �}�~}� �Ç���}�W� �� ��}����}~}��
��µ~����WÐ�} �} �Ç������W~��W�� τn (f) �} ∫ b

a

f (x) dx ��� �� ~�����} ��~�
����} �}� �����Á}� }� �����W� « �� ~�����} �Ç���������W�� �} �� ���}��}��} �}¶�~�}�� Ð�W }�� ����W�} }� ����W�{Ï� �}��W}� ���������} ��W�W�} �}� ���µ�Í~}� ����������� ���� ��Æ�W� �}�~�����}� �} È����{ ¨« }����} �Ç}��}�� �Ç������W~��W�� }�� ����W�} }� ����W�{��Æ� �} �}��W}� ����W��} }�� ��} ���} W��������W�� ��� ��}����}~}��� }����W} �} ���µ�Í~}� �����������{ á� ��Æ�W� �}� ��}×�W}��� �} ����W}� �Ç��}�����W�� ����W��} ��� ~���}��� �}���W}~}�� « ��} ��~W��} �} ���µ�Í~}� ������������ }� �� �ÇW����}��} « �� ���}��}��} }� ~�µ}��} Ð������WÐ�} �}� ���W}��} ����W}� ����}��������}�{ Ï� �������� �} ���}��}��} ������}��} }�� �����
���� �}� �����W��� ��~}����� ��} ���W�} « ���W�} }� « �����} }� �� ��W��{
Ê��� ��} ����} ���� ���������W} �� ������ �������}� ãz�ä �� ã��ä{

Ï�} ��}~W��} }��W�� �} �} �W�} }�� �}���} « �W����W�W�� ��� �Ç}��}��}�� �W�}¯�����}��{��~ �} ~�� �~W À}���¯W��}� �}�����{ Ò}��} �}��W�~} }��W�� }������W��} }� ����W������}~}�� ���~}���}{ ÒÇ}�� « �� �}~���} �} ��~��}���������W�� Ð�} º} ~} ���W�} « �� ����W}� ���� Ð�Ç}��} ��W� ��W�W����} « �Ç����
�} �Ç�������W��{ ÀÇ}����} Ð�} �} ����W� �}�� ��W�}{


