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CHAPITRE 1 

Compléments sur le calcul matriciel 

Problème 1 : Normes vectorielles et normes matricielles induites 

 On rappelle que dans un espace métrique une partie K est compacte si et 
seulement si elle est séquentiellement compacte, c’est-à-dire que de toute suite de 
points de K on peut extraire une sous suite qui converge vers un élément de K 
(propriété de Bolzano-Weierstrass). 
 
 Soit E ,c h un espace vectoriel normé sur IR ou C. On note : 

B x E x1 1= ∈ ≤,  m r 
sa boule unité et 

S x E x1 1= ∈ =,  m r  
sa sphère unité. 
Q1. On suppose que E est de dimension finie et on désigne par e e en1 2, , ,Ll q  une 
base de E. 

 Pour tout x x e Ei i
i

n

= ∈
=
∑

1

, on note x Max x i ni∞ = ≤ ≤;  1m r et B∞
1  [Resp. S∞

1 ] 

la boule [Resp. sphère] unité de E pour 
∞
. 

(a) Montrer que B∞
1  et S∞

1  sont compactes dans E ,
∞

d i. 
(b) Montrer que pour toute norme  sur E, l’application x xa  est continue de 
E ,

∞
d i dans IR. 
(c) Montrer que toutes les normes sur E sont équivalentes. 
(d) Montrer que B1 et S1 sont compactes dans E ,c h, pour toute norme sur E. 
Q2. E n’est plus nécessairement de dimension finie. 
(a) Montrer que si F est un sous espace vectoriel fermé de E, distinct de E, alors : 

∀ > ∃ ∈ = − ∈ ≥ −ε ε0 11, ; , ;   x S d x F Inf x y y Fb g m r  
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(b) En déduire que E est de dimension finie si et seulement si sa boule unité B1 est 
compacte dans E ,c h (théorème de Riesz). 
 
 Soit x xa  une norme vectorielle sur Cn avec n ≥ 2 . On note B1 la boule 
unité et S1 la sphère unité pour cette norme. 
 On pose, pour toute matrice A M Cn∈ b g  : 

A Sup Ax x S= ∈;  1m r  
 
Q3. Montrer qu’on définit ainsi une norme sur M

n
(C). 

 On dit que A Aa  est la norme matricielle induite par (ou subordonnée à) la 
norme vectorielle x xa . 
Q4. Montrer que : 

(a) A Sup Ax x B Sup
Ax
x

x Cn  ;    =   ;    = ∈ ∈ −
RST

UVW
1 0m r l q  

(b) ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ⋅    ,      ,    x C A M C Ax A xn
n ( )  

(c) ∀ ∈ ⋅ ≤ ⋅ ,     ,    A B M C A B A Bn ( )  
(d) Si Id est la matrice identité, alors Id  =  1 
(e) ∃ ∈ = =x C x et A Axn ;    1  
(f) A Inf IR x C xn= ∈ ∀ ∈ ≤α α; ,  Axm r. 
Q5. La « norme de Schur » est définie par :  

N A Trace A A as
t

ij
i j

nb g c he j= ⋅ =
F
HG

I
KJ∑

1
2 2

1

1
2

,  = 

 

 Est-elle induite par une norme vectorielle? 
Q6. Calculer la norme matricielle induite par chacune des normes vectorielles 
suivantes :  
(a) x x Max x i nia ∞ = ≤ ≤;  1m r . 

(b) x x xi
i

n

a 1
1

=
=
∑ . 

(c) x x xi
i

n

a 2

2

1

=
=
∑ . 

Q7. Calculer A 2  pour toute matrice normale (i. e. telle que A A AA* *=  où A* 
désigne la matrice adjointe de A). 
Q8. A toute matrice A d’ordre n à coefficients réels et non nulle, on associe 
l’ensemble : 

( ) { }C A x IR Ax A xn= ∈ =;  2 2 2  
(a) Montrer que si A est symétrique positive, alors C Ab g est un espace vectoriel 
non réduit à 0. 
(b) Montrer que : 
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( ) { }C A x IR AAx A xn t= ∈ =;  
2 2

2
2  

(c) Montrer que C Ab g est un espace vectoriel non réduit à 0. 
(d) Quelles sont les matrices vérifiant C A IRnb g =  ? 
Q9. Montrer les inégalités suivantes pour toute matrice A M Cn∈ b g  : 
(a) A A A2 1≤ ∞ . 

(b) 1
2n

A A n A∞ ∞≤ ≤ . 

(c) 1
1 2 1n

A A n A≤ ≤ . 

Solution 

Q1. Soit xk
k IN

c h
∈

 une suite de points de B∞
1  avec x x ek

i
k

i
i

n

=
=
∑

1

, pour tout entier k. 

Pour tout i n∈ 1 2, , ,Ll q, on a x xi
k k≤ ≤

∞
1. D’après le théorème de Borel-

Lebesgue, on peut extraire de chacune des suites xi
k

k IN
c h

∈
 une suite qui converge 

vers x Ci ∈ , avec xi ≤ 1. 

 On peut alors extraire de xk
k IN

c h
∈

 une suite qui converge vers x x e Bi i
i

n

= ∈
=

∞∑
1

1 , 

ce qui prouve la compacité de B∞
1 . 

 La sphère unité étant fermée dans B∞
1 , toujours pour la topologie définie par 

∞
, on en déduit qu’elle est compacte. 

(b) Pour tout x x e Ei i
i

n

= ∈
=
∑

1

, on a x n Max e i n x xi≤ ⋅ ≤ ≤ =∞ ∞;  1m r β . 

 Quels que soient le réel ε > 0 et x, x’ dans E tels que x x− ′ <∞

ε
β

, on a 

x x x x− ′ ≤ − ′ < ε . C’est-à-dire que l’application x xa  est continue de 
E ,

∞
d i dans IR. 
(c) Il suffit de montrer que  et 

∞
 sont équivalentes. 

 On a déjà vu qu’il existe une constante réelle β > 0 telle x x≤ ∞β  pour tout x 
dans E. 
 L’application x xa  est continue sur le compact S∞

1  (pour la topologie définie 
par 

∞
), elle est donc bornée et atteint ses bornes. En particulier, on peut poser 

α = ∈ = >∞Inf x x S x;  1
0 0m r , avec x S0

1∈ ∞  (donc x0 0≠ ). 

 Pour tout x non nul dans E, on a alors 1
x

x
∞

≥ α  soit α ⋅ ≤∞x x . Ce qui 

achève de prouver que les deux normes sont équivalentes. 
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(d) Soit xk
k IN

c h
∈

 une suite de points de B1 avec x x ek
i
k

i
i

n

=
=
∑

1

, pour tout entier k. 

Pour tout i n∈ 1 2, , ,Ll q, on a x x xi
k k k≤ ≤ ≤

∞

1 1
α α

. Donc les suites xi
k

k IN
c h

∈
 

sont bornées et on peut extraire de chacune de ces suites une suite convergente.  
 On peut alors extraire de xk

k IN
c h

∈
 une suite qui converge dans E , ∞

d i et la 

convergence a lieu aussi dans E ,c h à cause de l’équivalence des normes. Ce qui 
prouve la compacité de B1. 
 La sphère unité étant fermée dans B1, pour la topologie définie par  (ou par 
n’importe quelle autre norme, puisqu’on sait maintenant qu’elles sont toutes 
équivalentes), on en déduit qu’elle est compacte. 
Q2. (a) Soit v E F∈ − , comme F est fermé, on a δ = >d v F,b g 0 et on peut trouver 

y dans F tel que 0
1

< ≤ − <
−

δ δ
ε

v y , pour tout réel ε ∈ 0 1, . 

 Si on pose x
v y

v y=
−

−1 b g, on a x S∈ 1 et : 

∀ ∈ − =
−

− − =
−

− + − ≥ − = −z F x z
v y

v y z
v y

v y v y z,  1 1 1 1b g c h ε
δ

δ ε  

car y v y z F+ − ∈ . D’où le résultat. 
(b) Si E est de dimension infinie, on peut alors trouver une suite Ek k IN

b g
∈

 de sous 
espaces vectoriels de dimension finie telle que E Ek k− ≠

⊂1 , pour tout k ≥ 1. 

 Chaque Ek étant fermé, on peut construire, avec le résultat du (a), une suite 

xk
k IN

c h
∈

 dans S1 telle que d x Ek
k, − ≥1

1
2

c h  et x Ek
k∈ . 

 On a alors : 

∀ > − ≥k l x xk l,  1
2

 

et il est impossible d’extraire de xk
k IN

c h
∈

 une sous suite convergente. On déduit 
donc que ni S1 ni B1 ne sont compactes. 
Q3. Pour A dans M

n
(C), A  est bien définie comme borne supérieure d’une 

fonction continue sur un compact (la sphère unité est compacte en dimension 
finie). 
 L’égalité A = 0 équivaut à Ax = 0 pour tout x dans S1. En remarquant que 

pour tout x dans Cn − 0l q, on a 1 1

x
x S∈ , on déduit que A = 0. 

 La vérification des autres propriétés d’une norme ne pose pas de problèmes 
particuliers. 
Q4. (a) Résulte de S B1 1⊂  et de la linéarité de A. 
(b) Résulte de (a). 
(c) De (b), on déduit que : 
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( )∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ⋅A B M C x C ABx A Bx A B xn
n, , ,   

d’où le résultat. 
(d) Pour tout x dans Cn tel que x = 1, on a I x xd = = 1. On déduit donc que 
Id = 1. 

(e) Résulte du fait qu’en dimension finie la sphère unité est compacte et qu’une 
fonction continue sur un compact admet une borne supérieure qui est atteinte. 
(f) On pose : 

D IR x C xn= ∈ ∀ ∈ ≤+α α; ,  Axm r 
 On a D ≠ ∅, car A D∈ . Donc D admet une borne inférieure comme partie 
non vide et minorée de IR+. Et on a Inf D Ab g ≤ . 
 Soient α ∈D et x S∈ 1 tel que A Ax= . On a alors A Ax x= ≤ =α α , 
soit A ≤ α . On en déduit donc que A Inf D≤ b g . 
Q5. C'est simplement la norme euclidienne de A considérée comme vecteur de 
Cn2

. 
 Comme N I ns db g =   cette norme n'est pas induite par une norme vectorielle. 
Q6. (a) Pour x dans Cn tel que x ∞ = 1, on a : 

Ax Max a x i n Max a i nij j
j

n

ij
j

n

∞ ≤ ≤
RST

UVW
≤ ≤ ≤

RST
UVW∑ ∑ =    ;           ;        =

= =

1 1
1 1

α  

 Pour montrer que α  ≤ ∞A , il suffit de trouver un vecteur x tel que 
Ax ∞ = α . 

 Soit k tel que α =∑ akj
j

n

=1

. On pose, pour j = 1, ..., n : 

x
a
a

si a

si a
j

kj

kj
kj

kj

=
≠

R
S|

T|
    

       =  

0

0 0

 

 On a alors Ax ∞ = α  et : 

A Max a i nij
j

n

∞ ≤ ≤
RST

UVW∑ =    ;       
=

1
1

 

(b) Pour x dans Cn tel que x 1 1= , on a : 

Ax a x x a Max a j nij j
j

n

i

n

j ij
i

n

j

n

ij
i

n

1
== == =

     ;   = ≤ ≤ ≤ ≤RST
UVW =∑∑ ∑∑ ∑

11 11 1

1 α  

 Pour montrer que α  ≤ A 1, il suffit de trouver un vecteur x tel que Ax 1 = α . 

 Soit k tel que α =∑ aik
i

n

=1

. Pour x ek=  (kème vecteur de base canonique), on a : 

Ax a x aij j
j

n

i

n

ik
i

n

1 = = =
== =
∑∑ ∑

11 1

α . 

 D’où α ≤ =A x A1 1 1 et : 
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A Max a j nij
i

n

1
=

  ;   = ≤ ≤RST
UVW∑ 1

1

 

(c) On a A Sup Ax x Sup x A Ax x2
2

2
2

2 21 1= = = =; ;*  n s o t , où A* désigne 
la transposée de A. 
 La matrice A A*  étant hermitienne positive se diagonalise dans une base 
orthonormée { }e e en1 2, , ,L  avec des valeurs propres réelles positives 

µ µ µ1 2 0≥ ≥ ≥ ≥L n . On a alors pour tout x x e Ci i
i

n
n= ∈

=
∑

1

 : 

x A Ax x xi i
i

n
* = ≤

=
∑µ µ2

1
1 2

2  

l’égalité étant réalisée pour x e= 1. On a donc : 

A A A2 1= =µ ρ *c h  

où ρ µ µM Max Mb g m r =   ;    valeur propre de  désigne le rayon spectral de M 
(voir le problème 2). 
Q7. On rappelle qu’une matrice normale se diagonalise dans une base 
orthonormée, c’est-à-dire qu’il existe une matrice unitaire Q (i. e. telle que 
Q Q− =1 *) et une matrice diagonale D telles que Q AQ D* = . 
 On a alors A A QD Q QDQ QD DQ* * * * * *= = , c’est-à-dire que A A*  et D D*  sont 
semblables. Elles admettent donc les mêmes valeurs propres et : 

A A A D D D A2 = = = =ρ ρ ρ ρ* *c h c h b g b g 
Q8. (a) Si A est symétrique réelle, alors c’est une matrice normale et ( )A A2 = ρ . 
 Pour toute valeur propre λ de A, on note E A Idλ λ= − ⋅Kerb g l’espace propre 
associé. 
 On désigne par λ λ λ1 2 0≥ ≥ ≥ ≥L n  l’ensemble des valeurs propres de A 
rangées dans l’ordre décroissant et par e e en1 2, , ,Ll q  une base orthonormale de 
vecteurs propres associés avec Ae ei i i= λ  pour tout i = 1, 2, ···, n. On a donc 
ρ λAb g = 1. 

 Pour tout vecteur x x e C Ai i
i

n

= ∈
=
∑

1

b g , on a : 

Ax x A x xi i
i

n

i
i

n

2
2 2 2

1
2

2
2

2
1

2 2

1
= = =

= =
∑ ∑λ λ  

 On en déduit alors que λ i = 0 pour tout indice i tel que λ λi ≠ 1. C’est-à-dire 
que x E∈ λ1

. 
 Réciproquement, pour tout x E∈ λ1

, on a : 
( )Ax x x A x A x2 1 2 1 2 2 2 2= = = =λ λ ρ  

c’est-à-dire que x C A∈ b g. 
 On a donc ainsi montré que C Ab g est l’espace propre associé à une valeur 
propre dominante de A. 
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(b) On pose ( ) { }D A x IR AAx A xn t= ∈ =;  
2 2

2
2 . 

 Pour tout x C A∈ b g, on a t tA Ax A Ax A x⋅ ≤ =
2 2 2 2

2
2 . 

 On peut aussi écrire 
A x Ax Ax Ax A Ax x A Ax xt t

2
2

2
2

2
2

2 2= = = ⋅ ≤ ⋅  et on a 

A x AAxt
2

2
2 2
≤ . C’est-à-dire que x D A∈ b g. 

 Réciproquement, pour tout x D A∈ b g, on a : 
A x AAx A Ax A Axt t

2
2

2 2 2 2 2 2= ≤ =  
c'est-à-dire que A x Ax2 2 2≤ . Et avec Ax A x2 2 2≤ , on déduit que 
x C A∈ b g. 
 On a donc C A D Ab g b g= . 
(c) En Q6, on a montré que pour toute matrice réelle A, on a 

( )A A A A AAt t t
2

2
2

2
2

= = ⋅ =ρ . Ce qui se traduit par ( ) ( )C A C AAt=  et C Ab g 
est un espace vectoriel non réduit à { }0 (d’après (a)). 

(d) Si C A IRnb g = , alors 
1

2A
A  est une isométrie (A est supposée non nulle), 

c’est-à-dire que A est une similitude. La réciproque est évidente. 
Q9. (a) Avec les notations de Q6 (c), on a A 2 1= µ  , avec : 

µ µ1 1 1 1 1 1 1e e A Ae A A e A A e
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
= = ≤ ≤* * *  

et A A*
∞
= 1. On a donc A A A2

2
1≤ ∞ . 

(b) Pour tout x Cn∈ , on a : 

Ax a x a x a xij j
j

n

i

n

ij j
j

n

i

n

ij
j

n

j
j

n

i

n

2
2

1

2

1 1

2

1

2

1

2

11

= ≤
F
HG

I
KJ ≤

F
HG

I
KJ
F
HG

I
KJ== == = ==

∑∑ ∑∑ ∑ ∑∑  

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Ce qui donne : 

Ax x a x n Max aij
j

n

i

n

i n ij
j

n

2
2

2
2 2

11
2

2

1

2

1

≤
F
HG

I
KJ ≤

F
HG

I
KJ==

≤ ≤
=

∑∑ ∑  

 On en déduit alors que : 

A n Max a n Max a n A
i n ij

j

n

i n ij
j

n

2
2

1

2

1
1

1

2

2≤
F
HG

I
KJ ≤

F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ =

≤ ≤
=

≤ ≤
=

∞∑ ∑  

 Soit A n A2 ≤ ∞ . 

 Soit i n∈ 1 2, , ,Ll q tel que A aij
j

n

∞
=

=∑
1

. Avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz, 

on peut écrire que : 

A a a n A e n A n A nij
j

n

ij
j

n

i∞
= =

= ⋅ ≤ = ≤ =∑ ∑1
1

2

1
2 2 2

* *  

 C’est-à-dire que A A n∞ ≤ 2 . 
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(c) L’inégalité résulte de A A1 = ∞
*  et A A2 2

= * . 
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Problème 2 : Valeurs propres et rayon spectral d'une matrice 

 On désigne par M Cn b g l’ensemble des matrices d’ordre n à coefficients 
complexes. 
 L'ensemble des valeurs propres d’une matrice A dans M Cn b g est appelé le 
spectre de A et noté Sp(A). C'est une partie finie de C ayant au plus n éléments. 
 Le rayon spectral de A est alors défini par : 

ρ µ µA Max Sp Ab g b gm r =    ;     ∈  
Q1. Montrer que pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle, 
on a : 

ρ A Ab g ≤  
l’inégalité pouvant être stricte.  
Q2. Pour tout réel δ > 0, on désigne par D dij i j nδ = ≤ ≤

d ie j
1 ,

 la matrice diagonale 

définie par : 
{ }∀ ∈ = −i n dii

i1 2 1, , , ,L  δ  

(a) Soit M mij i j n
=

≤ ≤
d ie j

1 ,
 dans M Cn b g. Calculer M D MD mij

i j n
δ δ δ

δ= =−

≤ ≤

1

1

b ge je j
,

. 

(b) Montrer que pour tout ε > 0, on peut choisir δ tel que : 

m i nij
j i

n
δ εb g b g

= +
∑ < ≤ ≤ −

1

1 1   

Q3. (a) En écrivant que ′ = −A Q AQ1 , où Q est la matrice de passage de la base 
canonique de Cn à une base ′ ′ ′e e en1 2, , ,Ll q , montrer qu’on définit une norme 
vectorielle sur Cn en posant : 

∀ = ′ ′ ∈ = ′ ≤ ≤
=
∑x x e C x Max x i ni i
i

n
n

i
1

1, ;  m r  

(b) Montrer que la norme matricielle induite est définie par : 

∀ ∈ = ′ ≤ ≤
RST

UVW∑B M C B Max b i nn ij
j

nb g,    ;       
=1

1  

où ′ = −B Q BQ1 . 
Q4. En utilisant le fait que A est semblable à une matrice triangulaire, montrer 
que pour tout ε > 0, il existe une norme matricielle induite par une norme 
vectorielle telle que : 

A A≤ +ρ εb g  
Q5. Montrer que ρ A Inf Ab g m r= ⋅;   est une norme matricielle induite  
Q6. Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes : 
 (i) Lim A

k

k

→+∞
c h =  0  ; 

 (ii) pour toute valeur initiale x0, la suite définie par x Axk k+ =1 , pour k ≥ 0, 
converge vers le vecteur nul ; 
 (iii) ρ(A) < 1 ; 
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 (iv) il existe au moins une norme matricielle induite telle que A < 1. 
Q7. Montrer que pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle, 
on a : 

ρ A Lim A Inf A
k

k k
k

k kb g = F
HG

I
KJ =

F
HG

I
KJ→+∞ ≥

1

1

1

 

Solution 

Q1. Soit λ une valeur propre de A qui vérifie ρ λAb g =  et x un vecteur propre 
associé dans Cn de norme 1. On a alors : 

Ax x A= ⋅ = ≤λ λ  
d’où ρ A Ab g ≤ . 

 En prenant A =
F
HG

I
KJ

0 1
0 0

, on a ρ Ab g = 0 et A > 0. 

Q2. (a) m m i j nij
j i

ij
δ δb g b g= ⋅ ≤ ≤−  1 ,  

(la multiplication à droite par Dδ  a pour effet de multiplier la colonne numéro j 
par δ j−1 et la multiplication à gauche par Dδ

−1 a pour effet de diviser la ligne 
numéro i par δi−1). 
(b) Comme Limmijδ

δ

→
=

0
0b g  pour 1≤ < ≤i j n , on peut choisir δ tel que : 

m i nij
j i

n
δ εb g b g

= +
∑ < ≤ ≤ −

1

1 1   

Q3. (a) Résulte de x Q x= −
∞

1 . 
(b) On a : 

B Sup
Bx
x

x C x

Sup
Q Bx

Q x
x C x

n

n

= ∈ ≠
RST

UVW
= ∈ ≠

R
S|
T|

U
V|
W|

−
∞

−
∞

 ;    ,     

      ;    ,     

0

0
1

1

 

 Soit en écrivant tout vecteur x sous la forme x Qy=  : 

B Sup
Q BQy

y
y C y Q BQn= ∈ ≠

R
S|
T|

U
V|
W|
=

−
∞

∞

−
∞

 ;    ,     
1

10  

 Et il suffit alors d’utiliser le résultat de la question 6 (a) du problème 1. 
Q4. Soit P une matrice inversible à coefficients complexes telle que : 

T P AP= −1  
avec T triangulaire supérieure. 

 En prenant, dans la question précédente, Q P D= ⋅ δ  où δ est choisi tel que les 

coefficients de ′ = =− −T Q AQ D TD1 1
δ δ  vérifie ′ < ≤ ≤ −

= +
∑ t i nij
j i

n

1

1 1ε  b g , on a : 
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A T Max t t i n Max t i nii ij
j

n

ii= ′ = + ′ ≤ ≤
RST

UVW
≤ + ≤ ≤∞ ∑

=i+

 ;        ;      
1

1 1ε m r  

soit A A≤ +ρ εb g  (les tii sont les valeurs propres de A). 
Q5. Résulte de ce qui précède. 
Q6. (i) ⇒ (ii). Résulte de : x A x A xk

k k =    0 0≤ ⋅ . 
(ii) ⇒ (iii). Soit x0 est un vecteur propre non nul associé à une valeur propre µ, en 
écrivant que x A x xk

k k

k
= = →

→+∞0 0 0µ , on déduit que Lim
k

k

→+∞
=µ 0 et nécessairement 

µ < 1. 
(iii) ⇒ (iv). Soit ε > 0 tel que ρ εAb g+ < 1. Il suffit de prendre une norme 
matricielle induite telle que A A< +ρ εb g .  
(iv) ⇒ (i). En prenant une norme matricielle induite qui vérifie A < 1 et en 
écrivant que A Ak k≤ , on déduit que Lim A

k

k

→+∞
c h =  0. 

Q7. Soit ε > 0 et A
A

Aε ρ ε
=

+
1

b g . On a ρ
ρ

ρ εεA
A

A
b g b g

b g=
+

< 1 donc Lim A
k

k

→+∞ εd i =  0 

et : 
∃ ∈ ∀ ≥ <k IN k k A k

ε ε ε; ,  1 
 On a alors : 

∀ ≥ < +k k A Ak k
ε ρ ε,  b gc h  

 Et avec ρ ρA A Ak k k kb g c he j= ≤
1 1

, on déduit que  

∀ ≥ ≤ ≤ +k k A A Ak k
ε ρ ρ ε,  b g b g

1

 
c’est-à-dire le résultat. 

Problème 3 : Localisation des valeurs propres 

 Soit A une matrice d’ordre n à coefficients complexes. On note : 

L a i n C a j ni ij
j
j i

n

j ij
i
i j

n

= ≤ ≤ = ≤ ≤
=
≠

=
≠

∑ ∑
1 1

1 1   b g b g;  

L Max L a C Max C a
i n i ii j n j jj= + = +

≤ ≤ ≤ ≤1 1
m r o t;   

Q1. Montrer que pour toute valeur propre de A, λ ∈C , il existe { }i n∈ 1 2, , ,L  et 
{ }j n∈ 1 2, , ,L  tels que : 

λ λ− ≤ − ≤a L a Cii i jj j;   
 Ce résultat est connu sous le nom de « premier théorème de Gerschgörin et 
Hadamard ». 
Q2. Montrer que pour toute valeur propre de A, λ ∈C , on a : 

λ ≤ Min L C,l q 
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Q3. (a) Montrer que s’il existe α ∈ 0 1,  tel que : 
∀ ∈ > −i n a L Cii i i1 2 1, , , ,Ll q  α α  

alors A est inversible. On utilisera l’inégalité de Hölder : 

 a b a b p q
p qk k

k

n

k
p

k

n p

k
q

k

n q

= = =
∑ ∑ ∑≤ F

HG
I
KJ

F
HG

I
KJ > > + =

F
HG

I
KJ1 1

1

1

1

0 0 1 1 1   , ,  

(b) En déduire que pour tout réel α ∈ 0 1,  et toute valeur propre de A, λ ∈C , il 
existe { }i n∈ 1 2, , ,L  tel que : 

λ α α− ≤ −a L Cii i i
1  

 Ce résultat est le théorème d’Ostrowsky. Pour α = 1, on retrouve le théorème 
de Gerschgörin et Hadamard. 
Q4. Montrer que pour toute valeur propre de A, λ ∈C , il existe { }i n∈ 1 2, , ,L  tel 
que : 

λ 2 ≤ + +L a C ai ii i iic hc h  
Q5. Soient a, b dans IR. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres 

associés de la matrice A a b

a b
b a b

b a b
b a

,
. . . . . .
. . . . . .

b g =

F

H

GGGGGGG

I

K

JJJJJJJ

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. 

Q6.  Une matrice réelle ou complexe d’ordre n ≥ 2 , ( )( )A aij
i j n

=
≤ ≤1 ,

, est à 

diagonale strictement dominante, si : 

a a i nii ij
j i

> =
≠
∑   1, ,Lb g 

(a) Montrer qu’une matrice à diagonale strictement dominante est inversible. 
(b) Soit A une matrice symétrique réelle à diagonale strictement dominante. 
Montrer que A est définie positive si, et seulement si aii > 0, pour tout 
i n∈ 1, ,Ll q . 

Solution 

Q1. Soit λ ∈C  une valeur propre de A et x un vecteur propre associé avec 
x ∞ = 1. 

 Pour i n∈ 1 2, , ,Ll q tel que x xi = ∞ , on a : 
a x a xij j

j i
ii i

≠
∑ = −λb g  

et λ − ≤ =
≠
∑a a Lii ij
j i

i . 
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 En appliquant ce résultat à la transposée de A qui admet les mêmes valeurs 
propres que A, on déduit que toute valeur propre de A est dans l’un des disques 
λ − ≤a Cjj j . 
Q2. Avec les hypothèses et notations de Q1, on peut écrire que 
λ λ≤ − + ≤ + ≤a a L a Lii ii i ii . De manière analogue, on a λ ≤ C . On a donc 
bien λ ≤ Min L C,l q, pour toute valeur propre de A. 
Q3. (a) Si A n’est pas inversible alors 0 est valeur propre et avec le théorème de 
Gerschgörin et Hadamard on déduit qu’il existe { }i n∈ 1 2, , ,L  et { }j n∈ 1 2, , ,L  
tels que a L a Cii i jj j≤ ≤;  . Ce qui démontre le résultat pour α = 0 et α = 1. 
 On suppose maintenant que α ∈ 0 1,  et que A est non inversible.  On désigne 
par x un vecteur propre non nul associé à la valeur propre 0. C’est à dire que x est 
solution non nulle du système linéaire : 

a x i nij j
j

n

=
∑ = ≤ ≤

1

0 1 b g  

 On a alors : 

a x a x i nii i ij j
j
j i

n

≤ ≤ ≤
=
≠

∑
1

1 b g  

 Avec L C ai i ii
α α1− < , pour tout i n∈ 1 2, , ,Ll q, on déduit que : 

L C x a x i ni i i ij j
j
j i

n
α α1

1

1−

=
≠

≤ ≤ ≤∑  b g 

l’inégalité étant stricte pour tous les indices i tels que xi ≠ 0. 

 On utilise alors l’inégalité de Hölder avec p = 1
α

 et q =
−
1

1 α
, ce qui donne : 

L C x a a x a a x i ni i i ij ij j
j
j i

n

ij
j
j i

n

ij j
j
j i

n
α α α α

α

α

α

1 1

1 1

1
1

1

1

1− −

=
≠

=
≠

−

=
≠

−

≤ ≤
F

H
GG

I

K
JJ

F

H
GG

I

K
JJ ≤ ≤∑ ∑ ∑e j b g  

soit : 

L C x L a x i ni i i i ij j
j
j i

n
α α α α

α

1
1

1

1

1

1− −

=
≠

−

≤
F

H
GG

I

K
JJ ≤ ≤∑  b g 

 Si xi ≠ 0, alors l’inégalité est stricte et Li > 0. On déduit donc que : 

C x a x i ni i ij j
j
j i

n1
1

1
1

1

1− −

=
≠

≤ ≤ ≤∑α α  b g  

l’inégalité étant stricte pour xi ≠ 0 et évidente pour xi = 0. 
 En additionnant ces inégalités, on aboutit à : 

S C x a x C x Si i
i

n

ij j
j
j i

n

i

n

j j
j

n

= < = =−

=

−

=
≠

=

−

=
∑ ∑∑ ∑

1
1

1

1
1

11

1
1

1

α α α  
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ce qui est impossible. La matrice A est donc nécessairement inversible. 
(b) Si λ  est valeur propre de A alors A Id− λ  est non inversible et avec le (a), on 
déduit que pour tout réel α ∈ 0 1, , on peut trouver un indice i n∈ 1 2, , ,Ll q tel 
que a L Cii i i− ≤ −λ α α1 . 

Q4. En prenant α = 1
2

 dans Q3 (b), on peut trouver { }i n∈ 1 2, , ,L  tel que 

a L Cii i i− ≤λ . On déduit alors que λ ≤ + ≤ + +a L C a L a Cii i i ii i ii ic hc h , la 

dernière inégalité résultant de 2 L C C Li i i i≤ + . 
Q5.  On peut écrire A a b a I b Ad, ,b g b g= ⋅ + ⋅ 0 1 , où Id désigne la matrice identité. Il 
suffit donc de considérer le cas a b, ,b g b g= 0 1 . 
 La matrice A 0 1,b g est symétrique réelle, donc toutes ses valeurs propres sont 
réelles. Avec le théorème de Gerschgörin-Hadamard, on déduit que pour toute 
valeur propre λ ∈ IR on a λ ≤ 2. Une telle valeur propre peut donc s’écrire 
λ α= 2Cosb g avec α π∈ 0, . Si x est un vecteur propre non nul associé ses 
composantes sont solutions de la récurrence : 

x x x k nk k k− +− + = ≤ ≤1 1 0 1λ  b g 
avec les conditions aux limites x0 0=  et xn+ =1 0. 
 Le polynôme caractéristique de cette récurrence est P r r Cos rb g b g= − +2 2 1α , 
soit P r r e r ei ib g c hc h= − − −α α . Les racines sont donc  r ei

1 =
α  et r e i

2 =
− α . Ce qui 

donne x c e c e k nk
ik ik= + ≤ ≤ +−

1 2 0 1α α  b g. 
 Avec x0 0= , on déduit que c c2 1= − . Avec xn+ =1 0 et c c1 2 0 0, ,b g b g≠ , on déduit 

que Sin n + =1 0b gc hα  et α π=
+
j

n 1
 avec 1≤ ≤j n . 

 Les valeurs propres de A a b,b g sont donc : 

λ π
k a b a b k

n
k n, Cosb g b g= + ⋅ ⋅

+
F
HG

I
KJ ≤ ≤2

1
1  

 L’espace propre associé à λ k a b,b g  est la droite engendrée par le vecteur v(k) de 
composantes : 

v j k
n

k j nj
kb g b g=

+
F
HG

I
KJ ≤ ≤Sin ,π

1
1  

Q6. (a) Avec le théorème de Gershgörin–Hadamard, on déduit que si 0 est valeur 
propre de A, alors il existe i n∈ 1, ,Ll q  tel que a aii ij

j i

≤
≠
∑ , ce qui contredit le fait 

que A est à diagonale strictement dominante. Donc 0 ne peut pas être valeur 
propre de A, ce qui équivaut à dire que A est inversible. 
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(b) Supposons que aii > 0 pour tout i n∈ 1, ,Ll q . Le théorème de Gershgörin-
Hadamard nous dit que pour toute valeur propre λ ∈ IR de la matrice symétrique 
réelle A, il existe i n∈ 1, ,Ll q  tel que : 

λ − ≤ <
≠
∑a a aii ij
j i

ii  

 On en déduit donc que λ > 0. Les valeurs propres de la matrice A sont donc 
toutes strictement positives, ce qui équivaut à dire qu'elle est définie positive. 
 La réciproque provient de l'égalité a Ae eii i i= , où { }e en1, ,L  est la base 

canonique de IRn. 

Problème 4 : Le quotient de Rayleigh 

 Soit A une matrice symétrique réelle. Son quotient de Rayleigh est 
l’application : 

R x IR R x
q x
xA

n
A: ∈ − =0

2
2l q b g b g

a  

où q x q x Ax x: a b g =  est la forme quadratique associée à A. 
 Les valeurs propres de A sont rangées dans l’ordre croissant, λ λ λ1 2≤ ≤ ≤L n  
et on note e e en1 2, , ,Ll q  une base orthonormée de IRn formée de vecteurs propres 
associés ( Ae ek k k= λ ). 
Q1. Montrer que pour tout k = 1, 2, ···, n : 

λ k A k A j j
j

k

k
k

A j j
j k

n

k k n
n k

R e R x x x e x x x IR

R x x x e x x x IR

= = = ∈
RST

UVW
= = ∈

RST
UVW

=

=
+

− +

∑

∑

b g b g b g

b g b g

Sup ; , , , ,

Inf ; , , , ,

  

                     

1
1 2

1
1

L

L

 

Q2. Calculer Sup ;R x x IRA
nb gm r ∈  et Inf ;R x x IRA

nb gm r ∈ . 

Q3. Montrer que R IRA
n

nc h = λ λ1 , . 
Q4. La norme matricielle subordonnée à la norme euclidienne de IRn est définie 
par : 

∀ ∈ = ∈ =A M IR A Sup Ax x IR xn
nb g m r, ; ,   2 2 1  

 Celle induite par la norme euclidienne de Cn est définie par : 
∀ ∈ = ∈ =A M IR A Sup Az z C zn C C

n
Cb g o t, ; ,, , ,   2 2 2 1  

 Montrer que ces deux normes sont identiques. 
Q5. Montrer que la norme matricielle subordonnée à la norme euclidienne de IRn 
est définie par : 

∀ ∈ = ⋅ = ⋅ =A M IR A A A A A An
t t tb g c h c h,  2 2

ρ ρ  
Q6. Calculer A 2  pour A symétrique réelle. 
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Q7. Calculer A 2 , pour A =

−
−

−
−

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

1 0 0 1
1 1 0 0

0 1 1 0
0 0 1 1

L

L

L

L

. . . . . . 

Solution 

Q1. Pour tout k = 1, 2, ···, n, on a : 

R e
Ae e

eA k
k k

k
kb g = =

2
2 λ  

 Pour tout x x ej j
j

k

=
=
∑

1

, on a : 

R x
x

x

x

x
A

j j
j

k

j
j

k k

j
j

k

j
j

k kb g = ≤ ==

=

=

=

∑

∑

∑

∑

λ
λ λ

2

1

2

1

2

1

2

1

 

 On en déduit alors que : 

λ k A j j
j

k

k
kR x x x e x x x IR= = ∈

RST
UVW=

∑Sup ; , , , ,b g b g  
1

1 2 L  

 De la même façon, on a : 

λ k A j j
j k

n

k k n
n kR x x x e x x x IR= = ∈

RST
UVW=

+
− +∑Inf ; , , , ,b g b g  1

1L  

Q2. En particulier, on a : 
λ

λ
n A n A

n

A A
n

R e R x x IR

R e R x x IR

= = ∈

= = ∈

b g b gm r
b g b gm r

Sup ;

Inf ;

 

 1 1

 

Q3. On a déjà R IRA
n

nc h⊂ λ λ1 , . Et en écrivant tout λ λ λ∈ 1 , n  sous la forme 

λ λ λ= − +1 1t t nb g  et en posant x te ten= − +1 1 , on a x 2 1=  et R xA b g = λ . 
 Une autre façon de voir les choses est de dire que la sphère unité de IRn est 
connexe et son image par une fonction continue est connexe. 
Q4. On a z x yC2

2
2

2
2

2
, = + , pour tout z x iy Cn= + ∈ . 

 Pour tout x IRn∈ , on a x xC2 2, =  et Ax Ax C2 2= , , donc A A C2 2≤ , . Et 
pour z x iy Cn= + ∈ , on a : 
Az Ax Ay A x y A zC C2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
, ,= + ≤ + =d i , donc A AC2 2, ≤ . 

Q5. La matrice t A A⋅  est symétrique positive, donc son rayon spectral est égal à 
sa plus grande valeur propre. Avec Q2, on peut alors écrire 
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ρ t
A A

nA A R x x IRt⋅ = ∈
⋅

c h b gn sSup ;  , avec R x
A Ax x

x
Ax
x

t A A

t

⋅
=

⋅
=b g

2
2

2
2

2
2 . C’est-à-

dire que ρ t A A A⋅ =c h 2. 

 Il reste à montrer que ρ ρt tA A A A⋅ = ⋅c h c h . 

 Si λ ρ= ⋅ >t A Ac h 0, il existe x IRn∈ − 0l q  tel que t A Ax x⋅ = λ . Et 
nécessairement, on a Ax ≠ 0. 
 On alors A A Ax A x Axt⋅ = = ⋅b g b gλ λ , donc λ est valeur propre de A At⋅  et 
λ ρ≤ ⋅A Atc h . C’est-à-dire que ρ ρt tA A A A⋅ ≤ ⋅c h c h. On démontre de manière 

analogue que ρ ρA A A At t⋅ ≤ ⋅c h c h. 
 Si ρ t A A⋅ =c h 0, le raisonnement précédent nous montre alors que ρ A At⋅ =c h 0. 
Q6. Si A est symétrique réelle, alors les valeurs propres de t A A A⋅ = 2  sont les 
carrés de celles de A et ρ ρ ρt A A A A⋅ = =c h b g b g2 . 
Remarque 1 — Le résultat est encore vrai sur C en remplaçant la transposée par 
l’adjoint. Soit : 

∀ ∈ = ⋅ = ⋅ =A M C A A A A A An C
t t t

C
b g c h c h, , ,

 2 2
ρ ρ  

 Si A est normale, c’est-à-dire t tA A A A⋅ = ⋅ , alors A AC2, = ρb g  (voir le 
problème 1, Q7). 
Remarque 2 — Les racines carrées positives des valeurs propres de t A A⋅  sont 
appelées les valeurs singulières de A. 

Q7. On a A A At
2 = ⋅ρc h , avec t A A⋅ =

− −
− −

− −
− −

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

2 1 0 1
1 2 1 0

0 1 2 1
1 0 1 2

L

L

L

L

. . . . . . La matrice 

t A A⋅  est symétrique réelle, donc toutes ses valeurs propres sont réelles. De plus, 
avec le théorème de Gerschgörin-Hadamard (problème 3, Q1), on déduit que pour 
toute valeur propre λ ∈ IR on a λ − ≤2 2. Une telle valeur propre peut donc 
s’écrire λ α θ= − =2 1 4 2Cos Sinb gc h b g . Si x est un vecteur propre non nul associé 
ses composantes sont solutions de la récurrence : 

x x x k nk k k− ++ − + = ≤ ≤1 12 0 1λb g b g  
avec λ α− = −2 2Cosb g  et les conditions de périodicité x xn0 =  et x xn1 1= + . 
 Il s’agit donc de chercher les solutions xk k Z

b g
∈

 périodiques de période n de 
cette récurrence. 
 Le polynôme caractéristique de cette récurrence est P r r Cos rb g b g= − +2 2 1α , 
soit P r r e r ei ib g c hc h= − − −α α . Les racines sont donc  r ei

1 =
α  et r e i

2 =
− α . Ce qui 

donne x c e c e k nk
ik ik= + ≤ ≤ +−

1 2 0 1α α  b g. 
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 Avec c c1 2 0 0, ,b g b g≠  et la condition de périodicité on a nécessairement 

α π= j
n

2  avec 0 1≤ ≤ −j n . 

 Les valeurs propres de t A A⋅  sont donc : 

λ π π
k

k
n

k
n

k n= − F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ =

F
HG

I
KJ ≤ ≤ −2 1 2 4 0 1

2

Cos Sin  b g 
 D’où la norme de A induite par la norme euclidienne : 

A
n p

Sin p
p

n p2

2 2

2
2 1

2 1
=

=

+
F
HG

I
KJ = +

R
S|
T|

                        si  

 si π  

Problème 5 : Matrices tridiagonales. Agrégation 1993, extrait 

 On désigne par m un réel donné et par Tm la matrice tridiagonale d’ordre n 
dont les éléments tij sont définis par : 

t m pour i n
t pour i j n i j
t dans les autrescas

ii

ij

ij

= =
= − = − =
=

R
S|

T|

, , , ,
, , , , , ,
  
   

    

1 2
1 1 2 1

0

L

L  

 On désigne par Am la matrice carrée d’ordre n2 tridiagonale par blocs d’ordre 
n égale à : 

A

T I
I T I

I T I
I T

m

m

m

m

m

=

−
− −

− −
−

F

H

GGGGGGG

I

K

JJJJJJJ

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

...
. . . . . .
. . . . . .

 

où I est la matrice identité d’ordre n. 
Q1. (a) Soit M mij i j n

=
≤ ≤

d ie j
1 ,

 une matrice carrée complexe d’ordre n, telle que 

l’on ait : 

∀ ∈ = <
=
≠

∑i n r m mi ij
j
j i

n

ii1
1

, , ,Ll q   

 Montrer que M est inversible. 
(b) En déduire que toute valeur propre de M appartient à la réunion des boules 
fermées de centre d’affixe mii et de rayon ri. 
Q2. (a) Montrer que si λ est valeur propre de Tm, il existe un réel θ π∈ 0, , tel 
que λ θ= −m 2Cosb g. 
 Déterminer alors les valeurs θ πk ∈ 0,  pour lesquelles λ θk km= − 2 Cosb g  est 
effectivement valeur propre de Tm. 
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(b) Déterminer le vecteur propre Vk associé à λ k  dont la première composante est 

égale à Sin kθb g  et montrer que V n
k 2

2 1
2

= + . 

 En déduire une matrice orthogonale symétrique P, indépendante de m, telle 
que P T Pm⋅ ⋅  soit une matrice diagonale Dm. 
(c) Soit O la matrice carrée d’ordre n2 diagonale par blocs d’ordre n tous égaux 
à P (et donc orthogonale et symétrique). Calculer le produit O A Om⋅ ⋅ . 
Q3. (a) On considère n nombres réels x1, x2, ···,xn, un vecteur propre V de Tm, puis 
le vecteur W à n2 composantes défini par blocs de la façon suivante : 

w

x V
x V

x Vn

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

1

2

M
 

 A quelles conditions sur x1, x2, ···,xn le vecteur W est-il vecteur propre de Am? 
 En déduire les valeurs propres et vecteurs propres de Am et vérifier que, 
lorsque m = 4, ces valeurs propres sont les réels : 

 λ π π
pq Sin p

n
Sin q

n
p q n=

+
F
HG

I
KJ + +

F
HG

I
KJ ≤ ≤4

2 1
4

2 1
12 2

b g b g b g ,  

(b) En déduire une matrice orthogonale symétrique Q, indépendante de m, telle 
que Q A Qm⋅ ⋅  soit une matrice diagonale. 

Solution 

Q1. (a) Voir le problème 3, Q6 (a). 
(b) C’est le théorème de Gerschgörin-Hadamard (problème 3, Q1). 
 On peut aussi en donner une démonstration qui utilise le résultat du (a). 
 Soit M une matrice complexe et λ une valeur propre. La matrice A Id− ⋅λ  est 
donc non inversible et ne peut pas être à diagonale strictement dominante, c’est-à-
dire qu’il existe { }i n∈ 1 2, , ,L  tel que λ − ≤m rii i . 
Q2. (a) Dans le problème 3 Q5, on a vu que les valeurs propres de Tm sont les : 

λ π θk km k
n

m k n= −
+

F
HG

I
KJ = − ≤ ≤2

1
2 1Cos Cosb g b g  

(b) Avec le problème 3 Q5, on a vu qu’un vecteur propre associé à la valeur 
propre simple λ k  est le vecteur : 

( ) ( ) ( )( ) ( )V n k nk k k k= ≤ ≤Sin , Sin , , Sinθ θ θ2 1L   
 Le carré de la norme euclidienne de ce vecteur est : 

V j jk k
j

n

k
i

n

2
2 2

1 1

1
2

1 2= = −
= =
∑ ∑Sin Cosθ θb g b gc h  

avec : 
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Cos 2 1
1

1 1
1

2

1

2 1

2j Ré e Ré e
ek

i

n
i j

i

n i n

i
k

k

k
θ θ

θ

θb g c h
b g

= =

+

∑ ∑= F
HG

I
KJ =

−
−

−
F
HG

I
KJ = −  

 Ce qui donne : 

V n
k 2

2 1
2

= +  

 En posant e
V

Vk
k

k= 1

2

 pour k = 1, 2, ···, n, on définit une base orthonormale de 

vecteurs propres de Tm (matrice symétrique réelle) et si P est la matrice de 
passage de la base canonique à cette base alors ∆m

t
mPT P=  est diagonale avec les 

λ k  comme termes diagonaux. En remarquant que pour i, j compris entre 1 et n, on 

a p
n

i j
nij = +
⋅ ⋅
+

F
HG

I
KJ

2
1 1

Sin π , on déduit que P est symétrique et ∆m mPT P= . 

(c) On a OA O

I
I I

I I
I

m

m

m

m

m

=

−
− −

− −
−

F

H

GGGGGGG

I

K

JJJJJJJ

∆
∆

∆
∆

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

...
. . . . . .
. . . . . .

. 

Q3. (a) Si V un vecteur propre de Tm associé à la valeur propre λ alors W est 
vecteur propre de Am associé à la valeur propre µ si : 

A W

x x V
x x x V

x x x V
x x V

x V
x V

x V
x V

m

n n n

n n

n

n

=

−
− + −

− + −
− +

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ
=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− −

−

−

λ
λ

λ
λ

µ

1 2

1 2 3

2 1

1

1

2

1

b g
b g

b g
b g

M M  

 Ce qui équivaut à : 

( )
λ µ

λ µ
λ µ

x x x
x x x x k n
x x x

k k k k

n n n

1 2 1

1 1

1

2 1
− =

− + − = ≤ ≤ −
− + =









− +

−

 

 C’est à dire que le vecteur X x x xn= 1 2, , ,Lb g  est vecteur propre de Tλ  associé à 
la valeur propre µ. 

 Si λ λ θ= = −p pm 2 Cosd i, avec θ π
p

p
n

=
+1

 et 1≤ ≤p n, alors on peut prendre : 

( ) ( ) ( )( )V V np p p p= = Sin , Sin , , Sinθ θ θ2 L  

avec θ π
q

q
n

=
+1

, 1≤ ≤q n , et : 

µ λ λ θ θ θ= = − = − −p q p q p qm, Cos Cos Cos2 2 2d i d i d i  
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( ) ( ) ( )( )X X nq q q q= = Sin , Sin , , Sinθ θ θ2 L  

 On a donc montré que les valeurs propres de Am sont les λ p q, , avec 1≤ ≤p q n,  
et les vecteurs propres associés sont les : 

V

V
V

n V

pq

q p

q p

q p

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

Sin
Sin

Sin

θ
θ

θ

d i
d i

d i

2
M

 

 De plus, on a : 

V j V V V
n

pq q p
j

n

q p

2 2

2

2

1
2

2

2

2
21

4
= = =

+

=
∑Sin θd i b g

 

 Dans le cas particulier m = 4, on a : 

λ θ θ π π
p q p q Sin p

n
Sin q

n, Cos Cos= − + − =
+

F
HG

I
KJ + +

F
HG

I
KJ2 1 2 1 4

2 1
4

2 1
2 2d ie j d ie j b g b g  

(b)  En posant e
V

Vpq
pq

pq= 1

2

 pour p, q = 1, 2, ···, n, on définit une base 

orthonormale de vecteurs propres de Am (matrice symétrique réelle) et si Q est la 
matrice de passage de la base canonique à cette base alors D QA Qm

t
m=  est 

diagonale avec les λ pq  comme termes diagonaux. 
 En remarquant que la matrice Q s’écrit par blocs d’ordre n, 

Q
n

i j
n

Pij = +
⋅ ⋅
+

F
HG

I
KJ

2
1 1

Sin π  pour i, j compris entre 1 et n, avec P définie en  Q2 (b), 

on en déduit que Q est symétrique et D QA Qm m= . 

Problème 6 : Conditionnement d’un système linéaire 

 Ce problème utilise les résultats du problème 1. 
 Soit A une matrice réelle ou complexe, inversible et x solution du système 
Ax b= . 
 On désigne par ⋅  une norme matricielle induite par une norme vectorielle. 
Q1. En notant x x+ δ  la solution du système perturbé Ay b b= +δ , montrer que : 

δ δx
x

A A
b

b
≤ ⋅ ⋅−1  

Q2. De même, si x x+ δ  est solution de A A y b+ =δb g , montrer que : 
δ
δ

δx
x x

A A
A
A+

≤ ⋅ ⋅−1  

 Le conditionnement de A relativement à la norme ⋅  est défini par : 

( )Cond A
A A

=
⋅ −

1
1  
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 Un système est bien conditionné si Cond(A) est voisin de 1 et mal conditionné 
si ce conditionnement est proche de 0. 
 On note Cond2 le conditionnement relatif à la norme euclidienne sur IKn, avec 
IK = IR ou IK = C. 
Q3. Montrer que : 
(a) Cond Ab g∈ 0 1,  pour toute norme matricielle, avec Cond A2 1b g = , pour A 
unitaire (i. e. t

dA A I⋅ = ). 
(b) Cond A Cond Ab g c h= −1 . 
(c) ∀ ∈ − =α αIK Cond A Cond A0l q b g b g,  . 

(d) Cond A2 b g = µ
µ

min

max

, où µmin  [Resp. µmax ] est la plus petite [Resp. plus 

grande] valeur propre de t A A⋅ . 
(e) Pour A hermitienne complexe (ou symétrique réelle : 

Cond A
Min i n
Max i n

i

i
2

1 2
1 2

b g m r
m r=

=
=

λ
λ

; , , ,
; , , ,
 
 

L

L
 

où les λ i  sont les valeurs propres de A. 

Q4. Soit A =

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

 et b =  

32
23
33
31

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
. 

(a) Résoudre les systèmes Ax b= , Ax b b= + δ  et A A x b+ =δb g , avec 

b b+ =  

.
.
.
.

δ

32 1
22 9
33 1
30 9

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
 et A A+ =

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
δ

10 7 8 1 7 2
7 08 5 04 6 5

8 5 98 9 81 9
6 99 4 99 9 9 98

. .
. .

. .
. . .

 

(b) Calculer Cond A2 b g. 

Solution 

Q1. On a, A x x b b+ = +δ δb g  et Ax b= . On en déduit donc que δ δx A b= −1  et 
δ δx A b≤ ⋅−1 . De même b Ax=  donne b A x≤ ⋅ . D’où le résultat en faisant 

le produit de ces deux inégalités. 
Q2. On a, A A x x b+ + =δ δb gb g  et Ax b= . On en déduit donc que 

( )δ δ δx A A x x= − +−1  et δ δ δx A A x x≤ ⋅ ⋅ +−1 . 
Remarque — Il faut bien noter que le conditionnement n’est défini que pour une 
matrice inversible et dépend du choix d’une norme matricielle. 
Q3. (a) En écrivant que A A⋅ =−1 1, on déduit que 1 1≤ ⋅ −A A . C’est-à-dire que 
le conditionnement est un réel non nul compris entre 0 et 1. 
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 Si A est unitaire, en utilisant la norme euclidienne, on a (problème 1, Q6 (c)) 
A A A IC

t
d2 1, = ⋅ = =ρ ρc h b g  et A AC

t
C2 2, ,

= . Donc Cond2 1Ab g = . 

(b) et (c) sont évidents. 
(d) La matrice t A A⋅  est symétrique définie positive, donc : 

A A AC
t

2
2

, max= ⋅ =ρ µc h  
et 

 A A A A A A A
C

t t t− − − − − −
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =1

2

2 1 1 1 1 1 1
,

min

ρ ρ ρ
µ

c h c h c he j  

(e) Si A est hermitienne, alors ses valeurs propres sont réelles et celles de 
t A A A⋅ = 2  sont les λ i

2 . 
 On peut aussi remarquer que dans ce cas on a A AC2, = ρb g . 

Q4. (a) La solution de Ax b=  est x =

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

1
1
1
1

.  

 Si on modifie le second membre en b + bδ , c'est-à-dire que b est donné avec 

une erreur relative de 0.3%, alors la solution devient x =
−

−

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

9 2
12 6
4 5
1 1

.
.

.
.

. On a donc une 

erreur relative sur x de l'ordre de 1000%. 
 De même si on perturbe la matrice en prenant A A+ δ  et en gardant le second 

membre initial, la solution devient x =

−

−

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

8 1
137

34
22

.

. Un tel système est donc mal 

conditionné. 
(b) Les valeurs propres de A sont 0.01, 0.84, 3.86 et 30.3. Le conditionnement, 

relativement à la norme euclidienne, est alors Cond A2
40 01

30 3
3 3 10b g ≅ ≅ ∗ −.

.
. . 

 
Remarque — Le conditionnement d'une matrice n'est pas lié à un déterminant 
voisin de 0. Pour l'exemple ci-dessus, la matrice est symétrique définie positive de 
déterminant égal à 1. 
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Problème 7 :  Conditionnement du problème de valeurs propres 
      pour les matrices symétriques réelles 

 On utilise notations et les résultats du problème 4. 
 Soit A une matrice symétrique réelle de valeurs propres, rangées dans l’ordre 
croissant, λ λ λ1 2≤ ≤ ≤L n. On désigne par RA son quotient de Rayleigh. 
 Pour tout k = 1, 2, ···, n, on désigne par Ek l’ensemble des sous espaces 
vectoriels de dimension k de IRn et on note E0 = {{0}}. 
Q1. Montrer que, pour tout k = 1, 2, ···, n, on a : 

λ µk kV V E= ∈Inf ;b gm r  avec µ V R x x VAb g b gm r= ∈Sup ;   
(théorème de Courant-Fischer). 
Q2. Soit A t a b A t S IRn: ,∈ ∈a b g b g une application continue où S IRn b g  désigne 
l’ensemble des matrices symétriques réelles. 
 Si, pour tout t a b∈ , , on note λ λ λ1 2t t tnb g b g b g≤ ≤ ≤L  les valeurs propres de 
A tb g rangées dans l’ordre croissant, montrer alors que les fonctions λ k  sont 
continues de a b,  dans IR. 
Q3. L’exemple qui suit nous montre que les vecteurs propres de A tb g ne 
définissent pas nécessairement des fonctions continus. 
 Soit A S IR: , 0 1 2→ b g  définie par : 

∀ ∈ =
−

F
HG

I
KJt A t

a t b t
b t a t

0 1, ,  b g b g b g
b g b g  

avec : 

a t
si t

t
si t

b t
si t

t
si tt t

b g b g=
=

F
HG

I
KJ ≠

R
S|
T|

=
=

F
HG

I
KJ ≠

R
S|
T|

− −

0 0

1 0

0 0

1 0
1 1
2 2

  

e   
  

  

e   Cos
;

Sin
 

(a) Montrer que A est continue et, pour tout t dans 0 1, , calculer les valeurs et 
vecteurs propres de A tb g. 
(b) Montrer que vecteurs propres de A tb g ne définissent pas des fonctions 
continues en 0. 
Q4. On suppose que A t A tBb g = + , pour tout t a b∈ , , où A et B sont des 
matrices symétriques réelles. Montrer alors que la fonction λ1 (plus petite valeur 
propre) est concave. 

Solution 

Q1. On a vu que λ k A kR x x V= ∈Sup ;b gm r  où Vk est le sous espace vectoriel de 
dimension k engendré par une famille orthonormale de vecteurs propres associés à 
λ λ λ1 2, , ,L kl q  (problème 4, Q1). 

 On déduit donc que λ α µk k kV V E≥ = ∈Inf ;b gm r . 
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 Soit V Ek∈ , on a : 
Dim Dim

                         

V V V V V V

n V V

k k k

k

∩ = + − +

= + − + ≥

−
⊥

−
⊥

−
⊥

−
⊥

1 1 1

11 1

d i b g d i d i
d i

Dim Dim

Dim
 

 Donc V Vk∩ ≠−
⊥

1 0l q. 
 Soit x V Vk∈ ∩ −−

⊥
1 0l q , on a alors : 

λ k A k A AR y y V R x R y y V= ∈ ≤ ≤ ∈−
⊥Inf ; ;b gn s b g b gm r Sup  1  

c’est-à-dire que : 
∀ ∈ ≤ ∈ =V E R y y V Vk k A, ; Sup  λ µb gm r b g 

soit λ αk k≤ . 
Q2. Pour t a b∈ , , soit e t e t e tn1 2b g b g b gm r, , ,L  une base orthonormale de vecteurs 
propres de A tb g, avec A t e t t e tk k kb g b g b g b g= λ . On note V tk b g l’espace vectoriel 
engendré par e t e tk1b g b gm r, ,L  et Ek l’ensemble des sous espaces vectoriels de 
dimension k de IRn avec E0 0= l qm r. 

 Avec Q1, on déduit que λ k A t kt R x x V tb g b g b go tb g≤ ∈Sup ;  0 . 
 Avec R x R x R xA t A t A t A tb g b g b g b gb g b g b g= + −0 0

, on a alors : 

λ k A t A t A t k

A t k A t A t k

t R x R x x V t

R x x V t R x x V t

b g b g b g b go t
b g b go t b g b go t

b g b g b g

b g b g b g

≤ + ∈

≤ ∈ + ∈

−

−

Sup ;

Sup ; Sup ;

0 0

0 0

0

0 0

 

          
 

 Mais on a aussi Sup ;R x x V t tA t k k0 0 0b g b g b go t b g ∈ = λ , donc : 

λ λk k A t A t kt t R x x V tb g b g b g b go tb g b g≤ + ∈−0 00
Sup ;   

avec : 
Sup ; Sup ;

Sup ;

R x x V t R x x IR

A t A t x x

x
x IR A t A t

A t A t k A t A t
n

n

b g b g b g b gb g b go t b go t
b g b gc h l q b g b g

− −∈ ≤ ∈

=
−

∈ −
R
S|
T|

U
V|
W|
≤ −

0 00

0

2
2 0 2

0

  

 
 

 On a donc montré que λ λk kt t A t A tb g b g b g b g≤ + −0 0 2
. 

 En permutant les rôles de t et t0, on déduit que : 
λ λk kt t A t A tb g b g b g b g− ≤ −0 0 2

 
ce qui suffit à prouver la continuité de λ k . 
Remarque — Ce résultat peut s’interpréter en disant que de petites perturbations 
sur les coefficients d’une matrice symétrique réelle n’engendreront que de petites 
perturbations sur les valeurs propres. Ce qui revient à dire que le problème de 
valeurs propres est bien conditionné dans ce cas. 
 On a un résultat analogue pour les matrices complexes hermitiennes. 
Q3. (a) A est continûment dérivable et, pour tout t dans 0 1, , les valeurs propres 
de A tb g sont : 
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∀ ∈ =
=

≠

R
S|
T|

= −−t t
t

t
t t

t
0 1

0 0

0
1 1 2 1

2
, ,

e
 

 si 

 si 
,  λ λ λb g b g b g  

 Ce sont des fonctions continûment dérivables sur 0 1, . 
 Les vecteurs propres associés sont : 

∀ ∈ =

F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ

F

H

GGG

I

K

JJJ
=

F
HG

I
KJ

− F
HG

I
KJ

F

H

GGG

I

K

JJJ
t e t t

t

e t t

t

0 1

1
2
1
2

1
2

1
2

1 2, ,
Cos

Sin

Sin

Cos
 ,  b g b g  

e e t1 20
1
0

0
1

b g b g=
F
HG

I
KJ =

F
HG

I
KJ,   

(b) Il est clair que les fonctions vecteurs propres ne sont pas continues en 0. 
Q4. Pour tout t a b∈ , , on désigne par e t e t e tn1 2b g b g b gm r, , ,L  une base 
orthonormée de vecteurs propres associée aux λ λ λ1 2t t tnb g b g b g, , ,L  avec 
A t e t t e tk k kb g b g b g b g= λ  pour tout k = 1, 2, ···, n. 

 Pour tout vecteur x x e tj j
j

n

=
=
∑ b g

1

de norme 1 et tout t a b∈ , , on a : 

A t x x t x t x tj j
j

n

j
j

nb g b g b g b g= ≥ =
= =
∑ ∑λ λ λ2

1
1

2

1
1  

 C’est-à-dire que : 
∀ ∈ + ≥t a b Ax x t Bx x t, ,  λ1b g 

 En prenant x e t= 1 0b g pour t a b0 ∈ , , on a : 
λ

λ
1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 1 0 1 0

t Ae t e t t Be t e t

t a b t Ae t e t t Be t e t

b g b g b g b g b g
b g b g b g b g b g

= +

∀ ∈ ≤ +

R
S|
T| , ,  

 

 Ce qui peut s’écrire, en posant b Be t e t0 1 0 1 0= b g b g  : 
∀ ∈ ≤ + −t a b t t b t t, ,  λ λ1 1 0 0 0b g b g b g  

 Pour u, v dans a b,  et θ ∈ 0 1, , on a alors : 
λ λ θ θ

λ λ θ θ
θ

θ

1 1

1 1 1

u u v u v u b

v u v u v u b
u v

u v

b g b gc h b g
b g b gc h b gb g

≤ + − − −

≤ + − + − −

R
S|
T|

, ,

, ,

 

et : 
1 1 1 1− + ≤ + −θ λ θλ λ θb g b g b g b gc hu v u v u  

 C’est-à-dire que la fonction λ1 est concave. 
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Problème 8 : Dérivabilité des valeurs propres  
        d’une fonction matricielle en dimension 2 

Q1. Soit ϕ: , a b IR→  une fonction continûment dérivable et à valeurs positives 
ou nulles. 
 Montrer que : 

∀ ∈ = ⇒ ′ =t a b, ,  t   tϕ ϕb g b gc h0 0  
 Dans ce qui suit, on se donne f a b IR, : , g  →  deux fonctions continûment 
dérivables et on note ϕ = +f g2 2 . 
(b) Montrer que si ϕ tb g = 0  sur un intervalle α β, ,⊂ a b , alors on a : 
f t g t f t g t tb g b g b g b g b g= = ′ = ′ = ′ =ϕ 0  sur α β, . 
(c) Montrer que si ϕ tb g > 0 sur un intervalle α β, ,⊂ a b  avec ϕ α ϕ βb g b g= = 0 , 
alors h = ϕ  est continûment dérivable sur α β,  avec : 

′ =

′ + ′

+
≠ ≠

′ + ′ =

− ′ + ′ =

R

S

||||

T

||||

h t

f t f t g t g t

f t g t
t t

f t g t t

f t g t t

b g

b g b g b g b g
b g b g

b g b g

b g b g

2 2

2 2

2 2

 si  

          si   

        si  

α β

α

β

,

 

(d) On suppose qu’il existe deux intervalles a b0 0,  et a b1 1,  dans a b,  avec 
a b1 0= , ϕ tb g > 0 sur a b a b0 0 1 1, ,∪  et ϕ ϕ ϕa b b0 0 1 0b g b g b g= = = . 
 Montrer que la fonction h définie sur a b0 1,  par : 

h t
t t a b

t t a b
b g b g

b g=
∈

− ∈

R
S|
T|

ϕ

ϕ

 si 

 si 

0 0

1 1

,

,
 

est continûment dérivable. 
(e) On suppose qu’il existe deux intervalles a b0 0,  et a b1 1,  dans a b,  avec 
a b1 0> , ϕ tb g > 0 sur a b a b0 0 1 1, ,∪  et ϕ tb g = 0  sur b a0 1, . 
 Montrer que la fonction h définie sur a b0 1,  par : 

h t

t t a b

t b a

t t a b

b g
b g

b g
=

∈

∈

− ∈

R
S
||

T
||

ϕ

ϕ

 si 

         si 

 si 

0 0

0 1

1 1

0

,

,

,

 

est continûment dérivable. 
(f) Déduire de ce qui précède que si f a b IR, : , g  →  sont deux fonctions 
continûment dérivables alors il existe une fonction  h a b IR: , →  continûment 
dérivable telle que h f g2 2 2= + . 
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(g) Plus généralement, montrer que si v a b IRn: , →  est une fonction 
continûment dérivable alors il existe une fonction  h a b IR: , →  continûment 

dérivable telle que h t v tb g b g2 2
=  sur a b,  où ⋅  désigne la norme euclidienne de 

IRn. 
(h) On note S IRn b g  l’ensemble des matrices à coefficients réels, d’ordre n et 
symétriques. 
 Soit A a b S IR: , → 2 b g  continûment dérivable. 
 Montrer que, pour tout t dans a b, , le polynôme caractéristique de A tb g peut 
s’écrire : 

P t t tλ λ λ λ λ,b g b gc h b gc h= − −1 2  
où λ λ1 , : ,  2 a b IR→  sont continûment dérivables. 
Q2. Soit A M IR: , 0 1 2→ b g définie par : 

∀ ∈ =
F
HG

I
KJt A t

b t
t

0 1
0

0
, ,  b g b g

 avec b t
si t

t
t

si tp
b g =

=

F
HG

I
KJ ≠

R
S|
T|

0 0

1 0

  

  
2

Sin
 

où 2 4< ≤p . 
(a) Montrer que A est continûment dérivable. 
(b) Calculer les valeurs propres de A tb g et montrer que A tb g est diagonalisable 
pour tout t dans 0 1, . 
(c) Montrer que le résultat de Q1 (h) est faux pour cette fonction matricielle. 

Solution 

Q1. (a) Si, pour t a b0 ∈ , , on a ′ ≠ϕ t0 0b g , alors la fonction ϕ est strictement 
monotone, positive ou nulle sur un intervalle centré en t0 contenu dans a b,  et 
nécessairement ϕ t0 0b g > . 
(b) Si, pour t a b0 ∈ , , on a ′ ≠f t0 0b g , alors la fonction f est strictement monotone 
et positive ou nulle sur un intervalle centré en t0 et contenu dans a b, . 
Nécessairement, on a f t0 0b g ≠  et ϕ t0 0b g > . De même pour g. 
(c) Pour tout t ∈ α β, , on a: 

h t h
t

f t f
t

g t f
t

f g
t

b g b g b g b g b g b g b g b g−
−

=
−
−

F
HG

I
KJ +

−
−

F
HG

I
KJ → ′ + ′

→

α
α

α
α

α
α

α α
α

2 2
2 2  

c’est-à-dire que h est dérivable à droite en α, avec : 
′ = ′ + ′h f gα α αb g b g b g2 2  

 De la même façon, on voit que h est dérivable à gauche en β avec : 
′ = − ′ + ′h f gβ β βb g b g b g2 2  
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 Dans le cas où ′ ′ ≠f gα αb g b gc h b g, ,0 0 , la continuité à droite en α de ′h  résulte 
du théorème des accroissements finis. Il suffit en effet d’écrire, pour tout 

t ∈ α β,  : ′ =
′ ′ + ′ ′

′ + ′
h t

f t f c g t g c

f c g c
t t

t t

b g b g b g b g b g
b g b g2 2

 avec c tt ∈ α, . 

 Si ′ ′ =f gα αb g b gc h b g, ,0 0 , en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : 

′ ≤ ′ + ′ →
→

h t f t g t
t

b g b g b g2 2 0
α

 

 On procède de façon analogue en β. 
(d) C’est une conséquence immédiate du (c). 
(e) C’est encore une conséquence immédiate du (c). 
(f) On note D = −ϕ 1 0b g  et V a b D= −, . 
 Si D = ∅, il suffit alors de poser h = ϕ . 
 Dans le cas contraire, V est un ouvert de a b,  et il peut alors s’écrire comme 
une réunion dénombrable d’intervalles ouverts dans a b,  deux à deux disjoints, 
soit V Vi

i I
=

∈
U  avec { }I n= 0 1, , ,L  ou I = IN. 

 On peut en outre supposer les extrémités ai et bi de Vi vérifient : 
a a b a b bi i i i≤ < ≤ < ≤+ +1 1  

 Les résultats précédents nous permettent alors de poser : 

∀ ∈ =
− ∈

∈

R
S|
T|

t a b h t
t t V

t D

i
i, ,  

 si 

                 si 
b g b g b g1

0

ϕ
 

(g) On raisonne par récurrence sur n en écrivant : 
v v v f vn n n1

2 2
1
2 2

1
2+ + + = ++ +L  

(h) On note : 

∀ ∈ =
F
HG

I
KJt A t

a t b t
b t c t

0 1, ,  b g b g b g
b g b g  

 Le polynôme caractéristique de A tb g s’écrit alors : 
P t a t c t a t c t b tλ λ λ,b g b g b gc h b g b g b g= − + + −2 2 

 Son discriminant est ∆ t a t c t b tb g b g b gc h b g= − +
2 24 . 

 On peut donc trouver une fonction h de classe C1 sur a b,  telle ∆ = h2 . Et les 
valeurs propres de A tb g sont les fonctions de classe C1: 

λ

λ

1

2

2

2

t
a t c t h t

t
a t c t h t

b g b g b g b g

b g b g b g b g
=

+ +

=
+ −

R
S
||

T
||

 

Q2. (a) Il suffit de montrer que b est de classe C1. Sur IR* il n’y a pas de problème. 
La continuité en 0 résulte de b t t pb g ≤  avec p > 0. La Dérivabilité en 0 résulte de  
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b t
t

t pb g
≤ −1 avec p > 1. Enfin la continuité de la dérivée en 0 résulte de 

′ = F
HG

I
KJ − F

HG
I
KJ

F
HG

I
KJ ≤ +− − − −b t pt

t
t

t t
p t tp p p pb g 1 2 1 21 2 1 1 2Sin Sin Cos

2

 avec p > 2. 

(b) Les valeurs propres de A tb g sont : 

∀ ∈
=

= −

R
S|
T|

t
t b t

t b t
0 1

1

2

, ,  
λ

λ

b g b g
b g b g  

et A tb g est diagonalisable pour tout t dans 0 1, . 

(c) La fonction λ1 2

0 0

1 0
t

t

t
t

t
pb g =

=

F
HG

I
KJ ≠

R
S|
T|

 si 

 si Sin
 n’est pas dérivable sur 0 1,  si p ≤ 4. 

Problème 9 : Matrices de Hessenberg et tridiagonales 

 On appelle « matrice de Hessenberg » une matrice A à coefficients complexes 
qui vérifie : 

a j iij = < −0 1pour   
 On dit que A est irréductible si ai i, − ≠1 0 pour tout i = 2, ···, n. 
Q1. Soit P un polynôme unitaire de degré n. Construire une matrice de 
Hessenberg irréductible qui admet −1b gn P  pour polynôme caractéristique. 
Q2. Montrer que si A est une matrice de Hessenberg irréductible, alors pour toute 
valeur propre λ de A, l’espace propre associé est de dimension 1. 
Q3. En déduire que les valeurs propres d’une matrice de Hessenberg irréductible 
sont simples si et seulement si la matrice est diagonalisable. 

Q4. Soit A

a b
b a b

b a b
b a

n n n

n n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− − −

−

1 1

1 2 2

2 1 1

1

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. . . . . .  une matrice à coefficients réel, 

tridiagonale symétrique et irréductible. 
(a) Montrer que les valeurs propres de A sont simples. 
(b) Décrire un algorithme de calcul de l’espace propre associé à une valeur 
propre de A. 
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Q5. Soit A

a b
c a b

c a b
c a

n n n

n n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− − −

1 1

2 2 2

1 1 1

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. . . . . .  une matrice tridiagonale à 

coefficients complexes. 
(a) Donner un algorithme de calcul du polynôme caractéristique de A. 
(b) Montrer que A admet les mêmes valeurs propres que la matrice  

B

a c b
a c b

a c b
a

n n n

n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− −

1 2 1

2 3 2

1 1

0 0 0
1 0 0

0 0 1
0 0 0 1

L

L

L

L

. . . . . .  

(c) Montrer que si a IRi ∈  pour tout i = 1, 2, ···, n et c b IRi i+ +∈1
*  pour tout i = 1, 2, 

···, n – 1, alors A admet n valeurs propres réelles simples et est diagonalisable. 
(d) Que peut-on dire si a IRi ∈  pour tout i = 1, 2, ···, n et c b IRi i+ −∈1

*  pour tout 
i = 1, 2, ···, n – 1 ? 

Solution 

Q1. Soit P x x a x a x an
n

n
nb g = − − − −−1

2 1L , on lui associe la matrice de 

Hessenberg irréductible A

a
a

a
a
n

n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ−

0 0 0 0
1 0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1

2

1

L

L

L

L

. . . . . . . 

 Son polynôme caractéristique est Q

a
a

a
a

n

n

n

λ

λ
λ

λ
λ

b g =

−
−

−
−

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ−

0 0 0
1 0 0

0 0 1
0 0 0 1

1

2

1

L

L

L

L

. . . . . . . 

 Pour tout k = 0, 1, ···, n – 1, on désigne par Qn k− λb g  le polynôme caractéristique 
associé au polynôme P x x a x a x an k

n k
n

n k
k k−

− − −
+ += − − − −b g 1

2 1L . 
 En développant chacun des Qn k− λb g  suivant la première ligne, pour k = 0, ···, 
n – 1, on a : 
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Q Q a

Q Q a

Q Q a
Q a

n n
n

n n
n

n

n

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ
λ λ

b g b g b g
b g b g b g

b g b g b g
b g

= − ⋅ + −

= − ⋅ + −

= − ⋅ + −

= −

R

S

|||

T

|||

−
+

− −

−

1
1

1

1 2 2

2 1
3

1

1

1

1

1

M  

 Il en résulte Q Pn
n

nλ λb g b g b g= −1 . 
Q2. Soit A une matrice de Hessenberg irréductible, λ un réel et 

A A I

a a a a a
a a a a a

a a a
a a

d

n n

n n

n n n n n n

n n nn

λ λ

λ
λ

λ
λ

= − ⋅ =

−
−

−
−

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ

−

−

− − − − −

−

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 1 2

1 2 1 1 1

1

0 0
0 0 0

L

L

L

L

,

,

, , ,

,

. . . . . .  

 Si Bλ est la matrice extraite de Aλ en supprimant la première ligne et la dernière 

colonne, soit B

a a a a a
a a a a

a a
a

n n

n n

n n n n

n n

λ

λ
λ

λ
=

−
−

−

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ

− −

− −

− − − −

−

21 22 23 2 2 2 1

32 33 3 2 3 1

1 2 1 1

1

0

0 0 0
0 0 0 0

L

L

L

L

, ,

, ,

, ,

,

. . . . . .  

on a alors Dét ,B ai i
i

n

λb g = ≠−
=
∏ 1

2

0. 

 C’est-à-dire que : 
∀ ∈ ≥ −λ λIR A n, Rang b g 1 

ou encore : 
∀ ∈ − ⋅ ≤λ λIR A Id, Dim Ker b gc h 1 

 En particulier, si λ est valeur propre de A : 
Dim Ker A Id− ⋅ =λb gc h 1 

Q3. Si A est diagonalisable, alors C A Idn

k

p

k= −
=
⊕

1
Ker λb g , où λ λ λ1 2, , ,L pn s sont 

toutes les valeurs propres de A. Avec Q2, on a nécessairement p = n, c’est-à-dire 
que les valeurs propres de A sont simples. 
Q4. (a) Une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et est 
diagonalisable. Si elle tridiagonale et irréductible alors ses valeurs propres sont 
nécessairement simples d’après Q3. 
(b) Soit λ une valeur propre de A et x IRn∈ − 0l q  un vecteur propre associé. On a 
alors : 
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a x b x x
b x a x b x x k n
b x a x x

k k k k k k k

n n n n n

1 1 1 2 1

1 1 1

1 1

2 1
+ =

+ + = ≤ ≤ −
+ =

R
S|
T|

− − +

− −

λ
λ

λ
 b g  

 Si xn = 0, alors avec l’hypothèse bi ≠ 0 pour tout i = 1, ⋅⋅⋅, n – 1, on déduit que 
tous les xi sont nuls. On peut donc prendre xn = 1 et ( )x x xn1 2 1, , ,L −  est solution 
du système triangulaire supérieur : 

b x a x b x k n

b x a x b
b x a

k k k k k k

n n n n n

n n n

− − +

− − − − −

− −

+ − + = ≤ ≤ −

+ − = −
= −

R
S|

T|
1 1 1

2 2 1 1 1

1 1

2 2λ
λ

λ

b g b g
b g

 

 

 La solution de ce système peut se calculer avec l’algorithme : 

x a
b

x
b x a x

b
k n

n
n

n

k
k k k k

k

−
−

−
+

−

= −

= −
+ −

= −

R
S
||

T
||

1
1

1
1

1

1 2

λ

λb g b g , ,L

 

Remarque — On retrouve que l’espace propre associé à λ est de dimension 1. 
Q5. (a) Si, pour tout k = 1, 2, ···, n, on désigne par Ak la matrice principale d’ordre 
k de A, alors la suite Pk k n

b g
1≤ ≤

 des polynômes caractéristiques des Ak vérifie la 
récurrence : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P P a

P a P b c P k nk k k k k k

0 1 1

1 1 2

1

2

λ λ λ
λ λ λ λ

= = −

= − − ≤ ≤





 − − −

,  
 

(b) Le polynôme caractéristique de B s’obtient avec la même récurrence que celui 
de A en utilisant les mêmes conditions initiales, ces deux polynômes sont donc 
identiques. 
(c) En utilisant deux fois le résultat du (b), on voit que A admet les mêmes valeurs 

propres que C

a c b
c b a c b

c b a c b
c b a

n n n n n

n n n

=

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ− − − −

−

1 2 1

2 1 2 3 2

1 2 1 1

1

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. . . . . . . 

 La matrice C est symétrique tridiagonale et irréductible, elle est donc 
diagonalisable avec n valeurs propres réelles simples. 
 La matrice A admet donc n valeurs propres réelles simples et est 
diagonalisable. 
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(d) Soit A
b

b b
b

= −
−

F

H
GG

I

K
JJ

0 0
0

0 0

1

1 2

2

. Son polynôme caractéristique est 

P b bλ λ λ λb g d i= − + +2
2

2
1

2  et pour b b2
4

1
24 0− =  la matrice A admet une valeur 

propre double et donc n’est pas diagonalisable si b1 et b2 sont non nuls. 



CHAPITRE 2 

Résolution de systèmes linéaires 
Déterminants et inverses 

Problème 10 : Matrices de Hilbert 

Q1. Pour tout entier n ≥ 1, on pose : R x
x x x n

x x x nn b g b gb g b g
b g b g=
− − −

+ +
1 2

1
L

L
 

 Calculer le coefficient de 1
x n+

 dans la décomposition en éléments simples de 

Rn . On note λn  ce coefficient. 
Q2. Pour tout entier n ≥ 1, la matrice de Hilbert d'ordre n est définie par : 

H hn ij i n
j n

= ≤ ≤
≤ ≤

d ie j1
1

, avec : h
i j

i j nij = + −
≤ ≤1

1
1 ,b g 

 On note An la matrice d'ordre n définie par : 

A an ij i n
j n

= ≤ ≤
≤ ≤

d ie j1
1

, avec a
h si j n i n

R i si j n i nij
ij

n

=
= − =

= =
RS|T| −

   

   

1 2 1 1 2

1 21

, , , ; , ,...,

; , , ,

L

Lb g  

(a) Comparer Dét Anb g et Dét Hnb g . 
(b) Comparer Dét Anb g et Dét Hn−1b g . 
(c) En déduire une récurrence sur les ∆n nH= Détb g. 
Q3. En posant, pour tout entier n ≥ 1, Φn

k

n

k=
=
∏ !

1

 

 Montrer que : ∆ Φ
Φn n

n

n

H= = −

−

Détb g 1
4

2 1

 

Q4. Montrer que pour tout entier n ≥ 1, ∆n nn
≤ 1 . 

Q5. (a) En posant u Cn n
n= 2 , montrer que : ∆ ∆

n
n

nn u+ =
+1 22 1b g  

(b) En déduire, sous forme de programmation structurée, un algorithme de calcul 
des ∆n . 



34                  2 Systèmes linéaires. Déterminants. Inverses 

Solution 

Q1. La décomposition en éléments simples de Rn  s’écrit R x
x kn

k n

k

nb g b g=
+=

∑
λ ,

0

 avec 

λ k n x k nLim x k R x, = +
→−

b g b gc h . Et en particulier : 

λ λn n n n
nn

n
C= = =,

!
!

2
2 2

b g
b g  

Q2. (a) On a A

h h h R
h h h R

h h h R n

n

n n

n n

n n n n n

=

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ

− −

− −

− −

11 12 1 1 1

21 22 2 1 1

1 2 1 1

1
2

L

L

L

,

,

,

. . . . .

. . . . .

b g
b g

b g

 avec : 

R i
i k

hn
k n

k

n

k n i k
k

n

−
−

=

−

− +
=

−

=
+

=∑ ∑1
1

0

1

1 1
0

1b g b g
λ

λ,
, ,  

 Soit R i hn j n i j
j

n

− − −
=

=∑1 1 1
1

b g λ , ,  pour tout i = 1, 2, ···, n. 

 Si on note Cj la colonne numéro j de Hn, alors la colonne numéro n de An est 
combinaison linéaire des C1, C2, ···, Cn. Le déterminant étant une forme n–linéaire 
alternée, on en déduit que : 

Dét Dét DétA H C Hn n n n
n

nb g b g b g= =−λ 1 2  
(b) D’autre part, on a R in− =1 0b g  pour tout i = 1, 2, ···, n – 1. En développant le 
déterminant suivant la dernière colonne on en déduit alors : 

Dét DétA R n Hn n nb g b g b g= − −1 1  

(c) On déduit de ce qui précède que Dét DétH
R n

Hn
n

n
nb g b g b g= −

−
−

1

1
1λ

, avec 

λn
n

n
− =

−

−
1 2

2 2

1

b g
b gc h

!

!
 et R n

n
nn− =
−
−1

2
1

2 1
b g b gc h

b g
!
!

. D’où : 

∆ ∆n n nH
n

n n
= =

−
− − −Dét

!
! !

b g b gc h
b g b g

1
2 1 2 2

4

1 

Q3. Par récurrence, on déduit que : 

∆ Φ
Φn

n

n

n n
n n

=
− −
− −

= −

−

1 2 2
2 1 2 2 3 2

4

1
4

2 1

b g b gm r
b g b g

! ! !
! ! ! !

L

L
 

Q4. On a ∆n

n n
n n n

=
− −
− −
1 2 2

2 1 2 2

3b g b gm r
b g b g

! ! !
! ! !

L

L
, soit avec C

k
kk

k
2 2

2
=

b g
b g

!
!

 : 

∆n
n

n
n

n

n
n C

n
n C C C

=
−
−

−
−−

−
−

−

1
2 1

1 2
2 3

1 2
5

1 1
3

1

2 1
1

2 2
2

4
2

2
1

b g
b g

b g
b gb g b g

!
!

!
!

!
! !

L .  
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 En posant ψ k
k

k
k

k C
=

+
!

!2 1
1

2b g , on a ∆n k
k

n

=
=

−

∏ψ
1

1

. 

 Avec C k
k
2 1≥  on déduit que ψ k ≤ 1 et ∆n n≤ −ψ 1, avec  

ψn
n

n n

n
n C

n
n n n n−

−
−=

−
−

≤
−
−

=
−

≤1
2 1

1

1
2 1

1 1
2 1

1
2 1

1b g
b g

b g
b g b gb g

!
!

!
! L

. D’où le résultat. 

 C’est-à-dire que ∆n  tend vers 0 très vite quand n tend vers l’infini. 
 Pour n grand, on a Dét Hn machine

b g = 0 et le système est numériquement 
dégénéré, mais non dégénéré. 
 Pour tester la performance d'un algorithme de résolution d'un système linéaire, 
on pourra l'essayer avec une matrice de Hilbert d'ordre élevé. 

Q5. (a) On a Φ Φn nn= −! 1, d’où ∆ Φ
Φ

Φ
Φn

n

n

n

n

n
n n+

+

−

−

= =
+1

4

2 1

4
1

4

2 12 1 2
!
! !b g b g , soit 

∆ ∆n nn
n
n+ =

+

F
HG

I
KJ1

2 2
1

2 1 2
!

!
b g
b g . C’est-à-dire ∆ ∆

n
n

nn u+ =
+1 22 1b g . 

(b) En remarquant que u
n

n
un n+ =

+
+1

2 2 1
1

b g
, on déduit l’algorithme de calcul d’un 

déterminant de Hilbert : 
 
Fonction Déterminant_Hilbert(Entrée n : Entier): Réel; 
Début 
 D = 1; u = 2; 
 Pour k allant de 2 à n faire 
 Début 
  D = D/((2⋅k – 1)⋅u2); 
  u = 2⋅(2⋅k - 1)⋅u/k; 
 Fin; 
 Retourner D; 
Fin; 

Problème 11 : Polynômes de Legendre et matrices de Hilbert 

 Pour tout entier n > 0, on désigne par En l’espace vectoriel réel des polynômes 
de degré au plus n. On munit En du produit scalaire défini par : 

∀ ∈ = z ,  P Q E P Q P x Q x dxn , b g b g
0

1
 

 Les polynômes de Legendre d’ordre k sont définis par : 
L x

k L x d
dx

x xk

k
k k

1

1
1 1

1

2 1

b g
b g b ge j

=

∀ ≥ = F
HG

I
KJ −

R
S|
T|

−
− −,  

 

Q1. Calculer P Q , pour P x x pb g =  et Q x xqb g = , avec p et q entiers. 
Q2. Soit e e en1 2, , ,Ll q  la base de En-1 définie par e x xi

ib g = −1 pour i = 1, ···, n. 
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(a) Comparer la matrice du produit scalaire défini ci-dessus avec la matrice de 
Hilbert Hn du problème 10. 
(b) Que dire des valeurs propres de Hn ? 
Q3. Calculer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de Lk. 
Q4. Montrer que pour tout entier k > 0 et toute fonction f admettant des dérivées 
continues jusqu’à l’ordre k – 1 sur [0,1], on a : 

f L f x x x dxk
k k k k= − −− − − −z1 11 1 1 1

0

1b g b g b gb g  
Q5. (a) Montrer que L L Ln1 2, , ,Ll q est une base orthogonale de En – 1. 
(b) Calculer Lk

2 , pour tout entier k ≥ 1. 
Q6. Calculer la matrice de passage Pn de e e en1 2, , ,Ll q  à L L Ln1 2, , ,Ll q. 
Q7. Montrer qu’il existe une matrice Dn diagonale telle que Dn = tPn⋅Hn⋅Pn. 
Q8. En déduire le déterminant de Hn. 
Q9. Calculer l’inverse de Hn. On montrera que ces coefficients sont entiers. 

Solution 

Q1. P Q x dx
p q

p q= =
+ +

+z0

1 1
1

. 

Q2. (a) La matrice du produit scalaire est la matrice de composantes 

e e
i ji j =
+ −

1
1

, pour 1≤ ≤i j n, . C’est la matrice de Hilbert Hn. 

(b) La matrice Hn est la matrice d’un produit scalaire, elle est donc symétrique 
définie positive et toutes ses valeurs propres sont réelles strictement positives. 
Q3. Pour tout entier k ≥ 2, le polynôme P x x xk

k kb g b g= −− −1 11  est de degré 2 2k − , 
donc Lk est de degré k – 1. On en déduit alors que la famille libre L L Ln1 2, , ,Ll q 
est une base de En – 1. 
 Pour tout entier k ≥ 1, le coefficient dominant de Lk est α k−1 défini par : 

α k
k

k
k k k kx d

dx
x

k
k

x−
−

−
− − − −= F

HG
I
KJ − = −

−
−1

1
1

1 2 2 1 11 1
2 2

1
b ge j b g b g

b g
!

!
 

Q4. Pour tout entier k ≥ 2, on a f L f x d
dx

x x dxk

k
k k= F

HG
I
KJ −

−
− −z b g b ge j

1
1 1

0

1
1 . En 

faisant k – 1 intégrations par parties on a : 

f L f x d
dx

x x f x x x dxk
j

k j
k k

j

k
k k k k= F

HG
I
KJ −

L
NMM

O
QPP
+ − −

− −
− −

=

−
− − − −∑ zb g b gb g b ge j b g b g b g

2
1 1

0

2

0

1
1 1 1 1

0

1
1 1 1  

 En remarquant que 0 et 1 sont racines d’ordre k – 1 de Pk on déduit que 
d
dx

x x
k j

k kF
HG

I
KJ −

− −
− −

2
1 11b ge j  s’annule en 0 et en 1 pour tout j = 0, 1, ···, k – 2 et le 

résultat. Pour k = 1, le résultat est évident. 
Q5. (a) En Q3, on a déjà vu que L L Ln1 2, , ,Ll q est une base de En – 1. De Q4 on 
déduit que pour tout k ≥ 2 et tout polynôme P de degré strictement inférieur à 
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k −1 on a P Lk = 0. Chaque Lk étant de degré k – 1, il en résulte que 
L Lp q = 0 si p q≠  sont des entiers strictement positifs. Donc L L Ln1 2, , ,Ll q est 

une base orthogonale de En–1. 
(b) On a L L x x x dxk

k
k

k k k2 1 1 1 1

0

1
1 1= − −− − − −zb g b g b gb g , avec L x kk

k
k

−
−= −1

1 1b g b g b gα !, 

soit d’après Q3, L x kk
k k− −= − −1 11 2 2b g b g b g b g!. 

 Il s’agit alors de calculer I x x dxk
k k= −z 1

0

1 b g . Ce calcul se fait facilement avec 

k intégrations par parties qui donnent I
k
kk = +

!
!

b g
b g

2

2 1
. 

 On a donc en définitive : 

L
k

kk
2

2
1

2 1
=

−
−

b gc h!
 

Q6. Pour tout entier k ≥ 2, on a : 

L x d
dx

C x C
k i

i
xk

k
i

k
i

i

k
k i i

k
i i

i

kb g b g b g b g
= F

HG
I
KJ −F

HG
I
KJ = −

− +−

−
=

−
− +

−
=

−

∑ ∑
1

1
0

1
1

1
0

1

1 1
1 !
!

 

 Ce qui s’écrit aussi : 

∀ ≥ = −
+ −
−

−
−
−

=
∑k L x C

k i
i

e xk
i

k
i

i
i

k

1 1
2

1
1

1
1

1

,
!

!
 b g b g b g

b g b g 
 C’est-à-dire que la matrice de passage de e e en1 2, , ,Ll q  à L L Ln1 2, , ,Ll q est la 
matrice triangulaire supérieure P pn ij i j n

=
≤ ≤

d ie j
1 ,

 définie par : 

p C
j i

i
i j nij

i
j
i= −

+ −
−

≤ ≤ ≤−
−
−1

2
1

11
1
1b g b g

b g b g!
!

  

Q7. La matrice du produit scalaire dans la nouvelle base L L Ln1 2, , ,Ll q est 
D P H Pn

t
n n n= . Cette dernière base étant orthogonale, la matrice Dn est diagonale de 

termes diagonaux L k nk
2 1 ≤ ≤b g . 

Q8. Le déterminant de Hn est alors donné par : 

Dét
Dét
Dét

!

!

!
H

D
P

L k

k

k
kn

n

n

k
k

n

k
k

n
k

nb g b g
b g

b gc h
b gc h

b gc h
= = =

−

−

−
−

=

−
=

=

∏

∏
∏2

2

1

1
2

1

2

2

2

1

1

2 2

1
2 1α

 

 Soit en remarquant que 2 1 2 2 2 1 2 2
2

k k k k− − = − −b g b gc h b g b g! ! ! : 

Dét
!

! !

!

!
H

k

k k

k

k
n

k

n

k

n
k

n

k

nb g
b gc h

b g b g
=

−

− −
=

F
HG

I
KJ=

=

=

−

=

−

∏

∏

∏

∏

1

2 1 2 2

4

1

1

1

1 4

1

2 1  
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 On retrouve bien le résultat du problème 10, Q3. 
Q9. On a H P D Pn

t
n n n= − −1 1 et H P D Pn n n

t
n

− −=1 1 , avec : 

P D

p p p
p p

p

n n

n n

n n

n n n

− =

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ

1

1 11 2 12 1

2 22 20

0 0

λ λ λ
λ λ

λ

L

L

L

,

,

,

. . . .

. . . .
 où λ i

i
i

i n= −
−

≤ ≤2 1
1

12b gc h b g
!

  

 Ce qui donne pour le coefficient d’indices i j,b g  de Hn
−1, avec 1≤ ≤ ≤i j n  (la 

matrice est symétrique) : 

u p p p

p

p pij i ii n in
jj

jn

k ik jk
k j

n

=

F

H

GGGGGGGGG

I

K

JJJJJJJJJ

=
=
∑0 0

0

0
L L

M

M

λ λ λb g  

 Soit : 

u k C C C C Z i j nij
i j

k
i

k
j

i k
k

j k
k

k j

n

= − − ∈ ≤ ≤ ≤+
−
−

−
−

+ −
−

+ −
−

=
∑1 2 1 11

1
1
1

2
1

2
1b g b g b g  

Problème 12 : Système tridiagonal. Agrégation 1993, extrait 

 On reprend les notations du problème 5. 
Q1. Soit pk k

b g
≥1

 la suite définie par : 
p m

p m
pk

k

1

1
1

=

= −

R
S|
T| +

 

 Etablir que cette suite est définie pour tout entier k ≥ 1 lorsque m > 2 . 
Q2. On considère une matrice colonne B d’ordre n et le système T X Bm =  avec 
m > 2 . 
 Donner un équivalent du nombre d’opérations réelles nécessitées par la 
résolution de ce système par la méthode du pivot de Gauss sans échange de 
lignes. 
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Solution 

Q1. Soit f x m
x

: a − 1  pour x > 0. Cette fonction étant strictement croissante, on 

a f m m m
m

m1 1 1 1, , ,c h = − −L
NM

O
QP ⊂ , pour m > 2 et la suite pk k

b g
≥1

 des 

approximations successives est bien définie avec 1≤ ≤p mk  pour tout k ≥ 1. 
Q2. Si, pour tout k = 1, 2, ···, n, on désigne par Lk la ligne numéro k du système 
T X Bm = , alors l’algorithme du pivot de Gauss sans échange de ligne consiste à 
effectuer les opérations : 

( )L L
p

L k nk k
k

k+ += + ≤ ≤ −1 1

1
1 1  

 Soit en notant respectivement T tm
k

ij
k

i j n

b g b ge je j=
≤ ≤1 ,

 et B bk
i

k

i n

b g b ge je j=
≤ ≤1

 la matrice 

et le second membre à l’étape k, avec T Tm m
1b g =  : 

t

t m
t

m
p

p

b b
p

b

k n

k k
k

k k
k

k k
k

k
k

k
k

k
k

k
k

k

+
+

+ +
+

+

+
+

+

=

= − = − =

= +

R

S

||||

T

||||

≤ ≤ −

1
1

1 1
1

1

1
1

1

0
1 1

1

1 1

,

,
,

b g

b g
b g

b g b g b g

b g  

 On aboutit alors au bout de n – 1 étapes au système triangulaire T X Bm
n nb g b g= , 

avec T

p
p

p
p

m
n

n

n

b g =

−
−

−

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ−

1

2

1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1
0 0 0 0

L

L

L

L

. . . . . . . La résolution de ce système se fait « en 

remontée » : 

x b
p

x
p

x b k n

n
n

n

n

k
k

k k
n

=

= + = −

R
S
||

T
|| +

b g

b ge j b g1 1 11  , ,L

 

 Dans la phase de réduction à la forme triangulaire on a, pour chaque k = 1, ···, 
n – 1, une division et une soustraction pour le calcul de pk+1 et une division et une 
addition pour le calcul de bk

k
+
+
1

1b g . Ce qui donne un total de 2 2n −  divisions et 
2 2n −  additions. 
 La résolution du système triangulaire nécessite n −1 additions et n divisions. 
 On a donc un total de 3 2n −  divisions et 3 3n −  additions. Soit un nombre 
d’opérations de l’ordre de 6n. 
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Problème 13 : Système tridiagonal 

 Soit A

a c
b a c

b a c
b a

n

n n n

n n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− − −

1 1

2 2 2

1 1 1

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. . . . . .  une matrice tridiagonale à 

coefficients réels. 
Q1. Donner un algorithme de calcul de D An n= Détb g. 
 On suppose que An est inversible et que la méthode du pivot de Gauss peut 
s’effectuer sans échange de ligne. On sait alors que An peut s’écrire de manière 
unique sous la forme A L Rn = ⋅  avec L triangulaire inférieure à diagonale unité 
et R triangulaire supérieure. 
Q2. Donner un algorithme de calcul des matrices L et R. 
 Ecrire la programmation structurée correspondante. 
Q3. (a) Décrire un algorithme de résolution de A x en =  qui utilise la 
décomposition LR. Ecrire la programmation structurée correspondante. 
(b) Décrire un algorithme de résolution de A x en =  qui utilise la méthode de 
Gauss sans échange de ligne. Ecrire la programmation structurée 
correspondante. 
(c) Décrire un algorithme de calcul de l’inverse de An qui utilise la décomposition 
LR. Ecrire la programmation structurée correspondante. 
Q4. On note An la matrice symétrique d'ordre n définie par : 

A an ij i n
j n

= ≤ ≤
≤ ≤

d ie j1
1

, avec 
a n j i j n
a a j i n

ij

ij ji

= +  pour 
=  pour 

− ≤ ≤ ≤
≤ < ≤

RST|
1 1

1
 

(a) Calculer ( )Dét An . 
(b) Calculer l’inverse de An. On notera Bn cette matrice inverse. 
(c) Calculer ( )Dét Bn  en utilisant l’algorithme de Q1 et retrouver la valeur de 

( )Dét An calculée en (a). 
(d) Donner la décomposition LR de An. 

Solution 

Q1. En développant Dn suivant la dernière ligne, on a : 
D a D b c Dn n n n n n= −− − −1 1 2  

 Ce qui donne, avec les valeurs initiales D0 = 1 et D1 = a1, un algorithme très 
simple. 
Q2. On cherche les matrices L et R sous la forme bidiagonale, soit : 
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L
L

L
L

R

d r
d r

d r
d

n

n

n n

n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ
=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− − −

1 0 0 0 0
1 0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0 0

2

1

1 1

2 2

1 1

L

L

L

L

L

L

L

L

. . . . . . . . . . . .  et   

 
 On effectuant le produit A L Rn = ⋅  et en identifiant avec les coefficients de An, 
on obtient alors : 

d a
r c j nj j

1 1

1 1
=
= = −

RST  , ,Lb g  
puis : 

( )L
b
d

d a r L
j , ,nj

j

j

j+ j j j

+
+

+ +

=

= −









= −1
1

1 1 1

1 1L  

 La programmation structurée est alors évidente. 
Q3. (a) Tout d'abord, on résout Ly e= , ce qui donne : 

y e
y e L y j nj j j j

1 1

1 2
=
= − =

RST −  , ,Lb g 
 Puis on résout Rx y= , ce qui donne : 

x y
d

x
y r x

d
j n

n
n

n

j
j j j

j

=

=
−

= −

R
S
||

T
||

+1 1 1
d i b g , ,L

 

 Là encore la programmation structurée est évidente. 
 (b) En supposant qu'il n'y a pas de permutations dans la méthode de Gauss (une 
telle permutation ferait perdre le caractère tridiagonal), on n'aura à chaque étape 
qu'une ligne à traiter et pour chaque ligne seulement deux opérations. 
 A l'étape k de la méthode, la ligne Lk du système devient : 

L m L k nk k− ⋅ =−1 2 , ,Lb g  

avec m b
a

k

k

=
−1

. 

 Ce qui donne les formules de transformations : 
b
a a m c
c
e e m e

k

k k k

k

k k k

=
= − ⋅

= − ⋅

−

−

0

1

1

 inchangé
 

 Le système triangulaire supérieur obtenu sera bidiagonal et aura pour solution : 
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x e
a

x
e c x

a
i n

n
n

n

i
i i i

i

=

=
−

= −

R
S
||

T
||

+1 1 1
b g b g , ,L

 

 
Remarque 1 — Le produit des ai donnera, en fin d'opération, le déterminant de A. 
Remarque 2 — La méthode obtenue est appelée « méthode du double balayage de 
Cholesky ». 
 Pour la programmation structurée, en vue d'économiser la place mémoire, on  
stocke une matrice tridiagonale sous forme de trois vecteurs. Une telle matrice 
sera donc notée : 

T Tij i n
j

= ≤ ≤
≤ ≤

d i1
1 3

 

où i est le numéro de la ligne et j celui de la diagonale, c'est-à-dire que Ti i n1 1
b g

≤ ≤
 

représente la diagonale inférieure, Ti i n2 1
b g

≤ ≤
 la diagonale et Ti i n3 1

b g
≤ ≤

 la diagonale 
supérieure. 
 Ce qui donne la procédure : 
 
PROCEDURE SystèmeTridiagonal(Entrée n : Entier ; 
            Entrée_Sortie T : MatriceTridiagonale ; b : Vecteur); 
Début 
    Pour i Allant de 2 à n Faire 
    Début 
        Si (Ti–1,2 = 0) Alors Stop(« Déterminant nul ») ; 
        m = Ti,1/Ti–1,2 ; 
        Ti,2 = Ti,2 – mTi–1,3 ; 
        bi = bi – mbi–1 ; 
    Fin ; 
 Si (Tn,2 = 0) 
    Alors Stop(« Déterminant nul ») ; 
    bn = bn/Tn,2 ; 
    Pour i Allant de n – 1 à 1 Faire bi = (bi – Ti,3bi+1)/Ti,2 ; 
Fin ; 
 
Remarque 3 — En fin d'opération les valeurs initiales de la matrice T et du second 
membre b sont perdues, le vecteur b contenant la solution du système. 
(c) Avec A L Rn = ⋅ , on a A R Ln

− − −=1 1 1. De plus, si A est une matrice inversible, 
alors les colonnes de A–1 sont les solutions de Ax ej= , où e e en1 2, , ,Ll q  est la 
base canonique de IRn. Ce qui donne, pour les coefficients de U R= −1 et V L= −1 : 
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∀ ∈

=

= − = −

= = +

R

S

|||

T

|||

= = −
=

= − = +

R
S|

T||
+

−

j n

u
d

u
ru

d
i j

u i j n

v i j
v

v L u i j n

jj
j

ij
i i j

i

ij

ij

jj

ij i i j

1 2

1

1 1

0 1

0 1 1
1

1

1

1

, , , , ,

, ,

, ,

, ,

,

,

L L

L

L

L

l q b g
b g

b g

b g
  

 

 
 

 

 

 Les coefficients de W An= −1 sont alors donnés par : 

w u v i j nij ik kj
k Max i j

n

= ≤ ≤
=
∑

,

,
b g

b g 1  

 Ce qui donne la programmation structurée : 
 
PROCEDURE InverseTriangulaireInférieure( Entrée n : Entier ; A : Matrice ;  
               Sortie W : Matrice ) ; 
Début 
 Pour j allant de 1 à n faire 
 Début 
  Si (dj = 0) Alors Stop(« Matrice non inversible ») ; 
  ujj = 1/dj ; 
  vjj = 1; 
  Pour i allant de j – 1 à 1 faire 
  Début 
   u

r u
dij

i i j

i

= − +1,  ; 

   vij = 0 ; 
  Fin ; 
  Pour i allant de j + 1 à n faire 
  Début 
   uij = 0 ; 
   v L uij i i j= − −1,  ; 
  Fin ; 
 Fin ; 
 Pour i allant de 1 à n faire 
 Début 
  Pour j allant de 1 à i faire 
  Début 
   wij = 0 ; 
   Pour k allant de 1 à i faire wij = wij + uikvkj ; 
  Fn ; 
  Pour j allant de i + 1 à n faire 
  Début 
   wij = 0 ; 
   Pour k allant de j à n faire wij = wij + uikvkj ; 
  Fn ; 
 Fin ; 
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Fin ; 

Q4. (a) On a A

n n
n n

n =

−
− −

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

1 2 1
1 1 2 1

2 2 2 1
1 1 1 1

L

L

L

L

. . . . . . En retranchant la deuxième ligne à la 

première, on déduit que : 
( ) ( )∀ ≥ = −n Dét A Dét An n2 1,   

 Et par récurrence : 
( )∀ ≥ =n Dét An2 1,   

(b) D’après (a), la matrice An est inversible dans M Zn b g, c’est-à-dire que les 
coefficients de An

−1 sont entiers. 
 Après quelques expériences numériques on fait l’hypothèse que : 

A Bn n
− = =

−
− −

− −
−

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

1

1 1 0 0 0
1 2 1 0 0

0 0 1 2 1
0 0 0 1 2

L

L

L

L

. . . . . .  

 Pour vérifier cette hypothèse, il suffit de vérifier que la colonne numéro j de Bn  
est solution du système linéaire A x en j=  où ej  est le jème vecteur de base 
canonique.  
(c) D’après Q1, l’algorithme de calcul du déterminant de Bn est donné par : 

( )
∆ ∆
∆ ∆ ∆

1 2

1 2

1 1
2 3

= =
= − ≥



 − −

,

n n n n
 

 On vérifie alors facilement que ∆n = 1, pour tout n ≥ 1. On retrouve bien le 

résultat du (a) : Dn
n

= =
1

1
∆

. 

(d) Si A L Rn = ⋅ , alors B A R Ln n= = ′ ′−1 , avec ′ = −L L 1  triangulaire inférieure à 
diagonale unité et ′ = −R R 1  triangulaire supérieure. 
 La matrice Bn étant tridiagonale, on cherche les matrices ′L  et ′R  sous la 
forme : 

′ =
′

′
′























′ =

′ ′
′ ′

′ ′
′























− − −

L
L

L
L

R

d r
d r

d r
d

n

n

n n

n

1 0 0 0 0
1 0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0 0

2

1

1 1

2 2

1 1

L

L

L

L

L

L

L

L

. . . . . . . . . . . .  et   

 Par identification des coefficients dans le produit B R Ln = ′ ′ , on obtient : 
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( )′= − = −r i ni 1 1 1, ,L , ( )

′ =

′ = −
′

′ = + ′ =







−

d

L
d

d L i n, ,

n

i
i

i i

2
1

2 31, L
, 

′ = −
′

′ = + ′








L
d

d L

2
2

1 2

1

1
 

 Ce qui donne par récurrence : 

( )

( )
′= − = −

′ = −
′
=

+ −
+ −

=

′ =















r i n

d
L

n i
n i

i n

d
n

i

i
i

1 1 1
1 2

1
2

1
1

, ,

, ,

L

L  

 On vérifie alors que l’inverse de la matrice ′R  est la matrice : 

R

n n
n

n n n
=

−
−

























1 2 1
0

1 2 1

0 0
2
3

1
3

0 0 0
1
2

L

L

L

L

. . . . .
 

et que l’inverse de la matrice ′L  est la matrice : 

L

n
n

n n

n n

=

−

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

−

−

























1 0 0 0
1

1 0 0

2 2
1

1 0
1 1

1
1
2

1

L

L

L

L

 

Problème 14 : Méthodes itératives de résolution 
des systèmes linéaires 

 Ce problème utilise les résultats des problèmes 1 et 2.  
 On désigne par A une matrice d’ordre n ≥ 2  inversible à coefficients réels. 
 L'idée des méthodes itératives, pour résoudre le système linéaire Ax b= , 
consiste à construire une suite x k

k IN

b ge j
∈

 d'éléments de IRn qui va converger vers 

la solution de ce système. Le calcul de chaque x kb g  doit être plus simple que la 
résolution directe du système. 
 On écrit la matrice A sous la forme A M N= − , où M est « facilement 
inversible » et la résolution de Ax b=  est ramenée au « problème de point fixe » : 
trouver x dans IRn solution de :  

x M Nx M b= +− −1 1 . 
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 Pour résoudre ce problème, on utilise la « méthode des approximations 
successives », c'est-à-dire qu'on considère la suite x k

k IN

b ge j
∈

 définie par : 

(1)  
x IR

x M Nx M b

n

k k

0

1 1 1

b g

b g b g
 donné dans 
+ − −= +

R
S|
T|

 

Q1. Montrer que si cette suite converge, c'est nécessairement vers la solution de 
Ax b= . 
Q2. Montrer que la suite x k

k IN

b ge j
∈

 définie par (1) est convergente vers la solution 

de Ax b= , quelle que soit la valeur initiale x 0b g  si et seulement si ρ Bb g < 1 où 
ρ(B) désigne le rayon spectral de B M N= −1  si A M N= −  avec M inversible. 
Q3. Montrer que s’il existe une norme matricielle induite telle que B < 1, alors 
la méthode itérative est convergente. 
Q4. On suppose que tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls et on 
considère la méthode itérative définie par le choix de la matrice diagonale 
M D=  avec d aii ii=  pour tout i = 1, ···, n. La méthode obtenue est la « méthode 
de Jacobi ». 
(a) Décrire l'algorithme de construction des x kb g . 
(b) Ecrire la programmation structurée correspondante. 
(c) Montrer que si A est à diagonale strictement dominante, alors la méthode de 
Jacobi converge. 
Q5. On suppose que tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls et on 
considère la méthode itérative définie par le choix de la matrice M définie par : 

m pour i j n
m a pour j i n

ij

ij ij

= ≤ < ≤
= ≤ ≤ ≤

RST|
0 1

1
 ,   
 ,   

 

La méthode obtenue est la « méthode de Gauss–Seidel ». 
(a) Décrire l'algorithme de construction des x kb g . 
(b) Ecrire la programmation structurée correspondante. 
(c) Montrer que si A est à diagonale strictement dominante alors la méthode de 
Gauss–Seidel converge. 
(d) Montrer que si A est symétrique définie positive alors la méthode de Gauss-
Seidel converge. 

(e) Soit A =
−F

H
GG

I

K
JJ

1 2 2
1 1 1
2 2 1

. Que peut-on dire de la convergence de la méthode de 

Jacobi et de celle de Gauss-Seidel ? 
Q6. On se donne une matrice tridiagonale inversible : 

A

a c
b a c

b a c
b a

n n n

n n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− − −

1 1

2 2 2

1 1 1

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. . . . . .  
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avec n ≥ 3 et tous les ai  non nuls. 
 Si A D E F= + + , où D est la diagonale de A, E le triangle inférieur strict et F 
le triangle supérieur strict, on pose J D E F= − +−1b g pour la méthode de Jacobi 
et G D E F= − + −b g 1  pour la méthode de Gauss-Seidel. 
(a) Pour tout matrice M mij i j n

=
≤ ≤

d ie j
1 ,

, on définit, pour tout réel non nul t, la 

matrice M t m tij i j n
b g b gd ie j=

≤ ≤1 ,
  par m t t m i j nij

i j
ijb g b g= ≤ ≤−  1 , . 

 Montrer que : 
∀ ∈ =∗t IR M t M, Dét Dét b gc h b g 

(b) Montrer que si PJ est le polynôme caractéristique de J et PG celui de G, alors 
on a P PG

n
Jλ λ λ2c h b g= . 

En déduire que ρ ρG Jb g b gc h=
2
 et conclure. 

Solution 

Q1. C’est clair. 
Q2. En écrivant que Ax b=  équivaut à x Bx M b= + −1 , on déduit que : 

∀ ∈ − = − = −+ +k IN x x B x x B x xk k k,  1 1 0b g b g b ge j e j  

et donc x k

k IN

b ge j
∈

 va converger vers x, quelle que soit la valeur initiale si, et 

seulement si Lim B
k

k

→+∞
= 0, ce qui équivaut à ρ Bb g < 1 (problème 2, Q6). 

Q3. Résulte de l’inégalité ρ B Bb g < , pour toute norme matricielle induite 
(problème 2, Q1). 

Remarque — On a B Sup
x x

x x
x IR x xk

k

n=
−

−
∈ ≠

R
S|
T|

U
V|
W|

b g

b g
b g b g

0
0 0; ,  , pour toute norme 

matricielle subordonnée. On peut donc utiliser Bk  pour mesurer la vitesse de 
convergence d’une méthode itérative. 
Q4. (a) L'algorithme de construction des x kb g  est le suivant : 

a x a x a x a x a x b i nii i
k

i
k

i i
k

i i i
k

i n n
k

i
+

− − + += − + + − + + + =1
1 1 1 1 1 1 1 1b g b g b g b g b ge j e j b gL L L, , , , ,  

Remarque 1 — Le calcul des composantes de x k+1b g  nécessite de garder en 
mémoire le vecteur x kb g . Une itération va donc immobiliser 2n cases mémoires. 
Remarque 2 — On peut décider d'arrêter les itérations à un rang MaxIter donné ou 
lorsque ( ) ( ) ( )x x xk k k+ +− < ⋅1 1ε  (ε une précision donnée). 

Remarque 3 — Comme valeur initiale, on peut prendre x b
a

i

ii i n

0

1

b g =
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ ≤ ≤

. 

(b) Ce qui donne la programmation structurée qui suit. 
 
PROCEDURE Jacobi(Entrée n : Entier ; A : Matrice ; b : Vecteur ; Sortie x : Vecteur) ; 
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Début 
 Pour i allant de 1 à n faire 
 Début 
  Si aii = 0 Alors Stop  
  Sinon xi = bi/aii ; 
 Fin ; 
 p = 0 ; Continuer = Vrai ; 
 Tant que (p < MaxIter) et (Continuer) faire 
 Début 
   p = p + 1 ; 
  Pour i allant de 1 à n faire 
  Début 
   S = bi ; 
   Pour j allant de 1 à n faire 
   Début 
    Si j ≠  i Alors S = S – aijxj ; 
   Fin ; 
   yi = S/aii ; 
  Fin ; 
  Continuer = y x y− > ⋅ε  ; 
  x = y ; 
 Fin ; 
 Si Non Continuer 
 Alors afficher(« Solution approchée = « ,x) 
 Sinon Stop(« convergence trop lente ou divergence ») ; 
Fin ; 
 
(c) Si B D N bij i j n

= =−

≤ ≤

1

1
d ie j

,
, avec A D N= −  à diagonale strictement dominante, 

on a (problème 1, Q6 (a)) B Max
a
a

i nij

iij i
∞

≠

= =
RST

UVW
<∑  ,  1 1, ,L  et la méthode de 

Jacobi est convergente. 
Q5. (a) Pour tout k ≥ 0, x k+1b g  est solution du système triangulaire inférieur 
Mx Nx bk k+ = +1b g b g . D'où l'algorithme de Gauss-Seidel : 

a x a x a x a x a x b i nii i
k

i
k

i i
k

i i i
k

i n n
k

i
+ +

− −
+

+ += − + + − + + + =1
1 1

1
1 1 1

1
1 1 1b g b g b g b g b ge j e j b gL L L, , , , ,  

Remarque 1 — Cet algorithme est en fait une amélioration de l'algorithme de 
Jacobi. En effet, dans le calcul de xi

k+1b g , on utilise les composantes 1 à i – 1 de 
x k+1b g  (alors que dans la méthode de Jacobi ce sont celles de x kb g  qui sont utilisées) 
et les composantes i + 1 à n de x kb g  (comme dans la méthode de Jacobi). Cet 
algorithme sera donc en général plus performant que celui de Jacobi. 
Remarque 2 — Pour une itération on ne garde donc que n termes en mémoire. 
(b) Ce qui donne la programmation structurée suivante. 
 
PROCEDURE Gauss-Seidel(Entrée n : Entier ; A : Matrice ; b : Vecteur ;  
         Sortie x : Vecteur) ; 
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Début 
        Continuer = Vrai ; p = 0 ; 
        Pour i allant de 1 à n faire 
        Début 
             Si aii = 0 Alors Stop Sinon xi = bi/aii ; 
        Fin ; 
        Tant que (p < MaxIter) et (Continuer) faire 
        Début 
           p = p + 1 ; 
           DeltaMax = 0 ; 
           Pour i allant de 1 à n faire 
           Début 
               S = bi ; 
               Pour j allant de 1 à n faire 
               Début 
                   Si j ≠  i Alors S = S – aijxj ; 
               Fin ; 
               S = S/aii ; 
               Si x Si −  > DeltaMax 
               Alors DeltaMax = x Si −  ; 
               xi = S ; 
         Fin ; 
         Continuer = DeltaMax > Epsilon ; 
    Fin ; 
    Si Non Continuer 
    Alors Afficher(« Solution approchée »,x)  
    Sinon Stop(« convergence trop lente ou divergence ») ; 
Fin ; 
 
(c) Soit A une matrice à diagonale strictement dominante, B M N= −1 , µ une 
valeur propre de B et x un vecteur propre non nul associé. On a alors : 
Nx Mx= ⋅µ , c'est-à-dire : 

− = = −

=

R
S
||

T
||

= + =

=

∑ ∑

∑

a x a x i n

a x

ij j
j i

n

ij j
j

i

nj j
j

n

1 1

1

1 1

0

µ  

             

, ,Lb g
 

 Si on suppose que µ ≥ 1, en prenant i tel que x xi∞ = , on déduit que : 
µ µ⋅ ≤ ⋅

≠
∑a aii ij
j i

, ce qui contredit le fait que A soit à diagonale strictement 

dominante. Le rayon spectral de B est donc strictement inférieur à 1 et la méthode 
converge. 
(d) Soit A symétrique définie positive, µ une valeur propre de B M N= −1  et x un 
vecteur propre non nul associé. En écrivant A D E F= + + , où D est la diagonale 
de A, E le triangle inférieur strict et F le triangle supérieur strict, on a : 

( )x Ax x Dx x Ex x Fx= + + 1  
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 Puis avec Fx Dx Ex= − +µb g  ( M D E= + , N F= − ), on déduit que 
x Ax x Dx x Ex= − + −1 1µ µb g b g , donc µ ≠ 1 Ax x > 0c h  et : 

( )1
1

2
−

= +µ x Ax x Dx x Ex  

 Par conjugaison complexe de (2), en considérant que A et D sont hermitiennes 
et que tE F=  on déduit que : 

( )1
1

3
−

= +µ x Ax x Dx x Fx  

 En faisant  (2) + (3) – (1), on en conclut que : 
1
1

2

2

−
−

=
µ
µ

x Ax x Dx  

 Avec x Ax > 0 et x Dx > 0 (A et D sont définies positives) on déduit que 
µ < 1. Le rayon spectral de B est donc strictement inférieur à 1 et la méthode de 
Gauss-Seidel converge. 
Remarque — Quand les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergentes 
il vaut mieux choisir celle de Gauss-Seidel. Mais il se peut que la méthode de 
Gauss-Seidel diverge alors que celle de Jacobi converge comme le montre 
l'exemple qui suit. 
(e) Pour la méthode Jacobi toutes les valeurs propres de B sont nulles, donc la 
méthode de Jacobi converge. 

 Et pour la méthode de Gauss-Seidel, on a B =
−

−
−

F

H
GG

I

K
JJ

0 2 2
0 2 3
0 2 4

 avec les valeurs 

propres 0, 5.64 et 0.35, donc la méthode de Gauss-Seidel diverge. 
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∆ a b c
c b a a b c

c a

n n

, ,b g b g b g
=

− − −
−

 

Q8. (a) Le polynôme caractéristique de G est : 
P Dét M N I Dét M Dét M NG d

nλ λ λb g c h c hb g b g= − ⋅ = − −− −1 1 1  
 Soit : 

PG

n

n

n

n

n n n

λ
β

λ α λ β α
β

β α λ λ λ β α
λ

b g b g b g b g b g b g
=

−
⋅ ⋅ =

− − − ⋅ −
−

1 1
1

∆ , ,  

 
 Ce qui peut aussi s’écrire : 

PG
n

n n n
n

λ
λ λ α

β
λ α

β
α
β

λ

λ
b g b g

b g
= −

− −
F
HG

I
KJ + −

F
HG

I
KJ − −

F
HG

I
KJ

−
1

1 1

1
 

 Soit : 

PG
n

n n k k
k

k

n

λ λ α
β

α
β

λ α
β

α
β

λb g b g= − −
F
HG

I
KJ + −

F
HG

I
KJ −

F
HG

I
KJ

R
S|
T|

U
V|
W|

− −
−

=
∑1 1

1
1

1

 

(b) On en déduit que 0 est valeur propre de G et le produit des modules valeurs 
propres non nulles est : 

λ λ λ

α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

i
i

n

G

n n n

P

n n

=
− − −

∏ =

= −
F
HG

I
KJ + − −

F
HG

I
KJ + −

F
HG

I
KJ −

F
HG

I
KJ

R
S|
T|

U
V|
W|

2
1 2 2

1 1

Coefficient de  dans 

         

b g

b g
 

 Soit : 

λ α
βi

i

n n

=
∏ =

2

 

(c) Si α β≥  alors λ i
i

n

=
∏ ≥

2

1 et ρ Gb g ≥ 1, donc la méthode de Gauss-Seidel ne 

converge pas. 
Remarque — Si β α> −n 1b g  on a vu alors la méthode de Gauss-Seidel converge. 

 Il reste à étudier le cas où 1
1n −

≤ <β α β . 

Problème 16 : Méthode de relaxation 

 Ce problème utilise les résultats du problème 14. 
 A désigne une matrice réelle inversible dont tous les coefficients diagonaux de 
A sont non nuls. 
 On écrit la matrice sous la forme A D E F= + + , où D est la diagonale de A, E 
le triangle inférieur strict et F le triangle supérieur strict. 
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 En vue d'accélérer la convergence de la méthode de Gauss-Seidel (problème 
14, Q5), on introduit un paramètre dans la matrice G D E F= − + −b g 1 . C'est-à-

dire qu'on considère la méthode itérative définie par le choix de M D Eω ω
= +1  

où ω est non nul à préciser. 
 La méthode obtenue est appelée « méthode de relaxation ». 
Q1. Décrire l'algorithme de construction des x kb g . 
Q2. Ecrire la programmation structurée correspondante. 
Q3. Montrer que la méthode de relaxation ne peut converger que si ω ∈ 0 2, . 
Q4. On suppose que la matrice A est symétrique définie positive. 
(a) Soit λ ∈C  une valeur propre de L M Nω ω ω= −1   et x Cn∈ − 0l q un vecteur 
propre associé. 
 Montrer que : 

 
1

1
2 1

2

2

−

−
= −F

HG
I
KJ

λ

λ ω

e j
x Ax x Dx  

(b) En déduire qu’une condition nécessaire et suffisante de convergence de la 
méthode de relaxation, pour une matrice symétrique définie positive, est 
ω ∈ 0 2, . 

Solution 

Q1. On note L M Nω ω ω= −1   avec A M N= −ω ω  et on a alors : 
L D E D Fω ω ω ω= + ⋅ − − ⋅−b g b gc h1 1  

 Le vecteur x k+1b g  est alors solution du système triangulaire : 
D E x D F x bk k+ ⋅ = − − ⋅ + ⋅+ω ω ω ωb g b gc hb g b g1 1  

 Ce qui donne l'algorithme de calcul : 
x x x i ni

k
i

k
i

k+ += − + ⋅ =1 11 1b g b g b gb g b gω ω $ , , L  
où )xi

k+1b g est donné par les formules de Gauss–seidel en fonction des composantes 
1 à i – 1 de x k+1b g  et des composantes i + 1 à n de x kb g , soit : 

a x a x a x a x a x b i nii i
k

i
k

i i
k

i i i
k

i n n
k

i$ , ,, , ,
+ +

− −
+

+ += − + + − + + + =1
1 1

1
1 1 1

1
1 1 1b g b g b g b g b ge j e j b gL L L  

 Ce qui peut encore s'écrire : 
x x kk k k+ += − ⋅ ≥1 1 0b g b g b g b gω ξ   

où ξ k+1b g  est le « vecteur résidu » défini par : 

ξi
k

ij j
k

j

i

ij j
k

j i

n

i

ii

a x a x b

a
i n+

+

=

−

==
+ −

F
HG

I
KJ

=
∑ ∑

1

1

1

1

1b g

b g b g

b g  , ,L  

 Un test de convergence sera alors ξ ε< , où ε est une précision donnée. 
Q2. La programmation structurée est alors la suivante : 
PROCEDURE Relaxation(Entrée n : Entier ; A : Matrice ; b : Vecteur ; ω : Réel ;  
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        Sortie : x : Vecteur) ; 
Début 
     p = 0 ; 
     Continuer = Vrai ; 
     Pour i Allant de 1 à n Faire 
    Début 
         Si aii = 0 Alors Stop Sinon xi = bi/aii ; 
     Fin ; 
     Tant que (p < MaxIter) et (Continuer) Faire 
     Début 
         p = p + 1 ; 
         NormeRésidu = 0 ; 
         Pour i Allant de 1 à n Faire 
         Début 
             Résidu = –bi ; 
             Pour j Allant de 1 à n Faire  
               Résidu = Résidu + aijxj ; 
             Résidu = Résidu/aii ; 
             xi = xi – ω⋅Résidu ; 
             Si Résidu  > NormeRésidu 
             Alors NormeRésidu = Résidu  ; 
         Fin ; 
         Continuer = (NormeRésidu > ε) ; 
      Fin ; 
      Si (p = MaxIter) 
      Alors Stop(« convergence trop lente ou divergence ») ; 
Fin ; 
 
Q3. Si λ1, ···, λn sont les valeurs propres de Lω , on a alors : 

λ
ω ω

ω
ωωi

i

n
nDét L

Dét D F
Dét D E=

∏ = =
− − ⋅

+ ⋅
= −

1

1
1b g b gc h

b g b g  

 Et pour ω ∉ 0 2,  on a ρ ωωLb g ≥ − >1 1, ce qui entraîne la divergence de la 
méthode itérative. 
Q4. La matrice A symétrique définie positive est inversible avec a Ae eii i i= > 0 
pour tout i = 1, 2, ···, n. On peut donc définir la suite x k

k IN

b ge j
∈

 de la méthode de 

relaxation. 
(a) Soit λ ∈C  une valeur propre de L M Nω ω ω= −1   et x Cn∈ − 0l q un vecteur 
propre associé. 
 On a alors N x M xω ωλ= ⋅  et : 

x Ax x M x x N x x M x= − = −ω ω ωλ1d i  
 La matrice A étant symétrique définie positive, on en déduit que λ ≠ 1 et : 
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Q6. (a) On a M t P t MP tb g b g b g= −1, avec P t

t
t

t
t

n

n

b g =

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ
−

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

2

1

L

L

L

L

. . . . . . . 

 On peut aussi utiliser le développement du déterminant : 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )Dét M t m tSign

i i
i

n

Sn

= −
=∈

∏∑ 1
1

σ
σ

σ
,  avec ( ) ( ) ( )

( )m t t mi i
i

n
i i

i

n

i i
i

n

, ,σ
σ

σ
=

−

= =
∏ ∏ ∏=

1 1 1
 et 

( )
( )

t t ti

i

n
i

i

n n n
σ

= =

+

∏ ∏= =
1 1

1
2 . D’où le résultat. 

(b) Le polynôme caractéristique de J est : 
P Dét D E F I Dét D Dét E F DJ d

nλ λ λb g b gc h b g c h b g= − + − ⋅ = − + + ⋅− −1 11  
et celui de G : 

P Dét D E F I Dét D E Dét F D EG d
nλ λ λb g b ge j b g b ge j b gc h= − + − ⋅ = − + + +− −1 11  

avec M F D E= + +λb g tridiagonale. Avec les notations de (a), on a pour λ > 0 : 

M E F D E F D1
λ

λ λ λ λF
HG

I
KJ = + + ⋅ = + +b g d i 

et Dét Dét DétM M E F D
nb g d i d i= F

HG
I
KJ

F
HG

I
KJ = + +1

λ
λ λ . On a donc : 

P
Dét D E

Dét E F D
Dét D E

P Dét D PG

n
n

n

J
n

Jλ λ λ λ λ λ λ2 1c h b g
b g b g b g b g b g b g=
−

+
+ + ⋅ =

+
= . 

 Il en résulte immédiatement que ρ ρG Jb g b g= 2 . 
Remarque — On en déduit que P PJ

n
J− = −λ λb g b g b g1  et P PJ

qλ λ λb g c h= 2  où P est 
un polynôme de degré p avec P 0 0b g ≠  et 2 p q n+ = . 
 Il résulte de ce qui précède que les deux méthodes convergent ou divergent 
simultanément, et dans le cas de la convergence, c'est la méthode de Gauss-Seidel 
qui est la plus rapide car, dans ce cas, on a ρ ρG Jb g b g< < 1. 

Problème 15 : Méthodes itératives sur une matrice particulière 

 Pour tout le problème, n désigne un entier supérieur ou égal à 3, α et β sont 
des réels et A aij i j n

α β,
,

b g d ie j=
≤ ≤1

 est la matrice réelle d’ordre n définie par : 

∀ ∈
=
= ∈ −

RST
i n

a
a j n i

ii

ij

1 2
1 2

, ,..., ,
, , ,

l q l q l q 
 si 

β
α L

 

 On note Id  la matrice identité d’ordre n. 
Q1. Calculer ∆ α β α β, Dét ,b g b gc h= A . 
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Q2. Calculer le polynôme caractéristique de A α β,b g : 
P A Idα β λ α β λ, Dét ,b g b g b gc h= − ⋅  

Q3. Calculer le rayon spectral ρ α β,b g  de A α β,b g. 
Q4. Pour cette question seulement on suppose que α β⋅ ≥ 0. 
 Comparer A α β,b g

∞
, A α β,b g

1
 et ρ α β,b g . 

Q5. On suppose que β ≠ 0 et on pose D Id= ⋅β  et N D A= − α β,b g. 
(a) Calculer la matrice J D N= −1  intervenant dans la méthode de Jacobi. 
(b) Calculer le rayon spectral de J. 
(c) Donner une condition nécessaire est suffisante sur la matrice A α β,b g pour 
que la méthode de Jacobi converge. 
(d) Montrer que si la méthode de Jacobi converge alors celle de Gauss-Seidel 
converge aussi. 
Q6. On suppose que A α β,b g est inversible. Résoudre le système A x eα β,b g =  
dans les deux cas suivants : 
(a) Toutes les composantes de e valent 1. 
(b) e est un vecteur quelconque. 
Q7. Pour tous réels a, b et c, on désigne par M a b c mij i j n

, ,
,

b g d ie j=
≤ ≤1

 la matrice 

réelle d’ordre n définie par : 

{ } { }
{ }

∀ ∈

=

= ∈ +

= ∈ −










i n

m b

m c j i n

m a j i

ii

ij

ij

1 2 1

1 1

, , , , , ,

, ,

L L

L

  si 

 si 

 

 Montrer que, pour a c≠ , le déterminant de M a b c, ,b g est : 

∆ a b c
c b a a b c

c a

n n

, ,b g b g b g
=

− − −
−

 

Q8. On suppose que β ≠ 0  et on pose par M M= α β, ,0b g , N M A= − α β,b g  et 
G M N= −1  désigne la matrice qui intervient dans la méthode de Gauss-Seidel. 
(a) Calculer le polynôme caractéristique de G. 
(b) Montrer que 0 est valeur propre de G et calculer le produit des modules 
valeurs propres non nulles. 
(c) Montrer que si α β≥  alors la méthode de Gauss-Seidel ne converge pas. 

Solution 

 La matrice A α β,b g est de la forme : 
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A α β

β α α α
α β α α

α α β α
α α α β

, . . . . .b g =

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

L

L

L

L

 

 
Q1. En ajoutant les lignes 2 à n à la première ligne on a : 

∆ α β β α
α β α α

α α β α
α α α β

, . . . . .b g b g= + −n 1

1 1 1 1L

L

L

L

 

 Puis en retranchant la première colonne aux colonnes 2 à n on obtient : 
∆ α β β α β α,b g b gc hb g= + − − −n n1 1 

Q2. Le polynôme caractéristique de A α β,b g est donné par : 

P nn n

α β λ α β λ λ β α λ β α, ,b g b g b g b g b gc hd i b gc h= − = − − + − − −
−

∆ 1 1
1
 

Q3. Le rayon spectral de A α β,b g est donc : 
ρ α β β α β α, ,b g b gn s= + − −Max n 1   

 Ce qui donne quatre possibilités. 
Premier cas — α β β α≤ > − −,  n 1b g  
 Alors  

ρ α β β α β α
β α α
β α α

, ,b g b gm r b g
= + − − =

+ − >
− ≤

RST
Max n

n
1

1 0
0

 
  si 

  si  
 

Deuxième cas — α β β α≤ ≤ − −,  n 1b g  
 Alors  

ρ α β β α β α
β α β α

β α β α
, ,b g b gm r

b g
= − − − − =

− − − < − −

− ≥ − −

R
S||

T||
Max n

n n

n
1

1 2
2

2
2

 
  si 

  si  
 

Troisième cas — α β β α> > − −,  n 1b g  
 Alors  

ρ α β β α α β
β α β α

α β β α
, ,b g b gm r

b g
= + − − =

+ − > − −

− ≤ − −

R
S||

T||
Max n

n n

n
1

1 2
2

2
2

 
  si 

  si  
 

Quatrième cas — α β β α> ≤ − −,  n 1b g  
 Alors  
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ρ α β β α α β
β α α

α β α
, ,b g b gm r b g

= − − − − =
− − − <

− ≥
RST

Max n
n

1
1 0

0
 

  si 
  si  

 

 Ce qui peut se traduire par le graphique de la figure 2.1. 

ρ = β − α

ρ = α − β

β = α

β = - n - 2

2
α

β = -(n - 1)α

β

α

αρ=β+(n-1)

αρ=−β -(n-1)

 

Figure 2.1 

Q4. Si α β⋅ ≥ 0, on a : 
ρ α β β α α β α β, , ,b g b g b g b g= + − = =

∞
n A A1

1
 

Q5. (a) J A= −
F
HG

I
KJ

α
β

,0  

(b) ρ ρ α
β

α
β

J A nb g b g= −
F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ = −,0 1  

(c) La méthode de Jacobi est convergente si et seulement si le rayon spectral de J 
est strictement inférieur à 1, ce qui équivaut à β α> −n 1b g  encore équivalent à 
dire que la matrice A α β,b g est à diagonale strictement dominante. 
(d) Si la méthode de Jacobi converge alors A α β,b g est à diagonale strictement 
dominante et la méthode de Gauss-Seidel converge aussi. 
Q6. (a) Le système est de la forme : 
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β α α α
α β α α

α α β α
α α α β

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

n

n

n n

n n

1 2 3

1 2 3

1 2 1

1 2 1

1
1

1
1

+ + + + =
+ + + + =

+ + + + =
+ + + + =

R

S
|||

T
|||

−

−

L

L

L

L

..............................  

 En ajoutant les lignes 2 à n à la première équation, on obtient : 

α α
β α

x n
nj

j

n

=
∑ = ⋅

+ −1 1b g  

 Puis en retranchant cette équation aux équations 1 à n, on obtient : 

∀ ∈ =
+ −

i n x
ni1 2 1

1
, , , ,Ll q b g 

β α
 

(b) Avec les mêmes opérations qu’en (a), on aboutit à : 

α
α

β α
x

S e
nj

j

n

=
∑ =

⋅
+ −1 1

b g
b g  

où S e ei
i

nb g =
=
∑

1

. Puis : 

∀ ∈ =
−

−
⋅

+ −
RST

UVW
i n x e

S e
ni i1 2 1

1
, , , ,Ll q b g

b g 
β α

α
β α

 

Q7. La matrice M a b c, ,b g est de la forme : 

M a b c

b c c c
a b a c

a a b c
a a a b

, , . . . . .b g =

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

L

L

L

L

 

(a) Soit A aij i j n
=

≤ ≤
d ie j

1 ,
 et pour tout réel t, A t a tij i j n

b g d ie j= +
≤ ≤1 ,

. En notant Cj la 

colonne numéro j de A, T le vecteur de composantes toutes égales à t et en 
utilisant la n–linéarité du déterminant on déduit que : 

( )( ) ( ) ( ) ( )Dét A t Dét C T C T Dét A t S An= + + = + ⋅1 , ,L  
où on a noté : 

S A Dét C C E C Cj j n
j

nb g d i= −
=
∑ 1 1

1

, , , , , ,L L  

E désignant le vecteur de composantes toutes égales à 1. 
 En prenant A M a b c= , ,b g, on a : 

Dét Dét

Dét Dét

A a b a A a S A

A c b c A c S A

n

n

− = − = − ⋅

− = − = − ⋅

b gc h b g b g b g
b gc h b g b g b g  

 Et on en déduit que : 
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( )1
1

1
1

−
= +λ ωx Ax x Dx x Ex  

 Par conjugaison complexe, en considérant que A et D sont hermitiennes et que 
tE F=  on déduit que : 

( )1
1

1
2

−
= +λ ωx Ax x Dx x Fx  

 Enfin, avec A D E F= + + , on peut aussi écrire : 
( )x Ax x Dx x Ex x Fx= + + 3  

 En faisant (1) + (2) – (3), on en conclut que : 
1

1
2 1

2

2

−

−
= −F

HG
I
KJ

λ

λ ω

e j
x Ax x Dx  

(b) Avec Q3, il nous suffit de montrer que la méthode converge si ω ∈ 0 2, . 
 En tenant compte de la positivité de A et de D, on déduit du (a) que si 
ω ∈ 0 2,  alors toute valeur propre λ de Lω  vérifie λ < 1. C’est-à-dire que 
ρ ωLb g < 1 et que la méthode converge. 
Remarque — Pour ω = 1, on retrouve le fait que la méthode de Gauss-Seidel 
converge pour les matrices symétriques définies positives. 

Problème 17 :  Méthode de relaxation pour les matrices  
      tridiagonales symétriques définies positives 

 Ce problème utilise les notations et résultats des problèmes 14 et 16. 
 On suppose dans ce problème que A est tridiagonale symétrique définie 
positive et on note A D E F= + +  où D est la diagonale de A, E le triangle 
inférieur strict et F le triangle supérieur strict. 
 On pose J D E F= − +−1b g (méthode de Jacobi, problème 14, Q4) et 

L D E D Fω ω ω
= +F

HG
I
KJ −F

HG
I
KJ −F

HG
I
KJ

−1 1 1
1

 (méthode de relaxation, problème 16). 

 On désigne par PJ le polynôme caractéristique de J et par PLω
 celui de Lω . 

Q1. Montrer que pour ω  et λ  réels non nuls, on a : 

P PL
n n

Jω
λ ω λ λ ω

ω λ
2

2 1c h = + −
⋅

F
HG

I
KJ  

 On utilisera le résultat du problème 14, Q6 (a). 
Q2. Montrer que : 

PJ
n q

k
k

p

λ λ λ µb g b g d i= − −
=
∏1 2 2

1

 

avec 0 11 2< ≤ ≤ ≤ <µ µ µL p  dans IR et 2 p q n+ = . 
Q3. (a) Calculer le polynôme caractéristique de Lω . 
(b) En déduire les valeurs propres de Lω . 
Q4. Pour µ ∈ 0 1,  et ω ∈ 0 2, , on considère l’équation en λ : 
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( ) ( )λ ω ω µ λ+ − − =1 02 2 2 E  
 Montrer qu’il existe un réel ω µ0 1 2b g∈ ,  tel que pour ω ω µ∈ 0 0, b g  
l’équation (E) admet deux racines réelles distinctes, pour ω ω µ= 0b g  elle admet 
une racine double et pour ω ω µ∈ 0 2b g,  elle admet deux racines complexes 
conjuguées. 
 On notera λ µ ω1 ,b g  et λ µ ω2 ,b g  ces deux racines. 
 Calculer λ µ ω1 ,b g  et λ µ ω2 ,b g  pour ω ω µ∈ 0 2b g, . 
Q5. (a) Montrer que la méthode de relaxation est convergente si et seulement si 
ω ∈ 0 2, . 
(b) Tracer le graphe de la fonction ω ρ ωa Lb g , pour ω ∈ 0 2, . 
(c) Quelle est la valeur optimale du paramètre de relaxation ω ∈ 0 2,  ? 

Solution 

Q1. On a : 

( )P
Dét D E

Dét D F D ELω
λ

ω
ω λ ω=

+











−



 − − +











1
1

1
1

1
 

 Soit ( ) ( ) ( )P
Dét D

Dét ML

n

ω
λ

ω
= , où M est la matrice tridiagonale : 

M D E F= − − − ⋅ −1 ω λ
ω

λ  

 Avec les notations du problème 14, Q6 (a), on peut écrire, pour λ > 0, que : 

( )Dét M Dét M=














1
λ

 

avec : 

M D E F1 1
λ

λ ω λ
ω λ

F
HG

I
KJ =

− − − −F
HG

I
KJ  

 Ce qui donne, en tenant compte de ( ) ( )
( ) ( )P
D

Dét E F DJ

n

λ λ=
−

+ + ⋅
1

Dét
 : 

P PL
n n

Jω
λ ω λ λ ω

ω λ
b g = + −F

HG
I
KJ

1  

Q2. La forme du polynôme caractéristique de J résulte du problème 14, Q6 (b). Il 
reste à montrer que toutes les valeurs propres de J sont réelles. Si µ ∈C  est une 
valeur propre de J et x Cn∈ − 0l q est un vecteur propre associé, on a alors 
1− =µb gDx Ax  et 1− =µb g Dx x Ax x . Les matrices A et D étant symétriques 

définies positives, on déduit que µ est réelle et µ < 1. Comme –µ est aussi valeur 
propre de J on retrouve le fait que µ < 1. 
Q3. (a) De Q1 et Q2, on déduit que le polynôme caractéristique de Lω  s’écrit : 
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PL
n q

k
k

p

ω
λ λ ω λ ω ω µ λb g b g b g b ge j= − + − + − −

=
∏1 1 1 2 2 2

1

 

(b) On en déduit que les valeurs propres de Lω  sont 1−ω  d’ordre q et λ µ ω1 k ,b g, 
λ µ ω2 k ,b g pour k = 1, ···, p, où les λ µ ωi k ,b g  (i = 1, 2) sont les racines de : 

( ) ( )λ ω ω µ λ+ − − =1 02 2 2
k E  

Q4. A µ ∈ 0 1,  fixé, le discriminant de (E) ∆ µ ω ω µ ω µ ω,b g c h= − +2 2 2 2 4 4  a une 

seule racine dans 0 2, , ω µ
µ

0 2

2
1 1

b g =
+ −

. 

 Pour ω ω µ∈ 0 0, b g  l’équation (E) admet deux racines réelles distinctes : 

λ µ ω
ω µ ω ωµ ω µ ω

λ µ ω
ω µ ω ωµ ω µ ω ω

λ µ ω

1

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

1

2 1 4 4
2

2 1 4 4
2

1

,

,
,

b g b g

b g b g b g
b g

=
− − − − +

=
− − + − +

=
−

 

pour ω ω µ= 0b g  elle admet une racine double : 

λ µ ω λ µ ω ω µ ω ω µ1 2

2 2

02
1 1, ,b g b g b g b g= = − − = −  

et pour ω ω µ∈ 0 2b g,  elle admet deux racines complexes conjuguées : 

λ µ ω
ω µ ω ωµ ω µ ω

λ µ ω
ω µ ω ωµ ω µ ω ω

λ µ ω

1

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

1

2 1 4 4
2

2 1 4 4
2

1

,

,
,

b g b g

b g b g b g
b g

=
− − − − + −

=
− − + − + −

=
−

i

i
 

avec λ µ ω λ µ ω ω1 2 1, ,b g b g= = − . 
Q5. (a) C’est un cas particulier du résultat du problème 16, Q4 (b). 
(b) On pose r J= ∈ρb g 0 1, . 
 Si r = 0, alors toutes les valeurs propres de J sont nulles et 1−ω  est la seule 
valeur propre de Lω  d’après Q3 (a). On a donc ρ ωωLb g = −1  (figure 2.2). 
 Si r ∈ 0 1, , d’après Q4, on a pour ω ω µ∈ ⊂0 2 1 2b g, , , 
ρ ω ωωLb g = − = −1 1 . Si ω ω µ∈ 0 0, b g , en remarquant que la fonction 
µ λ µ ωa 1 ,b g est décroissante et µ λ µ ωa 2 ,b g croissante sur IR+, avec Q4 on 
déduit que les valeurs propres de Lω  sont toutes positives ou nulles 
(λ µ ω λ µ ω ω1 2

21 0, ,b g b g b g= − > ) et vérifient : 
0 11 1 1 2 1 2< ≤ ≤ < − < ≤ ≤λ µ ω λ µ ω ω λ µ ω λ µ ωp p, , , ,d i b g b g d iL L  

et ρ λ µ ω λ ωωL rpb g d i b g= =2 2, , . 

 Ce qui donne, en posant ω0 2

2
1 1

r
r

b g =
+ −

 : 
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ρ
ω ω ω ω ω

ω ω

ω ω ω
ωL

r r r
r

r
b g

b g b g
b g

=
− − + − +

< <

− ≤ <

R
S|
T|

2 2 2 2

0

0

2 1 4 4
2

0

1 2

 si 

 si 
 

 C’est-à-dire que la fonction ω ρ ωa Lb g  a l'allure indiquée par la figure 2.3. 

0 1 2

ρ( Lω)

ω

1

 Figure 2.2 

0 1 2ω
0

ω0 −1

ρ( Lω)

ω(r)

(r)

1

r2

 

 Figure 2.3 

(c) La valeur optimale du paramètre de relaxation est ω0 rb g avec 
ρ ωωL rr0 0 1b ge j b g= − . 



 

CHAPITRE 3 

Valeurs et vecteurs propres 

Problème 18 : Méthode de la puissance itérée et de déflation 

Q1. Soit α ∈Cn tel que α αi
i

n

i
i

n

= =
∑ ∑=

1 1

. Montrer qu’il existe u C∈  et β ∈IRn  tels 

que : 
u

i n
u

i

=

∀ ∈ ≥
= ⋅

R
S|

T|

1

1 2 0, , ,Ll q,  β
α β

  

Q2. Soit A une matrice d’ordre n ≥ 2  à coefficients réels strictement positifs et λ 
une valeur propre telle que ρ λAb g =  où ρ Ab g désigne le rayon spectral de A. 
(a) Montrer que ρ Ab g > 0 . 
(b) Soit y Cn∈ − 0l q un vecteur propre de A associé à λ. Montrer que le vecteur x 
de composantes x yi i=  est aussi vecteur propre de A associé à λ avec xi > 0  
pour tout i = 1, 2, ···, n. 
(c) Montrer que λ est un réel strictement positif et que la valeur propre dominante 
de A est unique. 
(d) Montrer que l’espace propre Eλ associé à λ est de dimension 1. 
(e) Si λ est valeur propre de A de multiplicité supérieure ou égale à 2 et si 
x IR E

n
∈ ∩+

*c h λ , montrer alors qu’on peut trouver y IR
n

∈ +
*c h  tel que 

Ay x y= + ⋅λ  
(f) Montrer que λ est valeur propre simple de A. 
Q3. Méthode de la puissance itérée — On se donne une matrice A d’ordre n ≥ 2  à 
coefficients réels telle que la valeur propre dominante soit unique, c'est-à-dire 
que si λ1, ···, λn sont les valeurs propres de A dans C, alors : 

λ λ λ λ1 2 3> ≥ ≥ ≥L n  
(a) Montrer que λ1 est réelle et racine simple du polynôme caractéristique de A. 
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(b) On note E Ker A Id1 1= − λb g l’espace propre associé à λ1 et 
F A Id1 1= −Im λb g . Montrer que Dim E1 1b g = , IR E Fn = ⊕1 1  et que les espaces 
vectoriels E1 et F1 sont stables par A. 
(c) On munit IRn d’une norme quelconque et on définit la suite x k

k IN

b ge j
∈

 de 

vecteurs de IRn par : 
x e f e E f F

x
Ax

Ax kk
k

k

0
1 1 1 1 1 1

1

0
1 0

b g

b g
b g

b g

l q
b g

= + ∈ − ∈

= ≥

R
S|

T|
+

 avec  

,  

,
 

 On note, dans la base canonique de IRn, e j1,  les composantes du vecteur e1, x j
kb g  

celles de x kb g  et Ax k

j

b ge j  celles de Ax kb g . 

 Montrer que : 
(i) Lim Ax A

k

k

→+∞
= =b g b gλ ρ1 . 

(ii) Lim x v
k

k

→+∞
=2

1
b g , Lim x v v

k

k

→+∞

+ = =2 1
2 1 1

b g b gSigne λ  où v1 est un vecteur propre non 

nul associé à λ1. 

(iii) Pour tout j n∈ 1 2, , ,Ll q tel que e j1 0, ≠ , on a Lim
Ax

xk

k

j

j
k→+∞

=
b g

b g
e j

λ1. 

Q4. Méthode de la puissance inverse — On suppose que A est inversible et que 
ses valeurs propres vérifient : 

λ λ λ λn n< ≤ ≤ ≤−1 3 1L  
 On note E Ker A In n d= − λb g  l’espace propre associé à λn et 
F A In n d= −Im λb g  et on définit la suite x k

k IN

b ge j
∈

 de vecteurs de IRn par : 

x e f e Ker A I f A I

x
u

u Au x k

n n n n d n n d

k
k

k k k

0

1
1

1 1

0
1 0

b g

b g
b g

b g b g b g

b g l q b g
b g

= + ∈ − − ∈ −

= = ≥

R
S|

T|
+

+
+ +

 avec  

,  avec  

λ λ, Im
 

 Calculer Lim x
k

k

→+∞

2b g, Lim x
k

k

→+∞

+2 1b g et Lim
Ax

xk

k

j

j
k→+∞

b g

b g
e j

 pour tout j n∈ 1 2, , ,Ll q  tel 

que en j, ≠ 0. 
Q5. Méthode de déflation — On suppose maintenant que les valeurs propres de A 
vérifient : 

λ λ λ λ1 2 3> > > >L n . 
 La matrice A est alors diagonalisable avec des valeurs propres réelles et 
simples. 
 Soit e1 un vecteur propre associé à λ1 de norme euclidienne égale à 1. On lui 
associe la matrice B A e et= − λ1 1 1. 
(a) Montrer que les valeurs propres de B sont 0, λ2, ···, λn.  
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(b) En déduire une procédure de calcul de toutes les valeurs propres et tous les 
vecteurs propres de A. 

Solution 

Q1. On note, pour tout k = 1, 2, ···, n, α β θ
k k

ie k= , avec βk ≥ 0 et θ π πk ∈ − , . 

 On a alors α αi
i

n

i
i

n

= =
∑ ∑= F

HG
I
KJ1

2

1

2

, soit β β θ θ β βj k j k
j k n

j k
j k n

Cos − =
≤ < ≤ ≤ < ≤
∑ ∑d i

1 1

. Ce qui 

s’écrit aussi β β θ θj k j k
j k n

1
1

− −
≤ < ≤
∑ Cosd ie j. Les coefficients de cette somme étant 

tous positifs ou nuls, on en déduit que Cos θ θj k− =d i 1, c’est-à-dire que e ui kθ =  
pour tout k = 1, 2, ···, n. 
Q2. (a) Si ρ Ab g = 0, alors 0 est valeur propre d’ordre n de A et avec le théorème 
de Cayley–Hamilton on déduit que An = 0, ce qui est contradictoire avec le fait 
que tous les coefficients de A sont strictement positifs. On a donc ρ Ab g > 0. 

(b) On a a y yij j
i

n

i
=
∑ = ⋅

1

λ  pour tout i = 1, 2, ···, n. Si a y yij j
i

n

i
=
∑ > ⋅

1

λ , pour tout 

i = 1, 2, ···, n, alors on peut alors trouver ε > 0 tel que a y yij j
i

n

i
=
∑ > +

1

λ εc h , pour 

tout i = 1, 2, ···, n. Si x est le vecteur de composantes x y IRi i= ∈ + , on a alors 
x y1 1=  et Ax x1 1> +λ εc h . 

 Par récurrence sur k ≥ 1, on déduit alors que A x xk k

1 1> +λ εc h  et 

Ak k

1
> +λ εc h , donc Ak

k
1

1
> +λ εc h, ce qui contredit A Ak

k
k1

1
→ =
→+∞

ρ λb g . 

 On a donc montré qu’il existe un indice { }i n∈ 1 2, , ,L  tel que 

a y y a yij j
i

n

i ij j
i

n

= =
∑ ∑= =

1 1

λ . 

 Avec Q1, on déduit que x est proportionnel à y, c’est à dire qu’on peut trouver 
un vecteur propre x associé à λ de composantes positives. S’il existe 

{ }i n∈ 1 2, , ,L  tel que xi = 0, avec a x xij j
i

n

i
=
∑ = ⋅ =

1

0λ , on déduit alors que x = 0. 

On a donc xi > 0 pour tout i n∈ 1 2, , ,Ll q.  

(c) Avec a x xij j
i

n

i
=
∑ = ⋅

1

λ , on déduit que λ est un réel strictement positif. 

(d) Soient x et y deux éléments non nuls de Eλ et α ∈ −C 0l q  tel que 
x y1 1 0− ⋅ =α . D’après ce qui précède, on a nécessairement x y− ⋅ =α 0. En effet 
x y− ⋅α  est un vecteur propre associé à λ et s’il est non nul toutes ses 
composantes sont non nulles. On en déduit donc que Eλ est de dimension 1. 
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(e) Si λ est valeur propre de A de multiplicité supérieure ou égale à 2, en tenant 
compte de Dim Eλb g = 1, on déduit que pour tout x IR E

n
∈ ∩+

*c h λ , on peut trouver 
y Cn∈  non colinéaire à x tel que Ay x y= + ⋅λ  (réduction de Jordan). Comme A, 

λ et x sont réels, on a aussi Ay x y= + ⋅λ  et A y y x y y+ = + +
2 2

λ  avec 

y y IRn+ ∈ − 0l q ( y y x+ = ⇒ =0 0). On peut donc trouver y IRn∈ − 0l q tel que 
Ay x y= + ⋅λ . 
 Pour α > 0 assez grand, on aura alors z y x IR

n
= + ∈ +α *c h  et Az x z= + ⋅λ . Soit, 

pour tout i = 1, 2, ···, n, a z x zij j
j

n

i i
=
∑ = + ⋅

1

λ . 

(f) Si λ est valeur propre de A de multiplicité supérieure ou égale à 2, avec les 
notations du (e) on déduit alors que pour ε > 0 tel que x zi i> ⋅ε  pour tout i = 1, 2, 

···, n, on a a z zij j
j

n

i
=
∑ > +

1

λ εb g , soit Az z1 1> +λ εb g  et par récurrence 

A z zk k

1 1> +λ εb g , donc Ak
k

1

1
> +λ εb g, ce qui contredit A Ak

k
k1

1
→ =
→+∞

ρ λb g . 

 Donc λ est valeur propre simple de A. 
Q3. (a) On a λ λ1 ≠ j  pour tout j = 2, ..., n, donc λ1 est valeur propre simple de A. 
Si λ1 est complexe non réelle alors λ1 est une autre valeur propre de A de même 
module que λ1, ce qui contredit λ λ1 > j  pour tout j = 2, ···, n. 
(b) λ1 étant simple, l’espace propre associé est de dimension 1. 
 Les valeurs propres de A A Id1 1= − λ  sont 0 2 1 2, , ,λ λ λ λ− −L n , la valeur propre 
nulle étant simple. La matrice A1

2  a pour valeurs propres 
0 2 1

2
2

2, , ,λ λ λ λ− −b g b gL n , la valeur propre nulle étant simple. Ker A1
2d i est alors 

de dimension 1 et avec Ker A Ker A1 1
2b g d i⊂ , on déduit que Ker A Ker A1 1

2b g d i= . 

Il en résulte alors que Ker A A1 1 0b g b g l q∩ =Im  et avec le théorème du rang on 
conclut que IR E Fn = ⊕1 1. 
 Enfin il est clair que E1 et F1 sont stables par A. 
Remarque — De manière plus générale, on peut montrer que si λ est une valeur 
propre de A d’ordre p ≥ 1, alors IR E Fn

p p= ⊕ , où E Ker A Ip d
p= − λ1b g  et 

F A Ip d
p= −Im λ1b g  avec Dim E ppd i =  et Ep, Fp stables par A. 

(c) On identifie une matrice à l’application linéaire qu’elle définit et on note B la 
restriction de A à F1. B est un endomorphisme de F1 de valeurs propres λ λ2 , ,L n . 
 On a Ax e Bf0

1 1 1 0b g = + ≠λ , donc x 1b g est bien défini. Par récurrence, on voit 
que x kb g  est bien défini avec une projection non nulle sur E1. De manière plus 

précise, on a x
A x

A xk
k

kb g
b g

b g= 1
0

0 . En effet le résultat est vrai pour k = 1 et en le 
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supposant vrai pour k ≥ 1, on a Ax
A x

A xk
k

kb g
b g

b g= +1
0

1 0  et 

x
A x

A x A x
A xk

k

k k
k+

+
+=1

0

1 0 0
1 01b g

b g

b g b g
b g , d'où le résultat. 

 Pour tout k ≥ 1, on a A x e B f e fk k k k
k

0
1 1 1 1

b g b g= + = +λ λ  avec 

Lim f Lim B f
k k k

k

→+∞ →+∞
=

F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ
=1 0

1
1λ

 car ρ
λ
1 1

1

B
F
HG

I
KJ < . 

(i) On peut écrire x
e f

e fk

k

k
k

b g b g=
F
HG

I
KJ +

+λ
λ

1

1 1
1

1  et on a alors 

Ax
e f

e Afk

k
k

b g =
+

+1

1
1 1λ . Il en résulte que Lim Ax

k

k

→+∞
=b g λ1 .  

(ii) On déduit aussi que Lim x v
e

e
k

k

→+∞
= =2

1
1

1
1b g  et Lim x

e
e

k

k

→+∞

+ =2 1 1

1
1

b g b gSigne λ
. 

(iii) Avec Ax x
e f

Af fk k

k

k
k k

b g b g b g− =
F
HG

I
KJ +

−λ λ
λ

λ1
1

1 1
1

1  , on déduit que 

Lim Ax x
k

k k

→+∞
− =b g b ge jλ1 0. 

 Comme e1 0≠ , il existe j n∈ 1 2, , ,Ll q  tel que e j1 0, ≠  et pour k assez grand on 

a x j
jb g ≠ 0. Avec Lim Ax x

k

k

j j
k

→+∞
−FH IK =b g b ge j λ1 0, on déduit alors que 

Lim
Ax

xk

k

j

j
k→+∞

=
b g

b g
e j

λ1. 

Q4. La matrice A–1 vérifie les hypothèses de Q3 avec ρ
λ

A
n

− =1 1c h  et 1
λn

 valeur 

propre réelle et simple de A–1. 

 D’autre part, on a Ker A I Ker A In d
n

d− = −
F
HG

I
KJ

−λ
λ

b g 1 1  et 

Im ImA I A In d
n

d− = −
F
HG

I
KJ

−λ
λ

b g 1 1 . En effet Ax xn= λ  équivaut à A x x
n

− =1 1
λ

 et 

y Ax xn= − λ  équivaut à y A x x
n

= ′ − ′−1 1
λ

 où ′ = −x Axnλ . 

 Enfin x
A x

A xk
k

k+

−
−=1

1
11b g

b g
b g . 

 C’est-à-dire qu’on applique la méthode de la puissance itérée à l’inverse de A. 

 On déduit donc que  Lim x
e

e
k

k

n
n→+∞

=2 1b g  et Lim x
e

e
k

k n

n
n→+∞

+ =2 1b g b gSigne λ
. 
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 On a Lim A x x
k

k

n

k

→+∞

− −
F
HG

I
KJ =

1 1 0b g b g
λ

, ce qui équivaut à Lim Ax x
k

k
n

k

→+∞
− =b g b ge jλ 0 et 

Lim
Ax

xk

k

j

j
k n→+∞

=
b g

b g
e j

λ . 

Q5. (a) Pour tout j = 1, 2, ···, n, λj est aussi valeur propre de tA. On désigne alors 
par fj un vecteur propre de tA associé à λj.  

 En écrivant que e f Ae f e Af e fj j
t

j
j

j1
1

1
1

1
1

1
1 1= = =
λ λ

λ
λ

, on déduit 

que e f j1 0=  pour tout j = 2, ···, n. 
 On a alors pour tout j = 2, ···, n : 

t
j

t
j

t
j j j j j jBf Af e e f f e f e f= − = − =λ λ λ λ1 1 1 1 1 1  

c’est-à-dire que λj est valeur propre de tB. Ce sont donc aussi des valeurs propres 
de B. 
 Enfin Be Ae e e e e e e et

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0= − = − =λ λ λ , c’est à dire que 0 est valeur 
propre de B. 
(b) On applique la méthode de la puissance itérée à la matrice B pour avoir λ2 et 
un vecteur propre associé, puis on continue ainsi de suite pour obtenir les autres 
valeurs propres et vecteurs propres. 
 Pour la programmation, les valeurs propres peuvent être stockées dans le 
vecteur Valeurs_Propres et les vecteurs propres dans la matrice Vecteurs_Propres. 
 La procédure ci-dessous calcule les p premières valeurs propres et les vecteurs 
propres associés pour p = 1, ···, n. Les valeurs propres sont calculées dans l'ordre 
des valeurs absolues décroissantes, ce qui suppose qu'elles sont toutes distinctes. 
 
PROCEDURE Déflation(Entrée n, p : Entier ; A : Matrice ; 
        Sortie Valeurs_Propres : Vecteur ; Vecteurs_Propres : Matrice) ; 
Début 

Pour k allant de 1 à p faire  
Début 

Se donner vk aléatoire ; 
Iter = 0 ; 
Répéter 

Iter = Iter + 1 ; i0 = 1 ; 
v = A.vk ; 
Pour i allant de 2 à n faire 
Début 

Si vk vki i> 0  
Alors i0 = i ; 

Fin ; 
Valeurs_Propres(k) = vi0/vki0; 
Aux = NormeEuclidienne(v) ; 
v = (1/Aux)⋅v ; 
uAncien = vk ; 
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  vk = v ; 
        Jusqu'à ( vk uAncien− < ε ) ou (Iter = MaxIter) ; 
        Pour i allant de 1 à n faire Vecteurs_Propresik = vi ; 
        Si Iter = MaxIter 
        Alors Arrêter(« Convergence trop lente ou divergence ») ; 
        Pour i allant de 1 à n faire 
        Début 
              Pour j allant de 1 à n faire 
              Début 
                     aij = aij – Valeurs_Propres(k)*vi*vj ; 
             Fin ; 
       Fin ; 
   Fin ; 
Fin ;  

Problème 19 : Méthode de Jacobi pour les matrices symétriques 

Q1. Pour toute matrice M mij i j n
=

≤ ≤
d ie j

1 ,
 d’ordre n ≥ 2  et à coefficients réels on 

désigne par M Tr M Ms
t= ⋅c h

1
2  la « norme de Schur » de M (problème 1, Q5). 

 Montrer qu’on définit bien ainsi une norme sur l’espace vectoriel des matrices 
réelles d’ordre n et qu’on a M M s2 ≤ , où 

2
 désigne la norme matricielle 

induite par la norme euclidienne et M R R M Ms s s⋅ = ⋅ =  pour toute matrice 
orthogonale R. 
 Pour tout réel θ π π∈ − ,  et tout couple d’entiers p q,b g tels que 1≤ < ≤p q n , 
on note Rp q, θb g  la matrice de rotation d'angle θ dans le plan défini par les 
vecteurs ep et eq de la base canonique de IRn. 
 Pour toute matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 2 , M mij i j n

=
≤ ≤

d ie j
1 ,

, on note 

M R MRp q p q p q, , ,θ θ θb g b g b g= −1 . 
Q2. Calculer les coefficients ′mij  de M p q, θb g pour tous i, j = 1, 2, ···, n ainsi que 
M p q s, θb g . 

Q3. Soit p q IN,b g ∈ 2  tels que 1≤ < ≤p q n  et mpq ≠ 0. 

(a) Montrer qu’on peut trouver un unique réel θ π π∈ −OQP
O
QP −

4 4
0, l q  tel que ′ =mpq 0. 

(b) Montrer que t = Tg θb g est l’unique racine dans − −1 1 0, l q d’une équation du 
second degré. 
(c) En déduire un calcul algébrique de c = Cos θb g et s = Sin θb g. 
(d) Déduire de ce qui précède des expressions simplifiées des coefficients de 
M p q, θb g en fonction des coefficients de M, de c = Cos θb g, s = Sin θb g,t = Tg θb g et 

τ θ= F
HG

I
KJTg

2
  . 
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 Dans ce qui suit, A désigne une matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 3 de 
valeurs propres (réelles) λ λ λ1 2, , ,L n . On lui associe la suite de matrices 
symétriques Ak k IN

b g
∈

 définie par A ak ij
k

i j n
=

≤ ≤
d ie j

1 ,
 et : 

A A

A R A R kk k k k

0

1
1 0

=

= ≥

RS|T| +
−θ θb g b g b g 

 

où R kθb g est la matrice unité si apq
k = 0 et une matrice orthogonale Rp q k, θb g avec 

1≤ < ≤p q n  tels que a Max a i j npq
k

ij
k= ≤ < ≤;  1o t et θ π π

k ∈ −OQP
O
QP −

4 4
0, l q tel 

que apq
k + =1 0. 

 On décompose chaque matrice Ak  sous la forme A D Ek k k= +  où Dk  est la 
partie diagonale de Ak . 
Q4. (a) Calculer Dk s+1  en fonction de Dk s

 . 
(b) Calculer Ek s+1  en fonction de Ek s

 . 
(c) Montrer que Lim E

k k s→+∞
= 0 et Lim E

k k→+∞
= 0. 

Q5. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et xk k IN
b g

∈
 une suite 

d’éléments de E qui vérifie les hypothèses suivantes : 
 (i) xk k IN

b g
∈

 est bornée ; 
 (ii) xk k IN

b g
∈

 n’admet qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence ; 
 (iii) Lim x x

k k k→+∞ + − =1 0 . 

 Montrer alors que xk k IN
b g

∈
 est convergente dans E. 

Q6. En utilisant Q5, montrer que la suite Dk k IN
b g

∈
 converge vers une matrice 

diagonale Dσ de termes diagonaux di i
σ

σλ= b g  pour i = 1, 2, ···, n, où σ est une 
permutation de 1 2, , ,L nl q. 
Q7. Avec les notations de Q3, on désigne par Pk k IN

b g
∈

 la suite de matrices 
orthogonales définie par P R R Rk k= θ θ θ0 1b g b g b gL  pour tout k ≥ 0. 
 On suppose que toutes les valeurs propres de A sont distinctes. On désigne par 
D la matrice diagonale de termes diagonaux di i= λ  pour i = 1, 2, ..., n et par 
P C C Cn= 1 2, , ,Lb g une matrice orthogonale telle que D P AP= −1 , où Cj désigne 
la colonne numéro j de P. 
(a) Montrer que Lim

k k→+∞
=θ 0 et Lim R I

k k d→+∞
= . 

(b) En utilisant Q5, montrer que la suite Pk k IN
b g

∈
 converge vers une matrice 

P C C C nσ σ σ σ= ± ± ±1 2b g b g b ge j, , ,L  où σ est une permutation de 1 2, , ,L nl q. Le 
vecteur C iσb g  étant un vecteur propre associé à la valeur propre λσ ib g . 
Q8. Ecrire une procédure de calcul des valeurs propres et des vecteurs propres 
associés d’une matrice symétrique réelle ayant toutes ses valeurs propres 
distinctes. 
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Solution 

Q1. On a M ms ij
i j

n

=
F
HG

I
KJ∑

2

1

1
2

,  = 

, c’est-à-dire que la norme de Schur de M est la 

norme euclidienne de M considérée comme vecteur de IRn2

. 
 Soient λ λ λ1 2, , ,L n  les valeurs propres, réelles positives de t MM  (symétrique 
réelle et positive), avec ρ λt MMc h = 1. On sait alors que M 2

2
1= λ  (problème 1, 

Q6, (c)). Et avec λ1
2≤ =Tr MM Mt

sc h  on déduit que M M s2 ≤ . 
 Si R est une matrice orthogonale, on a : 

MR Tr R M M R Tr R M M R Tr M M Ms
t t t t

s= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =−c h c h c h
1
2 1

1
2

1
2 . 

 On démontre de la même façon que RM Ms s= . 
Q2. La matrice de rotation Rp q, θb g  est définie par : 

 
R

c s

s c

p

q
p q,

. . . .
. . . . . .
. . . .
. . . .
. . .
. .

.
.
.

.

.
.
.

.

θb g =
−

F

H

GGGGGGGG

I

K

JJJJJJJJ

←

←

A A

1 0 0

1

0 0 1

  

                             
p q

 

où on a posé c = Cos θb g et s = Sin θb g. 
 La multiplication à gauche par R Rp q

t
p q, ,θ θb g b g− =1  modifie seulement les 

lignes p et q de M et la multiplication à droite par Rp q, θb g  change seulement les 
colonnes p et q de M. Ce qui donne pour les coefficients de 
M mp q ij i j n, ,

θb g d ie j= ′
≤ ≤1

 : 

′ = ≠ ≠ ≠ ≠

′ = ⋅ + ⋅ ≠ ≠

′ = + + ⋅ ⋅

′ = ⋅ − ⋅ ≠ ≠

′ = + − ⋅ ⋅

′ = − − ⋅ −

R

S

||||

T

||||

m m i p i q j p j q

m c m s m i p i q

m c m s m s c m

m c m s m i p i q

m s m c m s c m

m c s m s c m m

ij ij

ip ip iq

pp pp qq pq

iq iq ip

qq pp qq pq

pq pq pp qq

    

  

  

, , ,

,

,

b g
b g

b g

c h d i

2 2

2 2

2 2

2

2

 

la matrice M p q, θb g étant symétrique. 
 Avec Q1, on déduit que M Mp q s s, θb g = . 
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Q3. (a) La condition ′ =mpq 0 équivaut à : 

Cos Sin Sin Cosθ θ θ θb g b ge j b g b gd i2 2 0− − ⋅ − =m m mpq pp qq  

 Si mpq ≠ 0, alors θ ≠ 0. Si m mpp qq= , on prend alors θ π=
4

 et si m mpp qq≠  la 

condition ci-dessus s’écrit : 

Tg 2
2

θb g =
−
m

m m
pq

pp qq

 

et cette équation admet une unique solution dans θ π π∈ −OQP
L
NM −

4 4
0, l q . 

(b) t = ∈ − −Tg ,θb g l q1 1 0  est solution de l'équation du second degré 

t b tpq
2 2 1 0+ − =  où on a posé b

m m
mpq

pp qq

pq

=
−

2
. 

 Cette équation admet deux racines réelles : 

t b b
b b

t
t b b

pq pq

pq pq pq pq

1
2

2 2
1

2
1 1

1

1 1

1
= − + + =

+ +
= − = −

+ −
 et  

 La racine de valeur absolue inférieure à 1 est : 

t
b

b b
pq

pq pq

=
+ +

Signed i
2 1

 

avec la convention Signe 0 1b g = . 

(c) Avec Cos
Tg

θ
θ

b g b g=
+

1
1 2

 et Sin Cos Tgθ θ θb g b g b g= , on déduit que 

c
t

=
+
1

1 2
 et s t c= ⋅ . 

(d) En remarquant que Tg θ
2 1

F
HG

I
KJ =

+
s

c
, les formules donnant les coefficients de 

M p q, θb g se simplifient alors pour donner finalement : 
′ = ≠ ≠ ≠ ≠

′ = + − ⋅ ≠ ≠

′ = + ⋅

′ = − + ⋅ ≠ ≠

′ = − ⋅

′ =

R

S

||||

T

||||

m m i p i q j p j q

m m s m m i p i q

m m t m

m m s m m i p i q

m m t m
m

ij ij

ip ip iq ip

pp pp pq

iq iq ip iq

qq qq pq

pq

    

  

  

, , ,

,

,

b g
d i b g

d i b g

τ

τ

0

 

Q4. (a) En utilisant les formules simplifiées de Q3 (b), on a : 

D a a a ak s ii
k

i

n

ii
k

i
i p i q

n

pp
k

qq
k

+
+

= =
≠ ≠

+ += = + +∑ ∑1
2 1 2

1

2

1

1 2 1 2

,

 

avec : 
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a a a t a a t a

a a t a a a t a

pp
k

qq
k

pp
k

k pq
k

qq
k

k pq
k

pp
k

qq
k

k pq
k

pp
k

qq
k

k pq
k

+ ++ = + + −

= + + − +

1 2 1 2 2 2

2 2
2                      d i

 

et avec t b tk pq k
2 2 1 0+ − =  on a a a t

t
app

k
qq
k k

k
pq
k− = −1 2

 et : 

a a a a app
k

qq
k

pp
k

qq
k

pq
k+ ++ = + +1 2 1 2 2 2 2

2   
ce qui donne : 

D D ak s k s pq
k

+ = +1
2 2 2

2  
Remarque — On peut aussi constater que : 

a a
a a

a a
a a

pp
k

pq
k

qp
k

qq
k

k k

k k

pp
k

pq
k

qp
k

qq
k

k k

k k

+ +

+ +

F
HG

I
KJ =

−
F
HG

I
KJ
F
HG

I
KJ

−F
HG

I
KJ

1 1

1 1

Cos Sin
Sin Cos

Cos Sin
Sin Cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

b g b g
b g b g

b g b g
b g b g  

et par conservation des normes on a immédiatement : 
a a a a a app

k
qq
k

pq
k

pp
k

qq
k

pq
k+ + ++ + = + +1 2 1 2 1 2 2 2 2

2 2  
 On conclut alors avec apq

k + =1 0. 
(b) On a A D Ek s k s k s

2 2 2= +  avec A Ak s s=  pour tout k ≥ 0. Avec le (a), on 
déduit alors que : 

E E ak s k s pq
k

+ = −1
2 2 2

2  
(c) En utilisant le fait que apq

k  est de module maximal dans Ek , on peut écrire que 

E n n ak s pq
k2 2 2

≤ −c h  et de (b) on déduit que : 

E
n n

Ek s k s+ ≤ −
−

F
HG

I
KJ1

2
2

21 2  

 Par récurrence on a alors : 

E
n n

Ek s

k

s
2

2 0
21 2≤ −

−
F
HG

I
KJ  

 Il en résulte que Lim E
k k s→+∞

= 0 n ≥ 3b g et Lim E
k k→+∞

= 0. 

Q5. Soit a a an1 2, , ,Ll q la suite finie des valeurs d’adhérence de la suite xk k IN
b g

∈
. 

Pour ε = − ≤ ≤ ≠ >1
4

1 0Min a a i j p i ji j ; , ,  o t , on peut trouver un entier kε  tel 

que : 

∀ ≥
− <

∈

R
S|
T|

+

=

k k
x x

x B a

k k

k i
i

p
ε

ε

ε
,

,
 

1

1

b gU
 

où B a x E x ai i, ;ε εb g m r= ∈ − < . 
 Si j est un entier tel que x B ak jε

ε∈ ,d i, on a alors : 

∀ ≥ ∈k k x B ak jε ε, , d i 
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 En effet le résultat est vrai pour kε . Supposons le vrai pour k k≥ ε  et soit i tel 
que x B ak i∈ ,εb g . Si i j≠ , on a : 

x x a a x a x ak k i j k i k j+ +− ≥ − − − − − ≥ − − =1 1 4 2ε ε ε ε  
ce qui est faux. On a donc i = j. On a donc ainsi montré que Lim a

k j→+∞
= . 

Q6. Avec D A Ak s k s s≤ = , on déduit que la suite Dk k IN
b g

∈
 est bornée. 

 Avec a a
i p i q

a i p

a i q
ii
k

ii
k

k pq
k

k pq
k

+ − =

≠ ≠

=

− =

R
S||

T||
1

0 si  
,  si 

,  si 

,
Tg

Tg

θ

θ

b g
b g

, Tg θkb g ≤ 1 et a Epq
k

k s k
≤ →

→+∞
0 , on 

déduit que Lim D D
k k k→+∞ + − =1 0b g . 

 Pour montrer que la suite Dk k IN
b g

∈
 est convergente il nous reste donc à montrer 

qu’elle n’a qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence. 
 Soit D k k INϕb ge j

∈
 une suite extraite de Dk k IN

b g
∈

 qui converge vers une matrice D 

diagonale. Avec Lim E
k k→+∞

=ϕb g 0, on déduit que Lim A D
k k→+∞

=ϕb g . Si Pk λb g désigne le 

polynôme caractéristique de A kϕb g, on a Lim P Dét D I
k k d→+∞

= − ⋅λ λb g b g avec 

P Dét A Ik dλ λb g b g= − ⋅  puisque A et A kϕb g. On a donc montré que D et A ont le 
même polynôme caractéristique, donc les mêmes valeurs propres. La matrice D 
étant diagonale les termes diagonaux de D sont donnés par di i

σ
σλ= b g  pour tout 

i = 1, 2, ···, n, où σ est une permutation de { }1 2, , ,L n . Le nombre de ces 
permutations étant fini, on déduit qu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs 
d’adhérences. 
Q7. (a) Avec Lim D D

k k→+∞
= σ  et l’hypothèse que les valeurs propres de A sont deux à 

deux distinctes, on déduit qu’il existe un entier k0 tel que : 

∀ ≥ − > − ≤ ≤ ≠ >k k a a Min i j n i jpq
k

qq
k

i j0
1
2

1 0, ; , ,   λ λo t  

 Avec a Epq
k

k s k
≤ →

→+∞
0 , on déduit alors que b

a a
ak

pp
k

qq
k

pq
k k

=
−

→ +∞
→+∞2

 et 

Tg
Signe

θk
k

k k
k

b

b b
b g b g

=
+ +

→
→+∞2 1

0 . On a donc Lim
k k→+∞

=θ 0 et Lim R I
k k d→+∞

= . 

(b) On a Pk 2
1=  (Pk est orthogonale) et avec P P P R Ik k k k d+ +− = −1 1θb gc h on 

déduit que Lim P P
k k k→+∞ + − =1 0b g . 

 Il nous reste donc à montrer que la suite Pk k IN
b g

∈
 n’a qu’un nombre fini de 

valeurs d’adhérence. 
 Soit P k k INϕb ge j

∈
 une suite extraite de Pk k IN

b g
∈

 qui converge vers une matrice 

orthogonale Q. Avec A P APk
t

k kϕ ϕ ϕb g b g b g= , on déduit que 
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t

k k
tP AP D Lim A QAQσ σ σ ϕ= = =

→+∞ b g . Les valeurs propres de A étant deux à deux 

distinctes, on a nécessairement Q C C C n= ± ± ±σ σ σ1 2b g b g b ge j, , ,L . D’où le résultat. 
Q8. Remarque 1 — D'un point de vue numérique, le calcul du maximum des 
termes non diagonaux de Ak  à chaque étape n'est pas intéressant car il augmente 
le temps de calcul. On préfère procéder de la manière suivante : à l'étape k du 
calcul, la matrice Ak −1 étant construite on construit la matrice Ak  en effectuant 
n n −1

2
b g

 transformations de Jacobi en prenant pour valeurs successives de p q,b g, 
les valeurs 1 2,b g  , 1 3,b g , ···, 1,nb g  ; 2 3,b g , ···, 2,nb g ; ···; n n−1,b g. Un tel calcul est 
appelé un « balayage ». 
 En notant S ak ij

k

i j n

=
≤ < ≤
∑

1

, on arrête les itérations quand Sk < ε , où ε est une 

précision donnée. 
 On peut alors montrer que la convergence devient très rapidement quadratique. 
Remarque 2 — En pratique on n'effectuera pas de transformation de Jacobi si  

apq
k < σ, où σ est un seuil donné. Usuellement, on prend la valeur σ = S

n
k

5 2  

seulement pour les trois premiers balayages, puis à partir du quatrième, on décide 
que apq

k = 0 si a apq
k

pp
k< ′ε  et a apq

k
qq
k< ′ε  avec ′ε  assez petit. 

Remarque 3 — Le calcul de la matrice Pσ, donnant les vecteurs propres de A, se 
fait avec les relations : 

p p j p j q

p p s p p

p p s p p

i n
ij
k

ij
k

ip
k

ip
k

iq
k

ip
k

iq
k

iq
k

ip
k

iq
k

+

+

+

= ≠ ≠

= + − ⋅

= − + ⋅

R
S
||

T
||

=

1

1

1

1 2

 si  

 

,

, ,...,τ

τ

d i
d i

b g  

où τ θ= F
HG

I
KJ =

+
Tg k s

c2 1
. 

 Ce qui nous donne en définitive la programmation structurée suivante, où 
Valeurs_Propres est un vecteur qui contiendra les valeurs propres et 
Vecteurs_Propres une matrice dont les colonnes seront des vecteurs propres 
associés. 
 
PROCEDURE Jacobi(Entrée n : Entier ; A : Matrice ;  
       Sortie Valeurs_Propres : Vecteur ; Vecteurs_Propres : Matrice) ; 
Début 
 Vecteurs_Propres = Id ; Correct = Faux ; Iteration = 0 ; Valeurs_Propres = 0 ; 
 Pour i Allant de 1 à n Faire Valeurs_Propresi = aii ; 
 Répéter 
  Iteration = Iteration + 1 ; 
  Sk = 0 ; 
  Pour i allant de 1 à n – 1 Faire 
  Début 
   Pour j allant de i + 1 à n Faire 
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   Début 
    Sk = Sk + aij  ; 
   Fin ; 
  Fin ; 
  Correct = (Sk < ε) ou (Iteration = MaxIteration) ; 
  Si Iteration < 4 
  Alors Seuil = Sk/(5⋅n2) 
  Sinon Seuil = ε

2
 ; 

  Pour p allant de 1 à n – 1 Faire 
  Début 
   Pour q allant de p + 1 à n Faire 
   Début 
    Si (Iteration ≥ 4) Et (10

8
⋅ a pq  < Valeurs opres p_  Pr )  

         Et (10
8
⋅ a pq  < Valeurs opres q_ Pr ) 

    Alors apq = O 
    Sinon Si a pq  > Seuil 
      Alors Début 
         b = 0.5⋅( Valeurs_Propresp – Valeurs_Propresq)/apq ; 

         t = 1
12b b+ +

 ; 

         Si b < 0 Alors t = –t ; 
         c = 1

1 2+ t
 ; 

         s = t⋅c ; 
         τ = s/(1 + c) ; 
         Aux = t⋅apq ; 
         Valeurs_Propresp = Valeurs_Propresp + Aux ; 
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         Valeurs_Propresq = Valeurs_Propresq – Aux ; 
         apq = 0 ; 
         Pour j Allant de 1 à p – 1 Faire 
         Début 
          Aux = ajp ; 
          ajp = ajp + s⋅(ajq – τ⋅ajp) ; 
          ajq = ajq – s⋅(Aux + τ⋅ajq) ; 
         Fin ; 
         Pour j Allant de p + 1 à q – 1 Faire 
         Début 
          Aux = apj ; 
          apj = apj + s⋅(ajq – τ⋅apj) ; 
          ajq = ajq – s⋅(Aux + τ⋅ajq) ; 
         Fin ; 
         Pour j Allant de q + 1 à n Faire 
         Début 
          Aux = apj  ; 
          apj = apj + s⋅(aqj – τ⋅apj) ; 
          aqj = aqj – s⋅(Aux + τ⋅aqj) ; 
         Fin ; 
         Pour i Allant de 1 à n Faire 
         Début 
          Aux = Vecteurs_Propresip ; 
          Vecteurs_Propresip =  
     Vecteurs_Propresip + s⋅( Vecteurs_Propresiq – τ⋅ Vecteurs_Propresip) ; 
          Vecteurs_Propresiq =  
     Vecteurs_Propresiq – s⋅(Aux + τ⋅ Vecteurs_Propresiq) ; 
         Fin ; 
        Fin ; 
   Fin ; 
  Fin ; 
 Jusqu'à Correct ; 
 Si Itération = MaxItération 
 Alors Arrêter(« Nombre d'itérations trop grand ») ; 
Fin ; 

Problème 20 : Tridiagonalisation d'une matrice symétrique.  
      Méthode de Householder 

 IRn est muni du produit scalaire euclidien ⋅ ⋅  et de la norme euclidienne 
associée ⋅ . 
 On désigne par e e en1 2, , ,Ll q  la base canonique de IRn. 
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 Pour tout réel x, le signe de x est défini par : ( )Signe x
si x
si x

si x
=

>
=

− <









1 0
0 0

1 0

  
  

  
. 

 Pour tout vecteur unitaire u

u

un

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

1

M  dans IRn, on désigne par Pu la matrice de 

Householder définie par P I u uu d
t= − ⋅2 . 

Q1. Interpréter géométriquement l’endomorphisme associé à Pu et calculer son 
inverse. 
Q2. Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 1. Montrer que : 

P MP M v u u vu u
t t− = − ⋅ + ⋅1 2c h 

où v Mu u Mu u= − . 
 Dans ce qui suit, on se donne une matrice symétrique réelle A aij i j n

=
≤ ≤

d ie j
1 ,

 

d’ordre n ≥ 3. 
Q3. Soit x la première colonne de A. 

 On note x x a e2
11 1

b g = − , y x Signe a x e2 2
21

2
2

b g b g b gb g= +  et 
( )

( )
( )P

I si y

P si y
d

u

1

2

2

0

02

=
=

≠







  

  
, 

où u
y

y2
2

21b g
b g

b g=  pour y 2 0b g ≠ . Enfin on note A P AP aij i j n1 1
1

1
1

1
= =−

≤ ≤
d ie j

,
. 

 Montrer que A1 est symétrique avec ai1
1 0=  pour i = 3, 4, ···, n. 

Q4. Montrer qu’il existe n – 2 matrices orthogonales P1, P2, ···, Pn–2 telles que  
T P P P AP P Pn n n= −

−
−
− −

−2
1

1
1

1
1

1 2 2L ...  
soit tridiagonale. 
Q5. Ecrire une procédure de réduction d’une matrice symétrique réelle à la forme 
tridiagonale. 
Remarque — Le résultat de cet exercice peut se montrer en utilisant le fait que 
toute matrice symétrique réelle est orthogonalement semblable à une matrice 
diagonale, donc tridiagonale. L’avantage de cette méthode est qu’elle fournit un 
procédé algorithmique simple de réduction à la forme tridiagonale sans avoir à 
calculer les valeurs propres. Cette réduction sera utilisée pour calculer les 
valeurs propres d’une matrice symétrique réelle (problèmes 21 et 22). 

Solution 

Q1. Soit Hu l’hyperplan orthogonal à u dans IRn. Pour tout x dans Hu, on a 
P x xu = . Et avec P u uu = − , on conclut que Pu est la symétrie orthogonale par 
rapport à Hu. On a donc P P Pu

t
u u

− = =1 . 
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Q2. On a : 
P MP P MP M u uM Mu u u uMu uu u u u

t t t t− = = − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅1 2 2 4  
avec : 

u uM u uMu u u Mu u u Mu u u vt t t t t t⋅ − = ⋅ − = ⋅c h b g  
et : 

Mu u u uMu u Mu u Mu u u v ut t t t t⋅ − = − = ⋅c h c h  
d’où le résultat. 
Q3. Si y 2 0b g = , alors ai1 0=  pour tout i = 3, 4, ···,n et A A1 =  vérifie bien la 
condition voulue. On suppose donc que y 2 0b g ≠ . 
 On a A P AP1 1 1=  et A1 est symétrique puisque P1 et A le sont. 
 La première colonne de A1 est donnée par A e P AP e1 1 1 1 1= . 

 Avec e IRy1
2∈

⊥b ge j , on a Pe e1 1 1=  et A e P Ae P x1 1 1 1 1= = . 

 Si on note y x z2 2 2b g b g b g= + , on a : 

y x z x z x z x x2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0b g b g b g b g b g b g b g b g b g− = + − = − =  

donc : 
P x z x z

P x z x z

1
2 2 2 2

1
2 2 2 2

b g b g b g b g

b g b g b g b g

e j
e j

+ = − −

− = −
 

et P x z Signe a x e1
2 2

21
2

2
b g b g b gb g= − = − . Ce qui donne en définitive : 

P x P a e x a e Signe a x e1 1 11 1
2

11 1 21
2

2= + = −b g b ge j b g  

 C’est à dire que ( ) ( )a

a i

Signe a x i
i n

i1
1

11

21
2

1

2
0 3

=

=

− =

=









 si 

 si 
 si , ,L

 

Q4. On raisonne par récurrence sur n ≥ 2 . Pour n = 2, la matrice A est déjà 
tridiagonale. On suppose donc le résultat vrai pour les matrices symétriques 
d’ordre n – 1. 

 Avec les notations de Q2, on a A

a a
a a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

1

11 12
1

21
1

22
1

23
1

2
1

32
1

33
1

3
1

2
1

3
1 1

0 0

0

0

=

F

H

GGGGGGG

I

K

JJJJJJJ

L

L

L

L

.

.
. . . .

, la matrice étant 

symétrique ainsi que la matrice d’ordre n −1, B
a a

a a

n

n nn

=
F

H
GGG

I

K
JJJ

22
1

2
1

2
1 1

L

L

. . . . Avec 

l’hypothèse de récurrence, on peut trouver des matrices orthogonales Q2, Q3, ···, 
Qn–2 telles que T Q Q BQ Qn n1 2

1
2

1
2 2= −

− −
−L L  soit tridiagonale. On pose alors 
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P Qj
j

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

1 0 0
0

0

L

M
, pour j = 2, 3, ···, n – 2 et T

a a
a

T=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

11 12
1

12
1

1

0 0

0

0

 L

M

. On a 

alors T P P A P P P P P AP P Pn n n n= =−
− −

− −
− − −

−2
1

2
1

1 2 2 2
1

2
1

1
1

1 2 2L L L L . 
Q5. La matrice T An= −2 est définie par la récurrence : 

A A
A P A P k nk k k k

0

1 1 2
=
= ≤ ≤ −

RST −  b g 

où P1 est la matrice définie en Q2 et pour k = 2, ⋅⋅⋅, n – 2, P
I

Qk
k

k

=
F
HG

I
KJ

−1 0
0

, en 

désignant par Ik – 1 la matrice identité d’ordre k – 1 et par Qk la matrice 
orthogonale associée par le procédé de Q2 à la matrice extraite aij

k

k i j n

−

≤ ≤

1d ie j
,

. 

 Le passage de Ak – 1 à Ak est décrit par la procédure suivante. 
 
procédure Transformation_Householder(Entrée n, k : Entier;  
             Entrée_Sortie A : Matrice) ; 
Début 
 y = 0 ; v = 0 ; 
 pour i allant de k + 1 à n faire 
 Début 
  yi := aik ; 
  Fin ;     
 s1 := y  ; 
 Si ak+1,k > 0 Alors 
  s = 1; 
 Sinon Si ak+1,k = 0 Alors 
    s = 0; 
   Sinon 
    s = –1 ; 
   Fin si; 
 Fin si ; 
 yk+1 = ak+1,k + s*s1 ; 
 s

y2
1=  ; 

 y = s2*y ; 
 ak+1,k = –s*s1 ; 
 Pour i allant de k + 2 à n faire 
 Début 
  aik = 0 ; 
 Fin ; 
 Pour i allant de k + 1 à n faire 
 Début 
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  Pour j allant de k + 1 à n faire 
  Début 
   vi = vi + aij*yj ; 
  Fin ; 
 Fin ; 
 s y v3 =  ; 
 v = v – s3*y ; 
 Pour i allant de k + 1 à n faire 
 Début 
  Pour j allant de k + 1 à n faire 
  Début 
   aij = aij – 2*(vi*yj + vj*yi) ; 
  Fin ; 
 Fin ; 
Fin ; 
 
 Et la procédure de tridiagonalisation par la méthode de Householder s’écrit 
comme indiqué ci-dessous, une matrice symétrique et tridiagonale étant stockée 
sous la forme d’un vecteur de dimension n, D1 représentant la diagonale 
principale et un vecteur de dimension n – 1, D2 représentant la diagonale 
supérieure. 
 
procédure Householder(Entrée A : Matrice; Sortie D1, D2 :Vecteur) ; 
Début 
 Pour k allant de 1 à n – 2 faire 
 Début 
  Transformation_Householder(n, k, A) ; 
 Fin ; 
 Pour i allant de 1 à n – 1 faire 
 Début 
  D1i = aii ; 
  D2i = ai+1,i ; 
 Fin ; 
 D1n = ann ; 
Fin ; 

Problème 21 : Méthode de Givens pour les matrices tridiagonales 

 Ce problème utilise les résultats du problème 9. 
 Si A est une matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 3, alors elle est semblable à 
une matrice tridiagonale T. L’algorithme de Householder (problème 20)  permet 
de calculer effectivement la matrice T. Le calcul des valeurs propres de T nous 
donne donc celles de A. La méthode décrite ci-dessous est la méthode de Givens 
ou de « bissection ». 
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 Soit A

a b
b a b

b a b
b a

n n n

n n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− − −

−

1 1

1 2 2

2 1 1

1

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. . . . . .  une matrice, à coefficients réels, 

tridiagonale symétrique et supposée irréductible, c’est-à-dire telle que : 
∀ ∈ − ≠i n bi1 2 1 0, , ,Ll q  

Q1. Montrer que A admet n valeurs propres réelles simples. 
 Pour tout k = 1, 2, ···, n, on note A ak ij i j k

=
≤ ≤

d ie j
1 ,

 la kème sous–matrice 

principale de A et ( ) ( )P Dét A Ik k dλ λ= − ⋅  son polynôme caractéristique. Pk 
admet donc k racines réelles distinctes que l’on range comme suit : 

λ λ λ1 2
k k

k
k< < <L  

 Les valeurs propres de A sont les λ λj j
n=  pour j = 1, 2, ···, n. 

Q2. Montrer qu’on a la relation de récurrence : 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P P a

P a P b P k nk k k k k

0 1 1

1 1
2

2

1

2

λ λ λ

λ λ λ λ

= = −

= − − =





 − − −

;

, ,

 

L
 

Q3. Montrer que pour tout k = 1, ..., n, on a : 
Lim Pkλ

λ
→−∞

= +∞b g  

et que, pour k = 2, ···, n,  les racines de Pk – 1 séparent celles de Pk dans le sens 
où : 

( )
λ λ
λ λ λ

λ λ

1 1
1

1
1 1

1

1
1

1 2

k k

j
k

j
k

j
k

k
k

k
k

j k
<

< < ≤ ≤ −

<









−

−
+ +

−

−
−

 

 On note, pour tout réel λ et tout entier k ≥ 0 : 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

s l
Signe P l si P l

s l si P lk
k k

k k

=
≠

=





 −

  

  

0

01

 

et Nk λb g désigne le nombre de changements de signes entre deux termes 
consécutifs de la suite s s sk0 1λ λ λb g b g b gc h, , ,L . 

Q4. (i) Montrer que s
si

si
1

1
1

1
1

1

1
λ

λ λ

λ λ
b g = ∈ −∞

− ∈ +∞

R
S|
T|

  

  

,

,
 et pour tout k = 2, ···, n : 

( )
] ]

( ) ] ] ( )
( ) ] [

s

si

si j k

si

k

k

j
j

k
j

k

k
k
k

λ

λ λ

λ λ λ

λ λ

=

∈ −∞

− ∈ ≤ ≤ −

− ∈ +∞










+

1

1 1 1

1

1

1

  

  

  

,

,

,
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(ii) Montrer que Nk λb g est égal au nombre de racines de Pk qui sont strictement 
inférieures à λ. 
Q5. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont dans l'intervalle 
a b A A0 0, ,= − ∞ ∞ . 

 Pour tout réel λ, on désigne par N λb g  le nombre de racines de Pn qui sont 
strictement inférieures à λ. 

Q6. Soient { }i n∈ 1 2, , ,L  fixé. On note c a b
0

0 0

2
= +  le milieu de a b0 0, . 

(i) Montrer que si N c i0b g ≥  alors λ i a c∈ 0 0, , sinon λ i c b∈ 0 0, . 
(ii) Montrer qu’on peut construire une suite d’intervalles emboîtés a bk k k IN

,c h
∈

 
telle que : 

∀ ≥
− = −

∈

R
S|
T|

k
b a b a

a b

k k k

i k k

0 2
0 0

 
λ ,

 

(iii) Ecrire la procédure correspondante de calcul des valeurs propres de A. 
Q7. Calcul des vecteurs propres par la méthode de la puissance inverse — Soient 

{ }i n∈ 1 2, , ,L  fixé et λ un réel qui vérifie : 

0 1< − < − ≤ ≤ ≠λ λ λ λi jInf j n j i; ,  o t 

 On se donne un vecteur x0 non orthogonal au sous espace propre associé à λi 
et on définit la suite de vecteurs xk k IN

b g
∈

 par : 
∀ ≥ − ⋅ =+k A I x xd k k0 1,  λb g  

 Calculer Lim
Signe

x
x

k

i
k

k
k→+∞

−λ λb g
. 

Solution 

Q1. Voir problème 9, Q5 (c). 
Q2. Il suffit de développer Pk λb g suivant la dernière ligne. 
Q3. Le coefficient dominant de Pk λb g est −1b gk kλ . On a alors 
Lim P Limk

k k

λ λ
λ λ

→−∞ →−∞
= − = +∞b g b g1 . 

 Pour k = 1, on a P a1 1λ λb g = −  qui admet une racine réelle λ1
1

1= a . 
 Pour k = 2, on a P a a b2 1 2 1

2λ λ λb g b gb g= − − − , avec Lim P
λ

λ
→−∞

= +∞2 b g , 

P P a b2 1
1

2 1 1
2 0λc h b g= = − <  et Lim P

λ
λ

→+∞
= +∞2 b g . Avec le théorème des valeurs 

intermédiaires, on déduit donc que P2 admet une racine réelle λ λ1
2

1
1<  et une 

racine réelle λ λ2
2

1
1> . On a donc montré que la racine λ1

1  de P1 sépare les deux 
racines de P2, avec P0 1

1 1 0λc h = > . Ce qui est schématisé par la figure 3.1. 
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P
2
(

P
1
(

λ λ

λ

λ

λ

)

)

1
1

1
2

2
2

 

Figure 3.1 

 Supposons le résultat vrai pour p = 2, ···, k – 1, avec Pk j
k

−
−

2
1λd i  du signe de 

− −1 1b g j  pour tout j = 1, ···, k – 1. 
 Avec Lim Pkλ

λ
→−∞

= +∞b g  et P b Pk
k

k k
kλ λ1

1
1

2
2 1

1 0−
− −

−= − <c h c h , on déduit qu’il existe 

une racine de Pk, λ λ1 1
1k k< −  telle que Pk

k
− >1 1 0λc h , puisque Pk− >1 0λb g  sur 

−∞ −,λ1
1k . 

 Pour j = 1, 2, ···, k – 2, on a P b Pk j
k

k k j
kλ λ−

− −
−= −1

1
2

2
1d i d i  du signe de −1b g j  et 

P b Pk j
k

k k j
kλ λ+

−
− − +

−= −1
1

1
2

2 1
1d i d i du signe de − +1 1b g j . On en déduit alors que Pk admet 

une racine λ λ λj
k

j
k

j
k

+
−

+
−∈1

1
1
1,  (figure 3.2). 

P (

λ λ

λ

λ

)
k-1

j
k-1

j+1
k

j+1
k-1

 

j impair 

P (

λ

λ

λ

λ

)
k-1

j
k-1

j+1
k

j+1
k-1

 

j pair 
Figure 3.2 
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 Si j est impair, alors Pk j
k

− + <1 1 0λd i  et si j est pair alors Pk j
k

− + >1 1 0λd i . C’est-à-

dire que Pk j
k

− +1 1λd i  est du signe de −1b g j . 

 Enfin P b Pk k
k

k k k
kλ λ−

−
− − −

−= −1
1

1
2

2 1
1c h c h  est du signe de − −1 1b gk  et 

Lim Pk
k

λ
λ

→+∞
= − + ∞b g b g1 . On a donc une racine de Pk, λ λk

k
k
k∈ +∞−
−

1
1 ,  telle que 

Pk k
k

−1 λc h  du signe de − −1 1b gk . D’où le résultat. 
Q4. On remarque que si Pk λb g = 0 alors Pk− ≠1 0λb g . Donc, pour tout k = 0, 1, ···, 
n, la fonction sk est bien définie et à valeurs dans −1 1,l q avec s0 1λb g =  pour tout 
réel λ. 
(i) Le résultat sur s1 est évident. 
 Avec Lim Pkλ

λ
→−∞

= +∞b g  on déduit que Pk λb g > 0 sur −∞,λ1
k  pour tout entier 

k = 1, 2, ···, n. Et avec λ λ1 1
1k k< − , on conclut que sk λb g = 1 sur −∞,λ1

k . 

 Pour tout k = 2, 3, ···, n et tout j = 1, 2, ···, k – 1, Pk est du signe de −1b g j  sur 
λ λj

k
j

k, +1 . En considérant que λ λ λj
k

j
k

j
k

+
−

+
−∈1

1
1
1, , on déduit que sk

jλb g b g= −1  sur 

λ λj
k

j
k, +1  pour tout k = 3, ···, n et tout j = 1, 2, ···, k – 1. Pour k = 2, le résultat est 

encore valable puisque s s2 2
2

1 2
2 1λ λc h c h= = − . 

 Enfin, avec Lim Pk
k

λ
λ

→+∞
= − + ∞b g b g1 , on déduit que sk

kλb g b g= −1  sur λ k
k ,+∞ . 

(ii) On montre le résultat par récurrence sur k ≥ 1. 

 Pour k = 1, on a s s
a

a0 1
1 1

1

1 1
1

1 1

1 1
λ λ

λ λ
λ λ

b g b gc h b g
b g,

,

,
=

≤ =

− > =

RS|T|
 si 

 si 
 et N1

1
1

1
1

0
1

λ
λ λ
λ λ

b g = ≤
>

RS|T|
 si 
 si 

. 

Le résultat est donc vrai pour k = 1. 
 Supposons le résultat vrai pour k − ≥1 1 et soit λ ∈ IR. 
 Si λ λ λ≤ <1 1

k j  (j = 1, 2, ···, k – 1), alors Pj λb g > 0 pour tout j = 1, 2, ···, k et 

( ) ( ) ( )( ) ( )s s sk0 1 11 1λ λ λ, , , , , ,L L= . C’est-à-dire que Nk λb g = 0 et c’est bien le 
nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ. 
 Si λ λ λ∈ +j

k
j

k, 1  pour un entier j k∈ −1 2 1, , ,Ll q , on distingue alors deux cas 

en fonction de la position de λ par rapport à λ λ λj
k

j
k

j
k−
+∈1

1, . 

 Si λ λ λ∈ −
j

k
j

k, 1 , alors on a j – 1 racines de Pk – 1 strictement inférieures à λ. 
C’est-à-dire avec l’hypothèse de récurrence que N jk− = −1 1λb g . En tenant compte 
de sk

j
−

−= −1
11λb g b g  et sk

jλb g b g= −1 , on déduit que N N jk kλ λb g b g= + =−1 1  et 
c’est bien le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ. 
 Si λ λ λ∈ −

+j
k

j
k1

1, , alors on a j racines de Pk – 1 strictement inférieures à λ. 
C’est-à-dire avec l’hypothèse de récurrence que N jk− =1 λb g . En tenant compte de 
sk

j
− = −1 1λb g b g  et sk

jλb g b g= −1 , on déduit que N N jk kλ λb g b g= =−1  et c’est bien 
le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ. 
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 Enfin si λ λ λ> > −
−

k
k

k
k

1
1 , alors, avec l’hypothèse de récurrence N kk− = −1 1λb g . 

Avec sk
k

−
−= −1

11λb g b g  et sk
kλb g b g= −1 , on déduit que N N kk kλ λb g b g= + =−1 1  et 

c’est bien le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ. 
Q5. Résulte immédiatement de ρ A Ab g ≤ ∞  où ρ Ab g désigne le rayon spectral de 
A. 
Q6. (i) De Q4, on déduit que si λ i c b∈ 0 0, , alors N c i0 1b g ≤ −  et si λ i a c∈ 0 0, , 
alors N c i0b g ≥ . D’où le résultat. 
(ii) La construction est immédiate par récurrence en appliquant le raisonnement 
du (i) à l’intervalle a bk k, . 
(iii) Pour la programmation, on stocke une matrice tridiagonale et symétrique 
dans deux vecteurs a et b. On désigne par c le vecteur de Irn – 1 défini par c bi i= 2  
pour tout i = 1, 2, ···, n – 1 (on évite de calculer plusieurs fois les bi

2 ). 
 On définit tout d’abord la fonction λ λa N b g. 
 
fonction Changement_Signe(Entrée n : Entier ; a, c : Vecteur ; λ : Réel) : Réel ; 
Début 
 Nλ = 0; {Nombre de changements de signes} 
 P0λ = 1.0 ;  
 P1λ = a1 – λ ; 
 sλ = 1; 
 Si (Signe(P1λ) = – sλ) alors 
  sλ = – sλ ; 
  Nλ  = Nλ + 1 ; 
 Fin Si; 
 Pour i allant de 2 à n faire 
 Début 
  P2λ = (ai – λ)* P1λ – ci–1* P0λ ; 
  Si (Signe(P2λ) = – sλ) alors 
   sλ = – sλ ; 
   Nλ = Nλ + 1 ; 
  Fin Si ; 
  P0λ = P1λ ; 
  P1λ = P2λ ; 
 Fin ; 
 Changement_Signe = Nλ ; 
Fin ; 
 
 On définit ensuite une procédure qui permet de calculer la valeur propre 
numéro i. 
 
procédure Une_Valeur_Propre(Entrée n, i : Entier ; a, c : Vecteur ; 
          Entrée_Sortie ak, bk : Réel ; Sortie λ : Réel) ;  
Début 
 Répéter 
  λ = (ak + bk)*0.5 ; 
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  Si Changement_Signe(a, c, λ) ≥ i alors 
   bk = λ ; 
  Sinon 
   ak = λ ; 
  Fin Si ; 
 Jusqu’à a bk k− < ε  ; 
Fin ;  
 
 Et la procédure de Givens de recherche de toutes les valeurs propres de A 
s’écrit alors comme suit. 
 
procédure Givens(Entrée n : Entier ; a, b : Vecteur ; Sortie λ : Vecteur) ; 
Début 
 Pour i allant de 1 à n – 1 faire 
 Début 
  ci = bi*bi ; 
 Fin ; 
 M a b= +1 1  ; 
 Pour i allant de 2 à n – 1 faire 
 Début 
  M Max M a b bi i i= + +−, 1c h  ; 
 Fin ; 
 M Max M a bn n= + −, 1c h  ; 
 ak = –M ; 
 bk = M ; 
 Pour i allant de 1 à n faire 
 Début 
  Une_Valeur_Propre(n, i, a, c, ak, bk, λi) ; 
  ak = bk ; 
  bk = M ; 
 Fin ; 
Fin ; 
 
Q7. On remarque que si xk+ =1 0, alors xk = 0. On déduit donc par récurrence que 
si x0 0≠  alors xk ≠ 0 pour tout entier k. 
 Soit f f fn1 2, , ,Ll q une base orthonormée de vecteurs propres avec Af fi i i= λ  
pour tout i = 1, 2, ···, n. 

 Pour tout entier k, on note x x fk j
k

j
j

n

=
=
∑

1

. 

 Avec A I x xd k k− ⋅ =+λb g 1 , on déduit que x xj
k

j
j
k+ =

−
1 1

λ λ
 et par récurrence 

x xj
k

j

k j=
−

1 0

λ λd i . 
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  Pour j allant de k + 1 à n faire 
  Début 
   vi = vi + aij*yj ; 
  Fin ; 
 Fin ; 
 s y v3 =  ; 
 v = v – s3*y ; 
 Pour i allant de k + 1 à n faire 
 Début 
  Pour j allant de k + 1 à n faire 
  Début 
   aij = aij – 2*(vi*yj + vj*yi) ; 
  Fin ; 
 Fin ; 
Fin ; 
 
 Et la procédure de tridiagonalisation par la méthode de Householder s’écrit 
comme indiqué ci-dessous, une matrice symétrique et tridiagonale étant stockée 
sous la forme d’un vecteur de dimension n, D1 représentant la diagonale 
principale et un vecteur de dimension n – 1, D2 représentant la diagonale 
supérieure. 
 
procédure Householder(Entrée A : Matrice; Sortie D1, D2 :Vecteur) ; 
Début 
 Pour k allant de 1 à n – 2 faire 
 Début 
  Transformation_Householder(n, k, A) ; 
 Fin ; 
 Pour i allant de 1 à n – 1 faire 
 Début 
  D1i = aii ; 
  D2i = ai+1,i ; 
 Fin ; 
 D1n = ann ; 
Fin ; 

Problème 21 : Méthode de Givens pour les matrices tridiagonales 

 Ce problème utilise les résultats du problème 9. 
 Si A est une matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 3, alors elle est semblable à 
une matrice tridiagonale T. L’algorithme de Householder (problème 20)  permet 
de calculer effectivement la matrice T. Le calcul des valeurs propres de T nous 
donne donc celles de A. La méthode décrite ci-dessous est la méthode de Givens 
ou de « bissection ». 
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 Soit A

a b
b a b

b a b
b a

n n n

n n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− − −

−

1 1

1 2 2

2 1 1

1

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. . . . . .  une matrice, à coefficients réels, 

tridiagonale symétrique et supposée irréductible, c’est-à-dire telle que : 
∀ ∈ − ≠i n bi1 2 1 0, , ,Ll q  

Q1. Montrer que A admet n valeurs propres réelles simples. 
 Pour tout k = 1, 2, ···, n, on note A ak ij i j k

=
≤ ≤

d ie j
1 ,

 la kème sous–matrice 

principale de A et ( ) ( )P Dét A Ik k dλ λ= − ⋅  son polynôme caractéristique. Pk 
admet donc k racines réelles distinctes que l’on range comme suit : 

λ λ λ1 2
k k

k
k< < <L  

 Les valeurs propres de A sont les λ λj j
n=  pour j = 1, 2, ···, n. 

Q2. Montrer qu’on a la relation de récurrence : 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P P a

P a P b P k nk k k k k

0 1 1

1 1
2

2

1

2

λ λ λ

λ λ λ λ

= = −

= − − =





 − − −

;

, ,

 

L
 

Q3. Montrer que pour tout k = 1, ..., n, on a : 
Lim Pkλ

λ
→−∞

= +∞b g  

et que, pour k = 2, ···, n,  les racines de Pk – 1 séparent celles de Pk dans le sens 
où : 

( )
λ λ
λ λ λ

λ λ

1 1
1

1
1 1

1

1
1

1 2

k k

j
k

j
k

j
k

k
k

k
k

j k
<

< < ≤ ≤ −

<









−

−
+ +

−

−
−

 

 On note, pour tout réel λ et tout entier k ≥ 0 : 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

s l
Signe P l si P l

s l si P lk
k k

k k

=
≠

=





 −

  

  

0

01

 

et Nk λb g désigne le nombre de changements de signes entre deux termes 
consécutifs de la suite s s sk0 1λ λ λb g b g b gc h, , ,L . 

Q4. (i) Montrer que s
si

si
1

1
1

1
1

1

1
λ

λ λ

λ λ
b g = ∈ −∞

− ∈ +∞

R
S|
T|

  

  

,

,
 et pour tout k = 2, ···, n : 

( )
] ]

( ) ] ] ( )
( ) ] [

s

si

si j k

si

k

k

j
j

k
j

k

k
k
k

λ

λ λ

λ λ λ

λ λ

=

∈ −∞

− ∈ ≤ ≤ −

− ∈ +∞










+

1

1 1 1

1

1

1

  

  

  

,

,
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(ii) Montrer que Nk λb g est égal au nombre de racines de Pk qui sont strictement 
inférieures à λ. 
Q5. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont dans l'intervalle 
a b A A0 0, ,= − ∞ ∞ . 

 Pour tout réel λ, on désigne par N λb g  le nombre de racines de Pn qui sont 
strictement inférieures à λ. 

Q6. Soient { }i n∈ 1 2, , ,L  fixé. On note c a b
0

0 0

2
= +  le milieu de a b0 0, . 

(i) Montrer que si N c i0b g ≥  alors λ i a c∈ 0 0, , sinon λ i c b∈ 0 0, . 
(ii) Montrer qu’on peut construire une suite d’intervalles emboîtés a bk k k IN

,c h
∈

 
telle que : 

∀ ≥
− = −

∈

R
S|
T|

k
b a b a

a b

k k k

i k k

0 2
0 0

 
λ ,

 

(iii) Ecrire la procédure correspondante de calcul des valeurs propres de A. 
Q7. Calcul des vecteurs propres par la méthode de la puissance inverse — Soient 

{ }i n∈ 1 2, , ,L  fixé et λ un réel qui vérifie : 

0 1< − < − ≤ ≤ ≠λ λ λ λi jInf j n j i; ,  o t 

 On se donne un vecteur x0 non orthogonal au sous espace propre associé à λi 
et on définit la suite de vecteurs xk k IN

b g
∈

 par : 
∀ ≥ − ⋅ =+k A I x xd k k0 1,  λb g  

 Calculer Lim
Signe

x
x

k

i
k

k
k→+∞

−λ λb g
. 

Solution 

Q1. Voir problème 9, Q5 (c). 
Q2. Il suffit de développer Pk λb g suivant la dernière ligne. 
Q3. Le coefficient dominant de Pk λb g est −1b gk kλ . On a alors 
Lim P Limk

k k

λ λ
λ λ

→−∞ →−∞
= − = +∞b g b g1 . 

 Pour k = 1, on a P a1 1λ λb g = −  qui admet une racine réelle λ1
1

1= a . 
 Pour k = 2, on a P a a b2 1 2 1

2λ λ λb g b gb g= − − − , avec Lim P
λ

λ
→−∞

= +∞2 b g , 

P P a b2 1
1

2 1 1
2 0λc h b g= = − <  et Lim P

λ
λ

→+∞
= +∞2 b g . Avec le théorème des valeurs 

intermédiaires, on déduit donc que P2 admet une racine réelle λ λ1
2

1
1<  et une 

racine réelle λ λ2
2

1
1> . On a donc montré que la racine λ1

1  de P1 sépare les deux 
racines de P2, avec P0 1

1 1 0λc h = > . Ce qui est schématisé par la figure 3.1. 
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P
2
(

P
1
(

λ λ

λ

λ

λ

)

)

1
1

1
2

2
2

 

Figure 3.1 

 Supposons le résultat vrai pour p = 2, ···, k – 1, avec Pk j
k

−
−

2
1λd i  du signe de 

− −1 1b g j  pour tout j = 1, ···, k – 1. 
 Avec Lim Pkλ

λ
→−∞

= +∞b g  et P b Pk
k

k k
kλ λ1

1
1

2
2 1

1 0−
− −

−= − <c h c h , on déduit qu’il existe 

une racine de Pk, λ λ1 1
1k k< −  telle que Pk

k
− >1 1 0λc h , puisque Pk− >1 0λb g  sur 

−∞ −,λ1
1k . 

 Pour j = 1, 2, ···, k – 2, on a P b Pk j
k

k k j
kλ λ−

− −
−= −1

1
2

2
1d i d i  du signe de −1b g j  et 

P b Pk j
k

k k j
kλ λ+

−
− − +

−= −1
1

1
2

2 1
1d i d i du signe de − +1 1b g j . On en déduit alors que Pk admet 

une racine λ λ λj
k

j
k

j
k

+
−

+
−∈1

1
1
1,  (figure 3.2). 

P (

λ λ

λ

λ

)
k-1

j
k-1

j+1
k

j+1
k-1

 

j impair 

P (

λ

λ

λ

λ

)
k-1

j
k-1

j+1
k

j+1
k-1

 

j pair 
Figure 3.2 
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 Si j est impair, alors Pk j
k

− + <1 1 0λd i  et si j est pair alors Pk j
k

− + >1 1 0λd i . C’est-à-

dire que Pk j
k

− +1 1λd i  est du signe de −1b g j . 

 Enfin P b Pk k
k

k k k
kλ λ−

−
− − −

−= −1
1

1
2

2 1
1c h c h  est du signe de − −1 1b gk  et 

Lim Pk
k

λ
λ

→+∞
= − + ∞b g b g1 . On a donc une racine de Pk, λ λk

k
k
k∈ +∞−
−

1
1 ,  telle que 

Pk k
k

−1 λc h  du signe de − −1 1b gk . D’où le résultat. 
Q4. On remarque que si Pk λb g = 0 alors Pk− ≠1 0λb g . Donc, pour tout k = 0, 1, ···, 
n, la fonction sk est bien définie et à valeurs dans −1 1,l q avec s0 1λb g =  pour tout 
réel λ. 
(i) Le résultat sur s1 est évident. 
 Avec Lim Pkλ

λ
→−∞

= +∞b g  on déduit que Pk λb g > 0 sur −∞,λ1
k  pour tout entier 

k = 1, 2, ···, n. Et avec λ λ1 1
1k k< − , on conclut que sk λb g = 1 sur −∞,λ1

k . 

 Pour tout k = 2, 3, ···, n et tout j = 1, 2, ···, k – 1, Pk est du signe de −1b g j  sur 
λ λj

k
j

k, +1 . En considérant que λ λ λj
k

j
k

j
k

+
−

+
−∈1

1
1
1, , on déduit que sk

jλb g b g= −1  sur 

λ λj
k

j
k, +1  pour tout k = 3, ···, n et tout j = 1, 2, ···, k – 1. Pour k = 2, le résultat est 

encore valable puisque s s2 2
2

1 2
2 1λ λc h c h= = − . 

 Enfin, avec Lim Pk
k

λ
λ

→+∞
= − + ∞b g b g1 , on déduit que sk

kλb g b g= −1  sur λ k
k ,+∞ . 

(ii) On montre le résultat par récurrence sur k ≥ 1. 

 Pour k = 1, on a s s
a

a0 1
1 1

1

1 1
1

1 1

1 1
λ λ

λ λ
λ λ

b g b gc h b g
b g,

,

,
=

≤ =

− > =

RS|T|
 si 

 si 
 et N1

1
1

1
1

0
1

λ
λ λ
λ λ

b g = ≤
>

RS|T|
 si 
 si 

. 

Le résultat est donc vrai pour k = 1. 
 Supposons le résultat vrai pour k − ≥1 1 et soit λ ∈ IR. 
 Si λ λ λ≤ <1 1

k j  (j = 1, 2, ···, k – 1), alors Pj λb g > 0 pour tout j = 1, 2, ···, k et 

( ) ( ) ( )( ) ( )s s sk0 1 11 1λ λ λ, , , , , ,L L= . C’est-à-dire que Nk λb g = 0 et c’est bien le 
nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ. 
 Si λ λ λ∈ +j

k
j

k, 1  pour un entier j k∈ −1 2 1, , ,Ll q , on distingue alors deux cas 

en fonction de la position de λ par rapport à λ λ λj
k

j
k

j
k−
+∈1

1, . 

 Si λ λ λ∈ −
j

k
j

k, 1 , alors on a j – 1 racines de Pk – 1 strictement inférieures à λ. 
C’est-à-dire avec l’hypothèse de récurrence que N jk− = −1 1λb g . En tenant compte 
de sk

j
−

−= −1
11λb g b g  et sk

jλb g b g= −1 , on déduit que N N jk kλ λb g b g= + =−1 1  et 
c’est bien le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ. 
 Si λ λ λ∈ −

+j
k

j
k1

1, , alors on a j racines de Pk – 1 strictement inférieures à λ. 
C’est-à-dire avec l’hypothèse de récurrence que N jk− =1 λb g . En tenant compte de 
sk

j
− = −1 1λb g b g  et sk

jλb g b g= −1 , on déduit que N N jk kλ λb g b g= =−1  et c’est bien 
le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ. 
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 Enfin si λ λ λ> > −
−

k
k

k
k

1
1 , alors, avec l’hypothèse de récurrence N kk− = −1 1λb g . 

Avec sk
k

−
−= −1

11λb g b g  et sk
kλb g b g= −1 , on déduit que N N kk kλ λb g b g= + =−1 1  et 

c’est bien le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ. 
Q5. Résulte immédiatement de ρ A Ab g ≤ ∞  où ρ Ab g désigne le rayon spectral de 
A. 
Q6. (i) De Q4, on déduit que si λ i c b∈ 0 0, , alors N c i0 1b g ≤ −  et si λ i a c∈ 0 0, , 
alors N c i0b g ≥ . D’où le résultat. 
(ii) La construction est immédiate par récurrence en appliquant le raisonnement 
du (i) à l’intervalle a bk k, . 
(iii) Pour la programmation, on stocke une matrice tridiagonale et symétrique 
dans deux vecteurs a et b. On désigne par c le vecteur de Irn – 1 défini par c bi i= 2  
pour tout i = 1, 2, ···, n – 1 (on évite de calculer plusieurs fois les bi

2 ). 
 On définit tout d’abord la fonction λ λa N b g. 
 
fonction Changement_Signe(Entrée n : Entier ; a, c : Vecteur ; λ : Réel) : Réel ; 
Début 
 Nλ = 0; {Nombre de changements de signes} 
 P0λ = 1.0 ;  
 P1λ = a1 – λ ; 
 sλ = 1; 
 Si (Signe(P1λ) = – sλ) alors 
  sλ = – sλ ; 
  Nλ  = Nλ + 1 ; 
 Fin Si; 
 Pour i allant de 2 à n faire 
 Début 
  P2λ = (ai – λ)* P1λ – ci–1* P0λ ; 
  Si (Signe(P2λ) = – sλ) alors 
   sλ = – sλ ; 
   Nλ = Nλ + 1 ; 
  Fin Si ; 
  P0λ = P1λ ; 
  P1λ = P2λ ; 
 Fin ; 
 Changement_Signe = Nλ ; 
Fin ; 
 
 On définit ensuite une procédure qui permet de calculer la valeur propre 
numéro i. 
 
procédure Une_Valeur_Propre(Entrée n, i : Entier ; a, c : Vecteur ; 
          Entrée_Sortie ak, bk : Réel ; Sortie λ : Réel) ;  
Début 
 Répéter 
  λ = (ak + bk)*0.5 ; 
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  Si Changement_Signe(a, c, λ) ≥ i alors 
   bk = λ ; 
  Sinon 
   ak = λ ; 
  Fin Si ; 
 Jusqu’à a bk k− < ε  ; 
Fin ;  
 
 Et la procédure de Givens de recherche de toutes les valeurs propres de A 
s’écrit alors comme suit. 
 
procédure Givens(Entrée n : Entier ; a, b : Vecteur ; Sortie λ : Vecteur) ; 
Début 
 Pour i allant de 1 à n – 1 faire 
 Début 
  ci = bi*bi ; 
 Fin ; 
 M a b= +1 1  ; 
 Pour i allant de 2 à n – 1 faire 
 Début 
  M Max M a b bi i i= + +−, 1c h  ; 
 Fin ; 
 M Max M a bn n= + −, 1c h  ; 
 ak = –M ; 
 bk = M ; 
 Pour i allant de 1 à n faire 
 Début 
  Une_Valeur_Propre(n, i, a, c, ak, bk, λi) ; 
  ak = bk ; 
  bk = M ; 
 Fin ; 
Fin ; 
 
Q7. On remarque que si xk+ =1 0, alors xk = 0. On déduit donc par récurrence que 
si x0 0≠  alors xk ≠ 0 pour tout entier k. 
 Soit f f fn1 2, , ,Ll q une base orthonormée de vecteurs propres avec Af fi i i= λ  
pour tout i = 1, 2, ···, n. 

 Pour tout entier k, on note x x fk j
k

j
j

n

=
=
∑

1

. 

 Avec A I x xd k k− ⋅ =+λb g 1 , on déduit que x xj
k

j
j
k+ =

−
1 1

λ λ
 et par récurrence 

x xj
k

j

k j=
−

1 0

λ λd i . 
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 On peut alors écrire que x yk
i

k k=
−
1

λ λb g , où yk est le vecteur de composantes 

y xj
k i

j

k

j= −
−

F
HG

I
KJ

λ λ
λ λ

0 . 

 On a alors Lim y
j i

x j ik j
k

i
→+∞

=
≠

=
RST
0

0

 si 
 si 

, avec xi
0 0≠ . C’est-à-dire que Lim y x f

k k i i→+∞
= 0 . 

 On déduit alors que Lim
Signe

x
x Lim

y
y Signe x f

k

i
k

k
k k

k
k i i→+∞ →+∞

−
= =

λ λb g c h1 0 .  

Remarque 1 — Si la matrice A n’est pas irréductible, on peut alors la découper en 
blocs de matrices irréductibles et l’algorithme de Givens permet de calculer les 
valeurs propres. 
Remarque 2 — Pour calculer les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice 
symétrique réelle la méthode de Givens et Householder consiste à réduire la 
matrice sous tridiagonale dans un premier temps puis à rechercher les valeurs et 
vecteurs propres de la matrice tridiagonale obtenue par la méthode de Givens et 
de la puissance inverse (les systèmes linéaires à résoudre sont tridiagonaux). 

Problème 22 : Une méthode homotopique de calcul des  
      valeurs propres d’une matrice tridiagonale 

 Ce problème utilise les notations du problème 21 et les résultats des problèmes 
9 et 21. 
Q1. Montrer que la matrice A admet les mêmes valeurs propres que la matrice : 

B

a b
a b

a b
a

n n

n

=

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ− −

1 1
2

2 2
2

1 1
2

0 0 0
1 0 0

0 0 1
0 0 0 1

L

L

L

L

. . . . . .  

 Dans tout ce qui suit, on suppose que : 

A

a b
a b

a b
a

n n

n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− −

1 1

2 2

1 1

0 0 0
1 0 0

0 0 1
0 0 0 1

L

L

L

L

. . . . . .  

avec : 
a b IR bi i i, ,∈ > 0 

 On note : 
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D =

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0

0 0 1 0 1
0 0 0 1 0

L

L

L

L

. . . . . .  

 On définit alors une « homotopie » de D vers A en posant : 
∀ ∈ = − +t A t t D tA0 1 1,  b g b g  

Q2. Calculer les valeurs propres de D. 
Q3. Montrer que, pour tout t dans 0 1, , A tb g admet n valeurs propres réelles 
simples. 
Q4. Montrer qu’il existe une fonction continûment dérivable 

f f f IRn
n= →1 0 1, , : ,Lb g   

telle que le polynôme caractéristique de A tb g s’écrive : 

∀ ∈ = −
=
∏t P t f tj
j

n

0 1
1

, , , λ λb g b gd i  

 Pour tout t dans 0 1,  et j = 1, 2, ···, n, on pose : 
ϕ j jt P f t tb g b gd i= ,  

et on a alors ϕ j tb g = 0 sur 0 1, . 
Q5. Montrer que pour tout j = 1, 2, ···, n, f j  est solution sur 0 1,  d’une équation 
différentielle avec condition initiale (problème de Cauchy). 
Q6. En utilisant la méthode Runge–Kutta d’ordre 4, donner un algorithme de 
calcul de toutes les valeurs propres de la matrice A. 
Q7. En déduire un algorithme de calcul des valeurs propres et des vecteurs 
propres d’une matrice symétrique réelle n’ayant que des racines simples. 

Solution 

Q1. Le polynôme caractéristique de B se calcule en utilisant la même récurrence 
que celle qui définit le polynôme caractéristique de A (problème 9, Q5). 
Q2. Dans le problème 3 Q5, on a vu que les valeurs propres de D sont les 

λ θk Cos k k n= ≤ ≤2 1b g b g  où θ π=
+n 1

. 

Q3. Pour tout t dans 0 1, , on a : 

A t

ta t tb
ta t tb

ta t tb
ta

n n

n

b g =

− +
− +

− +

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− −

1 1

2 2

1 1

1 0 0 0
1 1 0 0

0 0 1 1
0 0 0 1

L

L

L

L

. . . . . .  

 Cette matrice admet n valeurs propres réelles simples puisqu’elle est 
irréductible avec 1 0− + >t tbi  pour tout t ∈ 0 1,  et tout i = 1, 2, ..., n (problème 9, 
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Q5, (c)). 
Q4. Soit t0 0 1∈ ,  et λ0  une valeur propre de A t0b g, on a alors : 

P t P tλ ∂
∂λ

λ0 0 0 00 0, ,b g b g= ≠,   

 Le théorème des fonctions implicites nous dit alors qu’il existe un voisinage 
ouvert V0 de t0 dans 0 1,   et une fonction continûment dérivable : 

f f f V IRn
n= →1 0, , :Lb g   

tels que : 

∀ ∈ = −
=
∏t V P t f tk
k

n

0
1

, , λ λb g b gc h  

 Les valeurs propres de A tb g étant toutes simples, on peut supposer que 
f t f t f tn1 2b g b g b g< < <L . Avec cette condition la fonction f est unique. 
 L’intervalle 0 1,  étant compact, on peut trouver une partition du type : 

[ ] [ [ [ [ [ ]0 1 0 0 1 1, , , ,= ∪ ∪ ∪a b a b a bp pL  
où : 

0 10 0 1 1 2 1= < = < = < = < =−a b a b a b a bp p pL<  
telle pour tout k = 0, 1, ···, p, il existe une unique fonction continûment dérivable 

f f f a b IRk k
n
k

k k
n= →1 , , : ,Lc h   

avec : 

∀ ∈
= −

< < <

R
S|
T|

=
∏

t a b
P t f t

f t f t f t
k k

j
k

j

n

k k
n
k

, ,
,

 
λ λb g b gd i
b g b g b g

1

1 2 L

 

 La fonction f définie sur 0 1,  par : 
f t f t f t t a bk

n
k

k kb g b g b gc h= ∈1 , , ,L  si  
est alors continûment dérivable. 
Q5. En dérivant la relation ϕ j tb g = 0 par rapport à t, pour tout j = 1, 2, ···, n, on 
déduit alors que f j  est solution du problème de Cauchy : 

f a

f t

P
t

f t t

P f t t
t

j j

j

j

j

0

0 1

b g

b g
b gd i
b gd i

=

′ = − ∈

R

S
||

T
||

∂
∂
∂
∂λ

,

,
, 

 

 La simplicité des valeurs propres de A tb g nous garantit que ∂
∂λ
P f t tj b gd i, ≠ 0 

sur 0 1, . 
Q6. Le calcul du polynôme caractéristique P tλ,b g  se fait en utilisant la 
récurrence : 

1
1

1 2
0 1 1

1 1 2

b g b g b g
b g b g b g b g b g b g 

 

 

P t P t ta
P t ta P t t tb P t k nk k k k k

λ λ λ
λ λ λ λ

, ; ,

, , , , ,

= = −

= − − − + =

RS|T| − − − L
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 En dérivant (2) par rapport à λ et t, on obtient l’algorithme suivant de calcul 
des dérivées partielles de P : 
 

2

0 0

1

1

1

0 0

1 1
1

1
1 1

2

1
1

1
2

b g

b g b g

b g b g

b g b g b g b g b g b g

b g b g b g b g

b g

 

 

 

, t

                 

∂
∂λ

λ ∂
∂

λ

∂
∂λ

λ ∂
∂

λ

∂
∂λ

λ λ ∂
∂λ

λ λ ∂
∂λ

λ

∂
∂

λ λ ∂
∂

λ λ

∂
∂

λ

P t P
t

t

P t P
t

t a

P t ta P t P t tb P t

P
t

t ta P
t

t a P t

t tb P
t

k
k

k
k k

k

k
k

k
k k

k
k

, ; , ;

, ; , ;

, , ,

, , ,

,

= =

= − =

= − − − − +

= − +

− − +

−
− −

−

−
−

−
− t b Pk kb g b g b g− −

R

S

||||||

T

|||||| − −1 21 λ, t

 

 
 Pour la programmation, la matrice tridiagonale symétrique est définie par deux 
vecteurs a et b. Une fois ces vecteurs entrés on fait les transformations b bi i= 2  
pour tout i = 1, 2, ···, n – 1. 

 Le calcul des dérivées partielles P P tλ
∂
∂λ

λ= ,b g  et P P
t

tt =
∂
∂

λ,b g se fait avec la 

procédure : 
 
Procédure Dérivées_Polynôme_Caractéristique(Entrée n : Entier;  a : Vecteur(1..n); 
                 b : Vecteur(1..n – 1); t, λ : Réels; 
               Sortie Pt, Pλ: Réels) ; 
Début 
 P0 = 1 ; 
 Pλ,0 = 0 ; 
 Pt,0 = 0 ; 
 P1 = t⋅a1 – λ ; 
 Pλ,1 = –1 ; Pt,1 = a1 ; 
 Pour k allant de 2 à n faire 
 Début 
  P2 = (t⋅ak – λ)⋅P1 – (1– t + t⋅bk–1)⋅P0 ; 
  Pλ,2 = (t⋅ak – λ)⋅Pλ,1 – P1 – (1– t + t⋅bk–1)⋅Pλ,0 ; 
  Pt,2 = (t⋅ak – λ)⋅Pt,1 + ak⋅P1 – (bk–1 – 1)⋅P0 – (1– t + t⋅bk–1)⋅Pt,0 ; 
  P0 = P1; P1 = P2 ; 
  Pλ,0 = Pλ,1; Pλ,1 = Pλ,2 ; 
  Pt,0 = Pt,1; Pt,1 = Pt,2 ; 
 Fin ; 
 Pλ = Pλ,2 ; Pt = Pt,2 ; 
Fin ; 
 
 On peut ensuite définir la fonction F définissant l’équation différentielle à 
résoudre. 
Fonction F(Entrée n : Entier; a : Vecteur(1..n); b : Vecteur(1..n – 1); t, λ : Réels) : Réel ; 
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Début 
 Dérivées_Polynôme_Caractéristique(n, a, b, t, λ, Pt, Pλ) ; 
 F = –Pλ/Pt ; 
Fin ; 
 
 Pour la résolution des équations différentielles, on se donne un pas de calcul 

h
p

= 1  sur 0 1,  où p est un entier positif. En vue de tracer les graphes des 

fonctions valeurs propres t f tja b g, on peut stocker les valeurs propres des 
matrices A tkb g , où t k hk = ⋅ ≤ ≤ 0 k pb g, dans un tableau L à p + 1 lignes et n 
colonnes. C’est-à-dire que L f t k p j nk j j k, ≈ ≤ ≤ ≤ ≤b g b g ,  0 1 . 
 
Procédure Valeurs_Propres(Entrée n : Entier ; a : Vecteur(1..n) ; b : Vecteur(1..n–1) ; 
         Sortie L : Matrice(0..p,1..n)) ; 
Début 
 h = 1/p ; 
 h2 = 0.5⋅h ; 
 θ = π/(n + 1) ; 
 θj = 0 ; 
 Pour j allant de 1 à n faire 
 Début 
  t = 0 ; 
  θj = θj + θ ; 
  L0,j = 2Cos(θj) ; 
  Pour k allant de 1 à p faire 
  Début 
   K1 = h⋅F(n, a, b, t, Lk–1,j) ; 
   t = t + h2 ; 
   K2 = h⋅F(n, a, b, t, Lk–1,j + 0.5⋅K1) ; 
   K3 = h⋅F(n, a, b, t, Lk–1,j + 0.5⋅K2) ; 
   t = t + h2 ; 
   K4 = h⋅F(n, a, b, t, Lk–1,j + K3) ; 
   Lk,j = Lk–1,j + (K1 + 2⋅(K2 + K3) + K4)/6 ; 
  Fin ; 
 Fin ; 
Fin ; 
 
 Les valeurs propres cherchées sont alors les Lp,j, pour j = 1, 2, ···, n. 
Q7. Pour calculer les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle on 
commence par réduire la matrice sous forme tridiagonale en utilisant la méthode 
de Householder, puis on calcule les valeurs propres en utilisant l’algorithme de 
Q6. Le calcul des vecteurs propres de la matrice tridiagonale obtenue se fait en 
utilisant la méthode de la puissance inverse (problème 21, Q7). Les systèmes 
linéaires à résoudre étant tridiagonaux). 
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Problème 23 : Méthode Q-R. Agrégation 1981, extrait 

 Cn,p (Resp. IRn,p) est l’espace vectoriel sur C (Resp. sur IR) des matrices à 
coefficients complexes (Resp. réels) à n lignes et p colonnes. 
 Cn,p (Resp. IRn,p) est muni de la topologie associée à une norme, l’élément de la 
ligne i et de la colonne j d’une matrice M est noté mij. 
 e IRp

n∈ ,1  est la matrice colonne dont tous les éléments sont nuls, excepté celui 
de la ligne p valant 1. 
 Une matrice M Cn n∈ ,  (Resp. M IRn n∈ , ) est dite tridiagonale si mij = 0 pour 
tout couple i j,b g  tel que i j− ≥ 2 . 
 Une matrice M Cn n∈ ,  (Resp. M IRn n∈ , ) est dite triangulaire supérieure si 
mij = 0 pour tout couple i j,b g  tel que i j> . 
 I est la matrice unité d’ordre n. 
 M* est la matrice adjointe de la matrice M. 
Q1. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, d la distance associée à 
la norme, xs s IN

b g
∈

 une suite bornée de E. 
 Démontrer que si : 

(a) la suite d x xs s s IN
, + ∈1b gc h  a pour limite 0, 

(b) la suite xs s IN
b g

∈
 a un nombre fini de valeurs d’adhérence, 

alors la suite xs s IN
b g

∈
 a une limite. 

Q2. Soient A B C Cn n, , ,∈  trois matrices hermitiennes telles que C A B= + . On 
désigne par α α α1 2≥ ≥ ≥L n , β β β1 2≥ ≥ ≥L n , γ γ γ1 2≥ ≥ ≥L n  les valeurs 
propres respectives de A, B et C. 
 Démontrer que : 

α β γ α βi n i i i n+ ≤ ≤ + =1 1 2, , ,...,  
 On utilisera le fait que si M est une matrice de Cn,n hermitienne et de valeurs 
propres λ λ λ1 2≥ ≥ ≥L n, on a : 

λ

λ

1
0

0
0

1 1

1

1 1
1 1 1

2 3

=

= =

R

S
||

T
||

∈ −

∈ ∈ −
=

≤ ≤ −

−
−

Max x Ms
x x

Min Max x Ms
x x

s n

x C

s
p p C x C

p x
i s

n

s
n s n

i

,

, ,

*

*

*

,...,

*

* , , ,

l q

b g e j l q
,  pour L

 

 Soit θ ∈ IR, k l IN,b g∈ 2 tels que 1≤ < ≤k l n et S sk l
i j
k l,
,
,θ θb g b gd i=  la matrice 

carrée d’ordre n définie par : 
s pour i k i l

s s

s s

s

i i
k l

k k
k l

l l
k l

k l
k l

l k
k l

i j
k l

,
,

,
,

,
,

,
,

,
,

,
,

Cos

Sin

θ

θ θ θ

θ θ θ

θ

b g
b g b g b g
b g b g b g
b g

= ≠ ≠

= =

= − = −

=

1

0

   et 

 sinon
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Q3. Soit x x ei i
i

n

=
=
∑

1

 une matrice colonne réelle, soit p un entier compris entre 1 et 

n. 
 Montrer qu’il existe une matrice Qp, produit de matrices S k l

k l
,

,θc h  et α p IR∈  
tels que : 

Q x x e e p n

Q x e p

p i i
i

p

p p= + ≤ ≤

= =

R
S|
T|

=

−

∑
1

1

1 1 1

2

1

α

α

 si 

 si b g
 

Q4. Soit A IRn n∈ ,  symétrique. Montrer qu’il existe une matrice U, produit de 
matrices S k l

k l
,

,θc h , telle que la matrice U AU*  soit tridiagonale. 
Q5. Soit H l’ensemble des matrices A IRn n∈ ,  symétriques, tridiagonales et telles 
que : 

a i ni i, , , ,− ≠ =1 0 2 3 pour L  
(a) Montrer que pour tout A H∈ , il existe une matrice Q, produit de matrices 
S k l

k l
,

,θc h  telle que Q A*  soit une matrice triangulaire supérieure R. 
(b) Etudier le rang de A. Démontrer que rk k, ≠ 0  pour k = 1, 2, ···, n – 1 et que rn,n 
est nul si et seulement si A est singulière. 
(c) Démontrer que : 

q k n
q k l

k k

k l

,

,

, , ,− ≠ =
= ≥ +

RST
1 0 2 3

0 2
 pour 

 pour 
L

 

(d) Soit P IRn n∈ ,  une matrice orthogonale telle que P A*  soit une matrice 
triangulaire supérieure S. Démontrer que P Q*  est une matrice orthogonale 
diagonale. Comparer les matrices RQ  et SP . 
Q6. Soit A H∈ , montrer que l’on peut définir une suite de matrices As s IN

b g
∈

 par : 
A A

si A a A a I Q Rs ij
s

i j n
s nn

s
s s

0

1

=

= − =

R
S|
T| ≤ ≤

  b g b ge je j
,

;
 

avec Qs matrice orthogonale et Rs matrice triangulaire supérieure, alors  
A R Q a Is s s nn

s
+ = +1

b g  
Q7. Démontrer que toutes les matrices As sont orthogonalement semblables, 
symétriques, tridiagonales et que ai i

s
, −1
b g  est non nul pour s IN i n∈ ≤ ≤ −, 2 1. 

Q8. Démontrer que pour tout s IN∈  : 
a q q an n

s
n n
s

n n
s

n n
s

, , , ,−
+

− − −=1
1

1 1 1
b g b g b g b g  

 En déduire que la suite an n
s

s IN
, −

∈
1

b ge j  a une limite L. 

Q9. Dans toute cette question, on suppose L = 0. 
(a) Démontrer que la suite a an n

s
n n
s

s IN, ,
+

∈
−1b g b ge j  a pour limite 0. En déduire que la 

suite an n
s

s IN,
b ge j

∈
 a pour limite l. 

(b) On note : 
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A
F G
K Hs

s s

s s

=
F
HG

I
KJ  avec 

F IR K IR
G IR H IR

s
n n

s
n

s
n

s

∈ ∈

∈ ∈

RS|T|
− − −

−

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,

, ,

,
,

 
 

 

Q
S T
U Vs

s s

s s

=
F
HG

I
KJ  avec 

S IR U IR
T IR V IR

s
n n

s
n

s
n

s

∈ ∈
∈ ∈

RS|T|
− − −

−

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,

, ,

,
,

 
 

 

 Démontrer qu’il existe s0 tel que s s≥ 0 , on ait : 
(i) l a ann

s
n n
s− ≤ −

b g b g
, 1  

(ii) ann
sb g  non valeur propre de la matrice Fs. 

 En utilisant les notations précédentes et en écrivant que Q A a Is s nn
s* − b ge j  est 

triangulaire supérieure, démontrer que les suites Ts s IN
b g

∈
 et Us s IN

b g
∈

 sont 
convergentes. 
 En déduire qu’il existe une constante k > 0 telle que pour tout s s≥ 0 , on ait : 

a k an n
s

n n
s

, ,−
+

−≤1
1

1

3b g b g  

Solution 

Q1. Voir le problème 19, Q5. 
Q2. Soit a a an1 2, , ,Ll q une base orthonormée de vecteurs propres de A avec 
Aa ak k k= α  et Vk l’espace vectoriel engendré par a a ak k n, , ,+1 Ll q pour tout k = 1, 
···, n. 
 Avec l’indication (théorème de Courant–Fischer, problème 7, Q1), on a : 

γ k kMax x Cx
x x

x V≤ ∈ −
RST

UVW
*

* ;  0l q  

soit : 

γ k k kMax x Ax
x x

x V Max x Bx
x x

x V≤ ∈ −
RST

UVW+ ∈ −
RST

UVW
*

*

*

*; ;  0 0l q l q  

 Pour x x a Vj j
j k

n

k= ∈
=
∑ , on a x Ax x x x xj j

j k

n

k j
j k

n

k
* *= ≤ =

= =
∑ ∑α α α

2 2
. Donc : 

γ α α βk k k kMax x Bx
x x

x V≤ + ∈ −
RST

UVW ≤ +
*

* ;  0 1l q  

 En appliquant ce résultat à A C B= − , en tenant compte du fait que les valeurs 
propres de –B sont − ≥ ≥ −β βn L 1, on déduit que α γ βk k n≤ − . On a donc bien : 

α β γ α βk n k k k n+ ≤ ≤ + ≤ ≤1 1 b g  
Remarque — Ce résultat est le théorème de monotonicité de Weyl. 

 Pour tout x x e IRi i
i

n
n= ∈

=
∑

1

1, , on a : 

S x x e x x e x x ek l
i i

i n
i k i l

k l k k l l
,

,

Cos Sin Sin Cosθ θ θ θ θb g b g b gc h b g b gc h= + − + +
≤ ≤
≠ ≠

∑
1
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Q3. Pour p = n, on prend Q I Sn = = 1 2 0, b g et αn nx= . 
 On suppose donc que p n∈ −1 2 1, , ,Ll q et on écrit x IRn∈ ,1 sous la forme 

x x x= ′ + ′′, où 
′ = ′′ = ≤ ≤ −

′ = ′′ = =

R
S|
T|

=

−

=
∑ ∑x x e x x e p n

x x x p

i i
i

p

i i
i p

n

1

1

2 1

0 1

, ,

, ,

  si 

  si 
. 

 Pour p k l n≤ < ≤ , on a alors S x xk l, θb g ′ = ′ , pour tout θ ∈ IR. 
 En prenant k = p et l = p + 1, on a : 

S x
x e x e x e p n

x e x e p n

k l p p p p i i
i p

n

n n n n

,
,

,
θb g ′′ =

+ + ≤ ≤ −

+ = −

R
S|
T|

+ +
= +

− −

∑1
1

1
1

2

1
1

1
1

1 2

1

 si 

 si 
 

avec : 
x x x

x x x
p p p

p p p

1
1

1
1

1

= −

= +

R
S|
T|

+

+ +

Cos Sin

Sin Cos

θ θ

θ θ

b g b g
b g b g  

 On pose r x xp p p
1 1 2

1
1 2

= + +d i d i  et on définit θ θ π π= ∈ −+p p, ,1  par : 

θ

θ θ

p p p

p p
p

p
p p

p

p
p

x

Cos
x
r

S
x
r

x

,

, ,,

+ +

+ +
+

+

= =

= = − ≠

R
S|

T|
1 1

1

1

1

1 1
1

1

1 1
1

0 0

0

,  si 

 in ,  si d i d i  

et on a : 
x r x x x x

x
p p p p p p

p

1 1
1

1 1
1

1

1
1

0 0

0

= ≠ = =

=

R
S|
T|

+ +

+

, , , si   si 
 

 Soit, en définitive : 

S x
x x e x e p n

x x e p n

p p
p p

p p i i
i p

n

p p

,
,

,

,

+
+ = +=

′ + + ≤ ≤ −

′ + = −

R
S|
T|

∑1
1

1

2

1

1 2

1
θd i  si 

 si 
 

 En prenant ainsi de suite k l p p p p p n, , , , , , ,b g b g b g b g= + +1 2 L , on peut trouver 
des réels θ π πp l, ,∈ − , pour p l n+ ≤ ≤1  tels que : 

S S x
x x e x e l n

x x e l n

p l
p l

p p
p p

p
l p

p i i
i l

n

p
l p

p

,
,

,
,

,

,
θ θd i d iL +

+

−

= +
−

=
′ + + ≤ ≤ −

′ + =

R
S|
T|

∑1
1 1

1 1 si 

 si 
 

 En posant Q S Sp
p n

p n
p p

p p= +
+

,
,

,
,θ θd i d iL 1

1 , on a Q x x ep p p= ′ + α . 
Remarque — On a Q e ep j j= , pour j = 1, 2, ···, p – 1, si 2 ≤ ≤p n . La matrice Qp 
étant orthogonale, on a également Q e ep j j

* = , pour j = 1, 2, ···, p – 1. 

Q4. On a, pour tout j = 1, 2, ···, n, Ae a ej ij i
i

n

=
=
∑

1

. 
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 D’après ce qui précède, on peut trouver une matrice orthogonale 
Q S Sn

n2
2

2
2 3

2 3= ,
,

,
,θ θc h c hL , laissant e1 invariant telle que Q Ae a e a e2 1 11 1 21

2
2= + . Et 

avec Q e e2 1 1
* = , cela peut s’écrire Q AQ e a e a e2 2 1 11 1 21

2
2

* = + . 
 La matrice Q AQ2 2

* étant symétrique (A est symétrique), on en déduit que : 

Q AQ e a e a a

Q AQ e a e j n

i i
i

n

j ij i
i

n

2 2 2 2
2

1
12
2

21
2

2 2
2

2

3

*

*

= =

= ≤ ≤

R
S
||

T
||

=

=

∑

∑

 

 

c h

b g
 

 Supposons que, pour tout k = 2, ···, p, on ait construit une matrice orthogonale 
Q S Sk

k n
k n

k k
k k= +

+
,

,
,

,θ θc h c hL 1
1 , laissant e1, e2, ···, ek–1 invariants et telle que si 

A Q Q AQ Qp p p= L L2 2
* * , alors : 

( )

( )

A e a a e

A e a e a e a e j p

A e a e a e

A e a e p j n

p

p j j j
j

j jj
j

j j j
j

j

p p p p
p

p ip
p

i
i p

n

p j ij
p

i
i p

n

1 11 21
2

2

1 1 1
1

1

1 1

2 1

1

= +

= + ≤ ≤ −

= +

= + ≤ ≤
















− − +
+

+

− −
=

=

∑

∑

, ,

,

+

 

 

 On peut alors trouver une matrice orthogonale 
( ) ( )Q S Sp

p n
p n

p p
p p+

+
+

+ +
+ +=1

1
1

1 2
1 2

,
,

,
,θ θL , laissant e1, e2, ···, ep invariants et telle que 

Q A e a e a e a ep p p p p
p

p pp
p

p p p
p

p+ − − +
+

+= + +1 1 1 1
1

1, , . Avec Q e ep p p+ =1
* , cela peut s’écrire 

Q A Q e a e a e a ep p p p p p
p

p pp
p

p p p
p

p+ + − − +
+

+= + +1 1 1 1 1
1

1
*

, , . 
 Qp+1 et Qp+1

* laissant invariants e1, e2, ···, ep–1, on a Q A Q e A ep p p j p j+ + =1 1
* , pour 

j = 1, ···, p – 1. 
 Enfin, avec la symétrie de Q A Qp p p+ +1 1

*, on en déduit que : 

( )

Q A Q e a e

Q A Q e a e p j n

p p p p i p
p

i
i p

n

p p p j ij
p

i
i p

n

+ + + +
+

=

+ +
+

= +

=

= + ≤ ≤











∑

∑

1 1 1 1
1

1 1
1

1
2

*
,

*

 

 On a donc ainsi montré par récurrence que la matrice Q Q AQ Qn n− −1 2 2 1L L* * est 
tridiagonale. 
Remarque — Cette technique de tridiagonalisation est due à Givens. Elle 
nécessite deux fois plus d’opérations que celle de Householder (problème 20). On 
peut accélérer ce procédé (voir Théodor et Lascaux, p. 357). 
Q5. (a) En reprenant le raisonnement du début de Q3 avec x Ae= 1, on peut 
trouver θ π π12 ∈ − ,  tel que : 
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S Ae a e

S Ae a e a e j n

S Ae a e

j ij i
i j

j

j j j

n in i
i n

n

1 2
1 2 1 11

1
1

1 2
1 2

1

1
1 1

1 2
1 2

1

1

2 1

,
,

,
, ,

,
,

,

θ

θ

θ

c h
c h

c h

=

= + ≤ ≤ −

=

R

S

||||

T

||||

= −
+ +

= −

∑

∑

 si  

avec a a a11
1

11
2

21
2 0= + > . 

 Supposons que, pour tout k = 1, 2, ···, p, on ait trouvé θ π πk k, ,+ ∈ −1  tel que si 
on pose A S S Ap

p p
p p= +

+
,

,
,

,
1

1
1 2

1 2θ θd i c hL , alors : 

A e a e j p

A e a e a e p j n

A e a e

p j ij
p

i
i

j

p j ij
p

i
i

j

j j j

p n in
p

i
i

n

= ≤ ≤

= + ≤ ≤ −

=

R

S

|||

T

|||

=

=
+ +

=

∑

∑

∑

1

1
1 1

1

1

1

,

,,

 si 

 si +1  

avec a jj
p > 0. 

 Toujours avec le raisonnement du début de Q3, on peut trouver 

θ π πp p+ + ∈ −1 2, ,  tel que S A e a e a ep p
p p p p i p

p
i

i

p

p p
p

p
+ +

+ + + +
=

+ +
+

+= +∑1 2
1 2 1 1

1
1 1
1

1
,

, , ,θd i , avec 

a a ap p
p

pp
p

p p+ +
+

+= + >1 1
1 2

1

2
0, ,d i d i . 

 La matrice de rotation S p p
p p

+ +
+ +

1 2
1 2

,
,θd i  laissant invariants les ej pour j p≠ +1, 

j p≠ + 2, on déduit que S A e A ep p
p p p j p j

+ +
+ + =1 2

1 2
,

,θd i , pour j p≠ +1, j p≠ + 2. 
 Enfin pour j = p + 2, on a : 

S A e a e a e a e a ep p
p p p p i p

p
i

i

p

p p
p

p p p
p

p p p p
+ +

+ + + +
=

+ +
+

+ + +
+

+ + + += + + +∑1 2
1 2 2 2

1
1 2
1

1 2 2
1

2 3 2 3
,

, , , , ,θd i  

 On a donc ainsi montré qu’il existe Q S S n n
n n= − −−
−

12
12

1
1θ θb g c hL ,
,  tel que Q A*  

soit triangulaire supérieure. 
Remarque — Les colonnes de Q forment un système orthonormé. Elles se 
déduisent de celles de A par le procédé d’orthogonalisation de Gram–Schmidt 
(voir Lascaux et Théodor, p. 342). 
(b) On a n Rang A n− ≤ ≤1 b g  (problème 9, Q2). 

 Avec Dét Qb g = 1, on a Dét A Dét R rkk
k

nb g b g= =
=
∏

1

 où r akk kk
k= > 0 pour k = 1, 2, 

···, n – 1. On déduit alors que rnn = 0 si et seulement si Dét Ab g = 0. 
(c) On a, pour j = 1, 2, ···, n : 
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Qe S S e S S e

S S e e

j
n n

n n j
j j

j j j

j j
j j j j j j j j

= − − = − −

= − − −

−
−

+
+

−
− + + +

12
12

1
1

12
12

1
1

12
12

1
1 1 1 1

θ θ θ θ

θ θ θ θ

b g c h b g d i
b g d i d i d ie j

L L

L

,
,

,
,

,
, , ,Cos Sin      

 

soit : 
Qe S S e ej j j

j j
j j j j j j= − − −+

−
− + +Cos Sin,

,
, ,θ θ θ θ1

12
12

1
1 1 1d i b g d i d iL  

 Ce qui s’écrit sous la forme : 

Qe q e ej ij i
i

j

j j j= −
=

+ +∑
1

1 1Sin ,θd i  

avec : 

Sin ,
,θ j j

j j

jj

a
r

j n+
+= ≠ ≤ ≤ −1

1 0 1 1d i b g  

 On a donc bien : 

( )q k n

q k l
k k k k

k l

, ,

,

Sin , , ,− −= − ≠ =

= ≥ +






1 1 0 2 3

0 2

θ  pour 

 pour 

L
 

 C’est-à-dire que Q est une matrice orthogonale de Hessenberg supérieure et 
irréductible (problème 9). 
(d) Si S P A= *  et R Q A= *  sont triangulaires supérieures, avec P et Q 
orthogonales alors D P Q= *  est une matrice orthogonale qui vérifie DR S= . 

Avec 0
1

= =
=
∑s d rij ik kj
k

j

 pour 1≤ < ≤j i n , on déduit que : 

r d i n
r d r d r d j n i j n

i

j i j i jj ij

11 1

1 1 2 2

0 2

0 2 1 1

= =

+ + + = = − = +

RS|T|
 

  

, ,

, , ; , ,

L

L L L

b g
b g 

 Et avec rkk ≠ 0 pou k = 1, 2, ···, n – 1, on déduit que dij = 0 pour 1≤ < ≤j i n . 
C’est-à-dire que D est triangulaire supérieure et orthogonale. En écrivant que 

D D I* = , on déduit alors qu’elle est diagonale. En effet on a d dki kj
k

i

=
∑ =

1

0 pour 

1≤ < ≤i j n . Et avec d Dét Dii
i

n

=
∏ = = ±

1

1b g , on déduit que dkj = 0 pour 

1≤ < ≤k j n. 
 La matrice D est donc diagonale et orthogonale. C’est nécessairement une 
matrice diagonale avec dii = ±1 pour tout i = 1, 2, ···, n. 
 On a PS QR= , D D D* = =−1  et DSPD P QSPP Q Q PSQ Q AQ RQ= = = =* * * * . 
Soit en définitive QR D SP D= b g , c’est-à-dire que les coefficients de QR et SP 
sont identiques en valeur absolue avec : 

QR d d SP
SP d d

SP d dij ii jj ij

ij ii jj

ij ii jj

b g b g b g
b g= =

=

− = −

R
S|
T|

 si 

 si 

1

1
 

Remarque — La matrice R est triangulaire supérieure et Q est orthogonale et de 
Hessenberg supérieure. On en déduit que B = RQ est aussi de Hessenberg 
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supérieure. En effet, on a b r qij ik kj
k i

n

= =
=
∑ 0 pour 1 2≤ ≤ − ≤j i n  du fait que qkj = 0 

pour k j n= + 2, ,L . D’autre part, B est semblable à A QR Q RQ Q= = b g * avec 
B B* = . C’est-à-dire que B est de Hessenberg et symétrique, elle est donc 
tridiagonale. Enfin avec b r qi i ii i i, ,− −= ≠1 1 0, pour tout i = 2, ···, n, on déduit que B 
vérifie les mêmes propriétés que A. 
Q6. Si on pose A A0 = , alors A a Inn0

0− b g  vérifie les mêmes propriétés que A 
(tridiagonale, symétrique et irréductible) et on peut la décomposer sous la forme 
A a I Q Rnn0

0
0 0− =b g , avec R0 triangulaire supérieure, Q0 orthogonale et de 

Hessenberg supérieure irréductible. La matrice A R Q a Inn1 0 0
0= + b g  vérifiant les 

mêmes propriétés que A. 
 Supposons construite les matrices A0, ···, As vérifiant les mêmes propriétés que 
A. On peut alors écrire A a I Q Rs nn

s
s s− =b g  et A R Q a Is s s nn

s
+ = +1

b g  vérifie les mêmes 
propriétés que A, on peut donc écrire la décomposition A a I Q Rs nn

s
s s+

+
+ +− =1

1
1 1

b g . 
 La suite As s IN

b g
∈

 de matrices tridiagonales symétriques et irréductibles est donc 
bien définie. 
Q7. Montrons le résultat par récurrence sur s ≥ 0. Pour s = 0, c’est clair. 
Supposons le résultat vrai pour s ≥ 0. 
 On a vu que R Qs s  est tridiagonale symétrique et irréductible (remarque de Q5) 
et il en est de même de A R Q a Is s s nn

s
+ = +1

b g . 
 Enfin avec A Q Q R Q a I Q A a I Q a I Q A Qs s s s s nn

s
s s nn

s
s nn

s
s s s+ = + = − + =1

* * *b g e jb g b g b g , on 
déduit que As+1 est orthogonalement semblable à As. Donc tous les As sont 
orthogonalement semblables à A. 
Q8. Avec A R Q a Is s s nn

s
+ = +1

b g , on déduit que a r qn n
s

nn
s

n n
s

, ,−
+

−=1
1

1
b g b g b g . Puis avec 

R Q A a Is s s nn
s= −* b ge j, on déduit que r q ann

s
n n
s

n n
sb g b g b g= − −1 1, , . Ce qui donne, en tenant 

compte de la symétrie de As : 
a q q an n

s
n n
s

n n
s

n n
s

, , , ,−
+

− − −=1
1

1 1 1
b g b g b g b g  

 La matrice Qs est orthogonale, donc ses colonnes forment un système 
orthonormé et en particulier, on a qij

sb g ≤ 1 pour tous i, j compris entre 1 et n et 
tout entier s. 
 On a donc a an n

s
n n
s

, ,−
+

−≤1
1

1
b g b g , c’est-à-dire que la suite an n

s

s IN
, −

∈
1

b ge j  est décroissante 

et minorée, elle est donc convergente. 
Q9. (a) Avec a r q a q a q an n

s
n n

s
n n
s

n n
s

n n
s

n n
s

n n
s

n n
s

, , , , , , , ,
+

− −= + = +1
1 1

b g b g b g b g b g b g b g b g , on déduit que 

a a an n
s

n n
s

n n
s

s, , ,
+

− →+∞
− ≤ →1

1 0b g b g b g . 

 D’autre part, avec A Q AQs =
*  où Q est orthogonale, on déduit que 

A Q A Q As 2 2 2 2 2≤ =*  (si Q est orthogonale alors Q 2 1=  – problème 1, 

Q7 –). Il en résulte que la suite an n
s

s IN,
b ge j

∈
 est bornée. 
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 Avec le résultat de Q1, il reste à montrer que cette suite n’admet qu’un nombre 
fini de valeurs d’adhérence. 

 On remarque que Dét A a I Dét R rs nn
s

s kk
s

k

n

− = =
=
∏b g b ge j b g

1

. D’autre part, on peut 

écrire que R Q A a I A a I A a A as s s nn
s

s nn
s

s nn
s

nn
s

2 2 2 2 2= − ≤ − ≤ + ≤ +* b g b g b g b ge j . On 

en déduit alors que la suite Rs s IN2
d i

∈
 est bornée. Et il en est de même de chaque 

suite rkk
s

s IN

b ge j
∈

, pour k = 1, 2, ···, n. 

 Enfin avec r q a ann
s

n n
s

n n
s

n n
sb g b g b g b g= ≤− − −1 1 1, , , , on déduit que Lim r

s nn
s

→+∞
=b g 0 et 

Lim Dét A a I
s s nn

s

→+∞
− =b ge j 0. En considérant que As est semblable à A, on peut écrire 

que Lim Dét A a I
s nn

s

→+∞
− =b ge j 0 et si ann

s

s IN

ϕb gc he j
∈

 est une suite extraite de ann
s

s IN

b ge j
∈

 qui 

converge vers λ , alors Dét A I− =λb g 0, c’est-à-dire que λ  est une valeur propre 
de A. La suite ann

s

s IN

b ge j
∈

 a donc au plus n valeurs d’adhérence. 

 On a donc ainsi montré que ann
s

s IN

b ge j
∈

 converge vers une valeur propre l de A. 

(b) On rappelle que A étant tridiagonale symétrique et irréductible, elle est 
diagonalisable avec toutes ses valeurs propres réelles et simples λ λ λ1 2> > >L n  
(problème 9, Q4). 
 On note δ λ λ= − ≤ ≤ ≠ >Min i j n i ji j ; , ,  1 0o t . 

 Comme Lim a l
s nn

s

→+∞
=b g , avec l valeur propre de A, on peut trouver s IN0 ∈  tel que : 

∀ ≥ − <s s a lnn
s

0 2
,  b g δ  

 Pour toute valeur propre de A, λ i l≠ , on a : 

∀ ≥ − ≥ − − − > − = > −s s a l l a l ai nn
s

i nn
s

nn
s

0 2 2
,  λ λ δ δ δb g b g b g  

 C’est-à-dire que : 
∀ ≥ − = − ≤ ≤s s l a Min a i nnn

s
i nn

s
0 1, ;  b g b g{ }λ  

 On écrit : 

A
F

H
G

K
B Cs

s

s

s

s
s s=

F
HG

I
KJ +

F
HG

I
KJ = +

0
0

0
0

, avec C
a

a

s

n n
s

n n
s

=

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ−

−

0 0 0 0

0 0 0
0 0 0

1

1

L

L

L

. . . . .

. . . . .

,

,

b g
b g

 

 La matrice As est semblable à A, elle admet donc les mêmes valeurs propres. 
Les valeurs propres de Cs sont − < < =− − −a a an n

s
n n
s

n n
s

, , ,1 1 10b g b g b g . Enfin, on note 
µ µ µ1 2s s snb g b g b g> > >L  celles de Bs. 
 Les inégalités de Q2 s’écrivent alors : − ≤ − ≤− −a s an n

s
i i n n

s
, ,1 1

b g b gb gλ µ . Soit : 
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∀ ∈ − ≤ −i n s ai i n n
s1 2 1, , , , ,Ll q b g b g λ µ  

 Comme ann
sb g  est valeur propre de Bs, on peut trouver un indice i n∈ 1 2, , ,Ll q tel 

que λ i nn
s

n n
sa a− ≤ −

b g b g
, 1 . On déduit alors que : 

∀ ≥ − ≤ −s s l a a inn
s

n n
s

0 1, ,    b g b g b g 
 Si ann

sb g  est valeur propre de Fs, pour un indice s s≥ 0 , alors ann
sb g  est valeur propre 

double de Bs et, les valeurs propres de As étant toutes simples, il existe deux 
indices i j≠  dans 1 2, , ,L nl q tels que : 

λ

λ

i nn
s

n n
s

j nn
s

n n
s

a a

a a

− ≤

− ≤

R
S|
T|

−

−

b g b g

b g b g
,

,

1

1

 

 On a alors λ λi j n n
sa− ≤ −2 1,

b g  pour un indice s s≥ 0 . 

 Mais avec Lim a
s n n

s

→+∞ − =, 1 0b g , on peut choisir s0 tel que l’on ait aussi an n
s
, − <1 2

b g δ  

pour tout s s≥ 0 , de sorte que λ λ δi j− <  avec i j≠ , ce qui contredit la définition 
de δ . 
 On a donc montré que ann

sb g  n’est pas valeur propre de Fs pour tout s s≥ 0 . 
 Avec λ µi i n n

ss a− ≤ −b g b g
, 1 , pour tout i n∈ 1 2, , ,Ll q et en tenant compte de 

l’ordre imposé sur les valeurs propres de As (ou A) et Bs, on déduit que 
Lim s
s i i→+∞

=µ λb g , pour tout i n∈ 1 2, , ,Ll q. 

 Les valeurs propres de As (ou A) sont toutes distinctes, l i= λ
0
 est une valeur 

propre de A avec i n0 1 2∈ , , ,Ll q et ann
sb g  est valeur propre de Bs. On peut donc 

trouver une constante M > 0 et un entier s s1 0≥  tels que : 
∀ ≥ − > ≤ ≤ ≠s s s a M i n i ii nn

s
1 01, ,   µ b g b gb g  

 Ce qui est résumé par la figure 3.3. 

λ λn i l

µ µn(s) (s)i ann
(s)

 

Figure 3.3 
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 D’autre part, avec Q A a I Rs s nn
s

s
* − =b ge j  triangulaire supérieure, on déduit que 

T F a I V Ks s nn
s

s s
* − + =b ge j 0 dans IR n1 1, − . Par transposition, en tenant compte du fait 

que Fs est symétrique et que V IRs ∈ , on a F a I T V Ks nn
s

s s s− = −b ge j *. 

 Pour s s≥ 1, F a Is nn
s− b g  est inversible (ann

sb g  n’est pas valeur propre de Fs), on peut 

donc écrire T V F a I Ks s s nn
s

s= − −
−b ge j 1 * et : 

T V F a I K
Min s a

a
M

as s s nn
s

s

i i i nn
s n n

s
n n
s

2

1

2 1 1
1 1

0

≤ − ≤
−

=
−

≠

− −
b g

b g
b g b ge j b g

*
, ,µ

 

(Qs est orthogonale, donc Vs ≤ 1). 
 On déduit donc que Lim T

s s→+∞
= 0. 

 Avec Qs orthogonale, on déduit que S T V Us s s s
* *+ = 0, soit 

V U S F a I V Ks s s s nn
s

s s
* * *= −

−b ge j 1
 et V U S F a I V Ks s s s nn

s
s s

* * *

2 2

1

2 2
≤ −

−b ge j . 

 Avec Lim V Lim T T
s s s s s→+∞ →+∞

= − =b g d i2 1 1* , on déduit que Vs ≠ 0 pour s assez grand et 

avec Ss
*

2
1≤  (Qs est orthogonale), on conclut que U

M
as n n

s*
,2 1

1≤ −
b g  et 

LimU
s s→+∞

= 0. 

 En écrivant que q Un n
s

s,
*

− ≤1 2

b g  et q Tn n
s

s− ≤1 2,
b g , on déduit que q

M
an n

s
n n
s

, ,− −≤1 1
1b g b g  

et q
M

an n
s

n n
s

− −≤1 1
1

, ,
b g b g . 

 Enfin avec a q q an n
s

n n
s

n n
s

n n
s

, , , ,−
+

− − −=1
1

1 1 1
b g b g b g b g , on déduit qu’il existe une constante k > 0 

telle que : 
∀ ≥ ≤−

+
−s s a k an n

s
n n
s

1 1
1

1

3
, , , b g b g  

Problème 24 : Rayon spectral et majorations de normes matricielles. 
      Agrégation 1980, extrait 

 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C, muni de la norme notée 
. 

 Soit r un entier supérieur ou égal à 1 ; on désigne par Er l’espace vectoriel des 

matrices colonnes à r lignes U
u

ur

=
F

H
GG

I

K
JJ

1

M  avec u Ei ∈ , 1≤ ≤i r . L’élément U de Er 

sera noté U u ur
T= 1 , ,Lb g . 

 On munit l’espace Er de la norme 
1
 définie par : 
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∀ = =
=
∑U u u U ur

T
i

i

r

1 1
1

, , ,Lb g  

 On note L Eb g [Resp. L E rc h] l’espace vectoriel sur C des opérateurs linéaires 
de E [Resp. de Er] dans lui même. On munit ces espaces des normes encore 
notées  et 

1
 respectivement, définies par : 

∀ ∈ =

∀ ∈ =

∈ ≠

∈ ≠

g L E g Max
g x

x

B L E B Max
BU
U

x E x

r

U E Ur

b g b g

c h

,

,

,

,

0

1 0

1

1

 

 Soit A une matrice carrée d’ordre r d’élément générique a Cij ∈ , 1≤ ≤i j r,  ; 
on lui associe l’opérateur linéaire, noté encore A, appartenant à L E rc h, défini 
par : 
 si U u ur

T= 1 , ,Lb g  et si V v vr
T= 1 , ,Lb g  appartiennent à Er alors V AU=  

équivaut à ∀ = =
F
HG

I
KJ=

∑i r v a ui ij j
j

r

1
1

, , ,L . 

Q1. Montrer que, pour un tel opérateur A,  

A Max a
j r ij

i

r

1 1
1

= F
HG

I
KJ≤ ≤

=
∑  

Q2. Etant donnés r nombres réels a a ar1 2, , ,L  on leur associe la matrice carrée 
d’ordre r notée R, d’élément générique rij : 

r a i r j rij i j j i= + ≤ ≤ ≤ ≤+δ δ, , ,1 1 1 1  
où : 

δij

si i j
si i j

=
=
≠

RST
1
0
  
  

 

(a) Montrer que si R admet une valeur propre de module 1 et de multiplicité 
supérieure ou égale à 2, la suite Rn

n IN
c h

∈
 des puissances de la matrice R n’est pas 

bornée ; (on pourra pour cela préciser la dimension de l’espace propre associé à 
cette valeur propre de module 1). 
(b) Montrer que, pour qu’il existe une matrice carrée H d’ordre r à coefficients 
dans C, inversible et d’inverse H–1, telle que H RH− ≤1

1
1 il faut et il suffit que 

les valeurs propres de R soient toutes de module inférieur ou égal à 1 et que les 
valeurs propres de module 1 soient simples. 
(c) On suppose maintenant que la matrice R vérifie la condition ; 

D
est valeur propre simple de R et les autres valeurs propres

de R sont de ule strictement rieur ou gal
b g 1

1
 

é ,mod infé à
RST  

et on considère l’ensemble S des matrices carrées d’ordre r à coefficients 
complexes telles que : 

∀ ∈ =A S A, ξ ξ  
où ξ désigne la matrice colonne de IRr dont tous les éléments sont égaux à 1. 
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 Montrer que si R vérifie la condition (D), il existe une matrice inversible H et 
un nombre réel positif ε tels que les conditions  

A S et A R∈ − ≤1 ε  entraînent H AH− ≤1
1

1. 

Solution 

Q1. La démonstration est analogue à celle faite dans le problème 1, Q6 (b). 
Q2. La matrice R associée à a a ar0 1, , ,Lb g est définie par : 

R

a a ar

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

1 2

1 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

L

L

L

L

. . . . .
 

 Si λ ∈C  est une valeur propre de R, alors le sous espace propre associé est de 
dimension 1. En effet ce sous-espace vectoriel est défini par : 

a x x

x x j r

j j
j

r

j j

=

−

∑ = ⋅

= ⋅ ≤ ≤

R
S|
T|

1
1

1 2

λ

λ b g
 

 C'est-à-dire que c’est le sous-espace vectoriel de Cr de dimension 1 engendré 
par le vecteur e Cr r T r

λ λ λ λ= ∈− −1 2 2 1, , , ,Lc h . 
 On en déduit, en particulier, que la matrice R est diagonalisable si et seulement 
si toutes ses valeurs propres sont simples. 
(a) Si R admet une valeur propre λ de multiplicité supérieure ou égale à 2, alors 
elle n’est pas diagonalisable et est semblable à une matrice réduite de Jordan de la 
forme : 

J

r r

r

=

F

H

GGGGGGG

I

K

JJJJJJJ− −

λ
λ ε

λ ε

λ ε
λ

1 0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0

2

3 3

1 1

L

L

L

L

L

. . . . . .
 (εi = 0 1ou ) 

 C'est-à-dire qu’il existe une base e e er1 2, , ,Ll q de IRr telle que : 
Re
Re

1 1

2 1 2

=
= +

RST
λ

λ
e

e e
 

 Par récurrence, on déduit alors que R en
2

1
1 2= +−n e en nλ λ  (n ≥ 1) et : 

R
R e
e

n e e
e

n
n n n

≥ ≥
−−

2

2

1
1 2

2

λ λ
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où  désigne une norme quelconque sur IRr ainsi que sa norme matricielle 
induite (sur un espace vectoriel de dimension finie elles sont toutes équivalentes). 
 Dans le cas où λ = 1, on a : 

R
n e e

e
n

n
≥

−
→ +∞
→+∞

1 2

2

 

et la suite Rn
n IN

c h
∈

 est non bornée. 

(b) La condition H RH− ≤1
1

1 entraîne que toutes les valeurs propres de H RH−1 , 
et donc celles de R, sont de module inférieur ou égal à 1 (problème 1, Q1). 
 Les majorations : 

R H H RH H H H RH H H Hn n n

1
1 1

1
1

1
1

1
1 1

1
1

= ≤ ≤− − − − −c h  

entraînent que la suite Rn
n IN

c h
∈

 est bornée et donc que les valeurs propres de 
module 1 sont simples (d’après (a)). 
 Réciproquement, supposons que toutes les valeurs propres de R soient de 
module inférieur ou égal à 1 et que celles de module 1 sont simples. Dans ce cas R 
est semblable à une matrice réduite de Jordan de la forme : 

J H RH

e

e
J

J

i

i

p

q

p

= =

F

H

GGGGGGG

I

K

JJJJJJJ

−

+

1

1

1 0 0

0 0 0
0 0 0 0

0 0

θ

θ

. . . .
. . . . . . .

. .

. . . . . . .
. . . .

L

L L
 

avec θ j IR∈  (1≤ ≤j p), Jk

k

k

k

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

λ

λ
λ

1 0 0

0 0 1
0 0

L

L

L

. . . . .
 d’ordre rk ≥ 1 

( p k q+ ≤ ≤1 ) et λ k < 1. 
 Si tous les rk sont égaux à 1, alors H RH J− = ≤1

1 1 1. Sinon, pour les indices 

k tels que rk ≥ 2, on pose P

rk

ε

ε

ε

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

1 0 0 0
0 0 0

0 0 0

L

L

L

. . . . .
 avec λ εk + < 1 et la matrice 

Jk est semblable à la matrice J P J Pk k

k

k

k

,

. . . . .
ε ε ε

λ ε

λ ε
λ

= =

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
−1

0 0

0 0
0 0

L

L

L

 qui vérifie 
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Jk ,ε 1
1< . En notant J Jk k,ε =  pour les indices k tels que rk = 1, on voit que la 

matrice R est semblable à la matrice : 

J H RH

e

e
J

J

i

i

p

q

p

ε ε ε

θ

θ

ε

ε

= =

F

H

GGGGGGG

I

K

JJJJJJJ

−

+

1

1

1 0 0

0 0 0
0 0 0 0

0 0

. . . .
. . . . . . .

. .

. . . . . . .
. . . .

,

,

L

L L
 

qui vérifie Jε 1
1≤ . 

(c) Si λ = 1 est valeur propre de R, alors l’espace propre associé est de dimension 
1 engendré par le vecteur ξ = 1 1, ,Lb gT . Si, de plus, 1 est valeur propre simple 
de R et les autres valeurs propres de R sont de module strictement inférieur ou 
égal à 1, alors le raisonnement du (b) permet de trouver une matrice inversible 

H

h h

h h

r

r rr

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

1

1

12 1

2

L

L

. . . .

. . . .
 telle que J H RH e RR= =

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
= ′−1

1

1 0 0
0

1
0

L

M
b g, en 

notant e T
1 1 0 0= , , ,Lb g . 

 Pour A S∈ , on a Aξ ξ=  et H AHe H A H e− − −= = =1
1

1 1
1ξ ξ , de sorte que : 

H AH

a a

a a

e A

r

r rr

− =

′ ′

′ ′

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
= ′1

12 1

2

1

1
0

0

L

M

L

. . .

. .. b g 

 On a alors H AH Max A− = ′1
1 11,m r , avec : 

′ ≤ ′ − ′ + ′ = − + ′ ≤ − + ′− −A A R R H A R H R H H A R R1 1 1
1

1 1
1

1 1 1 1
b g  

 Et pour 0
1 1

1
1 1

< <
− ′
−

ε
R

H H
, A R− ≤1 ε , on a ′ <A 1 1, ce qui entraîne 

H AH− ≤1
1

1. 



CHAPITRE 4 

Equations et systèmes 
d’équations non linéaires 

Exercice 25 : Polynômes orthogonaux et matrices tridiagonales 

 On désigne par IR x  l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et 
pour tout entier n ≥ 0, IR xn  est le sous-espace vectoriel de IR x  constitué des 
polynômes de degré n au plus. 
 On se donne un intervalle réel a b, , avec −∞ ≤ < ≤ +∞a b  et une fonction 

poids intégrable π: , *a b IR→ +  telle que 0 < < +∞z x x dxk

a

b
πb g  pour tout entier 

k ≥ 0. 
 On définit un produit scalaire sur IR x  en posant : 

∀ ∈ = zP Q IR x P Q P x Q x x dx
a

b
, ,  b g b g b gπ  

 On désigne par P k INk ;  ∈l q une famille orthonormée de polynômes pour ce 
produit scalaire avec Degré P kkb g =  pour tout entier k ≥ 0 (une telle famille peut 
être obtenue par le procédé d’orthogonalisation de Gram–Schmidt). 
 Enfin, on note pour tout entier k ≥ 0 : 

P x xk j
k j

j

kb g b g=
=
∑α

0

 

avec α k
kb g ≠ 0. 

Q1. Montrer que la suite Pk k IN
b g

∈
 vérifie la relation de récurrence : 

P x P x
x dx

b P x a P x b P x xP x k
a

b

k k k k k k k

−

+ + −

= = =

+ + = ≥

R
S
||

T
||

z1 0 0
0

1 1 1

0 1

0

b g b g
b g

b g b g b g b g b g

b g,  

 

α
π  

avec : 
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a b

a k

b k

k
k
k

k
k

k
k

k
k

k
k
k

k
k

0
0
1

1
1 0

1
1

1
1

1
1

0

1

1

= − =

= − ≥

= ≥

R

S

||||

T

||||

−
+

+
+

−
−

α
α

α
α

α
α

α
α

b g
b g

b g
b g

b g
b g

b g
b g

b g

b g

,  

 

 

 

Q2. Montrer que, pour tout entier k ≥ 1, le polynôme Pk admet k racines réelles 
simples dans l’intervalle a b, . 
Q3. On désigne, pour tout entier n ≥ 1, par Tn la matrice réelle, d’ordre n, 
tridiagonale et symétrique définie par : 

T

a b
b a b

b a b
b a

n

n n n

n n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− − −

− −

0 1

1 1 2

2 2 1

1 1

0 0 0
0 0

0 0
0 0 0

L

L

L

L

. . . . . .  

et pour tout réel x, u xn b g désigne le vecteur de IRn défini par : 

u x

P x
P x

P x

n

n

b g
b g
b g

b g
=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
−

0

1

1

M
 

(a) Calculer T u xn n b g , pour tout entier n ≥ 1 et tout réel x. 
(b) Montrer que les racines de Pn sont les valeurs propres de Tn. 
Q4. On rappelle que la fonction gamma d’Euler est définie par : 

∀ > = − −+∞zx x e t dtt x0 1

0
,  Γb g  

et qu’elle vérifie la relation fonctionnelle Γ Γx x x+ =1b g b g. En particulier, on a 

Γ n n+ =1b g ! et Γ n
n
nn+F

HG
I
KJ =

1
2

2
22

b g!
!

π , pour tout entier n ≥ 0. 

 La fonction béta est définie par : 
∀ > = −− −zp q B p q t t dtp p, ,0 11 1

0

1
 ,b g b g  

et on a B p q
p q
p q

,b g b g b g
b g=

+
Γ Γ
Γ

. 

 Enfin, on pose, pour tous réels x et y tels que − < <1 y x  : 

Cx
y x

y x y
=

+
+ − +
Γ

Γ Γ
1

1 1
b g

b g b g  

 Montrer que pour tous réels α > −1, β > −1 et tout entier n ≥ 1, on a : 
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i C C C

ii kC C n C

n
k

n
n k

k

n

n
n

n
k

n
n k

k

n

n
n

b g

b g b g

  

  

=

=

+ +
−

+ +

+ +
−

+ + −
−

∑

∑

=

= +

α β α β

α β α βα

0
2

1
2 1

1

 

Q5. Pour cette question, on prend a b, ,= −1 1  et π α βx x xb g b g b g= − +1 1  où 
α > −1 et β > −1 sont des réels donnés. 
 On définit alors les polynômes de Jacobi par : 

∀ ≥ ∀ ∈ − =
−

− +
F
HG

I
KJ − ++ +n x Q x

n x x
d
dx

x xn

n

n

n
n n0 1 1

1
2

1
1 1

1 1, , ,
!

  b g b g
b g b g b g b go tα β

α β  

(a) Montrer que Qn est un polynôme de degré n et que ses coefficients de degrés n 
et n – 1 respectivement sont donnés par : 

β β

β
α β
α β

β

α β0
0

2

1

1 1
2

1

2
1

b g b g

b g b g

b g
b g b g

= = ≥

=
−

+ +
≥

R
S
||

T
||

+ +

−

, ,

,

  

 

n
n

n n
n

n
n

n
n

C n

n
n

n
 

(b) Calculer Q xn
k  pour 0 ≤ <k n. Que peut-on conclure du résultat ? 

(c) Calculer Q Q Qn n n
2 =  pour tout entier n. 

 On définit les polynômes de Jacobi normalisés par : 

∀ ∈ =n IN P
Q

Qn
n

n,  1  

(d) Ecrire la récurrence vérifiée par les Pn. 
Q6. On reprend les notations de Q5 avec α β= . Les polynômes orthogonaux 
obtenus sont appelés les « polynômes ultrasphériques ». 
 Ecrire la récurrence vérifiée par les Pn ainsi que la matrice Tn associée. 

Q7. On reprend les notations de Q6 avec α β= = − 1
2

. Les polynômes 

orthogonaux obtenus sont appelés les « polynômes de Tchébychev de première 
espèce ». 
(a) Ecrire la récurrence vérifiée par les Pn ainsi que la matrice Tn associée. 
(b) Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de Tn. 
(c) Calculer P tn Cosb gc h pour tout réel t ∈ 0,π  et en déduire une autre expression 
des polynômes de Tchébychev. 
 Retrouver de manière plus simple les valeurs propres et vecteurs propres de 
Tn. 

Q8. On reprend les notations de Q6 avec α β= = 1
2

. Les polynômes orthogonaux 

obtenus sont appelés les « polynômes de Tchébychev de deuxième espèce ». 
 Reprendre les questions de Q7. 
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Solution 

Q1. Avec P0 1= , on déduit que P x
x dx

a

b0 0
0 1b g

b g
b g= =

z
α

π
. 

 On a xP IR xk k∈ +1  et P k kk ; , , , = +0 1 1Ll q est une base de IR xk+1  puisque 

Degré P jjd i =  pour tout entier j. On peut donc écrire xP Pk j j
j

k

=
=

+

∑α
0

1

 avec 

α j k j k jxP P P xP= = = 0 pour j k+ <1  puisque xPj  est combinaison linéaire 
des P0, P1, ..., Pj+1 qui sont orthogonaux à Pk pour j k+ <1 . Il reste donc : 

xP P P Pk k k k k k k= + ++ + − −α α α1 1 1 1 
pour k ≥ 1. 
 En identifiant les coefficients de xk+1 et xk respectivement, il vient : 

α α
α

α α
α

α
α

k
k
k

k
k k

k
k
k

k
k

k
k

k
k k

b

a

+
+
+ +

−
+

+
+

= ≠

= −

R
S
||

T
||

1
1
1 1

1
1

1
1

0
b g

b g

b g
b g

b g
b g

=

=
 

 En écrivant que α k k kP xP− −=1 1  avec xP P Pk
k
k

k
k k j j

j

k

−
−
−

=

−

= +∑1
1
1

0

1α
α

γ
b g
b g , on déduit 

que α α
αk

k
k

k
k kb−
−
−

= ≠1
1
1

0
b g
b g = . 

 Pour k = 0, on a : 
xP x P x P x x0 1 1 0 0 1 0

1
1
1

0 0
0b g b g b g e jb g b g b g= + = + +α α α α α α α  

et α α
α

α α
α1

0
0

1
1 1 0

0
1

1
1 00= ≠ = −

b g
b g

b g
b g=  =b a, . 

Q2. Soit k ≥ 1. Si Pk garde un signe constant sur l’intervalle a b, , alors 

P P P x P x x dxk ka

b

0 0 0= ≠z b g b g b gπ , ce qui contredit l’orthogonalité de Pk et P0 
pour k ≥ 1. 
 Il existe donc une racine x1 de Pk dans a b, . 
 Si x1 est de multiplicité p ≥ 2, on peut alors écrire P x x x Q xk kb g b g b g= − −1

2
2  

avec Q IR xk k− −∈2 2 . 

 Mais on a alors 0 02 1
2

2
2= = − >− −zP Q x x Q x x dxk k ka

b b g b g b gπ , ce qui est 
impossible. 
 On a donc montré que toutes les racines de Pk qui sont dans a b,  sont simples. 
Notons x x xp1 2, , ,L  ces racines. 
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 Si p n< , on peut alors écrire P x x x Q xk i
i

p

k pb g b g b g= −
=

−∏
1

, avec Q IR xk p k p− −∈  

de signe constant dans a b, . 

 On a alors 0 0
1

2

1

= − = −X
ZY ≠

= =
−∏ ∏P x x x x Q x x dxk i

i

p

i
i

p

k p
a

b

b g b g b g b gπ , ce qui est 

impossible. 
 On a donc nécessairement p n= , c'est-à-dire que toutes les racines de Pk sont 
dans a b,  et sont simples. 
Q3. (a) Pour n et x fixés, on note v T u xn n= b g . On a alors : 

v a P x b P x

v b P x a P x b P x k n

v b P x a P x
k k k k k k k

n n n n n

0 0 0 1 1

1 1 1

1 1 2 1 1

1 2

= +

= + + ≤ ≤ −

= +

R
S|

T|
− + +

− − − − −

b g b g
b g b g b g b g

b g b g
  

 Soit en utilisant la récurrence vérifiée par les Pk : 
( ) ( )

( ) ( )
v xP x k n
v xP x b P x

k k

n n n n

= ≤ ≤ −
= −



 − −

0 2

1 1

 

 C'est-à-dire que : 
T u x xu x b P x en n n n n nb g b g b g= −  

où on a noté e e en1 2, , ,Ll q  la base canonique de IRn. 
(b) Si P xn b g = 0, alors T u x xu xn n nb g b g= , c'est-à-dire que x est valeur propre de Pn 
et u xn b g est un vecteur propre non nul associé ( P x0 0b g ≠ ). 
 Le polynôme Pn admettant n racines simples, on a ainsi toutes les valeurs 
propres de Tn. 
Remarque — On retrouve le fait que les valeurs propres de la matrice tridiagonale 
symétrique et irréductible Tn sont simples et réelles (problème 9, Q5). 
Q4. Pour x < 1, on a : 

1 1
1 1

1
1 1

1

0

+ = +
+ + − + − +

=
+ +

+ + + −
+

+

≥

=

∑

∑

x
n n n k

k
x

n
k n k

x R x

n k

k

k

k

n

n

b g b gb g b g

b g
b g b g b g

α α α α

α
α

L

!

              
Γ

Γ Γ

 

 On a donc : 

1

1

0

0

+ = +

+ = +

R
S
||

T
||

+
+

=

+
+

=

∑

∑

x C x R x

x C x S x

n
n
k k

k

n

n

n
n
k k

k

n

n

b g b g

b g b g

α
α

β
β

 

et en faisant le produit des deux séries entières : 

1 2

00

+ =
F
HG

I
KJ ++ +

+ +
−

==
∑∑x C C x xn

n
k

n
p k

k

p
p

p

n

nb g b gα β
α β Σ  

ce qui donne la formule (i) en identifiant les coefficients de xn. 
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 Par dérivation, on a n x C kx R xn
n
k k

k

n

n+ + = + ′+ −
+

−

=
∑α α

αb gb g b g1 1 1

1

 et : 

n x x kC x xR xn
n
k k

k

n

n+ + = + ′+ −
+

=
∑α α

αb g b g b g1 1

0

 

 On en déduit alors que : 

n x x kC C x xn
n
k

n
p k

k

p
p

p

n

n+ + =
F
HG

I
KJ ++ + −

+ +
−

==
∑∑α α β

α βb g b g b g1 2 1

00

Ξ  

ce qui donne la formule (ii) en identifiant les coefficients de xn. 
Q5. (a) On a Q0 1= , donc β0

0 1b g = . 

 Pour n ≥ 1, on pose R x d
dx

x xn

n
n nb g b g b go t= F

HG
I
KJ − ++ +1 1α β . 

 Avec la formule de Leibnitz, on a : 

R x C
n

n k
n

k
x xn

k
n
k n k k

k

nb g b g b g
b g

b g
b g b g b g= −

+ +
+ − +

+ +
+ +

− ++ − +

=
∑ 1

1
1

1
1

1 1
0

Γ
Γ

Γ
Γ

α
α

β
β

α β  

ce qui donne : 

R x n x x C C x xn
k

n
k

n
n k n k k

k

nb g b g b g b g b g b g= − + − − ++ +
− −

=
∑! 1 1 1 1 1

0

α β
α β  

 On en déduit donc que Qn est un polynôme de degré n avec pour coefficient de 
xn : 

β α β α βn
n

n n
k

n
n k

k

n

n n
nC C Cb g = = ≠+ +

−
+ +∑1

2
1
2

0
0

2
=

 

 En remarquant que : 

1 1 1 1 1 1 2 1

0

2

− + = − − + = − + − +
RST

UVW
− − − − −

=

−

∑x x x x x k n x xn k k n k n k k n k n n
j

j

j

nb g b g b g b g b g b g b g γ  

on déduit que le coefficient de xn – 1 dans Qn est : 

β α β α β α βn
n

n n
k

n
n k

k

n

n n
k

n
n k

k

n

n
k

n
n k

k

n

k n C C kC C n C C− + +
−

+ +
−

+ +
−= − = −F

HG
I
KJ∑ ∑ ∑1

0 0 0

1
2

2 1
2

2b g b g
= = =

 

soit : 

β α α β α βn
n

n n
n

n
nn C nC− + + −

−
+ += + −1 2 1

1
2

1
2

2b g b gd i  

 Et avec C n
n

Cn
n

n
n

2 2 1
12

+ + + + −
−= + +

α β α β
α β , on déduit que β

α β
α β

βn
n

n
nn

n− =
−

+ +1 2
b g b gb g

. 

(b) On rappelle la formule d’intégration par parties : 

f x g x dx f x g x f x g x dxn

a

b j n j j

j

p

a

b
p n p p

a

bb g b g b g b g b gb g b g b g b g b g b g b g b gz ∑ z= −
L
NM

O
QP
+ −+ − −

=

−1 11 1

1

 

valable pour 1≤ ≤p n. 

 On remarque, d’autre part, que d
dx

x x
n k

n nF
HG

I
KJ − +

−
+ +1 1b g b go tα β  s’annule en 

x = −1 et x = 1 pour 1≤ ≤k n. 
 Pour 0 ≤ <k n , on a : 
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2
1

1 1
1

1n

n n
k k

n
n nn Q x x d

dx
x x dx!

−
= F

HG
I
KJ − +X

ZY
+ +

−b g b g b go tα β  

 Et après k intégrations par parties, il reste : 
2

1
1 1 1

1 1 1 0

1

1

1

1

1

n

n n
k k

n k
n n

k
n k

n n

n Q x k d
dx

x x dx

k d
dx

x x

! !

!

−
= − F

HG
I
KJ − +X

ZY

= − F
HG

I
KJ − +

L
NMM

O
QPP

=

−
+ +

−

− −
+ +

−

b g b g b g b go t

b g b g b go t

α β

α β                      

 

 On en déduit donc que les polynômes de Jacobi forment un système 
orthogonal. 
(c) Pour n = 0, on a Q x x dx0

2

1

1
1 1= − +

−

+z b g b gα β . En faisant le changement de 

variable t x= +1
2

1b g, on a : 

Q B0
2 1 12 1 1 2

1 1
2

= + + =
+ +
+ +

+ + + +α β α βα β
α β
α β

,b g b g b g
b g

Γ Γ
Γ

 

 Pour n ≥ 1, on écrit Q x x Q xn n
n n

j j
j

nb g b gb g= +
=

−

∑β γ
0

1

 et on a 

Q Q Q x Qn n n n
n n

n
2 = = βb g . Puis avec n intégrations par parties : 

Q x x dxn
n
n

n
n n2

1

1

2
1 1= − ++ +

−

+zβ α β
b g

b g b g  

 Ce qui s’écrit aussi : 

Q
n n

n n
n

nn
2

12
2 1

1 1
1

1=
+ + +

+ + + +
+ + +

≥
+ +α β

α β
α β

α β!b g
b g b g

b g b gΓ Γ
Γ

  

(d) Avec les notations de Q1, les coefficients dominants des Pn sont donnés par : 

α β α β
α β

α β α β
α β α β

α β

α β α β
α β

α

α β

α β

0
0 0

0

0
1

2

1
2

1
1

1

2

2
1 1

1

2

2 1
1 1 1

2 1

2

b g
b g

b g
b g

b g
b g

b g

b g
b g b g

b g b g b g b g

b g

= =
+ +

+ +

= = + + +
+ + + + + + +

+ + +

= =
−

+ +

R

S

||||

T

||||

+ +

+ + +

−
−

Q

Q
n

n n n n
n

Q
n
n

n
n n

n

n n

n
n n

n

n
n
n

Γ
Γ Γ

Γ Γ Γ
Γ

!
 

 On en déduit alors que la suite Pk k IN
b g

∈
 des polynômes de Jacobi vérifie la 

relation de récurrence : 

P x P x

b P x a P x b P x xP x kk k k k k k k

− + +

+ + −

= = =
+ +

+ +

+ + = ≥

R
S||

T||
1 0 0

0
1

2

1 1 1

0 1

2

2
1 1

0

b g b g b g
b g b g

b g b g b g b g b g

b g,  

 

α
α β

α βα β
Γ

Γ Γ  

avec : 
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a b

a
k k

k

b

b
k

k k k k
k k

k
k
k

k
k

k
k

k
k

k
k
k

k
k

0
0
1

1
1 0

1
1

1
1

2 2

1
0
0

1
1

1
1

2
0

2 2 2
1

2
2

1 1
3

2
2 2 1 2

= − = −
+ +

=

= − = −
+ + + + +

≥

= =
+ +

+ +
+ +

= =
+ +

+ + + +
+ + −

−
+

+
+

−
−

α
α

β α
α β

α
α

α
α

β α
α β α β

α
α α β

α β
α β

α
α α β

α β α β
α β

b g
b g

b g
b g

b g
b g

b g
b g

b g
b g

b gb g b g

b gb g

b gb gb g
b g

,  

 

+ + +
≥

R

S

||||||

T

|||||| α β 1
2b g b g k

 

Remarque — La formule donnant les bk pour k ≥ 2 n’est pas valable pour k = 1 si 
α β+ + =1 0. 
Q6. Dans le cas particulier où α β=  , tous les coefficients ak sont nuls et les 
coefficients bk sont donnés par : 

b

b
k k
k

kk

1

2

1
3 2

2
4 1

2

=
+

=
+

+ −
≥

R
S
||

T
||

α
α

α
b g

b g b g 
 

 La matrice Tn s’en déduit immédiatement. 

Q7. (a) Dans le cas particulier où α β= = − 1
2

 , on a : 

a k

b

b k

k

k

= ≥

=

= ≥

R

S
|||

T
|||

0 0
1
2

1
2

2

1

 

 

b g

b g

 

 Ce qui donne la récurrence : 

P x
Q

P x x

P x P x xP x

P x P x xP x kk k k

0
0

1

2 0 1

1 1

1 1 2

1
2

1
2

1
2

1
2

2

b g b g

b g b g b g

b g b g b g b g

= = =

+ =

+ = ≥

R

S

||||

T

|||| + −

π π
,  

 

 

 La matrice Tn est alors donnée par : 
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T An n=

F

H

GGGGGG

I

K

JJJJJJ
=1

2

0 2 0 0 0
2 0 1 0 0

0 0 1 0 1
0 0 0 1 0

1
2

L

L

L

L

. . . . . .  

(b) On sait que les valeurs propres de Tn sont comprises entre –1 et 1, donc celles 
de An sont comprises entre –2 et 2. De plus An admet les mêmes valeurs propres 

que la matrice Bn =

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

0 2 0 0 0
1 0 1 0 0

0 0 1 0 1
0 0 0 1 0

L

L

L

L

. . . . . .  (problème 9, Q5 (b)). 

 Les valeurs propres de Bn sont de la forme λ α= 2Cosb g avec α π∈ 0, . Si x 
est un vecteur propre non nul associé ses composantes sont solutions de la 
récurrence : 

x
x x

x x x k n
x

k k k

n

1

2 1

1 1

1

1

2 0 2
0

=
=

− + = ≤ ≤
=

R
S
||

T
|| − +

+

Cos

Cos

α
α

b g
b g b g 

 

 Le polynôme caractéristique de cette récurrence est P r r Cos rb g b g= − +2 2 1α , 
soit P r r e r ei ib g c hc h= − − −α α . Les racines sont donc  r ei

1 =
α  et r e i

2 =
− α . Ce qui 

donne x c e c e k nk
ik ik= + ≤ ≤ +−

1 2 1 1α α  b g . 

 Avec x1 1=  et x2 = Cos αb g, on déduit que c e i

1 2
=

− θ

 et c ei

2 2
=

θ

. C'est-à-dire que 

x kk = −Cos 1b gc hα  et avec xn+ =1 0 on déduit que α π=
+2 1

2
j
n

b g
 avec 0 1≤ ≤ −j n . 

 Les valeurs propres de Tn sont donc : 

λ πj
j
n

j n= +F
HG

I
KJ ≤ ≤ −Cos 2 1

2
0 1 b g  

 L’espace propre associé à λ j  est la droite engendrée par le vecteur v jb g  de 
composantes : 

v k j
n

k nk
jb g b g b g= − +F

HG
I
KJ ≤ ≤Cos 1 2 1

2
1π   

(c) On vérifie par récurrence que P t ntn Cos Cosb gc h b g= 2
π

 pour n ≥ 1. 

 On en déduit alors que P x n xn b g b gc h= 2
π

Cos ArcCos  pour x ≤ 1. 

 Les résultats du (b) se retrouvent alors facilement. 



Problème 26                               117 

Q8. (a) Pour α β= = 1
2

 , on a : 

a k

b k

k

k

= ≥

= ≥

R
S|
T|

0 0
1
2

1

 

 

b g
b g 

 Ce qui donne la récurrence : 

P x P x
Q

P x P x xP x kk k k

−

+ −

= = =

+ = ≥

R
S
||

T
||

1 0
0

1 1

0 1 2

1
2

1
2

0

b g b g

b g b g b g b g

,  

 

π  

 La matrice Tn est alors donnée par : 

Tn =

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

1
2

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0

0 0 1 0 1
0 0 0 1 0

L

L

L

L

. . . . . .  

(b) Dans le problème 3 Q5 on a vu que les valeurs propres de Tn sont : 

λ π
j

j
n

j n=
+

F
HG

I
KJ ≤ ≤Cos

1
1 b g 

 L’espace propre associé à λ j  est la droite engendrée par le vecteur v(j) de 
composantes : 

v k j
n

k nk
jb g b g=

+
F
HG

I
KJ ≤ ≤Sin π

1
1  

(c) On vérifie par récurrence que P t
n t

tn Cos
Sin

Sin
b gc h b gc h

b g=
+2 1

π
 pour n ≥ 1. 

 On en déduit alors que P x
n x

xn b g b g b gc h
b gc h=

+2 1
π

Sin ArcCos
Sin ArcCos

 pour x ≤ 1. 

 Les résultats du (b) se retrouvent alors facilement. 

Problème 26 : Inégalités de Newton et racines réelles d’un polynôme 

 Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par C xn  [Resp. IR xn ] l’espace vectoriel 
des polynômes à coefficients complexes [Resp. réels] de degré au plus n. 
 Les fonctions symétriques élémentaires sont définies par : 

s C C
x x x x x x k n

k
n

n i i i
i i n

k

k

:
, , , ...

→
≤ ≤

≤ < < ≤
∑1 2

1
1 2

1

1L a
L

b g b g   

 On a alors les « formules de Viete » : 
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P x x x s x x xi
i

n
k

k n
n k

k

nb g b g b g b g= − = −
=

−

=
∏ ∑

1
1

0

1 , ,L  

où on a posé s x0 1b g = . 
 Les fonctions symétriques élémentaires normalisées sont définies par : 

∀ ∈ ≤ ≤x C S s k nn
k k,  x = 1

C
x   

n
kb g b g b g0  

Q1. Calculer S xk b g pour x Cn= ∈α α, ,Lb g  et k n∈ 0 1, , ,Ll q. 
Q2. Soit x x x Cn

n= ∈1 , ,Lb g , avec xi ≠ 0 pour tout i = 1, 2, ···, n. 

 Exprimer S
x x xk

n

1 1 1

1 2

, , ,L
F
HG

I
KJ  à l’aide de fonctions symétriques de x. 

Q3. Soit P x x a x C xn
k

k

k

n

nb g = + ∈
=

−

∑
0

1

 de racines complexes x x xn1 2, , ,L  et 

Q
n

P= ′1  son polynôme dérivé normalisé de racines complexes y y yn1 2 1, , ,L − . 

 Montrer que S x x x S y y yk n k n1 2 1 2 1, , , , , ,L Lb g b g= −  pour 0 1≤ ≤ −k n . 
Q4. Montrer que pour tout x IRn∈  et tout n ≥ 2 , on a : 

S x S x1
2

2b g b g≥  
l’égalité étant réalisée si et seulement si S x S x1 2 0b g b g= =  ou tous les xi sont 
identiques. 

Q5. On suppose que n ≥ 2  et que P x x a x IR xn
k

k

k

n

nb g = + ∈
=

−

∑
0

1

 admet n racines 

réelles x x xn1 2≤ ≤ ≤L . 
(a) Montrer que : 

S x x x S x x x S x x x k nk n k n k n1 2
2

1 1 2 1 1 2 1 1, , , , , , , , ,L L Lb g b g b g b g≥ ≤ ≤ −− +    
l’égalité étant réalisée si et seulement si les deux membres sont nuls ou tous les xi 
sont identiques. 
(b) Montrer les « inégalités de Newton » : 

a n k
n k

k
k

a a k nk k k
2

1 1
1 1 1 1≥ − +

−
+ ≤ ≤ −− +   b g  

l’égalité étant réalisée si et seulement si les deux membres sont nuls ou tous les xi 
sont identiques (on a posé an = 1). 

Q6. On suppose que n ≥ 2  et que P x x a x IR xn
k

k

k

n

nb g = + ∈
=

−

∑
0

1

 admet n racines 

complexes x x xn1 2, , ,L  telles que Ré xib g < 0 pour tout i = 1, 2, ···, n. 
(a) Montrer que ak ≥ 0  pour tout k = 0, 1, ···, n. 
(b) On suppose que P admet une racine réelle négative d’ordre p ≥ 2  et on veut 
montrer qu’il existe alors un indice k n∈ −1 2 1, , ,Ll q  tel que : 

a a ak k k
2

1 14 0− ≤− +  
(i) Montrer le résultat pour n = 2 et n = 3. 
(ii) Montrer le résultat pour n > 3. 
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Q7. Soit P x a x C xk
k

k

nb g = ∈
=
∑

0

 avec an ≠ 0 . Montrer que pour toute racine λ de 

P, on a : 

λ ≤ + ≤ ≤ −
RST

UVW
Max

a
a

a
a

i n
n

i

n

0 1 1 1,  ;   

Q8. Soit Pk k IN
b g

∈
 une suite de polynômes unitaires à coefficients réels de même 

degré n ≥ 1 et scindés sur IR. On note P x a x C xk j
k n j

k

nb g b g= ∈−

=
∑

0

 avec a k
0 1b g =  et 

on suppose que pour tout j = 0, 1, ···, n – 1, la suite a j
k

k IN

b ge j
∈

 converge vers 

a IRj ∈ . 

 Montrer alors que le polynôme P x a xj
n j

j

nb g = −

=
∑

0

 (a0 = 1) est aussi scindé sur 

IR. 

Q9. On suppose que n ≥ 2  et on se donne P x a x IR xk
k

k

n

nb g = ∈
=
∑

0

 à coefficients 

strictement positifs avec an = 1. 
 On se propose de montrer que si a a ak k k

2
1 14 0− >− +  pour tout  

k n∈ −1 2 1, , ,Ll q , alors toutes les racines de P sont simples et réelles. 
(a) Montrer le résultat pour n = 2. 
 On suppose que le résultat est vrai pour n − ≥1 2  et pour P vérifiant les 
conditions ci-dessus, on note Q x P x ab g b g= − 0 . 
(b) Que peut-on dire des racines de Q? 
 Pour tout réel t ≥ 0, on pose Q t x Q x t,b g b g= +  et on désigne par N tb g le 
nombre de racines réelles distinctes de x Q t xa ,b g . 
 On pose S t a N t n= ∈ =0 0, ;  b gm r . 
(c) Montrer que S admet une borne supérieure α > 0 avec N nαb g = . 
(d) Montrer que a0 = α  et conclure. 
(e) Donner un contre-exemple dans le cas où les coefficients de P ne sont pas tous 
de même signe. 

Solution 

Q1. Si tous les coefficients de x sont identiques, alors on a : 
s x Card i i i IN i i i n Ck k

k
k

k
n
k kb g b gm r= ∈ ≤ < < < ≤ =1 2 1 21, , , ;L L α α  

 On a donc S xk
kb g = α , pour tout k = 0, 1, ···, n. 

Q2. Soit P x a x C xk
k

k

n

nb g = ∈
=
∑

0

 admettant x x xn1 2, , ,L  pour racines. On a alors 

a
a

C S xk

n

n k
n
k

n k= − −
−1b g b g . 
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 Pour x ≠ 0, on a P
x

a
x x

a xk k
k

n

n n k
k

k

n1 1 1
0 0

F
HG

I
KJ = =

=
−

=
∑ ∑  et x P

x
n 1F

HG
I
KJ  admet les 1

xi

 

pour racines. On en déduit donc que a
a

C S
x x

n k n k
n
k

n k
n

− −
−= −

F
HG

I
KJ0 1

1 1 1b g , ,L , ce qui 

donne : 

S
x x

S x
S xk

n

n k

n

1 1

1

, ,L
F
HG

I
KJ =

− b g
b g  

Q3. On a P x x x C S x x xi
i

n
k

n
k

k n
n k

k

nb g b g b g b g= − = −
=

−

=
∏ ∑

1
1

0

1 , ,L , donc : 

Q x
n

P x n k
n

C S x x x

C S x x x

k
n
k

k n
n k

k

n

k
n
k

k n
n k

k

n

b g b g b g b g

b g b g

= ′ = − −

= −

− −

=

−

−
− −

=

−

∑

∑

1 1

1

1
1

0

1

1 1
1

0

1

, ,

, ,

L

L       
 

 Mais on peut aussi écrire que : 

Q x x y C S y y xi
i

n
k

n
k

k n
n k

k

nb g b g b g b g= − = −
=

− −
− −

=

−

∏ ∑
1

1 1 1
1

0

1

1 , ,L  

 Et en identifiant les coefficients de xn k− −1 , pour tout k = 1, 2, ···, n – 1, on 
déduit que  S x x x S y y yk n k n1 2 1 2 1, , , , , ,L Lb g b g= −  pour 0 1≤ ≤ −k n . 
Q4. On a : 

S x S x
n n

n x n x x

n n
n x x

i
i

n

i j
i j n

i
i

n

i
i

n

1
2

2 2
1

2

1

2
2

1 1

2

1
1

1 2

1
1

b g b g b g b g

b g

− =
−

− F
HG

I
KJ −

R
S|
T|

U
V|
W|

=
−

− F
HG

I
KJ

R
S|
T|

U
V|
W|

= ≤ < ≤

= =

∑ ∑

∑ ∑                      

 

 L’inégalité de Cauchy–Schwarz nous dit que x n xi
i

n

i
i

n

= =
∑ ∑F

HG
I
KJ ≤

1

2
2

1

, l ’égalité 

étant réalisée si et seulement si tous les xi sont identiques. 
Q5. (a) Montrons le résultat par récurrence sur n ≥ 2 . 

 Pour n = 2, il s’agit de montrer que ( )1
4 1 2

2

1 2x x x x+ ≥ , ce qui équivaut à 

x x1 2
2 0− ≥b g , l’égalité étant réalisée si et seulement si x x1 2= . 

 Supposons le résultat vrai pour n − ≥1 2 . 
 Le polynôme P ayant toutes ces racines réelles, le théorème de Rolle nous dit 

que Q
n

P= ′1  admet n – 1 racines réelles y y yn1 2 1≤ ≤ ≤ −L  telles que x y xi i i≤ ≤ +1 

pour tout i = 1, 2, ···, n – 1. 
 En écrivant que S x x x S y y yk n k n1 2 1 2 1, , , , , ,L Lb g b g= −  pour 0 1≤ ≤ −k n , on 
déduit les inégalités souhaitées pour k = 1, 2, ···, n – 2. 
 Si les xi ne sont pas tous identiques, il en est de même des yi et les inégalités 
sont strictes ou réduites à 0 = 0. 
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 Il reste à prouver le résultat pour k = n – 1. Il s’agit de montrer que : 

( ) ( ) ( )S x x x S x x x xn n n n i
i

n

− −
=

≥ ∏1 1 2
2

2 1 2
1

1, , , , , ,L L  

avec égalité si et seulement si tous les xi sont identiques ou si les deux membres 
sont nuls. 
 Si l’un des xi est nul alors l’inégalité est évidente ainsi que le cas d’égalité. On 

suppose donc que tous les xi sont non nuls et on pose ′ =x
xi

i

1  pour tout i = 1, ···, n. 

 En Q2, on a vu que 
S x x x
S x x x

S x x xn k n

n n
k n

− = ′ ′ ′1 2

1 2
1 2

, , ,
, , ,

, , ,
L

L
L

b g
b g b g  pour tout k = 1, ···, n. 

Et l’inégalité (1) équivaut à S x x x S x x xn n1 1 2
2

2 1 2′ ′ ′ ≥ ′ ′ ′, , , , , ,L Lb g b g qui a été montrée 
en Q4. 
(b) On a a C S xn k

n
n
k

k− = −1b g b g et : 

S x S x S x
C

a
C C

a a

C
a n k

k
k
n k

a a

k k k

n
k n k

n
k

n
k n k n k

n
k n k n k n k

b g b g b g c h

c h

2
1 1 2

2
1 1 1 1

2
2

1 1

1 1

1 1 1

− = −

= − − + +
−

RST
UVW

− + − − + − + − −

− − + − −                                    
 

 On déduit alors que a k
k

n k
n k

a an k n k n k− − + − −− + − +
−

≥2
1 1

1 1 0, ce qui équivaut à : 

a n k
n k

k
k

a a k nk k k
2

1 1
1 1 0 1 1− − +

−
+ ≥ ≤ ≤ −− +   b g 

Remarque — Pour n = 2, on retrouve la condition nécessaire et suffisante sur le 
discriminant ∆ = − >a a a1

2
0 24 0, pour avoir deux racines réelles distinctes. Dans 

les questions qui suivent on se pose la question de savoir si les inégalités de 
Newton sont aussi des conditions suffisantes pour que le polynôme soit scindé sur 
IR. La réponse est non, mais on va donner une autre condition suffisante. 
Q6. (a) En regroupant les racines complexes non réelles avec leurs conjugués (P 
est à coefficients réels) et en notant − − −t t t p1 2, , ,L  les racines réelles avec ti > 0, 
on a : 

P x x Ré x x x x ti i
i

q

i
i

p

b g b ge j b g= − + +
= =
∏ ∏2 2

1 1

2  

avec − >2 0Ré xib g  pour tout i = 1, ···, q. Il en résulte que tous les coefficients de 
P sont positifs. 
(b) Pour n = 2, le résultat provient du fait que si P admet une racine double alors 
son discriminant ∆ = −a a a1

2
0 24  est nul. 

 Pour n = 3, on a P x a a x a x x x x x xb g b g b g= + + + = + +0 1 2
2 3

1
2

2  avec x1 0>  et 
x2 0> . 
 Supposons que a a a1

2
0 24 0− >  et a a a2

2
1 34 0− > . On a alors x x x1

3
1 24 0− >b g  et 

x x x2 2 14 0− >b g , soit en tenant compte de la positivité de tous les coefficients 
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x x1 24 0− >  et x x2 14 0− > . Ce qui donne x x x2 1 24 16 0> > > , c'est-à-dire une 
impossibilité. 

(c) On a P x a x x x b xk
k

k

n

k
k

k

nb g b g= = +
= =

−

∑ ∑
0

1
2

0

2

, avec ak ≥ 0, bk ≥ 0 et x1 0> . 

 Par identification, on a alors : 
a b x b x b k nk k k k= + + ≤ ≤− −2 1 1 1

22 0  b g  
où on a posé bi = 0 pour i < 0 et i > n – 2. 
 Supposons que a a ak k k

2
1 14 0− >− +  pour tout k = 1, 2, ···, n – 1. On a alors : 

x b b x b b x b b rk k k k k k k1
4 2

2
2

1
3

1 1 1 24 4+ − − >− − − −  
où on a posé : 
r x b b x b b x b b x b b b b x b bk k k k k k k k k k k k k= + + + + + ≥− + − + − − − − − +14 8 4 8 4 4 01

2
2 1

3
1 2 1

2
1 3 1 3 3 1 1

4
1 1  

 En notant p x b bk k k= − −1 14  et q b x bk k k= −−1 14 , on a : 
p x b q b k nk k k k1

3
1 2 0 1 1+ > ≤ ≤ −− −   b g  

 Pour k = 1, on a p x b1 1
3

1 0>  et p x b b1 1 1 04 0= − > , ce qui entraîne 
q b x b1 0 1 14 0= − < . 
 Pour k = n – 1, on a q bn n− − >2 3 0 et qn− >2 0. 
 On désigne par j le plus petit entier compris entre 2 et n – 2 qui vérifie q j > 0. 
 On a alors p x b q bj j j j1

3
1 2 0+ >− −  avec q j− ≤1 0, ce qui entraîne pj > 0, soit 

x b bj j1 14 0− >−  et nécessairement q b x bj j j= − ≤−1 14 0. C'est-à-dire qu’on aboutit à 
une contradiction. 

Q7. 
−1b gn

na
P  est le polynôme caractéristique de la matrice de Frobénius définie 

par A

b
b

b
b

n

n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ−

−

0 0 0
1 0 0

0 1 0
0 0 1

0

1

2

1

L

L

L

L

. . . . . , où on a noté b a
ai

i

n

= −  pour 0 1≤ ≤ −i n  (problème 

9, Q1). On sait alors que le rayon spectral de A, ρ Ab g, est majoré par A  pour 
toute norme matricielle induite par une norme vectorielle (problème 2, Q1). En 
particulier on a, pour toute racine λ de P : 

λ ρ≤ ≤ = + ≤ ≤ −∞A A Max b b i nib g m r0 1 1 1,  ;   
(problème 1, Q6 (a)). 
Q8. Les suites a j

k

k IN

b ge j
∈

 étant convergentes sont bornées par une constante M > 0. 

En notant x x x xk k k
n
kb g b g b g b ge j= 1 2, , ,L  la suite des zéros de Pk, on a alors avec Q7 : 

x Max a a i n Mj
k k

i
kb g b g b g{ }≤ + ≤ ≤ − ≤ +0 1 1 1 1,  ;   

 C'est-à-dire que la suite x k

k IN

b ge j
∈

 est bornée dans IRn et on peut en extraire une 

sous suite x k

k IN

ϕb gc he j
∈

 qui converge vers x IRn∈ . 
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 Avec a s xj
k j

k
kb g b gb g e j= −1  et la continuité des fonctions symétriques 

élémentaires, on déduit que a s xj
j

k= −1b g b g et P x x xi
i

nb g b g= −
=
∏

1

. 

Q9. (a) On a P x a a x xb g = + +0 1
2  avec ∆ = − >a a1

2
04 0, donc P admet deux 

racines réelles distinctes. 

(b) On a Q x xR xb g b g=  où R x x b xn
k

k

k

nb g = +−

=

−

∑1

0

2

 avec b ak k= +1 et : 

b b b a a a k nk k k k k k
2

1 1 1
2

24 4 0 1 2− = − > ≤ ≤ −− + + +   b g  
 Avec l’hypothèse de récurrence, on déduit que R admet n – 1 racines réelles 
simples. 
 De plus, on a R x ab g ≥ >1 0 pour tout x ≥ 0. On en conclut alors que Q admet n 
racines réelles simples, la plus grande étant 0. 
(c) S est majoré par a0 et non vide (0∈S ), il admet donc une borne supérieure 
α ∈ 0 0,a . 
 On a Q x Q x0,b g b g=  qui admet n racines réelles x x xn1 20 0 0 0b g b g b g< < < =L . 

 Pour chacune de ces racines, on a Q x j0 0 0, b gd i =  avec ∂
∂x

Q x j0 0 0, b gd i ≠ . Le 

théorème des fonctions implicites nous dit alors qu’il existe ε j > 0 et une fonction 
continue x IRj j: ,0 ε →  telle que Q t x tj, b gd i = 0 pour tout t j∈ 0,ε . 
 On en déduit alors qu’on peut trouver ε > 0 tel que pour tout t ∈ 0,ε  le 
polynôme x Q t xa ,b g  admet n racines réelles distinctes, ce qui entraîne que 
α > 0. 
 On peut écrire que α =

→+∞
Lim t
k k  avec t Sk ∈  pour tout entier k. Avec Q8, on 

déduit alors que x Q xa α,b g est scindé sur IR. En tenant compte du fait que 
Q xα α,b g ≥ > 0 pour tout x ≥ 0, on déduit que toutes les racines de x Q xa α,b g 
sont réelles et négatives. 

 Si x Q x c xk
k

k

n

a α,b g =
=
∑

0

 admet une racine multiple alors il existe 

k n∈ −1 1, ,Ll q tel que c c ck k k
2

1 14 0− ≤− + . 
 Si k = 1, alors on a c a a a1

2
2 0 24 4≤ ⋅ ≤α  et si k > 1, on a a a ak k k

2
1 14 0− ≤− + . 

C'est-à-dire que dans tous les cas on aboutit à une impossibilité. 
 On a donc N nαb g = . 
(d) Si α < a0 , on déduit alors, en reprenant le raisonnement du (b) (continuité des 
racines), qu’il existe ε > 0 tel que N t nb g =  pour t − <α ε  et t a∈ 0 0, , ce qui 
contredit le fait que α est la borne supérieure de S. 
 On a donc α = a0 et P admet n racines réelles simples. 
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(e) Le polynôme P x x x xb g = − + +3 25 6 1 admet deux racines complexes non 
réelles et les inégalités sur les coefficients sont vérifiées. 

Problème 27 : La méthode Newton–Maehly 

 Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par IR xn  l’espace vectoriel des polynômes 
à coefficients réels de degré au plus n. 
 On suppose dans ce problème que toutes les racines du polynôme P IR xn∈  
sont réelles. On note λ λ λ1 2> > >L p les racines distinctes de P dans IR. La 

racine λ j  étant de multiplicité mj ≥ 1 pour tout j = 1, 2, ···, p, avec m nj
j

p

=
∑ =

1

. 

Q1. Montrer que le polynôme dérivé P’ admet les λ λ λ1 2, , ,L p  pour racines de 
multiplicités respectives m1 1− , m2 1− , ···, mp −1 (une multiplicité nulle signifie 
que λ j  n’est pas racine de P’) et des racines simples µ λ λj j j∈ +, 1  avec 
1 1≤ ≤ −j p . 
Q2. Montrer que pour tout x > λ1 et tout k = 0, 1, ···, n, on a a P xn

kb g b g > 0. 
Q3. Pour tout x0 1> λ , on définit la suite xk k IN

b g
∈

 par : 

∀ ≥ = −
′+k x x

P x
P xk k

k

k

0 1,  
b g
b g  

 Montrer que cette suite converge vers λ1 en décroissant et donner une 
majoration de l'erreur. 

Q4. Soit P x a x C xk
k

k

nb g = ∈
=
∑

0

 avec an ≠ 0 . Montrer que pour toute racine λ de 

P, on a : 

λ

λ

≤ + ≤ ≤ −
RST

UVW
≤

RST
UVW=

−

∑

Max
a
a

a
a

i n

Max
a
a

n

i

n

i

ni

n

0

0

1

1 1 1

1

,

,

 ;  

 

 

Q5. Comment utiliser ce qui précède pour calculer toutes les racines de P.  

Solution 

Q1. Si, pour 1≤ ≤j p, on a mj ≥ 2, alors λ j  est racine d’ordre mj −1 de P’. On a 

donc ainsi m n pj
j

p

− = −
=
∑ 1

1

d i  racines réelles pour P’. 

 D’autre part, le théorème de Rolle nous dit que pour 1 1≤ ≤ −j p  il existe 
µ λ λj j j∈ +, 1  tel que ′ =P jµd i 0, ce qui donne p −1 racines réelles 
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supplémentaires pour P’. On a donc un total de n −1 racines réelles pour P’ et les 
µ j  sont nécessairement simples. 
 En particulier les racines de P’ sont réelles et contenues dans l’intervalle 
λ λp , 1 . 

Q2. On peut supposer, sans restreindre la généralité, que an > 0. 
 En Q1, on a vu que pour 0 1≤ ≤ −k n  les racines de P kb g  sont dans l’intervalle 
λ λp , 1 . On en déduit alors que P kb g  est de signe constant sur λ1 ,+∞ . Soit avec 

an > 0, P xkb g b g > 0 pour x > λ1 et k = 0, 1, ···, n – 1. 
 Pour k = n, on a P x n an

n
b g b g = >! 0. 

Q3. On pose : 

∀ ≥ =
=

−
′

>

R
S|
T|

x g x
x

x
P x
P x

x
λ

λ λ

λ1

1 1

1

,  
 si 

 si 
b g b g

b g
 

et on définit ainsi une fonction indéfiniment dérivable sur λ1 ,+∞ . 

 Pour x > λ1, on a 
P x
P x

b g
b g′

> 0 (d’après Q2) et g x xb g < . 

 Avec la formule de Taylor à l’ordre 2, on a : 

∀ > − = −
′′
′

x g x x
P c
P x

λ λ λ1 1 1
2

2
,  b g b g b g

b g  

où c est un réel compris entre x et λ1. Et avec 
′′
′

>
P c
P x

b g
b g 0 (Q2), on déduit que 

g xb g > λ1 pour tout x > λ1, c'est-à-dire que g λ λ1 1, ,+∞ ⊂ +∞c h  et la suite 
xk k IN

b g
∈

 est bien définie. 
 On a donc : 

∀ ≥ < <+k x xk k0 1 1, λ  
c'est-à-dire que la suite xk k IN

b g
∈

 est strictement décroissante et minorée. Elle 
converge donc nécessairement vers λ1. 

 Pour tout x > λ1, on a 1
2

2 2− ′ =
′ − ′′

′
=
− ′F
H

I
K
′

′F
H

I
K

g x
P x P x P x

P x

P
P

x

P
P

x
b g b g b g b g

b g
b g

b g
, c'est-à-

dire avec P x a xn j

m

j

p
jb g d i= −

=
∏ λ

1

 et ′ =
−=

∑P x a m
P x

xn j
jj

p

b g b g
λ1

 : 

1
2

1

1

2− ′ =
−

−
F
HG

I
KJ

=

=

∑

∑
g x

m

x

m
x

j

jj

p

j

jj

p
b g d iλ

λ
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 Avec l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on peut écrire : 
m

x
m

x
m

m

x
m n

m

x
j

jj

p
j

j
j

j

p
j

jj

p

j
j

p
j

jj

p

−
F
HG

I
KJ =

−

F
HG

I
KJ

≤
−

=
−= = = = =

∑ ∑ ∑ ∑ ∑λ λ λ λ1

2

1

2

2
1 1

2
1d i d i  

 Il en résulte que : 

∀ > < ′ < −x g x
n

λ1 0 1 1, b g  

 Et avec le théorème des accroissements finis, on a : 

∀ ≥ ≤ − = − ≤ −F
HG

I
KJ −+k x g x g

n
xk k k0 0 1 1

1 1 1 1,  λ λ λb g b g b g  

ce qui entraîne par récurrence : 

∀ ≥ ≤ − ≤ −F
HG

I
KJ −k x

n
xk

k

0 0 1 1
1 0 1,  λ λb g 

Remarque 1 — Avec le théorème des accroissements finis, on a : 
∀ ≥ ≤ − ≤ −k x M xk

k0 0 1 1 0 1,  λ λb g  
où M Sup g x x x1 1 0= ′ ∈b gn s; , λ . 

 En tenant compte de ′ =
′′

′
g x

P x P x
P x

b g b g b g
b g2 , on déduit que dans le cas où λ1 est 

une racine simple, on a ′ =g λ1 0b g  et la convergence est d’autant plus rapide que 
x0 est proche de λ1. 

 De manière plus générale, on a Lim g x
mx→

′ = −
λ1

1 1

1

b g . 

Q4. Voir le problème 26, Q7. 
Q5. Le calcul des autres racines peut se faire en appliquant ce qui précède à 

P x
P x
x1

1

b g b g
b g=
− λ

 et en remarquant que : 

P x
P x

P x

P x
P x
x

1

1

1

b g
b g

b g
b g b g′

=
′ −

− λ

 

 La limite de la suite xk k IN
b g

∈
 correspondante sera encore λ1 si m1 1>  et λ2  si 

m1 1= . 
 De manière plus générale si ξ ξ ξ1 2≥ ≥ ≥L n  sont les n racines réelles de P et si 
on dispose de valeurs approchées des m – 1 premières racines ξ ξ1 1≥ ≥ −L m  alors 

le calcul de ξm se fait en remplaçant P par P x
P x

x xm
m

−
−

=
− −1

1 1

b g b g
b g b gξ ξL

  avec : 

P x
P x

P x

P x P x
x

m

m

jj

m
−

−

=

−′
=

′ −
−∑

1

1

1

1 1
b g
b g

b g
b g b g

ξ

 

 C'est-à-dire qu’on considère la suite xk
m

k IN

b ge j
∈

 définie par : 
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x x

x x
P x

P x
k

m

k
m

k
m m k

m

m k
m

0 0

1
1

1

0

( )

( ) ( )
( )

( )

=

= −
′

≥

R
S||

T||
+

−

−

c h
c h b g 

 

qui converge en décroissant strictement vers ξm. 
Remarque — Pour accélérer la convergence, on considère tout d’abord la suite 
yk

m

k IN

b ge j
∈

 définie par : 

y x

y y
P y

P y
k

m

k
m

k
m m k

m

m k
m

0 0

1
1

1

2 0

( )

( ) ( )
( )

( )

=

= −
′

≥

R
S||

T||
+

−

−

c h
c h b g 

 

 On utilise cette suite tant que y yk
m

k
m

+ <1
b g b g  (la suite est théoriquement croissante, 

mais dès qu'on est très proche de la solution cela peut ne plus être vrai à cause des 
erreurs d'arrondis), puis dès que y yk

m
k
m

+ ≥1
b g b g  pour un indice k0, on utilise la suite 

xk
m

k IN

b ge j
∈

 avec yk
m
0

b g  comme point de départ. 

Problème 28 : Perturbation d’un polynôme. Influence 
      sur les racines. Agrégation 1995, extrait  

Q1. Soit D un disque fermé du plan complexe, Γ son bord, f une fonction 
holomorphe sur un voisinage de D, qui ne s’annule pas sur Γ. Montrer que le 

nombre de racines de f contenues dans D est égal à 1
2i

f z
f z

dz
π

′X
ZY

b g
b gΓ

. 

Q2. Soit D un disque fermé du plan complexe, Γ son bord, f et g deux fonctions 
holomorphes sur un voisinage de D, telles que ∀ ∈ − <z f z g z f zΓ,  b g b g b g . 
Montrer que f et g ont le même nombre de zéros dans D. (Ce résultat est connu 
sous le nom de théorème de Rouché). 
Q3. On suppose que la racine z0 0≠  du polynôme 
P z z a z a z an

n
n

n
nb g = + + + +−

−
−

−
1

1
2

2
0L  est simple. Soit ε ∈ 0 0, z  tel que le disque 

fermé de centre z0 et de rayon ε ne contienne aucune autre racine de P. Soit k n≤  
un entier fixé. Montrer qu’il existe ρ > 0 tel que pour tout h C∈  tel que h < ρ le 
polynôme Q z P z hzkb g b g= +  ait une racine et une seule ζ dans le disque de centre 

z0 et de rayon ε, et que l’application h a ζ  est holomorphe. Calculer d
dh
ζ  au point 

h = 0. 
 Application au polynôme z z z z z+ + + + +1 2 3 19 20b gb gb g b gb gL  pour k = 19. 

Estimer numériquement d
dh
ζ  pour la racine z0 20= − . Que conclure de ce 

résultat ? 
Q4. Soient z z zn0 1 1, , ,L −  n complexes distincts. On pose : 
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P z z z z z z z z a z a z an
n

n
n

n
nb g b gb g b g= − − − = + + + +− −

−
−

−
0 1 1 1

1
2

2
0L L  

 Montrer qu’il existe ρ > 0 et ε ∈ −O
QP

L
NM≠

0 1
2

, Min z z
i j i j  tels que pour tout élément 

αi i n
b g

0 1≤ ≤ −
 de Cn vérifiant ∀ ∈ − − <i n ai i0 1 1, , , ,Ll q  α ρ , le polynôme 

Q z P z zk
k

k

nb g b g= +
=

−

∑α
0

1

 ait pour tout i une racine ζi et une seule dans le disque de 

centre zi et de rayon ε. Montrer que l’application de la boule de centre aib g et de 
rayon ρ de Cn dans Cn définie par α ζi ib g b ga  est de classe C∞ . 

Solution 

Q1. On rappelle que si Ω est un ouvert connexe de C, f est holomorphe non nulle 
sur Ω et K un compact de Ω, alors f n’a qu’un nombre fini de zéros dans K (voir 
Cartan, p. 41). 
 En notant z z zk1 2, , ,L  les zéros distincts de f dans D, de multiplicités 
respectives m m mk1 2, , ,L  et en utilisant le théorème des résidus, on a : 

1
2 1i

f z
f z

dz Rés
f z
f z

z j
j

k

π
′X

ZY =
′F

HG
I
KJ=

∑
b g
b g

b g
b gΓ

,  

 Le cercle Γ étant parcouru une seule fois dans le sens direct. 
 En écrivant que f z z z g zj

mjb g d i b g= −  et ′ = −
−

f z m z z h zj j

mjb g d i b g1
 avec g et h 

holomorphes au voisinage de zj et telles que g z jd i ≠ 0, h z jd i ≠ 0, on déduit que : 
′

=
−

f z
f z

m
z z

zj

j

b g
b g b gϕ  

la fonction ϕ  étant holomorphe au voisinage de zj. 

 Il en résulte alors que Rés
f z
f z

z mj j
′F

HG
I
KJ =

b g
b g ,  et : 

1
2 1i

f z
f z

dz m nj
j

k

π
′X

ZY = =
=
∑

b g
b gΓ

 

où n est le nombre de zéros de f comptés avec leur multiplicité, dans l’intérieur de 
D. 
Q2. La condition ∀ ∈ > − ≥z f z f z g zΓ,  b g b g b g 0, nous dit que f ne s’annule pas 
sur Γ. 
 En écrivant que, pour tout z ∈Γ , on a : 

g z f z f z g zb g b g b g b g≥ − − > 0 
on déduit que g ne s’annule pas sur Γ. 

 En utilisant Q1, il s’agit alors de montrer que 
′X

ZY =
′X

ZY
f z
f z

dz
g z
g z

dz
b g
b g

b g
b gΓ Γ

. 
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 On pose h g
f

=  et on définit ainsi une fonction méromorphe sur un voisinage 

de D et continue surΓ. 

 Pour tout z ∈Γ , on a h z
g z f z

f z
b g b g b g

b g− =
−

<1 1, c'est-à-dire que le lacet 

t h t∈ 0 2, π a oΓb g a son image contenue dans le disque ouvert de centre 1 et de 
rayon 1 et en particulier 0 n’est pas à l’intérieur de ce lacet. On déduit alors, avec 

le théorème des résidus que du
uhoΓ

X
ZY = 0, soit 

′ ′X
ZY

=
′X

ZY =
h t t

h t
dt

h z
h z

dz
Γ Γ
Γ Γ

b gc h b g
b gc h

b g
b g

0

2

0
π

 

(cette intégrale est l’indice de h oΓ par rapport à 0).  

 En remarquant que ′ = ′ − ′h
h

g
g

f
f

, on déduit que 
′X

ZY =
′X

ZY
f z
f z

dz
g z
g z

dz
b g
b g

b g
b gΓ Γ

, 

c'est-à-dire que f et g ont le même nombre de zéros à l’intérieur de Γ. 
Q3. (i) z0 étant une racine simple non nulle de P, on peut trouver ε ∈ 0 0, z  assez 
petit tel que P zb g ≠ 0 pour z z− ≤0 ε  et z z≠ 0 . 
 On note Γε  le cercle de centre z0 et de rayon ε. 
 Pour tout z ∈Γε , on a 0 0 1< ≤ ≤M z Mk , où M z

k
0 0= − εc h  et M z

k
1 0= + εc h . 

 La fonction P est continue et ne s’annule jamais sur le compact Γε , il existe 
donc une constante m0 0>  telle que : 

∀ ∈ ≥ >z P z mΓε ,  b g 0 0 

 En choisissant ρ > 0 tel que ρ⋅ <M m
1

0

2
, on a pour h < ρ et z ∈Γε  : 

Q z P z hz P z hz mk kb g b g b g= + ≥ − ≥ 0

2
 

 On a donc, pour h < ρ : 

∀ ∈ − = < ≤z Q z P z hz m Q zkΓε ,  b g b g b g0

2
 

 On déduit alors de Q2, que les polynômes P et Q ont le même nombre de 
racines à l’intérieur de Γε , c'est-à-dire que le polynôme Q admet une unique 
racine simple dans le disque de centre z0 et de rayon ε. 
(ii) On note D 0,ρb g  le disque ouvert de centre 0 et de rayon ρ dans C. 

 Pour h < ρ, la fonction z
zQ z
Q z

a
′b g
b g  est méromorphe dans un voisinage du 

disque fermé de centre z0 et de rayon ε avec un pôle simple en ζ ζ= hb g  (ce disque 
fermé ne contient pas 0 si z0 0≠ ). 
 Avec le théorème des résidus, on a alors : 

1
2i

zQ z
Q z

dz Rés
zQ z
Q z

Q
Qπ

ζ
ζ ζ

ζ
ζ

ε

′X
ZY =

′F
HG

I
KJ =

′
=

b g
b g

b g
b g

b g
b gΓ

,  

 C'est-à-dire que pour tout h tel que h < ρ, on a : 
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ζ
π

∂
∂

ε

h
i

z
z

Q h z

Q h z
dzb g

b g
b g=

X

Z
YY

1
2

,

,
Γ

 

où on a noté Q h z P z hzk,b g b g= + . 

Remarque — Si ζ hb g = 0, alors 
zQ z
Q z

zQ z
zR z

Q z
R z

′
=

′
=

′b g
b g

b g
b g

b g
b g  est holomorphe dans un 

voisinage du disque fermé de centre z0 et de rayon ε et avec la formule de Cauchy, 

on a : 1
2

0
i

z
z

Q h z

Q h z
dz h

π

∂
∂ ζ

ε

,

,

b g
b g b g

Γ

X

Z
YY = = . 

 La fonction h z Q h z, ,b g b ga  est continue sur D 0,ρ εb g× Γ  et pour tout z ∈Γε , la 
fonction h Q h za ,b g est holomorphe sur D 0,ρb g . L’intégration se faisant sur un 
compact de C, on déduit que l’application h ha ζb g est holomorphe sur D 0,ρb g . 
 Enfin en dérivant par rapport à h l’identité P h h h kζ ζb gc h b g+ = 0, on déduit 
que : 

∀ ∈ ′ = −
′ + ⋅ ⋅ −h D h

h
P h h k h

k

k0 1, ,ρ ζ
ζ

ζ ζ
b g b g b g

b gc h b g  

(iii) Soit P z z j
j

nb g b g= +
=
∏

1

. Pour z n0 = −  et k = n – 1, on a : 

′ = − ≅ −ζ
π

0
2

b g n
n

e
n

n n

!
 

 En particulier, pour n = 20, k = 19, on a ′ ≅ ≅ζ
π

0
40

4 32 10
20

7b g e . * . 

 En écrivant, pour h voisin de 0, que ζ ζ ζh h hb g b g b g≅ + ′ ≅ − +
F
HG

I
KJ0 0 20 20

20

20

!
, on 

voit qu’une petite perturbation sur un coefficient de P va entraîner une grosse 
incertitude sur une racine. 

Q4. (i) Pour ε ∈ −O
QP

L
NM≠

0 1
2

, Min z z
i j i j , les disques fermés D zi ,εb g de centre zi et de 

rayon ε sont deux à deux disjoints et P admet zi comme unique racine dans 
D zi ,εb g pour chaque i = 0, 1, ···, n – 1. 
 P est continue et ne s’annule jamais sur le compact Γεi

 bord de D zi ,εb g, il 
existe donc une constante mi > 0 telle que : 

∀ ∈ ≥ ≤ ≤ −z P z m i n
i iΓε ,   b g b g0 1  

 Soit Mi > 0 tel que z Mi≤  sur Γεi
 et ρ > 0 tel que ρ M m

i
k

k

n
i

=

−

∑ <
0

1

2
. 
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 Si Q z P z zk
k

k

nb g b g= +
=

−

∑α
0

1

 est tel que α ρk ka− <  pour tout k = 0, 1, ···, n – 1, 

on a alors : 

∀ ∈ = + − ≥ − − >
=

−

=

−

∑ ∑z Q z P z a z P z a z m
i k k

k

k

n

k k
k

k

n
iΓε α α,  b g b g b g b g

0

1

0

1

2
 

et : 

∀ ∈ − = − < ≤
=

−

∑z Q z P z a z m Q z
i k k

k

k

n
iΓε α,  b g b g b g b g

0

1

2
 

 On déduit alors du théorème de Rouché que Q admet une unique racine 
ζ εi iD z∈ ,b g . 
(ii) Cette racine peut s’exprimer à l’aide du théorème des résidus : 

ζ ζ α α α
π

∂
∂

α α α

α α α
ε

i i n

n

ni

z
z

Q z

Q z
dz

i

= =
X

Z
YY−

−

−
0 1 1

0 1 1

0 1 1

1
2

, , ,
, , , ,

, , , ,
L

L

L
b g

b g
b g

Γ

 

 Ce qui définit une fonction C∞  et même holomorphe de la boule ouverte 
B a C Max an

k k, ;ρ α α ρb g m r= ∈ − <  dans C. 
 On en déduit alors que l’application α ζ αa b g  est C∞  de B a,ρb g dans Cn. 

Problème 29 : Transformation de Schur et localisation des zéros  
      d’un polynôme complexe. Agrégation 1995, extrait 

 Ce problème utilise le théorème de Rouché du problème 28, Q2. 
 On appelle polynôme de « degré formel » d, un polynôme du type 

Q z a zj
j

j

db g =
=
∑

0

, où ad peut être nul. Si ′ <d d  est le degré effectif de Q, on dit 

alors que ∞  est racine de Q avec la multiplicité d d− ′ . On pose 1
0
= ∞ et 1 0

∞
= . 

 Pour tout polynôme Q, on notera Z Qb g  le nombre de zéros de Q de module 
strictement inférieur à 1. 

 Soit d un entier positif et Q z a zj
j

j

db g =
=
∑

0

 un polynôme de degré formel d. On 

appelle polynôme d–réciproque de Q le polynôme Q z a zj
d j

j

d
*b g = −

=
∑

0

 et on appelle 

transformée de Schur d’ordre d de Q le polynôme de degré formel d – 1 : 
T Q a Q a Qd d= −0

*. On utilisera aussi les itérés de la transformation définis par 
récurrence par T Q T T Qd

k
d k d

k+
−=1 , où k est un entier positif. 

 Dans ce problème, n est un entier strictement positif fixé et P un polynôme de 
degré n. 
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Q1. Montrer que si w w wn1 2, , ,L  sont les zéros d’un polynôme de degré formel n, 

les zéros de Q* sont les 1
wk

, les ordres de multiplicité étant conservés. 

Q2. Montrer que ∀ = ⇒ =z z P z P z, * 1 b g b g . 
Q3. Vérifier que pour tout k > 0, T Pn

k 0b g est réel. Montrer que si P n’a pas de 
racines dans le disque D z z= ≤;  1m r , alors si 1≤ ≤k n, T Pn

k 0b g est strictement 
positif. 
 On pourra montrer d’abord que T Pn 0 0b g >  puis montrer à l’aide du théorème 
de Rouché que T Pn  ne s’annule pas sur D. 
Q4. Réciproquement, montrer que si pour tout k n∈ 1 2, , ,Ll q , T Pn

k 0 0b g > , P ne 
s’annule pas sur D. On pourra commencer par étudier T Pn

n . 
Q5. Montrer que si T Pn

n 0 0b g ≠ , aucun des polynômes T Pn
k , 0 ≤ ≤k n ne s’annule 

sur le cercle Γ:  z = 1. 
Q6. Montrer que : 

T P Z T P Z T P

T P Z T P Z T P

n
k

n
k

n
k

n
k

n
k

n
k

0 0

0 0

1

1

b g c h c h
b g c h c he j

> ⇒ =

< ⇒ =

R
S|
T|

−

− *  

Q7. On note kj, j = 1, 2, ···, m, les indices k pour lesquels T Pn 0 0b g < . Montrer que 
si tous les T Pn

k 0b g sont non nuls : 

Z P n kj
j

j

mb g b g d i= − + −−

=
∑ 1 11

1

 

Q8. Soit P z a a z a z zn
n nb g = + + + +−
−

0 1 1
1L  un polynôme unitaire de degré n à 

coefficients complexes. Montrer qu’il existe un unique R > 0  tel que 
R a a R a Rn

n
n= + + + −
−

0 1 1
1L . Montrer que tous les zéros de P sont contenus 

dans D R0,b g. 
 Déterminer un majorant de R s’exprimant de façon simple en fonction des ai. 

Solution 

 Si Q ≠ 0 est de degré formel n, alors : 

Q z a z a zj
j

j

n

j
j

j p

q

b g = =
= =
∑ ∑

0

  

où 0 ≤ ≤ ≤p q n  et ap ≠ 0, aq ≠ 0. 
 p est la « valuation » et q est le « degré effectif » de Q. 
 Avec ces notations, 0 est racine d’ordre p de Q (une valuation nulle signifie 
que 0 n’est pas racine) et ∞ est racine d’ordre n – q de Q (un degré effectif égal au 
degré formel signifie que ∞ n’est pas racine). 
 Le polynôme n–réciproque de Q est : 
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Q z a z a z a zj
n j

j

n

q
n q

p
n p*b g = = + +−

=

− −∑
0

L  

 C’est un polynôme de degré formel n, degré effectif n – p, de valuation n – q et 
on a l’égalité : 

∀ ≠ = F
HG

I
KJz Q z z Q

z
n0 1, * b g  

Q1. Si 0 est racine d’ordre p ≥ 0 de Q, alors Q* est de degré effectif n – p et ∞ est 
racine d’ordre n n p p− − =b g  de Q. 
 De même si ∞ est racine d’ordre n – q de Q, alors Q* est de valuation n – q et 0 
est racine d’ordre n – q de Q*. 

 D’autre part, en notant Q z a z z zq
p

i
n

i

m
ib g b g= −

=
∏

1

 où les zi sont non nuls, deux à 

deux distincts et n p qi
i

m

=
∑ + =

1

, on a pour z ≠ 0 : 

Q z a z
z

z a z z
z

zq
n p

i

n

i

m

q
n q

i
i

n

i

mi i

*b g = −F
HG

I
KJ = −

F
HG

I
KJ

−

=

−

=
∏ ∏1 1

1 1

 

et 1
zi

 est racine d’ordre ni de Q*, pour tout i = 1, ···, m. 

Q2. La condition z = 1 équivaut à 1
z

z= . On en déduit alors que : 

P z z P
z

P zn*b g b g= F
HG

I
KJ =1  

 Il en résulte que tout zéro de module 1 de P est aussi zéro de P* (cas particulier 
de Q1). 
Q3. (i) Pour k = 0, on pose T P Pn

0 = . 
 Pour k = 1, on a : 

T P z T P z a P z a P z a a a a z a zn n n j n n j
j

j

n

j
j

j

n
1

0 0
0

1
1

0

1b g b g b g b g d i= = − = − =−
=

−

=

−

∑ ∑*  

en posant T Pn
1 0=  si n = 0. 

 De manière plus générale, on a pour tout k n∈ 0 1, ,...,l q : 

T P z a zn
k

j
k j

j

n kb g =
=

−

∑
0

 

avec : 
a a j n

a a a a a k n j n k
j j

j
k k

j
k

n k
k

n k j
k

0

0
1 1

1
1

1
1

0

1 0

= ≤ ≤

= − ≤ ≤ ≤ ≤ −

R
S|
T| − −

− −
−

− − −
−

 

  

b g
b gb g b g ,

 

 Pour k > n, on a T Pn
k = 0. 

 En particulier, on a T P a a IRn
k k

n k
k0 0

1 2

1
1

2b g b g= − ∈−
− −
− , pour tout k n∈ 1 2, , ,Ll q . 

(ii) Si P n’a pas de racines dans le disque fermé D de centre 0 et de rayon 1, alors 
a0 0≠ . 
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 Le polynôme P étant de degré effectif n, on a an ≠ 0 et P admet n racines 
complexes de module strictement supérieur à 1. Le produit de ces racines étant 

égal à −1 0b gn

n

a
a

, on en déduit que a
an

0 1>  et T P a an n0 00
2 2b g = − > . 

Remarque — Si le degré effectif de P est strictement inférieur à n, alors an = 0 et 
on a encore T P an 0 00

2b g = > . 
 D’autre part, on a : 

z T P z a P z a P z a P z a P zn n n= ⇒ − = = <1 0 0b g b g b g b g b g*  
 On déduit alors du théorème de Rouché (problème 28, Q2) que T Pn  a le même 
nombre de zéros que P dans le disque D. C'est-à-dire que T Pn  ne s’annule pas sur 
D. 
 Par récurrence, on déduit alors que T Pn

k 0 0b g >  et T Pn
k  ne s’annule pas sur D 

pour tout k = 1, 2, ···, n. 
Q4. Avec les notations introduites en Q3 (i), les conditions T Pn

k 0 0b g >  pour tout 

k n∈ 1 2, , ,Ll q  sont équivalentes à a ak
n k
k

0

2 2
> −  pour tout k n∈ −0 2 1, , ,Ll q. 

 On en déduit alors que : 
z T P z a T P z a T P z a T P z a T P zn

k k
n
k

n k
k

n
k

n k
k

n
k k

n
k= ⇒ − = = <+

− −1 1
0 0b g b g c h b g b g b g*

 

 Et avec le théorème de Rouché, on conclut que T Pn
k+1  et T Pn

k  ont le même 
nombre de zéros dans D. 
 Par récurrence, on en déduit que les T Pn

k  ont le même nombre de zéros que 
T Pn

n  dans D, pour tout k = 0, 1, ···, n. Comme T P z T Pn
n

n
nb g b g= >0 0, on déduit que 

les T Pn
k  ne s’annule pas dans D, pour tout k = 0, 1, ···, n. 

 On a donc ainsi montré que : 
(P n’a pas de zéros dans D) ⇔ (∀ ∈ >k n T Pn

k1 2 0 0, , , ,Ll q b g ) 
Q5. Si z z C z∈ = ∈ =Γ ;  1m r est racine de T Pn

k  pour un indice k n∈ −0 1 1, , ,Ll q, 

alors z est aussi racine de T Pn
kc h*

 (d’après Q2) et avec l’égalité 

T P z a T P z a T P zn
k k

n
k

n k
k

n
k+

−= −1
0b g b g c h b g*

, on déduit que z est aussi racine de T Pn
k+1 . 

Par récurrence on aboutit alors a T P zn
n b g = 0, ce qui contredit l’hypothèse 

T P z T Pn
n

n
nb g b g= ≠0 0. 

 On a donc ainsi montré que : 
T P k n z T P zn

n
n
k0 0 0 1 0b gc h l q b gc h≠ ⇒ ∀ ∈ ∀ ∈ ≠, , , , ,L   Γ  

Q6. (i) La condition T Pn
k 0 0b g >  équivaut à a ak

n k
k

0
1 2

1
1

2
−

− −
−> b g , ce qui entraîne : 

z T P z a T P z a T P z a T P zn
k k

n
k

n k
k

n
k k

n
k= ⇒ − = <− −

− −
− − − −1 0

1 1
1

1 1
0

1 1b g b g c h b g b gb g
*

 

 Et avec le théorème de Rouché, on conclut que T Pn
k  et T Pn

k−1  ont le même 
nombre de zéros dans D, c'est-à-dire que Z T P Z T Pn

k
n
kc h c h= −1 . 

(ii) La condition T Pn
k 0 0b g <  équivaut à a ak

n k
k

0
1 2

1
1

2
−

− −
−< b g , ce qui entraîne : 
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z T P z a T P z a T P z a T P zn
k

n k
k

n
k k

n
k

n k
k

n
k= ⇒ − = <− −

− − − −
− −
− −1 1

1 1
0

1 1
1

1 1b g c h b g b g c h b gb g b g
* *

 

 Et avec le théorème de Rouché, on conclut que T Pn
k  et T Pn

k−1c h*
 ont le même 

nombre de zéros dans D, c'est-à-dire que Z T P Z T Pn
k

n
kc h c he j= −1 *

. 

Q7. Avec Q1, on déduit que Z T Pn
k−1c he j*

 est égal au nombre de zéros de T Pn
k−1  en 

dehors du disque unité fermé. C'est-à-dire que : 
Z T P T P Z T P n k Z T Pn

k
n
k

n
k

n
k− − − −= − = − − −1 1 1 11c he j c h c h b g c h*

deg  

 On déduit alors de Q6 que : 

∀ ∈ =
>

+ − − <

R
S|
T|

−k n Z T P
Z T P T P

n k Z T P T P
n
k n

k
n
k

n
k

n
k

1 2
0 0

1 0 0
1, , , ,Ll q c h c h b g

c h b g 
 si 

 si 
 

 On range les kj dans l’ordre croissant, c'est-à-dire qu’on suppose que 
1 1 2≤ < < <k k kmL . 
 Par définition de k1, on a : 

Z P Z T P Z T P n k Z T Pn n
k

n
kb g c h c h c h= = = = + − −−0 1

1
1 11L  

avec Z T P n k Z T Pn
k

n
k1 21 2c h c h= + − − . Ce qui donne par récurrence : 

Z P n kj
j

j

mb g b g d i= − + −−

=
∑ 1 11

1

 

puisque Z T Pn
nc h = 0 (T P z T Pn

n
n
nb g b g= ≠0 0). 

Remarque — Avec : 

− + =
+

RST
−

=
∑ 1 1

0
1

1

1

b g b gj

j

m

n
m

n m
 si  est pair

 si  est impair
 

on déduit que : 

Z P
k m

n k m

j
j

j

m

j
j

j

m
b g

b g

b g
=

−

+ + −

R
S
||

T
||

=

=

∑

∑

1

1 1

1

1

 si  est pair

 si  est impair
 

Q8. (i) Si a0 0= , alors P z z Q zpb g b g= , avec p ≥ 1 et Q 0 0b g ≠ . Et on raisonne alors 
avec Q. On suppose donc que a0 0≠ . 
 Soit : 

f IR IR
t a t a t a tn n

n

: + +

−
−

→
+ + +a L0 1

1
1
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 La fonction f est continue, strictement croissante avec f 0 0b g =  et 
Lim f t
t→+∞

= +∞b g . Elle réalise donc une bijection de IR+ dans IR+. En particulier, il 

existe un unique réel t > 0 tel que f tb g = 1. Ce qui équivaut à dire que R
t

= >1 0 

est l’unique solution de R a a R a Rn
n

n= + + + −
−

0 1 1
1L . 

(ii) Pour tout ε > 0 et tout z C∈  tel que z R= + ε , on a : 
P z z a a R a R

a a R a R R
R

R z

n
n

n

n
n

n
n n

b g b g b g

c h b g
− ≤ + + + + +

< + + + +F
HG

I
KJ = + =

−
−

−
−

0 1 1
1

0 1 1
1

ε ε

ε ε

L

L               
 

 Avec le théorème de Rouché, on déduit alors que P a le même nombre de zéros 
que zn dans le disque ouvert z R< + ε . Ce résultat étant valable quel que soit 
ε > 0, on en déduit que P a tous ses zéros dans le disque fermé de centre 0 et de 
rayon R. 
(iii) Si R ≥ 1, on peut écrire que : 

R a a R a R a a a Rn
n

n
n

n= + + + ≤ + + +−
−

−
−

0 1 1
1

0 1 1
1L Lc h  

et R a a an≤ + + + −0 1 1L . On déduit donc la majoration : 
R Max a a an≤ + + + −1 0 1 1, Lm r  

 On peut aussi montrer que : 
R Max a a an≤ + + −0 1 11 1, , ,Lm r 

(problème 27, Q4). 

Problème 30 : Méthode de Newton–Kantorovich 

 Dans la méthode de Newton–Raphson classique, le calcul à chaque étape de la 
matrice jacobienne df x kb ge j  va ralentir les calculs. L’idée de Kantorovitch 

consiste à utiliser la même matrice jacobienne df x 0b ge j à chaque étape. La 

méthode obtenue est convergente pour x 0b g  convenablement choisi. 
 IRn est muni d’une norme quelconque qui induit une norme matricielle 
(problème 1). 
 On se donne un ouvert non vide Ω⊂ IRn , une application différentiable 
f IRn:Ω→ , un convexe fermé C ⊂ Ω  et un point x 0b g  intérieur à C. 
 On suppose que la différentielle df vérifie dans le convexe C une condition de 
Lipschitz de paramètre λ > 0 et que df x 0b ge j est inversible. 
 On note : 

A df x0
0 1

=
−b ge j , α = A0 , β = A f x0

0b ge j  et γ α β λ= ⋅ ⋅  

 On suppose que β ≠ 0  et que γ < 1
4

. 
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 On désigne par t t0 1<  les racines de l’équation γt t2 1 0− + =  et on suppose que 
la boule fermée B0 de centre x 0b g  et de rayon β⋅ t0  est contenue dans C. 
 Enfin on désigne par g l’application définie sur Ω  par : 

∀ ∈ = −x g x x A f xΩ,  b g b g0  
Q1. Montrer que : 

∀ ∈ − − − ≤ −x y C f x f y df y x y x y, ,  b g b g b gb g λ
2

2  

Q2. Montrer que g B B0 0b g⊂ . 
Q3. Montrer que : 

∀ ∈ − ≤
− −

−x y B g x g y x y, ,0
1 1 4

2
 b g b g γ

 

Q4. On définit la suite x k

k IN

b ge j
∈

 de points de B0 par : 

∀ ≥ = −+k x x A f xk k k0 1
0,  b g b g b ge j 

(a) Montrer que la suite x k

k IN

b ge j
∈

 converge vers l’unique solution x B∈ 0  de 

l’équation f xb g = 0. 
(b) Montrer qu’on a la majoration de l’erreur : 

∀ ≥ − ≤
−

k x x tk k0
1

0,  b g β
δ
δ  

où on a posé δ
γ

=
− −1 1 4

2
. 

Q5. On suppose que le convexe fermé C contient la boule fermée B1 de centre x 0b g  
et de rayon t1. 
(a) Montrer que : 

β βt x x t g x x x x0
0

1
0 0≤ − ≤ ⇒ − < −b g b g b gb g  

(b) En déduire que l’équation f xb g = 0 admet une unique solution dans B1. 

Solution 

Q1. Soit ϕ: ,0 1 → IRn  définie par ϕ t f y t x yb g b gc h= + − . Cette fonction est 
différentiable avec ′ = + − −ϕ t df y t x y x yb g b gc hb g et l’hypothèse df lipschitzienne 
sur C entraîne que : 

∀ ∈ ′ − ′ ≤ ⋅ −t t t x y0 1 0 2, , ϕ ϕ λb g b g  
 Et en écrivant que : 

f x f y df y x y t dtb g b g b gb g b g b g b g b g b gc h− − − = − − ′ = ′ − ′zϕ ϕ ϕ ϕ ϕ1 0 0 0
0

1
 

on déduit l’inégalité souhaitée. 
Q2. Pour x B∈ 0 , on a : 
g x x x x A f x A df x x x f x f x A f xb g b g e je j b g e j{ } e jb g b g b g b g b g b g− = − − = − − + −0 0

0 0
0 0 0

0
0  

 Avec B C0 ⊂  et Q1, on déduit que : 
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g x x x x tb g b gb g b g− ≤ − + ≤ +0 0 2

0
2

2 2
α λ β α λ β β  

soit, avec la définition de t0 : 

g x x t t tb g d ib g− ≤ +F
HG

I
KJ < + =0

0
2

0
2

02
1 1β γ β γ β  

 C'est-à-dire que g x Bb g∈ 0. On a donc g B B0 0b g⊂ . 
Q3. La fonction g est différentiable avec : 

∀ ∈ = − = −x dg x I A df x A df x df xdΩ,  b g b g e j b ge jb g
0 0

0  

 Et avec la condition de Lipschitz sur df, on déduit que : 
∀ ∈ ≤ −x C dg x x x,  b g b gαλ 0  

 En particulier, pour x B∈ 0 , on a dg x t tb g ≤ =αλβ γ0 0 avec t0
1 1 4

2
=

− − γ
γ

. 

 Avec le théorème des accroissements finis, on déduit alors que : 

∀ ∈ − ≤
− −

−x y B g x g y x y, ,0
1 1 4

2
 b g b g γ

 

 En remarquant que δ
γ

=
− −

<
1 1 4

2
1
2

, on déduit que g est une contraction sur 

B0. 
Q4. La suite x k

k IN

b ge j
∈

 est bien définie dans B0, puisque x g xk k+ =1b g b ge j et 

g B B0 0b g⊂ . 
(a) Avec Q3, on déduit que pour tout k ≥ 1, on a : 

x x g x g x x xk k k k k k+ − −− = − ≤ −1 1 1b g b g b g b g b g b ge j e j δ  

et par récurrence : 
∀ ≥ − ≤ − ≤+k x x x x tk k k k0 1 1 0

0,  b g b g b g b gδ β δ  
 Pour q > p dans IN, on a alors : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }x x x x x x t tq p q q p p q p p
q p

− ≤ − + + − ≤ + + =
−
−

− + −
−

1 1
0

1
0

1
1

L Lβ δ δ β δ δ
δ

 

 C'est-à-dire : 
( ) ( ) ( )∀ > − ≤

−
q p x x

tq p p,  
β
δ
δ0

1
1  

avec Lim
p

p

→+∞
=δ 0. 

 On a donc ainsi montré que la suite x k

k IN

b ge j
∈

 est de Cauchy dans IRn, elle est 

donc convergente vers x B∈ 0 . 
 Des égalités x g xk k+ =1b g b ge j, on déduit que x g x= b g, ce qui équivaut à 
f xb g = 0. 
 Si ′ ∈ −x B x0 l q est une autre solution de f xb g = 0, alors en écrivant que : 

x x g x g x x x x x− ′ = − ′ ≤ − ′ < − ′b g b g δ  
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on aboutit à une contradiction. 
 Donc l’équation f xb g = 0 admet une unique solution dans B0. 
(b) En faisant tendre q vers l’infini dans les inégalités (1) du (a), on déduit que : 

∀ > − ≤
−

p x x tp p0
1

0,  b g β
δ
δ  

Remarque — La convergence est moins rapide qu’avec la méthode de Newton–
Raphson classique. 
Q5. (a) En Q2, on a vu que pour tout x C∈ , on a : 

g x x x x x xb g b g b g b g− ≤ − + < − +0 0 2 0 2

2
α λ β αλ β  

 Si β βt x x t0
0

1≤ − ≤b g , alors t
x x

t t=
−

∈
0

0 1

b g

β
,  et γt t2 1 0− + ≤ , c'est-à-dire : 

γ
β β

x x x x−
−

−
+ ≤

0 2

2

0

1 0
b g b g

 

ou encore αλ βx x x x− + ≤ −0 2 0b g b g . 
 On a donc, en définitive : 

β βt x x t g x x x x0
0

1
0 0≤ − ≤ ⇒ − < −b g b g b gb g  

(b) On a déjà vu qu’il y a une seule racine de f xb g = 0 dans B0. 
 Si ′ ∈x B1 est une autre racine avec β βt x x t0

0
1≤ − ≤b g , alors : 

′ − = ′ − < ′ −x x g x x x x0 0 0b g b g b gb g  
ce qui est impossible. On a donc une seule racine de  f xb g = 0 dans B1. 

Problème 31 :  Calcul de l’inverse d’une matrice. 
      Méthode de Schulz 

 On désigne par M Cn b g l’espace vectoriel des matrices complexes d’ordre 
n ≥ 1. Il est muni d’une norme matricielle induite par une norme vectorielle 
(problème 1). Pour toute matrice M M Cn∈ b g , on désigne par ρ Mb g le rayon 
spectral de M (problème 2). 
 Pour toute matrice inversible A, on désigne par Ak k IN

b g
∈

 la suite de matrices 
définie par la récurrence : 

A M C

A A I E k
n

k k d k

0

1 0

∈

= + ≥

RS|T| +

b g
b g b g  

 

où Id désigne la matrice identité et E I A Ak d k= − ⋅ . 
Q1. Montrer que : 

∀ ≥ =k E Ek

k

0 0
2,   

Q2. (a) Montrer que la suite Ak k IN
b g

∈
 converge vers l’inverse de A si et seulement 

si ρ E0 1b g < . 
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(b) Donner une majoration de l’erreur A Ak −
−1 . 

Q3. Montrer que le choix de A
A A

A
t

t

0
1=  assure la convergence de la suite 

Ak k IN
b g

∈
. 

Q4. On écrit la matrice A sous la forme A I Bd= −  et on suppose que ρ Bb g < 1.  
 En prenant A Id0 = , montrer que : 

∀ ≥ =
=

−

∑k A Bk
j

j

k

0
0

2 1

,   

et que la suite Ak k IN
b g

∈
 converge vers A–1. 

Solution 

Q1. On a : 
E I A A I E E A A E Ek d k d k k k k k+ = − ⋅ + = − ⋅ =1

2b g  
et par récurrence E Ek

k

= 0
2  pour tout ∀ ≥k 0. 

Q2. (a) Avec les résultats du problème 2, Q6, on a les équivalences : 
Lim A A Lim AA I Lim E E
k k k k d k k→+∞

−

→+∞ →+∞
= ⇔ = ⇔ = ⇔ <1

00 1ρb g  

(b) On a A A A I A A A Ek d k k
− − −− = − ⋅ =1 1 1b g  et : 

A A A E A Ek k

k
− − −− ≤ ≤1 1 1

0
2  

Q3. La matrice A A
A A

A At

t

⋅ = ⋅0
1  est symétrique définie positive puisque A 

est inversible, avec ρ A A⋅ ≤0 1b g  (problème 2, Q1). 
 On en déduit donc que toutes ses valeurs propres sont réelles contenues dans 
l’intervalle 0 1, . Il en résulte que celles de E I A Ad0 0= − ⋅  sont réelles contenues 
dans l’intervalle 0 1, . Ce qui entraîne ρ E0 1b g <  et la convergence de la suite 

Ak k IN
b g

∈
 vers A-1. 

Q4. Pour k = 1, on a A I B1 = + . En supposant que pour k ≥ 1, on a A Bk
j

j

k

=
=

−

∑
0

2 1

, 

on déduit que A B I B Bk
j

j

j

j

k
k

k

+
=

−

=

−

=
F
HG

I
KJ + =∑ ∑

+

1
0

2 1
2

0

2 11

e j , ce qui démontre le résultat par 

récurrence. 
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Problème 32 :  Racine carrée d’une matrice complexe 

 IR– désigne l’ensemble des réels négatifs ou nuls. 
 C+ désigne l’ensemble des nombres complexes de partie réelle strictement 
positive. 
 L’espace vectoriel M Cn b g des matrices complexes d’ordre n ≥ 1 est muni 
d’une norme non nécessairement induite par une norme vectorielle. 
 Pour toute matrice M M Cn∈ b g , on désigne par Sp Mb g l’ensemble des 
valeurs propres de M. 
 On dit que M M Cn∈ b g  admet une racine carrée s’il existe X M Cn∈ b g telle 
que X M2 = . 
 Dans tout le problème, A désigne une matrice complexe d’ordre n telle que : 

Sp A C IR i jp i jb g n s d i= ⊂ − ≠ ≠−λ λ λ λ λ1 2, , ,L    si  
 A cette matrice, on associe la fonction f M C M Cn n: b g b g→  définie par : 

∀ ∈ = −X M C f X X An b g b g,  2  
Q1. Montrer que pour tout a C IR∈ − − , il existe un unique complexe z C∈ +  tel 
que z a2 = . On note z a= . 
Q2. Soit a C IR∈ − −  et g C C: * →  définie par : 

∀ ∈ = +F
HG

I
KJz C g z z a

z
* ,  b g 1

2
 

 On prolonge g à C∪ ∞l q en posant f f0b g b g= ∞ = ∞  et on définit les suites 
xk k IN

b g
∈

 et yk k IN
b g

∈
 par : 

x C

k x g x y x a
x ak k k

k

k

0

10

∈

∀ ≥ = = −
+

R
S|
T| +, ,  b g  

(a) Exprimer yk en fonction de y0, pour tout k ≥ 0. 
(b) Montrer l’équivalence : 

Lim x a x IP
k k→+∞

+= ⇔ ∈e j c h0  

où IP+  est un demi-plan du plan complexe stable par f à préciser. 
(c) Montrer que pour tout x0 0>  dans IR, la suite xk k IN

b g
∈

 est bien définie dans C 
et converge vers a . 
Q3. (a) Donner un exemple de matrice qui n’admet pas de racine carrée. 
(b) Donner un exemple de matrice qui admet une infinité de racines carrées. 
Q4. Soit T M Cn∈ b g triangulaire supérieure telle que Sp T C IRb g⊂ − − . 
 Montrer qu’il existe une unique matrice triangulaire supérieure X M Cn∈ b g 
telle que Sp X Sp T Cb g b go t= ∈ ⊂ +λ λ;   et X T2 = . On note X T= . 

Q5. Comme indiqué en préambule, A M Cn∈ b gest telle que Sp A C IRb g⊂ − − . 
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 Montrer qu’il existe une unique matrice X M Cn∈ b g telle que 
Sp X Sp A Cb g b go t= ∈ ⊂ +λ λ;   et X A2 = . On note X A= . 
Q6. Dans cette question, on suppose de plus que A est diagonalisable 
(a) Montrer que : 

A
L

L Ai

i i
i

i

p

=
=
∑

λ
λb g b g

1

 

où L t ti j
j
j i

p

b g d i= −
=
≠

∏ λ
1

, pour tout i = 1, 2, ···, p. 

(b) Pour n = p = 2, donner une expression simple de A , moyennant certaines 
hypothèses sur les valeurs propres de A. 
Q7. Montrer que la fonction f définie en préambule est indéfiniment dérivable et 
calculer sa différentielle df Xb g en tout point X M Cn∈ b g. 
Q8. Montrer que pour tout M M Cn∈ b g , on a : 

Sp df M Sp Mb gc h b gm r= + ∈λ µ λ µ; ,  
Q9. Montrer l’équivalence : 

(df Xb g est inversible) ⇔ (X n’admet pas deux valeurs propres opposées) 

Q10. On note α A
df A

b g
d i

=
−

1
1

 où df Ad i−1
 est la norme induite par la 

norme choisie sur M Cn b g. 
 Pour tout X M Cn∈ b g, on note e X X Ab g = −  et si de plus df Xb g est 
inversible, on note g X X df X f Xb g b g b g= − −1 . 
(a) Pour tout X M Cn∈ b g telle que df Xb g soit inversible, montrer que : 

 (i) g X X g X Ab gc h b g− = −
2 2 . 

 (ii) g X X e g X e X e g X e X e X e g Xb gc h b gc h b g b gc h b g b g b gc h− = + − −
2 2 2 . 

 (iii) α A e g X df A e g X e X e X e g Xb g b gc h d i b gc h b g b g b gc h≤ ≤ +
2

2 . 

(b) Montrer que si X0 est dans la boule ouverte de centre A  et de rayon 
α Ab g

3
, 

alors on peut définir la suite X k k IN
b g

∈
 de l’algorithme de Newton par 

X g Xk k+ =1 b g, pour tout k ≥ 0, et cette suite converge vers A . 
Q11. Dans cette question, on suppose de plus que A est diagonale. 
 Montrer que si dans l’algorithme de Newton associé à la résolution de 
f Xb g = 0 on prend X Id0 = , alors la suite X k k IN

b g
∈

 définie par X g Xk k+ =1 b g est 
aussi définie par : 

∀ ≥ = + ⋅+
−k X X A Xk k k0 1

21
1,  d i  

et qu’elle converge vers A . 
Q12. Montrer que le résultat de Q11 est encore vrai pour A diagonalisable. 
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Solution 

Q1. a C IR∈ − −  s’écrit de manière unique a ei= ρ θ , avec ρ > 0 et θ π π∈ − , . En 

posant z e
i

= ρ
θ
2 , on a z C∈ +  (Re Coszb g = F

HG
I
KJ >ρ θ

2
0) et z a2 = . 

 Si y C∈ +  vérifie aussi y a2 = , on a alors y z2 2 0− =  et y z= ± . La solution 
y = –z donne Re yb g < 0, ce qui est exclut, donc y = z. 
 On a donc ainsi montré que a admet une unique racine carrée dans C+. 
Remarque — L’application a aa  définie sur le plan coupé C IR− −  est la 
« détermination principale » de la racine carrée complexe. Elle définit une 
fonction holomorphe. 

a
a

 

Figure 4.1 

Q2. (a) Si xk ≠ 0 et xk ≠ ∞ , on a alors : 

y x ax a
x ax a

x a

x a
yk

k k

k k

k

k

k+ = − +
+ +

=
−

+
=1

2

2

2

2
22

2

d i
d i

 

 Si xk = 0 ou xk = ∞ , alors y yk k= =+1 1. 
 Donc, dans tous les cas, on a : 

∀ ≥ =+k y yk k0 1
2,   

et par récurrence : 
∀ ≥ =k y yk

k

0 0
2,   

(b) Si l’un des xk est nul alors la suite diverge. 
 Si Lim x a

k k→+∞
= , alors Lim y

k k→+∞
= 0, ce qui équivaut à y0 1< , soit 

x a x a0

2

0

2
− < + , c'est-à-dire que x0 est dans le demi-plan : 

IP z C Ré az z x iy C x y+ = ∈ > = = + ∈ − >; ;  d i{ } l q0 0α β  

où on a noté a i= +α β  avec α > 0 (figure 4.2). 
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α β-i

 

Figure 4.2 

 Pour z IP∈ + , on a z ≠ 0 et 
z a

z a

−

+
< 1. Puis avec 

f z a

f z a
z a
z a

b g
b g

−

+
= −

+
<

2

1, 

on déduit que f z IPb g∈ + . C'est-à-dire que IP+  est stable par f. 
 Réciproquement si x IP0 ∈

+ , alors la suite xk k IN
b g

∈
 est bien définie puisque 

f IP IP+ +⊂c h . De plus on a y0 1< , ce qui entraîne Lim y
k k→+∞

= 0, soit Lim x a
k k→+∞

= . 

(c) Résulte de IR IP+ +⊂ . 

Q3. (a) Soit A =

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
0 0 0 0

L

L

L

L

. . . . . . C’est une matrice nilpotente d’ordre n 

( An = 0 et A p ≠ 0 pour p < n). 
 Si A X= 2, alors X est aussi nilpotente. Soit { }p n∈ 2, ,L  son ordre. Si 
p k= 2 , alors A Xk p= = 0 avec k < n, ce qui n’est pas possible. Donc p k= +2 1 
et A Xk p+ += =1 1 0 avec k + 1 < n si n > 1, ce qui est encore impossible. 
 Donc A n’admet pas de racine carrée. 
(b) Si X est une matrice de symétrie, alors X Id

2 = . C'est-à-dire que Id  admet une 
infinité de racines carrées. 
Q4. On procède par récurrence sur n ≥ 1. 
 Pour n = 1, le résultat est montré en Q1. 
 Supposons le résultat vrai pour n − ≥1 1. 

 On décompose T par blocs, soit T
T T

t
n

nn

=
′F

HG
I
KJ

−1

0
, où ′ ∈ −T M Cn 1b g est 

triangulaire supérieure avec Sp X C IR′ ⊂ − −b g , t C IRnn ∈ − −  et T Cn
n

−
−∈1

1. 
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 Il s’agit alors de trouver X
X X

x
M Cn

nn
n=

′F
HG

I
KJ ∈

−1

0
b g  telle que X T2 = , c'est-à-

dire : 
′ = ′

=
′ + =

R
S|

T| − − −

X T

x t
X x I X T
nn nn

nn n n n

2

2

1 1 1b g
 

 Les deux premières équations admettent pour unique solution ′ = ′X T  et 
x t Cnn nn= ∈ +  avec Sp X Sp T C′ = ∈ ′ ⊂ +b g b go tλ λ;  . 
 La matrice ′ + −X x Inn n 1 est triangulaire supérieure avec pour termes diagonaux 
les t t C Cii nn+ ∈ ⊂ −+ 0l q, elle est donc inversible et la troisième équation a 
pour unique solution X X x I Tn nn n n− −

−
−= ′ +1 1

1
1b g . 

Q5. On peut écrire A PTP= −1, où T est triangulaire supérieure et P inversible. 
Comme Sp T Sp Ab g b g= , la matrice T vérifie les hypothèses de Q4 et admet donc 
une unique racine carrée Y T=  triangulaire supérieure telle que 
Sp Y Sp A Cb g b go t= ∈ ⊂ +λ λ;  . En posant X PYP= −1, on a X A2 =  avec 
Sp X Sp Yb g b g= . 
 Supposons que X A Y2 2= = , les valeurs propres de X et Y étant dans C+. On 
désigne par PX et PY les polynômes minimaux de X et Y respectivement. On a 

alors P t P t tX Y j

m

j

m
jb g b g d i= −

=
∏ µ

1

 avec les µ j  deux à deux distincts tels que les µ j
2  

soient aussi deux à deux distincts et non nuls. 
 On peut alors trouver un polynôme P tel que P t t2c h−  s’annule en chaque µ j  
ainsi que ses mj −1 premières dérivées (polynôme d’interpolation d’Hermite, 
problème 33). Le polynôme P t t2c h−  est donc un multiple de P PX Y  et il annule X 
et Y. On a donc : 

X P X P A P Y Y= = = =2 2c h b g c h  
ce qui prouve l’unicité de la racine carrée de A. 
Q6. En reprenant le raisonnement de Q5, on voit qu’on peut écrire A PDP= −1 et 

A P DP= −1, avec P inversible, D et D  diagonales et 
Sp A Sp Ad i b go t= ∈λ λ;  . C'est-à-dire que A et A  se diagonalisent dans une 
même base, ou encore que : 

C Ker A In

k

p

k d= −
=
⊕

1
λb g, avec E Ker A I Ker A Ik k d k d= − = −λ λb g d i  

 Pour tout x Ek∈ , on a alors : 
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Ax x

L A x

A I x i k

x L x i k

k

i

j d
j
j i

p

k j
j
j k

p

k k

=

=

− = ≠

− = =

R

S
|||

T
|||

=
≠

=
≠

∏

∏

λ

λ

λ λ λ
b g

d i

d i b g

1

1

0 si 

 si 

 

d’où l’égalité cherchée. 
(b) Pour p = 2 et n ≥ 2 , on a : 

A A Id=
+

+1

1 2
1 2λ λ

λ λd i 
 Dans le cas particulier où n = 2, on a λ λ1 2 = Dét Ab g  et λ λ1 2+ = Trace Ab g . Si 

λ λ1 2 ∈ − −C IR , on peut alors écrire λ λ1 2

2
2+ = +d i b g b gTrace A Dét A  et en 

supposant que cette dernière quantité est dans C IR− − , on a : 

A
Trace A Dét A

A Dét A Id=
+

+1

2b g b g
b ge j 

Remarque — Cette égalité est valable, par exemple, pour A matrice réelle 
symétrique définie positive. 
Q7. En identifiant M Cn b g à Cn2

, on voit que l’application X Xa 2  est 
polynomiale homogène de degré 2, elle est donc de classe C∞ . 
 Pour X, H dans M Cn b g, on a : 

f X H X H A f X XH HX H+ = + − = + + +b g b g b g2 2  
c'est-à-dire que la différentielle de f en X est l’application linéaire : 

df X M C M C
H XH HX

n nb g b g b g: →
+a

 

Q8. Si λ µ, ∈Sp Mb g, alors µ ∈Sp Mtc h  et il existe x, y dans Cn − 0l q tels que 
Mx x= λ  et tMy y= µ . La deuxième égalité s’écrivant aussi t tyM y=µ . La matrice 
H x y x yt

i j i j n
= =

≤ ≤
d ie j

1 ,
 est alors non nulle et on a : 

df M H x yM Mx y Ht tb g b g= + = +µ λ  
 C'est-à-dire que λ µ+ ∈Sp df Mb gc h . 
 Réciproquement, soit ν ∈Sp df Mb gc h et H un vecteur propre associé non nul. 

On a alors MH H I Hd= −νb g et par récurrence sur p ≥ 0, M H H I Hp
d

p= −νb g , 
de sorte que : 

∀ ∈ = −P C t P M H HP I Hd,  b g b gν  
 En prenant pour P le polynôme caractéristique de M, on a 0 = −HP I Hdνb g . 
Comme H ≠ 0, la matrice P I Hdν −b g  ne peut être inversible et elle admet 0 pour 
valeur propre. En considérant que Sp P B P Sp Bb gc h b g b gm r= ∈ν ν;  , pour toute 
matrice B (il suffit de réduire B sous forme triangulaire), on déduit qu’il existe 
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λ ∈Sp Mb g  tel que P ν λ− =b g 0, c'est-à-dire qu’il existe µ ∈Sp Mb g  tel que 
ν λ µ− =  et ν λ µ= +  avec λ µ, ∈Sp Mb g. 
 On a donc ainsi prouvé que Sp df M Sp Mb gc h b gm r= + ∈λ µ λ µ; , . 
Q9. df Xb g est inversible si et seulement si 0∉Sp df Xb gc h, ce qui équivaut à dire 
que pour toutes valeurs propres λ µ,  de X, on a λ µ+ ≠ 0, c'est-à-dire que X n’a 
pas deux valeurs propres opposées. 
Q10. On a vu que Sp A Cd i⊂ +  si Sp A C IRb g⊂ − − , donc A  ne peut avoir 

deux valeurs propres opposées et df Ad i est inversible, de sorte que la définition 
de α Ab g  est légitime. 

(a) (i) On a g X X g X X Xg X g X Xb gc h b g b g b g− = + − −
2 2 2 . 

 D’autre part, avec la définition de la fonction g, on a : 
df X g X df X X f Xb g b g b g b g= −  

soit avec les expressions de df Xb g et de f Xb g : 
Xg X g X X X f X X Ab g b g b g+ = − = +2 2 2  

et : 
g X X g X Ab gc h b g− = −

2 2  
(ii) Il suffit d’écrire que : 

g X X g X A X A e g X e Xb gc h b gd i d ie j b gc h b gd i− = − − − = −
2 2 2

 

(iii) On a : 
df A e g X A g X A g X A A Ag X g X A Ad i b gc h b gd i b gd i b g b g= − + − = + − 2  
 Soit : 

df A e g X g X A g X Ad i b gc h b g b gd i= − − −2 2
 

 Ce qui donne, avec (i) : 
df A e g X g X X e g Xd i b gc h b gc h b gc h= − −

2 2
 

 Puis avec (ii) : 
df A e g X e X e g X e X e X e g Xd i b gc h b g b gc h b g b g b gc h= − −2  

 On en déduit alors l’inégalité : 
df A e g X e X e X e g Xd i b gc h b g b g b gc h≤ +

2
2  

 D’autre part, pour toute matrice H, on a : 

H df A df A H df A df A H= ≤
− −d i d i d i d i1 1

 

et : 
α A H df A Hb g d i≤  

 Cette inégalité est vraie, en particulier, pour H e g X= b gc h. 
(b) On suppose que X A

A
0 3
− <

αb g
. 
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 Pour tout H M Cn∈ b g, on a : 
df A H AH H A A X H H A X X H HXd i d i d i= + = − + − + +0 0 0 0  

soit : 
df A H df A X H df X Hd i d i b g= − +0 0  

 On en déduit alors que : 
df A H df A X H df X H A X H df X H

A
H df X H

d i d i b g b g
b g b g

≤ − + ≤ − +

≤ +

0 0 0 0

0

2

2
3

                  
α  

 En (a) (iii), on a vu que, par définition de α Ab g , on a α A H df A Hb g d i≤ . 

Il en résulte donc que : 

∀ ∈ ≤ +H M C A H
A

H df X Hn b g b g b g b g,  α
α

2
3 0  

 Ce qui entraîne df X H
A

H0 3
0b g b g

≥ >
α

 si H ≠ 0. On déduit alors que 

df X 0b g est inversible et que X1 est bien défini. 
 L’inégalité (iii) du (a) s’écrit alors : 

α

α

A X A X A X A X A

A
X A X A

b g { }
b g { }

1 0 0 1

0 1

2

3
2

− ≤ − − + −

≤ − + −                        
 

 Ce qui donne X A X A1 0− ≤ − . 
 Par récurrence, en supposant que X X X k0 1, , ,L  sont définis avec 

X A X A X Ak − ≤ ≤ − ≤ −L 1 0 , le même raisonnement prouve que Xk+1 

est bien défini avec X A X A X Ak k+ − ≤ − ≤ −1 0 . 

 La suite e X Ak k IN k
k IN

b g e j
∈ ∈

= −  est donc décroissante minorée et elle 

converge vers une quantité L X A
A

∈ − ⊂
L
NM

L
NM0 0

30, ,
αb g

. 

 L’inégalité (iii) du (a) nous donne α A e e e ek k k kb g + +≤ +1
2

12 , et en faisant tendre 
k vers l’infini, on aboutit à α A L Lb g ≤ 3 2 . 

 Si L > 0, alors L
A

≥
αb g

3
, ce qui contredit L

A
<
αb g

3
. On a donc nécessairement 

L = 0, c'est-à-dire que Lim X A
k k→+∞

= . 

Q11. On remarque d’abord que si ( )X Diag x x xn= 1 2, , ,L  est diagonale avec 

x xi j+ ≠ 0 pour i j≠ , alors df Xb g−1 est définie par : 
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∀ ∈ =
+

+

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

−H M C df X H

h
x

h
x x

h
x x

h
x

n

n

n

n

n

nn

n

b g b g,  1

11

1

1

1

1

1

2

2

L

M L M

L

 

 Ce qui donne : 
g X X df X f X Diag y y ynb g b g b g b g= − =−1

1 2, , ,L  
avec : 

y x x
x

x
xi i

i i

i
i

i

i

= − − = +
F
HG

I
KJ

2

2
1
2

λ λ  

si A Diag n= λ λ λ1 2, , ,Lb g . 
 On déduit alors que X k k IN

b g
∈

 est une suite de matrices diagonales définie par 

X Diag x x xk
k k

n
k= 1 2

b g b g b ge j, , ,L  où : 

x

x x
x

k
i n

i

i
k

i
k i

i
k

0

1

1

1
2

0
1

b g

b g b g
b g b g b g

=

= +
F
HG

I
KJ ≥

R
S|

T|
≤ ≤+ λ  

   

 En Q2, on a vu que chaque suite xi
k

k IN

b ge j
∈

 est bien définie et converge vers 

λ i  si xi
0 0b g > . 

 C'est-à-dire que la suite X k k IN
b g

∈
 est bien définie et converge vers A . 

 De plus la récurrence ci-dessus s’écrit : 
X I

X X AX k

d

k k k

0

1
11

2
0

=

= + ≥

R
S|
T| +

−d i b g 
 

Q12. On a A PDP= −1, avec D Diag n= λ λ λ1 2, , ,Lb g et P inversible. 
 On pose ϕ Y Y Db g = −2 . 
 Pour X PYP= −1, on a : 

df X H XH HX P Y P HP P HP Y P Pd Y P HP Pb g c h c he j b gc h= + = + =− − − − −1 1 1 1 1ϕ  
et df Xb g est inversible si et seulement si d Yϕb g  est inversible (ce qui peut aussi 
se voir en remarquant que X et Y ont les mêmes valeurs propres). 
 Z g X X df X f X= = − −b g b g b g1  est solution de df X Z df X X f Xb g b g b g= − , 
soit Pd Y P ZP P Pd Y P XP P X Aϕ ϕb gc h b gc h c h− − − −= − −1 1 1 1 2 . C'est-à-dire que 

P ZP−1  est solution de d Y P ZP d Y P XP Y Dϕ ϕb gc h b gc h c h− −= − −1 1 2 . 

 On a donc P ZP Y d Y Y− −= −1 1ϕ ϕb g b g . 
 On en déduit alors que la suite X k k IN

b g
∈

 est définie par : 
∀ ≥ = −k X PY Pk k0 1,   
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où Yk k IN
b g

∈
 est la suite des itérations de l’algorithme de Newton associé à la 

résolution de ϕ Y Y Db g = − =2 0. 
 Si on prend X Id0 = , alors Y Id0 =  et la suite Yk k IN

b g
∈

 est bien définie et 
converge vers D . Il en résulte alors que la suite X k k IN

b g
∈

 est bien définie et 
converge vers A . 

 De plus, on a X P Y DY P X AXk k k k k+
− − −= + = +1

1 1 11
2

1
2

d i d i . 

Remarque — La suite X k k IN
b g

∈
 ne donne un procédé numériquement stable que si 

le conditionnement de A, relatif à une norme matricielle induite (problème 6) est 
inférieur à 9. Un algorithme stable est donné en considérant les suites X k k IN

b g
∈

 et 
Yk k IN
b g

∈
 définies par : 

X A Y I

X X Y Y Y X k

d

k k k k k k

0 0

1
1

1
11

2
1
2

0

= =

= + = + ≥

R
S|
T| +

−
+

−

;

;

 

  d i d i b g 

 On a alors Lim X A
k k→+∞

=  et Lim Y A
k k→+∞

−
=

1
 (Schatzman, p. 243). 



CHAPITRE 5 

Approximation polynomiale 
des fonctions numériques 

Problème 33 : Polynômes d’interpolation d’Hermite 

 On désigne par IR x  l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et 
pour tout entier m ≥ 1, IR xm  désigne le sous-espace vectoriel de IR x  formé des 
polynômes de degré inférieur ou égal à m. 
 On se donne un entier n ≥ 1, une suite de réels deux à deux distincts 
X x x x IRn

n= ∈ +
0 1

1, , ,Lb g  et une suite d’entiers α α α α= ∈ +
0 1

1, , ,L n
nINb g . 

 On note m i
i

n

= +
=
∑ α 1

0

b g et π α
m i

i

n

x x x ib g b g= − +

=
∏ 1

0

. 

 On désigne par H IR x IRm: →  l’application linéaire définie par : 
∀ ∈ = ′ ′P IR x H P P x P x P x P x P x P xn n n

n, , , , , , , , ,b g b g b g b g b g b g b ge jb g b g
0 0 0

0L L Lα α  
 Pour toute fonction continue ϕ: ,a b IR→ , on note : 

ϕ ϕ∞ = ∈Sup t t a bb gn s; ,  
Q1. Calculer le noyau de H. 
Q2. Montrer que IR x Ker H IR xm= ⊕ −b g 1 . 
Q3. Montrer que pour toute suite de m réels Y y y y yn n n

= 0 0 0 00, , , ,, , , , , ,L L Lα αd i il 
existe un unique polynôme P IR xm∈ −1  tel que : 

P x y i n kk
i i k i

b g b g b g= ≤ ≤ ≤ ≤, ,0 0 α  
 On dit que P est le polynôme d’interpolation d’Hermite associé à α, X et Y. 
 Dans le cas où α = 0 dans IN m, P est le polynôme d’interpolation de Lagrange 
associé à X et Y. 
Q4. Pour { }i n∈ 0 1, , ,L  et { }k i∈ 0 1, , ,L α , on désigne par Hi,k le polynôme de 
IR xm−1  défini par : 
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H x
si p q i k
si p q i ki k

q
p,

, ,

, ,
b g d i b g b g

b g b g=
≠

=

RS|T|
0

1
 

(a) Montrer que B H i n kH i k i= ≤ ≤ ≤ ≤, , ,0 0 αm r est une base de IR xm−1 . 
(b) Donner une expression des L Hi i= ,0 , pour i = 0, 1, ···, n, dans le cas où α = 0. 
(c) Donner une expression des Hi k, , pour i = 0, 1, ···, n, k = 0, 1, dans le cas où 
α = 1 1 1, , ,Lb g. 
(d) Ecrire le polynôme d’interpolation d’Hermite associé à α, X et Y dans la base 
BH. 
Q5. On se donne un intervalle fermé a b,  contenant tous les xi pour i = 0, 1, ···, n 
et une fonction f a b IR: , →  de classe C m. 
 Le polynôme d’interpolation d’Hermite de f associé à α et X est défini par : 

d P m

P x f x i n k
n

n
k

i
k

i i

° ≤ −

= ≤ ≤ ≤ ≤

R
S|
T|

b g
b g b g b gb g b g

1

0 0, α
 

 L’erreur d’interpolation est définie par : 
∀ ∈ = −x a b E x f x P xn n, , b g b g b g  

(a) Montrer que si g a b IR: , →  est une fonction de classe Cm qui s’annule en 
m+1 points distincts ou confondus, alors il existe ξ ∈ a b,  tel que g mb g b gξ = 0. 
(b) Soit x a b x x xn∈ −, , , ,0 1 Ll q et Qn+1 le polynôme d’interpolation d’Hermite 
de f associé à α α α0 1 0, , , ,L nb g  et x x x xn0 1, , , ,Lb g. 
(i) Montrer que : 

Q t P t
f x P x

x
tn n

n

m
m+ = +

−
1b g b g b g b g

b g b g
π

π  

(ii) Calculer Qn
m

+1
b g . 

(iii) Si on pose g f Qn= − +1, montrer alors qu’on peut trouver ξ x a b∈ ,  tel que 
g m

x
b g b gξ = 0. 

(c) Montrer que pour tout x a b∈ , , on peut trouver ξ x a b∈ ,  tel que : 

E x f x P x
m

x fn n m
m

xb g b g b g b g b gb g= − = 1
!
π ξ  

Q6. On garde les notations de Q5 en supposant de plus que la fonction f est 

analytique au voisinage de c a b= +
2

 avec un rayon de convergence R b a> −
2

. 

(a) Montrer que pour tout r b a R∈ −O
QP

L
NM2

, , on peut trouver une constante Cr telle 

que : 

∀ ∈ ≤ ⋅ ⋅

− −F
H

I
K

∞ +m IN f m r C

r b a
m r

m, !b g

2

1  
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(b) En déduire que si R b a> −3
2
b g, alors la suite Pn n

b g
≥1

 des polynômes 

d’interpolation d’Hermite de f converge uniformément vers f. 

Solution 

Q1. Tout polynôme P Ker H∈ b g vérifie : 
P x i n kk

i i
b g b g b g= ≤ ≤ ≤ ≤0 0 0, α  

 C’est donc un multiple du polynôme πm. Ce qui montre que : 
Ker H IR x Q Q R xm mb g m r= ⋅ = ⋅ ∈π π ;  

Q2. Avec le théorème de division euclidienne, on peut écrire de manière unique 
tout polynôme P R x∈  sous la forme : 

P Q R R d R mm= ⋅ + = ° <π 0 ou b gc h 
 Ce qui donne le résultat. 
Q3. Avec Q2, on déduit que Ker H IR xm−

=
1

0e j l q, c'est-à-dire que la restriction de 
H à IR xm−1  est injective. Les espaces étant de même dimension, on en déduit que 
c’est un isomorphisme de IR xm−1  sur IRm. D’où le résultat. 
Q4. (a) La famille BH est l’image réciproque par l’isomorphisme H IR xm−1

 de la 
base canonique de IRm. C’est donc une base de IR xm−1 . 
(b) Si α = 0, alors les L Hi i= ,0  sont définis par : 

d L m n

L x
i j
i j

i

i j

° ≤ − =

=
≠
=

RST

R
S|
T|

b g
d i

1

0
1

 si 
 si 

 

 On en déduit alors que : 

L x
x x

x x i ni
i j

j n
j i

j
j n

j i

b g d i d i b g=
−

− ≤ ≤

≤ ≤
≠

≤ ≤
≠

∏ ∏1 0

0
0

 

 En écrivant πn i j
j
j i

n

x x x x x+
=
≠

= − −∏1
0

b g b g d i, on déduit que ′ = −+
=
≠

∏πn i i j
j
j i

n

x x x1
0

b g d i 

et : 

L x
x

x x x
i ni

n

n i i

b g b g
b gb g b g=

′ −
≤ ≤+

+

π
π

1

1

0  

(c) Si α = 1 1, ,Lb g , alors les Hi k,  sont définis par : 
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d H m n

H x
i j
i j

H x

H x

H x
i j
i j

i k

i j

i j

i j

i j

° ≤ − = +

=
≠
=

RST
′ =

=

′ =
≠
=

RST

R

S

|||||

T

|||||

,

,

,

,

,

c h
d i
d i
d i
d i

1 2 1

0
1

0

0

0
1

0

0

1

1

 si 
 si 

 si 
 si 

 

(i) Avec H x H xi j i j, ,0 0 0d i d i= ′ = , pour j i≠ , on déduit que : 

H x C x x x Q x L xi j
j
j i

n

i,0

2

0

2b g b g d i b g b g= − =
=
≠

∏  

avec Q de degré inférieur ou égal à 1. 
 Puis avec H x L xi i i i,0 1b g b g= = , on déduit que Q xib g = 1, c'est-à-dire que 
Q x x xib g b g= + −1 β . 
 Enfin avec 0 2 20

2= ′ = ′ + ′ = + ′H x Q x L x Q x L x L x L xi i i i i i i i i i i i, b g b g b g b g b g b g b gβ , on 
déduit que : 

H x L x x x L xi i i i i,0
21 2b g b gb gm r b g= − ′ −  

avec : 

′ =
−≤ ≤

≠

∑L x
x xi i

i jj n
j i

b g 1
0

 

(ii) Avec H x H xi j i j, ,1 1 0d i d i= ′ = , pour j i≠ , on déduit que : 

H x D x x x R x L xi j
j
j i

n

i,1

2

0

2b g b g d i b g b g= − =
=
≠

∏  

avec R de degré inférieur ou égal à 1. 
 Puis avec H xi i,1 0b g = , on déduit que R x x xib g b g= −γ . 

 Enfin 1 1
2= ′ = ⋅H x L xi i i i, b g b gγ  donne γ = 1. Soit : 

H x x x L xi i i,0
2b g b g b g= −  

(d) Le polynôme d’interpolation d’Hermite associé à α, X et Y s’écrit dans la base 

BH, sous la forme P x c H xi k i k
ki

n ib g b g=
==
∑∑ , ,

00

α

. 

 Et avec P x c H x c yq
p i k i k

q
p

ki

n

p q p q

ib g b gd i d i= = =
==
∑∑ , , , ,

00

α

, on déduit que : 

P x y H xi k i k
ki

n ib g b g=
==
∑∑ , ,

00

α

 

 Pour α = 0, le polynôme d’interpolation de Lagrange est défini par : 
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d P n

P x y i ni i

° ≤

= ≤ ≤

RS|T|
b g
b g b g0

 

et il s’écrit : 

P x y L xi i
i

nb g b g=
=
∑

0

 

 Pour α = 1 1, ,Lb g , le polynôme d’interpolation d’Hermite est défini par : 
d P n

P x y i n

P x y i n
i i

i i

° ≤ +

= ≤ ≤

′ = ′ ≤ ≤

R
S|

T|

b g
b g b g
b g b g

2 1

0

0

 

et il s’écrit : 

P x y L x x x L x y x x L xi i i i i
i

n

i i i
i

nb g b gb gm r b g b g b g= − ′ − + ′ −
= =
∑ ∑1 2 2

0

2

0

 

Q5. (a) Le théorème de Rolle nous dit qu’entre deux racines de g on peut trouver 
une racine de ′g . La fonction ′g  admet donc m racines comptées avec leur 
multiplicité. Par récurrence, on déduit alors que la dérivée d’ordre m, g mb g, admet 
une racine dans a b, . 
(b) (i) En utilisant la somme directe de Q2, on peut écrire que Qn m+ = + ⋅1 ϕ ψ π , 
avec ϕ ∈ −IR tm 1  et ψ ∈IR (d Q m dn m° = = °+1b g b gπ ). 
 Pour i = 0, 1, ···, n et k = 0, 1, ···, αi, on a f x Q x xk

i
k

i
k

i
b g b g b gb g b g b g= = ϕ , avec 

d m° ≤ −ϕb g 1. C'est-à-dire que ϕ est le polynôme d’interpolation d’Hermite de f 
associé à α et X. On a donc ϕ = Pn . 
 En prenant t x= , on a alors f x Q x P x xn mb g b g b g b g= = + ⋅+1 ψ π  et 

ψ
π

=
−f x P x

xm

b g b g
b g . 

(ii) Le polynôme Qn+1 est de degré m, avec 
f x P x

x
t

m

mb g b g
b g
−

π
 pour terme dominant. 

On a donc : 

Q t
f x P x

x
mn

m

m
+ =

−
1
b g b g b g b g

b gπ
! 

(iii) Pour tout i = 0, 1, ···, n, le réel xi est racine d’ordre supérieur ou égal à αi de g. 
Le réel t x=  est racine d’ordre supérieur ou égal à 1 de g. La fonction g admet 
donc au moins m + 1 racines comptées avec leur multiplicité. L’existence de ξ x  
découle alors de (a). 
(c) Si x est l’un des xi, alors πm i n ix E xb g b g= =0  et tout réel ξ x  de a b,  convient. 
 On suppose donc que x a b x x xn∈ −, , , ,0 1 Ll q. 
 Le résultat de (b) (iii) s’écrit f Qm

x n
m

x
b g b gb g b gξ ξ− =+1 0, soit avec (b) (ii) 

f
f x P x

x
mm

x
m

b g b g b g b g
b gξ

π
−

−
=! 0, c'est-à-dire : 



156                     5 Approximation polynomiale 

f x P x
m

x fn m
m

xb g b g b g b gb g− = 1
!
π ξ  

Q6. (a) Pour tout x c R c R∈ − +, , on peut écrire : 
f x a x ck

k

k

b g b g= −
≥
∑

0

 

 En prenant r b a R∈ −O
QP

L
NM2

,  et x = c + r, on obtient la série convergente a rk
k

k≥
∑

0

. 

On a alors, en particulier, Lim a r
k k

k

→+∞
=c h 0 et on peut trouver une constante Cr telle 

que : 

k a C
rk

r
k≥ ≤0,  

 La série ci-dessus peut être dérivée indéfiniment sur a b c R c R, ,⊂ − + , 
avec : 

f x a k
k m

x cm
k

k m

k m

b g b g b g b g=
−

− −

≥
∑ !

!
 

 On a alors, pour tout x a b∈ , , f x C
r

k
k m

x cm
r k

k m

k m

b g b g b g≤
−

− −

≥
∑ 1 !

!
, avec 

x c b a− ∈ −L
NM

O
QP0

2
, . 

 En écrivant que pour t b a r∈ −L
NM

O
QP ⊂0

2
0, , , on a : 

1 1

1
2

0
1 1r

k
k m

t t
r t

r

m r
r t

m r

r b ak
k m

k m

k

k
k

m

m

m m
!

!
! !

−
=

F
HG

I
KJ =

−

F

H
GGG

I

K
JJJ

=
−

≤
− −F

H
I
K

−

≥ ≥
+ +∑ ∑b g b g

b g
b g

 

on déduit : 

f x m r C

r b a
m r

m
b g b g ≤ ⋅ ⋅

− −F
H

I
K

+
!

2

1  

(b) La majoration de l’erreur d’interpolation obtenue en Q5 (c) nous donne : 

f P
m

fn m
m− ≤∞ ∞ ∞

1
!
π b g  

 Avec π α
m i

i

n
mx x x b aib g b g b g= − ≤ −+

=
∏ 1

0

 et la majoration obtenue en (a), on 

déduit que : 

f P b a r C

r b a
r C

r b a
b a

r b an
m r

m
r

m

− ≤ − ⋅

− −F
H

I
K

= ⋅

− −
−

− −

F

H
GGG

I

K
JJJ∞ +b g

2 2 2

1  
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 La convergence uniforme est assurée si on peut choisir r b a R∈ −O
QP

L
NM2

,  tel que 

b a r b a− < − −
2

, soit r b a> −3
2
b g. Ce qui est possible si R b a> −3

2
b g. 

Problème 34 : Polynômes d’interpolation de Fejer–Hermite 

 Ce problème utilise les notations et résultats du problème 33. 
 Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par X x xn= 1 , ,Lb g la suite des racines du 
polynôme de Tchébychev Tn défini sur −1 1,  par T x Cos n ArcCos xn b g b gc h= ⋅ . 

 On note πn i
i

n

x x xb g b g= −
=
∏

1

 et pour 1≤ ≤i n, on désigne par  

L x
x x

x xi
i j

j n
j i

j
j n

j i

b g d i d i=
−

−

≤ ≤
≠

≤ ≤
≠

∏ ∏1

1
1

, le ième polynôme de base de Lagrange associé à 

X. 
 Si f IR: ,− →1 1  est une fonction continue, on définit alors le polynôme 
d’interpolation de Fejer–Hermite associé à f et X par les conditions : 

P IR x

P x f x P x i n
n n

n i i n i

∈

= ′ = ≤ ≤

RS|T|
−2 1

0 1b g b g b g b g,
 

Q1. Montrer que : 

L x
x

x x x
i ni

n

n i i

b g b g
b gb g b g=
′ −

≤ ≤
π

π
1  

Q2. Montrer que : 

P x f x F xn i i
i

nb g b g b g=
=
∑

1

 

avec : 

F x
x
x

x x L x i ni
n i

n i
i ib g b g

b g b g b g b g= −
′′
′

−
RST

UVW
≤ ≤1 12π

π
 

Q3. Montrer que, pour 1≤ ≤i n, on a les identités suivantes : 

(a) L x
x

n
T x
x xi

i
i n

i

b g b g b g
=

− −
−

−1 11 2

. 

(b)  F x x x
T x

n x xi i
n

i

b g b g b g
b g= − ⋅
−

F
HG

I
KJ1

2

. 

Q4. Montrer que : 

∀ ∈ =
=
∑x IR F xi
i

n

, b g
1

1 

Q5. Montrer que : 
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∀ ∈ − − ≤ −
=
∑x f x P x f x f x F xn i i
i

n

1 1
1

, , b g b g b g b g b g 
Q6. Soient ε > 0 et η> 0 tels que : 

x x et x x f x f x, ,′ ∈ − − ′ < ⇒ − ′ <1 1 η εb g b g  
 Pour tout x ∈ −1 1, , on note I i n x xx i, , , , ;ε η= ∈ − <1 2 Ll qm r et 
K n Ix x, ,, , ,ε ε= −1 2 Ll q . 
(a) Montrer que : 

f x f x F xi i
i I x

b g b g b g− <
∈
∑

,ε

ε  

(b) Montrer que : 

f x f x F x
f

ni i
i Kx

b g b g b g− ≤
⋅∈

∞∑
,ε

η
4

2  

(c) En déduire que la suite Pn n
b g

≥1
 des polynômes d’interpolation de Fejer–

Hermite converge uniformément vers f sur −1 1, . 

Solution 

Q1. Cette identité a été établie au problème 33, Q4 (b). 
Q2. En utilisant l’expression du polynôme d’interpolation d’Hermite obtenue au 
problème 33, Q4 (d) et les conditions ′ =P xn ib g 0 pour tout i = 1, 2, ···, n, on déduit 
que : 

P x f x L x x x L xn i i i i i
i

nb g b g b gb gm r b g= − ′ −
=
∑ 1 2 2

1

 

 D’autre part, avec Q1, on peut écrire : 
π π
π π π
π π π

n i n i i

n i n i i i n i

n i n i i i n i

x L x x x x

x L x x x x L x x

x L x x x x L x x

b g b g b gb g
b g b g b gb g b g b g
b g b g b gb g b g b g

= ′ −

′ = ′ ′ − + ′

′′ = ′′ ′ − + ′ ′2

 

et : 
′′ = ′ ′π πn i i i n ix L x xb g b g b g2  

 C'est-à-dire que le polynôme d’interpolation de Fejer–Hermite peut aussi 
s’écrire sous la forme : 

P x f x
x
x

x x L xn i
n i

n i
i i

i

nb g b g b g
b g b g b g= −
′′
′

−
RST

UVW=
∑ 1 2

1

π
π

 

Q3. (a) On a πn i j
j
j i

n

x x x x xb g b g d i= − −
=
≠

∏
1

 et ′ = −
=
≠

∏πn i i j
j
j i

n

x x xb g d i
1

 de sorte que : 

L x
x

x x x
T x

T x x x
i ni

n

n i i

n

n i i

b g b g
b gb g

b g
b gb g b g=

′ −
=

′ −
≤ ≤

π
π

1  
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 D’autre part, pour tout x ∈ −1 1, , on a ′ =
−

T x
nSin nArcCos x

x
n b g b gc h

1 2
 et pour 

x x Cos i
ni= = −F

HG
I
KJ

2 1
2

π , avec 1≤ ≤i n , on a ′ =

−F
H

I
K

−
=

−

−

−

T x
nSin i

x

n

x
n i

i

i

i

b g b g
2 1

2
1

1

12

1

2

π
, ce 

qui donne en définitive : 

L x
x

n
T x
x xi

i
i n

i

b g b g b g
=

− −
−

−1 11 2

 

(b) On a ′′ =
−

−
−

R
S|
T|

U
V|
W|

T x n
xSin nArcCos x

x

nT x

x
n

nb g b gc h
c h

b g
c h1 12

3
2 2

1
2

 et ′′ =
⋅ −

−

−

T x
n x

x
n i

i
i

i

b g b g
d i

1

1

1

2
3
2

. On en 

déduit alors que 
′′
′

=
′′
′

=
−

π
π

n i

n i

n i

n i

i

i

x
x

T x
T x

x
x

b g
b g

b g
b g 1 2  et 1 1

1 2−
′′
′

− = − ⋅
−

π
π

n i

n i
i

i

i

x
x

x x x x
x

b g
b g b g . 

 Ce qui nous donne l’expression suivante des fonctions de base Fi : 

F x x x
x

L x x x
T x

n x xi
i

i
i i

n

i

b g b g b g b g
b g= − ⋅

−
= − ⋅

−
F
HG

I
KJ

1
1

12
2

2

 

Q4. Les fonctions de base Fi sont définies par les conditions : 
F IR x

F x
j i
j i

F x j n

i n

i j i j

∈

=
=
≠

RST ′ = ≤ ≤

R
S|
T|

−2 1

1
0

0 1d i d i b g si 
 si 

,
 

 Le polynôme Q x F xi
i

nb g b g=
=
∑

1

 est donc l’unique polynôme de degré inférieur 

ou égal à 2 1n −  qui vérifie Q xib g = 1 et ′ =Q xib g 0 pour i = 1, 2, ···, n. Le 

polynôme constant égal à 1 vérifiant aussi ces conditions, on a F xi
i

n b g
=
∑ =

1

1, pour 

tout réel x. 

Q5. On peut écrire que f x P x f x F x f x F xn i
i

n

i i
i

nb g b g b g b g b g b g− = −
= =
∑ ∑

1 1

 et : 

f x P x f x f x F x f x f x F xn i i
i

n

i i
i

nb g b g b g b gc h b g b g b g b g− = − ≤ −
= =
∑ ∑

1 1

 

 Avec l’identité obtenue en Q3, (b), on déduit que F xi b g ≥ 0 pour tout 
x ∈ −1 1, . On peut donc écrire que : 

∀ ∈ − − ≤ −
=
∑x f x P x f x f x F xn i i
i

n

1 1
1

, , b g b g b g b g b g 
Q6. La fonction f étant uniformément continue sur l’intervalle compact −1 1, , on 
peut trouver, pour tout réel ε > 0, un réel η> 0 tel que : 

x x et x x f x f x, ,′ ∈ − − ′ < ⇒ − ′ <1 1 η εb g b g  
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(a) Pour tout i I x∈ ,ε , on a x xi− < η et f x f xib g b g− < ε , de sorte que : 
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f x f x F x F xi i
i I

i
i

n

x

b g b g b g b g− < =
∈ =
∑ ∑

,ε

ε ε
1

 

(b) Pour x ∈ −1 1,  et i Kx∈ ,ε , on a : 
0 1 2 1< − ⋅ < ≤ − ≥x x T x x xi n i, ,b g η 

de sorte que : 

0 1 2
2

2 2≤ = − ⋅
−

F
HG

I
KJ ≤F x x x

T x
n x x ni i

n

i

b g b g b g
b g η

 

 Ce qui donne : 

f x f x F x f
n

f
n

f
ni i

i K i K i

n

x x

b g b g b g− ≤
⋅

≤
⋅

≤
⋅∈

∞
∈

∞
=

∞∑ ∑ ∑
, ,ε ε

η η η
2 2 2 2 4

2 2 2 2
1

2  

(c) Avec (a) et (b), on déduit que pour tout ε > 0, on peut trouver η> 0 tel pour 
tout n ≥ 1 et tout x ∈ −1 1, , on ait : 

f x P x
f

nnb g b g− ≤ +
⋅

∞ε
η

4
2  

 On peut alors trouver un entier nη  tel que : 

∀ ≥
⋅

<∞n n
f

nη η
ε,

4
2  

 On a alors : 
∀ ≥ ∀ ∈ − − <n n x f x P xnη ε, , ,1 1 2b g b g  

 C'est-à-dire que la suite des polynômes d’interpolation de Fejer–Hermite 
converge uniformément vers f sur −1 1, . 

Problème 35 : Polynômes de Bernstein 

 Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par IR xn  l’espace vectoriel des polynômes 
réels de degré inférieur ou égal à n. 
 On munit IR xn  de la base canonique { }e i ni ; 0 ≤ ≤  définie par : 

e x x i ni
ib g b g= ≤ ≤0  

 L’espace vectoriel E C IR= 0 0 1, ;c h des fonctions continues de 0 1,  dans IR 
est muni de la norme de la convergence uniforme définie par : 

∀ ∈ = ∈∞f E f Sup f x x, ; ,b gn s0 1  
 Pour tout entier k n∈ 0 1, , ,Ll q, on désigne par Bn k,  le polynôme défini par : 

B x C x xn k n
k k n k

, b g b g= − −1  
 On désigne par Bn l’application linéaire de E dans IR xn  définie par : 

∀ ∈ = F
HG

I
KJ=

∑f E B f f k
n

Bn n k
k

n

, ,b g
0

 

Q1. Soit y IR∈  et f Ey ∈  définie par f x ey
yxb g = . 
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(a) Calculer B fn yd i. 
(b) On désigne par ϕn  la fonction définie sur IR2  par : 

∀ ∈ =x y IR x y B f xn n y, , ,b g b g d ib g2 ϕ  
 Montrer que : 

( )( ) ( )∀ ∈ =i IN B e x
y

xn i

i
n

i, ,
∂ ϕ
∂

0  

(c) Calculer Bn 1b g , B xn b g et B xn
2c h. 

Q2. Soient f E∈  ε > 0, η > 0 tels que : 
x x et x x f x f x, ,′ ∈ − ′ < ⇒ − ′ <0 1 η εb g b g  

 Pour tout x ∈ 0 1, , on note I k n x k
nx, , , , ;ε η= ∈ − <RST

UVW0 1 Ll q  et 

K n Ix x, ,, , ,ε ε= −0 1 Ll q . 
(a) Montrer que : 

f x f k
n

B xn k
k I x

b g b g− F
HG

I
KJ <

∈
∑ ,

,ε

ε  

(b) Montrer que : 

f x f k
n

B x
f

nn k
k Kx

b g b g− F
HG

I
KJ ≤

⋅∈

∞∑ ,
,ε

η2 2  

(c) En déduire que la suite B fn n
b gc h

≥1
 des polynômes de Bernstein converge 

uniformément vers f sur 0 1, . 
Q3. Montrer que toute fonction continue sur un intervalle fermé borné a b,  peut 
être approchée uniformément par une suite de polynômes Pn n

b g
≥1

 avec les 
conditions : 

P x f x i nn i n i n, ,c h c h b g= ≤ ≤1  

où, pour tout entier n ≥ 1, X x xn n n n= 1, ,, ,Lc h  est une suite de n réels distincts 
dans a b,  (théorème de Walsh). 
Q4. Soit f E∈  continûment dérivable. 
(a) Montrer que : 

B f x f B xn k n n k
k

nb g b g c h b g′ = ′ −
=

−

∑ ξ , ,1
0

1

 

où ξk n
k
n

k
n, ,∈ +O

QP
L
NM

1 , pour tout k = 0, 1, ···, n – 1. 

(b) Montrer que la suite B fn
n

b g′F
H

I
K ≥1

 converge uniformément vers ′f  sur 0 1, . 

Q5. Montrer que si f E∈  est de classe Cp, avec p ≥ 0 , alors la suite B fn
p

n
b ge jb g

≥1
 

converge uniformément vers f pb g sur 0 1, . 
Q6. On suppose, pour cette question, que f E∈  convexe. 
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(a) Soient x x1 2<  dans 0 1,  et P IR x1 1∈  le polynôme d’interpolation de 
Lagrange de f défini par : 

P x f x P x f x1 1 1 1 2 2b g b g b g b g= =,  
 Montrer que : 

∀ ∈ − ≥x x x P x f x1 2 1 0, , b g b g  

(b) Pour tout x ∈ 0 1, , on pose t x
x

=
−1

. Montrer que : 

1 1
1

1

− − =−
−

=

−

∑x B f x B f x tn
n n k

k

k

nb g b gb g b gb gm r α  

avec α k ≥ 0 . 
(c) En déduire que la suite B fn n

b gc h
≥1

 est décroissante. 
(c) Déduire de (c) que la suite B fn n

b gc h
≥1

 converge uniformément sur 0 1, . 
Q7. Soit f E∈  de classe C2. 
 Montrer que pour tout x ∈ 0 1, , on a : 

Lim n B f x f x x x f x
n n→+∞

− = − ′′b gb g b gc h c h b g1
2

2  

(théorème de Voronovsky). 

Solution 

Q1. (a) On a : 

B f x e C x x C xe xn y

y k
n

n
k k n k

k

n

n
k

y
n

k
n k

k

nd ib g b g b g= − =
F
HG

I
KJ −−

=

−

=
∑ ∑1 1

0 0

 

 C'est-à-dire : 

B f x xe xn y

y
n

n

d ib g = + −
F
HG

I
KJ1  

(b) On a : 

ϕn

k
n

y

n k
k

n

x y e B x, ,b g b g=
=
∑

0

 

et pour tout entier i ≥ 0 : 

( ) ( )∂ ϕ
∂

i
n

i

k
n

y
i

n k
k

n

y
x y e

k
n

B x, ,= 



=

∑
0

 

 Ce qui donne en faisant y = 0 : 

( ) ( ) ( )( )∂ ϕ
∂

i
n

i

i

n k
k

n

n iy
x

k
n

B x B e x, ,0
0

= 



 =

=
∑  

(c) Pour n ≥ 1, on a : 
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( )

( )

( )

ϕ

∂ϕ
∂

∂ ϕ
∂

n

y
n

n

n
y
n

y
n

n

n
y
n

y
n

n y
n

y
n

n

x y xe x

y
x y xe xe x

y
x y

x
n

e xe x
n

n
x e xe x

,

,

,

= + −








= + −








= + −






 +

−
+ −

























−

− −

1

1

1
1

1

1

2

2

1
2

2 2

 

 Et en faisant y = 0, on obtient : 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

B e x x

B e x
y

x x

B e x
y

x
x
n

n
n

x

n n

n
n

n
n

0

1

2

2

2
2

0 1

0

0
1

= =

= =

= = +
−















ϕ
∂ϕ
∂
∂ ϕ
∂

,

,

,

 

Q2. La fonction f étant uniformément continue sur l’intervalle compact 0 1, , on 
peut trouver, pour tout réel ε > 0, un réel η > 0 tel que : 

x x et x x f x f x, ,′ ∈ − ′ < ⇒ − ′ <0 1 η εb g b g  
 On remarque, d’autre part, que les fonctions Bn k,  sont positives sur 0 1, . 
(a) Par définition de I x ,ε , on a : 

f x f k
n

B x B x B x B e xn k
k I

n k
k I

n k
k

n

n
x x

b g b g b g b g b gb g− F
HG

I
KJ < < = =

∈ ∈ =
∑ ∑ ∑, , ,

, ,ε ε

ε ε ε ε
0

0  

(b) Si x k
n

− ≥ η, alors 1 1
2

2

≤ −F
HG

I
KJη

x k
n

 et : 

f x f k
n

B x f B x f x k
n

B xn k
k K

n k
k K

n k
k Kx x x

b g b g b g b g− F
HG

I
KJ ≤ ≤ −F

HG
I
KJ∈

∞
∈

∞
∈

∑ ∑ ∑, , ,
, , ,ε ε ε

η
2 2 1

2

2

 

 Et en écrivant que : 

x k
n

B x x B e x xB e x B e x
x x

nn k
k

n

n n n−F
HG

I
KJ = − + =

−

=
∑

2

0

2
0 1 12

1
, b g b gb g b gb g b gb g b g

 

on déduit que : 

f x f k
n

B x
f

n
x xn k

k Kx

b g b g b g− F
HG

I
KJ ≤ −

∈

∞∑ ,
,ε

η
2

12  

 Avec x x1 1
4

− ≤b g  sur 0 1,  (le maximum est atteint pour x = 1
2

), on a : 

f x f k
n

B x
f
nn k

k Kx

b g b g− F
HG

I
KJ ≤

∈

∞∑ ,
,ε

η2 2  

(c) Pour tout x ∈ 0 1, , on a : 
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f x B f x f x B x f k
n

B x f x f k
n

B xn n k
k

n

n k
k

n

n k
k

nb g b gb g b g b g b g b g b g− = − F
HG

I
KJ = − F

HG
I
KJ

F
HG

I
KJ= = =

∑ ∑ ∑, , ,
0 0 0

 

et avec ce qui précède, on déduit que : 

f x B f x
f
nnb g b gb g− ≤ + ∞ε
η2 2  

 Puis, avec Lim
f
nn→+∞

∞ =
2

02η
, on conclut qu’il existe n INε η, ∈  tel que : 

∀ ≥ ∀ ∈ − ≤n n x f x B f xnε η ε, , , ,0 1 2b g b gb g  
 Ce qui prouve la convergence uniforme de la suite B fn n

b gc h
≥1

 vers f sur 0 1,  
(le réel η > 0 ne dépend que de ε > 0 donné). 
Q3. Soit f C a b IR∈ 0 , ;c h. La fonction g définie sur 0 1,  par : 

∀ ∈ = + −t g t f a t b a0 1, , b g b gc h  
est continue et limite uniforme de la suite B gn n

b gc h
≥1

 de ses polynômes de 
Bernstein. En posant, pour tout n ≥ 1 et tout x a b∈ ,  : 

Q x B g x a
b an nb g b g= −
−

F
HG

I
KJ  

on définit une suite de polynômes qui converge uniformément vers f sur a b,  
(c’est le théorème de Weierstrass). 
 Soit ε > 0 et Q IR x∈  tel que f Q− <∞ ε . 
 Si X x xn= 1 , ,Lb g est une suite de points distincts de a b, , on désigne par 
P IR xn∈ −1  le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par : 

P x f x Q x k nk k kb g b g b g b g= − ≤ ≤1  
 On a alors (problème 33, Q4 (d)) : 

P x f x Q x L xk k k
k

nb g b g b gc h b g= −
=
∑

1

 

avec L x
x x

x xk
k j

j n
j k

j
j n

j k

b g d i d i=
−

−

≤ ≤
≠

≤ ≤
≠

∏ ∏1

1
1

, pour 1≤ ≤k n. 

 En posant M Lk
k

n

= ∞
=
∑

1

, on a : 

∀ ∈ ≤ − ≤ =
=

∞
=

∑ ∑x a b P x f x Q x L x L Mk k k
k

n

k
k

n

, , b g b g b g b g
1 1

ε ε  

soit P M∞ ≤ ε . 
 On pose alors ϕ = +P Q  et on a : 

ϕ
ϕ ε

x P x Q x f x k n

f f Q P M
k k k kb g b g b g b g b g

b g
= + = ≤ ≤

− ≤ − + ≤ +∞ ∞ ∞

1

1
 

 D’où le résultat. 
Q4. (a) Pour k = 0, 1, ···, n, on a : 
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B x C kx x n k x xn k n
k k n k k n k

,
′ = − − − −− − − −b g b g b g b go t1 11 1  

soit : 
B x n C x x C x xn k n

k k n k
n
k k n k

,
′ = − − −−

− − −
−

− −b g b g b go t1
1 1

1
11 1  

 C'est-à-dire : 
B x n B x B xn k n k n k, , ,

′ = −− − −b g b g b gm r1 1 1  
avec les conventions ( ) ( ) 0,11,1 == −−− xBxB nnn . 
 Ce qui donne : 

B f x n f k
n

B x B x n f k
n

f k
n

B xn n k n k
k

n

n k
k

nb g b g b g b gm r b g′ = F
HG

I
KJ − = +F

HG
I
KJ −

F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ− − −

=
−

=

−

∑ ∑1 1 1
0

1
0

1 1
, , ,  

 Et avec le théorème des accroissements finis, on peut écrire : 

f k
n

f k
n n

f k
n

k
nk n k n

+F
HG

I
KJ −

F
HG

I
KJ = ′ < < +F

HG
I
KJ

1 1 1ξ ξ, ,c h  

et : 

B f x f B xn k n n k
k

nb g b g c h b g′ = ′ −
=

−

∑ ξ , ,1
0

1

 

(b) On a : 

B f f B f B f B f fn n n nb g b g b g b g′ − ′ ≤ ′ − ′ + ′ − ′
∞

−
∞

− ∞1 1  

avec Lim B f f
n n→+∞ − ∞

′ − ′ =1 0b g , pour ′ ∈f E . 

 Il suffit donc de montrer que Lim B f B f
n n n→+∞ −

∞

′ − ′ =b g b g1 0. 

 Pour tout x ∈ 0 1, , on a : 

B f x B f x f B x f k
n

B x

f f k
n

B x

n n k n n k
k

n

n k
k

n

k n n k
k

n

b g b g b gb g c h b g b g

c h b g

′ − ′ = ′ − ′FHG
I
KJ

≤ ′ − ′FHG
I
KJ

− −
=

−

−
=

−

−
=

−

∑ ∑

∑

1 1
0

1

1
0

1

1
0

1

ξ

ξ

, , ,

, ,

 

 La fonction ′f  étant uniformément continue sur l’intervalle compact 0 1, , on 
peut trouver, pour tout réel ε > 0, un réel η> 0 tel que : 

x y et x y f x f y, ,∈ − < ⇒ ′ − ′ <0 1 η εb g b g  

 De sorte que pour n > 1
η

, on a ξ ηk n
k
n n, − < <1  et : 

B f x B f x B x B e xn n n k
k

n

nb g b g b gb g b g b gb g′ − ′ ≤ = =− −
=

−

−∑1 1
0

1

1 0ε ε ε,  

 On a donc B f B fn nb g b g′ − ′ ≤−
∞

1 ε , pour n > 1
η

. C'est-à-dire que 

Lim B f B f
n n n→+∞ −

∞

′ − ′ =b g b g1 0. On peut donc conclure que la suite B fn
n

b g′F
H

I
K ≥1

 

converge uniformément vers ′f  sur 0 1, . 
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Q5. Un simple raisonnement par récurrence sur p prouve le résultat. 
Q6. (a)  

x
1

x x
2

f(x)

P
1
(x)

M
1

M
2

 

Figure 5.1 

 
  
 
    Par définition de la convexité, la 
courbe est sous la corde qui joint 
les points M1 et M2. Ce qui se 
traduit par : 

∀ ∈ ≥x x x P x f x1 2 1, , b g b g  

(b) On a : 

B f x B f x x f k
n

C x
x

x f k
n

C x
xn n

n
n
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n
n

n
k
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−
=

−

=
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I
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I
KJ −
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KJ∑ ∑1

1
1

0

1

0

1
1 1

1
1

b gb g b gb g b g b g  

 Soit : 

1 1
1

1
0 1

1
1

0 1

1 1
0

1

0

1
1

1

1
1

1

1

1

1

− − = +
−

F
HG

I
KJ − F

HG
I
KJ

=
−

F
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I
KJ + + −

−
F
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I
KJ +

− − F
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I
KJ −

−
− −

=

−

=

−
=

−

−
−

=

−

=

−

∑ ∑

∑ ∑

∑

x B f x B f x t f k
n

C t f k
n

C t

f k
n

C t f f k
n

C t f t

f f k
n

C t f t

n
n n n

k k

k

n

n
k k

k

n

n
k k

k

n

n
k k n

k

n

n
k k

k

n
n

b g b gb g b gb gc h b g

b g b g

b g b g

 

 Ce qui peut s’écrire  aussi : 

1 1
1

1

− − =−
−

=

−

∑x B f x B f x tn
n n k

k

k

nb g b gb g b gb gc h α  

avec : 

α k n
k

n
k

n
k

n
k

C f k
n

C f k
n

C f k
n

C n k
n

f k
n

k
n

f k
n

f k
n

=
−

F
HG

I
KJ +

−
−

F
HG

I
KJ −

F
HG

I
KJ

= −
−

F
HG

I
KJ +

−
−

F
HG

I
KJ −

F
HG

I
KJ

RST
UVW

− −
−

1 1
1

1
1
1

1
1
1

 

 En prenant x k
n

x k
n

x k
n1 2

1
1 1

= −
−

< = < =
−

 dans (a), on a : 

P x x x
x x

f x x x
x x

f x n k
n

f k
n

k
n

f k
n

f x f k
n1

2

1 2
1

1

2 1
2 1

1
1

b g b g b g b g= −
−

+ −
−

= −
−

F
HG

I
KJ +

−
−

F
HG

I
KJ ≥ = F

HG
I
KJ  

 C'est-à-dire que tous les coefficients α k  sont positifs. 
(c) De (b), on déduit que : 

∀ ≥ ∀ ∈ ≥−n x B f x B f xn n2 0 1 1, , , b gb g b gb g 
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 Par continuité ces inégalités sont aussi vraies pour x = 1 (ce qui peut aussi se 
vérifier directement). 
 On peut donc conclure que la suite des polynômes de Bernstein de f est 
décroissante. 
(d) Pour tout x ∈ 0 1, , la suite B f xn n

b gb gc h
≥1

 est décroissante minorée par 
Inf f x

x∈ 0 1,
b g, elle est donc convergente. Le théorème de Dini nous permet alors de 

conclure à la convergence uniforme. 
Q7. Avec la formule de Taylor à l’ordre 2, on peut écrire, pour tous x, y dans 
0 1,  : 

f y f x f x y x
y x

f x y y xb g b g b gb g b g b g b gb g= + ′ − +
−

′′ + −
2

2

2
ϕ  

avec Lim y
y x→

=ϕb g 0. 

 En prenant y k
n

=  et en multipliant les deux membres de l’égalité obtenue par 

B xn k, b g, pour tout k n∈ 0 1, , ,Ll q, puis en faisant la somme de toutes ces égalités, 
on déduit que : 

B f x f x B x f x k
n

x B x

f x k
n

x B x k
n

k
n

x B x

n n k
k

n

n k
k

n

n k
k

n

n k
k

n

b gb g b g b g b g b g
b g b g b g

= + ′ −F
HG

I
KJ

+
′′

−F
HG

I
KJ + F

HG
I
KJ −F
HG

I
KJ

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

, ,

, ,

0 0
2

0

2

02
ϕ

 

 Soit : 
B f x f x B e x f x B e x xB e x

f x
B e x xB e x x B e x B g x

n n n n

n n n n

b gb g b g b gb g b g b gb g b gb gc h
b g b gb g b gb g b gb gc h b gb g

= + ′ −

+
′′

− + +

0 1 0

2 1
2

02
2

 

où on a posé g y y y xb g b gb g= −ϕ 2 . 
 Avec les calculs de Q1, (c), cela peut s’écrire : 

B f x f x
x x

n
f x B g xn nb gb g b g b g b g b gb g= +

−
′′ +

1
2

 

 Avec Lim y
y x→

=ϕb g 0, on déduit que pour tout ε > 0, on peut trouver η> 0 tel 

que : 
y x y− < ⇒ <η ϕ εb g  

 On pose alors : 

I k n x k
n

K n Ix x x, , ,, , , ; , , , ,ε ε εη= ∈ − <RST
UVW = −0 1 0 1L Ll q l q  

et on a : 
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B g x k
n

x k
n

B x k
n
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B x
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n

B x x k
n

B x

n n k
k I

n k
k K
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k K

x x
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b gb g b g b g
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HG
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 Soit : 

B g x
x x

n
x k

n
B x

n
x k

n
B x

n n k
k K

n k
k K

x

x

b gb g b g b g

b g

≤
−

+ −F
HG

I
KJ

≤ + −F
HG

I
KJ

∞
∈

∞
∈

∑

∑

ε ϕ

ε ϕ

ε
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4

2

2

,

,

,

,

 

 Pour k Kx∈ ,ε , on a  x k
n

− ≥ η et 1 1
2

2

≤ −F
HG

I
KJη

x k
n

 de sorte que : 

x k
n

B x x k
n

B x

B e xB e x B e x B e x B e

n k
k K

n k
k

n

n n n n n

x

−F
HG

I
KJ ≤ −F

HG
I
KJ
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∈ =
∑ ∑

2

2

4
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2 4 3
2

2
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1
4

0
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1 4 6 4

, ,
,

b g b g

b g b g b g b g b gm r
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η

η

 

 Et avec Q1, (b), on a : 

B e x
n n

x
n n

x
n

x

B e x
n n n

x
n n n

x
n n

x
n

x

n
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3 2
3

2
2

2

4 2 3
4

2 3
3

2 3
2

3

1 3 2 3 3 1

1 6 11 6 6 18 12 7 7 1

b gb g

b gb g

= − +F
HG

I
KJ + −F

HG
I
KJ +

= − + −F
HG

I
KJ + − +F

HG
I
KJ + −F

HG
I
KJ +

 

 Ce qui donne : 

x k
n

B x
n

x x
n

x x x x

n n n

n k
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n

−F
HG

I
KJ = − + − − +

≤ + ≤

=
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2 2
3

2

2 3 2

3 1 1 1 6 6 1

3 1
16

1 1
4

1
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, b g b g b gc h
 

sur 0 1, . 
 Soit en définitive : 

B g x
n nn b gb g ≤ + ∞

ε ϕ
4

1
2 2  

 Et : 

n B f x f x
x x

f x
nn b gb g b gc h b g b g− −

−
′′ ≤ + ≤∞

1
2 4

1
2

ε ϕ ε  

pour n assez grand. D’où le résultat. 
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Problème 36 : Théorème de Korovkin 

 On utilise les notations du problème 35. 
 Pour f, g dans E, la notation f g≥  signifie que f x g xb g b g≥  pour tout 
x ∈ 0 1, . 
 On désigne par L Eb g l’espace vectoriel des endomorphismes de E. 
 On dit que u L E∈ b g  est un endomorphisme positif si : 

f E f u f∈ ≥ ⇒ ≥, 0 0b g b gc h 
 On rappelle que pour tout entier j IN∈ , ej est la fonction définie sur 0 1,  par 
e x xj

jb g = . 
Q1. Montrer que si u L E∈ b g  est un endomorphisme positif, alors : 

∀ ∈ ≤g E u g u g, b g c h 
Q2. Soient u L E∈ b g  un endomorphisme positif et f E∈ . 
 Montrer que pour tout x ∈ 0 1, , on a : 

u f x f x u f f x e x f u e eb gb g b g b gc hb g b g− ≤ − + −∞ ∞0 0 0  
Q3. Soit f E∈ . 
 Montrer que pour tout réel ε > 0, on peut trouver un réel η> 0 tel que : 

∀ ∈ − ≤ + −∞x y f y f x
f

y x, , ,0 1 2 2
2b g b g b gε

η
 

Q4. Soient u L E∈ b g  un endomorphisme positif et f E∈ . 
 Montrer que pour tout réel ε > 0, on peut trouver un réel η > 0 tel que pour 
tout x ∈ 0 1, , on ait : 

u f f x e u e
f

u e xe− ≤ + −∞b gc h b g b ge j0 0 2 1 0
22ε

η
 

Q5. Soit un n
b g

≥1
 une suite d’endomorphismes positifs de E telle que la suite 

u fn n
b gc h

≥1
 converge uniformément vers f sur 0 1,  pour toute fonction 

f e e e∈ 0 1 2, ,l q. 
 Montrer alors que la suite u fn n

b gc h
≥1

 converge uniformément vers f sur 0 1,  
pour toute fonction f E∈  (théorème de Korovkin). 
Q6. Montrer que pour toute fonction f E∈ , la suite B fn n

b gc h
≥1

 des polynômes de 
Bernstein de f converge uniformément vers f sur 0 1, . 

Solution 

Q1. On a − ≤ ≤g g g  et avec la linéarité et la positivité de u, on déduit que 
− ≤ ≤u g u g u gc h b g c h, soit u g Max u g u g u gb g b g b gm r c h= − ≤, . 
Q2. Pour x ∈ 0 1,  fixé, on peut écrire pour tout y ∈ 0 1,  : 
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u f y f y u f f x e y f x u e y f y e yb gb g b g b gc hb g b g b gb g b g b g− = − + −0 0 0  
où f f x e− b g 0  est l’application y f y f xa b g b g− . 
 En particulier, pour y x= , on a : 

u f x f x u f f x e x f x u e e x

u f f x e x f u e e

b gb g b g b gc hb g b g b gc hb g
b gc hb g b g

− ≤ − + −

≤ − + −∞ ∞

0 0 0

0 0 0

 

Q3. La fonction f étant uniformément continue sur l’intervalle compact 0 1, , on 
peut trouver, pour tout réel ε > 0, un réel η> 0 tel que : 

x y et y x f y f x, ,∈ − < ⇒ − <0 1 η εb g b g  
 Pour x y, ,∈ 0 1 , on a soit f y f xb g b g− < ε , soit f y f xb g b g− ≥ ε . Dans ce 

dernier cas, on a y x− ≥ η, donc 1
2

2≤
−y xb g
η

 et : 

 0 2 2 2
2≤ − − < − ≤ ≤ −∞

∞f y f x f y f x f
f

y xb g b g b g b g b gε
η

 

 D’où le résultat. 
Q4. Pour ε > 0 donné, on choisit η > 0 comme en Q3. On a alors, avec Q1 : 

u f f x e u f f x e− ≤ −b gc h b gd i0 0  
 D’autre part, les inégalités de Q3 peuvent s’écrire sous la forme : 

f f x e e
f

e xe− ≤ ⋅ + −∞b g b g0 0 2 1 0
22ε

η
 

 Et avec la linéarité et la positivité de u, on déduit que : 

u f f x e u e
f

u e xe− ≤ + −∞b gd i b g b ge j0 0 2 1 0
22ε

η
 

Q5. Pour tout entier n ≥ 1 et tout réel x ∈ 0 1, , on a avec Q2 : 
u f x f x u f f x e x f u e en n nb gb g b g b gc hb g b g− ≤ − + −∞ ∞0 0 0  

avec Lim u e e
n n→+∞ ∞

− =0 0 0b g . Il nous suffit donc de montrer que 

Lim u f f x e x
n n→+∞

− =b gc hb g0 0, la convergence étant uniforme sur 0 1, . 

 Pour ε > 0, on peut trouver η > 0, ne dépendant que de ε  et de f, tel que pour 
tout entier n ≥ 1 et tout réel x ∈ 0 1,  on ait : 

u f f x e u e
f

u e xe x en n n− ≤ + − +∞b gc h b g c h0 0 2 2 1
2

02 2ε
η

 

 On a alors, en particulier : 
u f f x e x R xn n− ≤b gc hb g b g0  

avec : 
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R x u e x
f

u e xe x e x

u e e x

f
u e e x x u e e x x u e e x

n n n

n

n n n

b g b gb g c hb g
b gc hb g

b gc hb g b gc hb g b gc hb gn s

= + − +

= − +

+ − − − + −

∞

∞

ε
η

ε ε

η

0 2 2 1
2

0

0 0

2 2 2 1 1
2

0 0

2 2

2 2

 

puisque e x xe x x e x x x x2 1
2

0
2 2 22 2 0b g b g b g− + = − + = . 

 Ce qui donne : 

R x u e e
f

u e e u e e u e en n n n nb g b g b g b g b go t≤ − + + − + − + −
∞

∞
∞ ∞ ∞

ε ε
η0 0 2 2 2 1 1 0 02 2  

 Et avec Lim u e e
n n j j→+∞ ∞

− =d i 0, pour j = 0, 1, 2, on déduit qu’on peut trouver n0 

assez grand tel que : 
∀ ≥ ∀ ∈ ≤ ≤n n x R xn0 0 1 0 3, , , b g ε  

 Ce qui achève de prouver la convergence uniforme de la suite u fn n
b gc h

≥1
 vers f 

sur 0 1, . 
Q6. Il est clair que pour tout entier n ≥ 1, l’opérateur Bn est positif. 
 D’autre part, on a vu (problème 35, Q1 (c)) que : 

B e e B e e B e e
n

e en n n0 0 1 1 2 2 1 2
1b g b g b g b g= = = + −, ,  

 On en déduit alors que Lim B e e
n n j j→+∞ ∞

− =d i 0, pour j = 0, 1, 2 et on peut utiliser 

le théorème de Korovkin pour conclure. 

Problème 37 : Interpolation spline cubique 

 Pour tout entier m ≥ 1, IRm est muni de la norme définie par : 

∀ =
F

H
GG

I

K
JJ ∈ = ≤ ≤x

x

x
IR x Max x i m

m

m
i

1

1M , ;m r 

 Cette norme induit une norme sur l’espace vectoriel des matrices réelles 
d’ordre m encore notée  (voir le problème 1). 
 On désigne par IR xm  l’espace vectoriel des polynômes réels de degré 
inférieur ou égal à m. 
 Pour toute fonction continue g a b IR: , → , on note : 

g Sup g x x a b∞ = ∈b gn s; ,  
 Pour tout entier n ≥ 1 et toute subdivision  

a x x x x bn n= < < < < =−0 1 1L  
de l’intervalle a b, , on appelle « fonction spline cubique » une fonction 
s a b IR: , →  qui vérifie les propriétés suivantes : 
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1 0 1 1

2

1

3 2

b g l q
b g b g b g b g b g

( ) ,

( ) , , , , , ,

i s est de classe C sur a b

ii i n x x x

s x P x x x x x x x
i i

i i i i i i i i

      

= = + + +  

∀ ∈ − ∀ ∈

− − −

R
S
||

T
||

+L

α β γ δ

 

 Dans tout le problème, on se donne un intervalle a b,  et une fonction 
f a b IR: , →  de classe C4. 
 Pour chaque subdivision a x x x x bn n= < < < < =−0 1 1L  de l’intervalle a b, , 
on note : 

h Max h x x i ni i i= = − ≤ ≤ −+1 0 1;l q 
Q1. On se donne une subdivision a x x x x bn n= < < < < =−0 1 1L  de l’intervalle 
a b,  et on veut montrer qu’il existe une unique fonction spline cubique s telle 

que : 
2 0 1

3

b g l q b g b g
b g b g b g b g b g

∀ ∈ =

′ = ′ ′ = ′

i n s x f x

s a f a s b f b
i i, , , ,

,

L
 

(a) Montrer que si une fonction spline cubique s vérifie les conditions (2), alors 
les coefficients α β γi i i, ,  et δi  qui interviennent dans (1) peuvent s’exprimer en 
fonction des f x jd i , hj et z s xj j= ′′d i. 
(b) Montrer que si une fonction spline cubique s vérifie les conditions (2) et (3), 

alors le vecteur z
z

z

s x

s xn n

=
F

H
GG

I

K
JJ =

′′

′′

F

H
GGG

I

K
JJJ

0 0

M M

b g

b g
 est solution d’un système linéaire Az v= , 

avec : 

A

n n

n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− −

2 0 0 0
2 0 0

0 0 2
0 0 0 2

0

1 1

1 1

λ
µ λ

µ λ
µ

L

L

L

L

. . . . . . , v
v

vn

=
F

H
GG

I

K
JJ

0

M  

où les coefficients µ i , λ i  et vi sont à déterminer. 
(c) Montrer qu’il existe une unique fonction spline cubique s vérifiant (2) et (3). 
Q2. On reprend les notations de Q1 et on pose : 

′′ =
′′

′′

F

H
GG

I

K
JJ =

′′

′′

F

H
GGG

I

K
JJJ

y
y

y

f x

f xn n

0 0

M M

b g

b g
, r v Ay= − ′′ 

 Montrer que : 

(a)       r f h≤
∞

1
2

4 2b g  

(b)       A− ≤1 1 

(c)        z y f h− ′′ ≤
∞

3
2

4 2b g  
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Q3. Soit g IR: ,α β →  de classe C2 et h IR x∈ 1  définie par h gα αb g b g= , 
h gβ βb g b g= . 
 Montrer que : 

g h g− ≤
−

′′∞ ∞

β αb g2

8
 

Q4. On reprend les notations de Q1 et Q2. 
 Pour tout i n∈ −0 1 1, , ,Ll q , on désigne par h IR xi ∈ 1  le polynôme de degré 1 
défini par h x f xi i ib g b g= ′′  et h x f xi i i+ += ′′1 1b g b g. 
 Montrer que : 

Sup s x h x x x x f h i ni i i i i′′ − ∈ ≤ ≤ ≤ −+ ∞
b g b gn s b gb g; , 1

4 23
2

0 1  

Q5. On reprend les notations de Q1. 
 Montrer les inégalités suivantes : 

(a)  ′′ − ′′ ≤∞ ∞
f s f h13

8
4 2b g . 

(b)  ′ − ′ ≤∞ ∞
f s f h13

8
4 3b g . 

(c)   f s f h− ≤∞ ∞

13
16

4 4b g . 

Q6. Toujours avec les notations de Q1, monter qu’on a l’inégalité : 
′′′ − ′′′ ≤ +∞ ∞

f s f h3 1 4αb g b g  

où on a posé α = ≤ ≤ −
RST

UVWMax h
h

i n
i

; 0 1 . 

Solution 

Q1. (a) Les conditions s x f xi ib g b g=  pour tout i = 0, 1, ⋅⋅⋅, n – 1 nous donnent 
immédiatement : 

δi if x i n= ≤ ≤ −b g b g0 1  
 D’autre part, sur chaque intervalle x xi i, +1  on a : 

′′ = ″ = − +s x P x x xi i i ib g b g b g6 2α β  
ce qui donne en prenant respectivement x xi=  et x xi= +1 : 

β

α

i i i

i
i i

i

i i

i

s x z

s x s x
h

z z
h

i n
= ′′ =

=
′′ − ′′

= −

R
S
||

T
||

≤ ≤ −
+ +

1
2

1
2

6 6

0 1
1 1

b g
b g b g b g 

 Enfin les conditions s x P x f xi i i i+ + += =1 1 1b g b g b g  pour tout i = 0, 1, ⋅⋅⋅, n – 1 
donnent les égalités α β γ δi i i i i i i ih h h f x3 2

1+ + + = +b g qui permettent de déduire les 
coefficients γ i . Soit : 
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γ i
i i

i

i
i i

f x f x
h

h z z i n=
−

− + ≤ ≤ −+
+

1
16

2 0 1
b g b g l q b g  

(b) La fonction s étant continûment dérivable sur l’intervalle a b, , on doit avoir 
en particulier les égalités : 

P x P x s x i ni i i i i−
′ = ′ = ′ ≤ ≤ −1 1 1b g b g b g b g  

 Ce qui s’écrit aussi sous la forme : 
3 2 1 11 1

2
1 1 1α β γ γi i i i i ih h i n− − − − −+ + = ≤ ≤ −b g 

 C'est-à-dire : 
z z h z h

f x f x
h

h z z

f x f x
h

h z z

i i
i i i

i i

i

i
i i

i i

i

i
i i

− + +
−

− +

=
−

− +

−
− − −

−

−

−
−

+
+

1
1 1 1

1

1

1
1

1
1

2 6
2

6
2

b g b g b g
b g b g b g

 

 Ce qui donne le système linéaire de n – 1 équations à n + 1 inconnues : 
h z h h z h z

f x f x
h

f x f x
h

i ni
i

i i
i

i
i

i i

i

i i

i

−
−

−
+

+ −

−

+ + + =
−

−
−

≤ ≤ −1
1

1
1

1 1

16 3 6
1 1

b g b g b g b g b g  

 En posant, pour i = 1, 2, ⋅⋅⋅, n – 1 : 

µ

λ µ

i
i

i i

i
i

i i
i

i
i i

i i

i

i i

i

h
h h

h
h h

v
h h

f x f x
h

f x f x
h

=
+

=
+

= −

=
+

−
−

−RST
UVW

R

S

||||

T

||||

−

−

−

−

+ −

−

1

1

1

1

1 1

1

1

6 b g b g b g b g
 

ce système s’écrit : 
µ λi i i i i iz z z v i n− ++ + = ≤ ≤ −1 12 1 1b g  

 Les conditions (3) vont nous donner les deux équations manquantes. Ces 
conditions s’écrivent : 

′ = ′ = = ′

′ = ′ = + + = ′

R
S|
T| − − − − − −

s x P x f x

s x P x h h f xn n n n n n n n n

0 0 0 0 0

1 1 1
2

1 1 13 2

b g b g b g
b g b g b g

γ

α β γ
 

soit : 
f x f x

h
h z z f x

z z h z h
f x f x

h
h z z f xn n

n n n
n n

n

n
n n n

1 0

0

0
1 0 0

1
1 1 1

1

1

1
1

6
2

2 6
2

b g b g b g b g
b g b g b g b g

−
− + = ′

− + +
−

− + = ′

R
S
||

T
|| −

− − −
−

−

−
−

 

 C'est-à-dire : 
2

2
0 0 1 0

1

z z v
z z vn n n n

+ =
+ =

RST −

λ
µ

 

où on a posé : 
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λ

µ

0 0
0

1 0

0
0

1

1

1

1 6

1 6

= =
−

− ′
RST

UVW
= = ′ −

−RST
UVW

R

S
||

T
||

−

−

−

,

,

v
h

f x f x
h

f x

v
h

f x
f x f x

hn n
n

n
n n

n

b g b g b g

b g b g b g  

 Avec ces notations, on conclut que le vecteur z
z

zn

=
F

H
GG

I

K
JJ

0

M  est solution du système 

linéaire de n + 1 équations à n + 1 inconnues Az v= , avec : 

A

n n

n

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ− −

2 0 0 0
2 0 0

0 0 2
0 0 0 2

0

1 1

1 1

λ
µ λ

µ λ
µ

L

L

L

L

. . . . . . , v
v

vn

=
F

H
GG

I

K
JJ

0

M  

(c) Avec les relations λ µi i+ = <1 2  pour tout i = 0, 1, ⋅⋅⋅, n (en posant 
µ λ0 0= = n), on déduit que la matrice A est à diagonale strictement dominante. 
Cette matrice est donc inversible (problème 3 Q6 (a)) et le système Az v=  admet 
une unique solution. 
 On a donc ainsi montré l’existence et l’unicité de la fonction spline s vérifiant 
les conditions (2) et (3). 
Q2. (a) Pour tout i = 1, 2, ⋅⋅⋅, n – 1, on a : 

r
h h

u wi
i i

i i=
+

−
−

1 6
1

l q 

où on a posé : 

u
f x f x

h
f x f x

h
w h f x h h f x h f x

i
i i

i

i i

i

i i i i i i i i

=
−

−
−

= ′′ + + ′′ + ′′

R
S|
T|

+ −

−

− − − +

1 1

1

1 1 1 12

b g b g b g b g

b g b g b g b g
 

 Avec la formule de Taylor à l’ordre 4 en xi appliquée à f, on peut écrire que : 

u f x h f x h f x h f

f x h f x h f x h f

i i
i

i
i

i
i

i

i
i

i
i

i
i

i

= ′ + ′′ + ′′′ +

− ′ + ′′ − ′′′ +− − −

b g b g b g b g

b g b g b g b g

b g

b g

2 6 24

2 6 24

2 3
4

1 1
2

1
3

4

ω

ξ
 

et avec la formule de Taylor à l’ordre 2 en xi appliquée à ′′f  : 

w h f x h f x h f h h f x

h f x h f x h f

i i i i i
i

i i i i

i i i i
i

i

= ′′ − ′′′ +
RST

UVW
+ + ′′

+ ′′ + ′′′ +
RST

UVW

− −
−

−1 1
1

2
4

1

2
4

2
2

2

b g b g b g b g b g

b g b g b g

b g

b g

ψ

ζ
 

 Ce qui donne : 
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r
h h

h f h f h f h fi
i i

i
i

i
i

i
i

i
i=

+
+ − −

RST
UVW−

− −1
4 4 2 21

3
4 1

3
4 1

3
4

3
4b g b g b g b gb g b g b g b gω ξ ψ ζ  

 On en déduit alors les majorations : 

r f h h
h h

i ni
i i

i i

≤ +
+

≤ ≤ −
∞

−

−

3
4

1 14 1
3 3

1

b g b g 
 Soit : 

r f h h h h i ni i i i i≤ − + ≤ ≤ −
∞ − −

3
4

1 14
1

2
1

2b g n s b g  

 Et : 

r f h h f h i ni i i≤ + ≤ ≤ ≤ −
∞ − ∞

3
4

3
2

1 14
1

2 2 4 2b g b gn s b g  

 Pour i = 0, on a : 

r
h

u w0
0

0 0
1 6= −l q  

où on a posé : 

u
f x f x

h
f x

w h f x f x

0
1 0

0
0

0 0 0 12

=
−

− ′

= ′′ + ′′

R
S|

T|

b g b g b g
b g b gm r

 

 Avec la formule de Taylor à l’ordre 4 en x0 appliquée à f, on a : 

u h f x h f x h fi = ′′ + ′′′ +0
0

0
2

0
0

3
4

02 6 24
b g b g b gb g ω  

et avec la formule de Taylor à l’ordre 2 en x0 appliquée à ′′f  : 

w h f x f x h f x h f0 0 0 0 0 0
0

2
4

02
2

= ′′ + ′′ + ′′′ +
RST

UVW
b g b g b g b gb g ψ  

 Ce qui donne : 

r h f h f0
0

2
4

0
0

2
4

04 2
= −b g b gb g b gω ψ  

 Et : 

r f h f h0
4 2 4 23

4
3
2

≤ <
∞ ∞

b g b g  

 De manière analogue, pour i = n, on a : 

r f hn ≤
∞

3
2

4 2b g  

 On peut donc conclure que : 

r Max r i n f hi= ≤ ≤ ≤
∞

; 0 3
2

4 2m r b g  

(b) Si w Az= , on a alors : 
w z z z i ni i i i i i= + + ≤ ≤− +µ λ1 12 0b g 

en posant µ λ0 1 1 0= = = =− +z zn n . 
 Pour i n∈ 0 1, , ,Ll q  tel que z zi= , on a : 

w w z z z z z zi i i i i i i i i i≥ ≥ − − ≥ − − = =− +2 21 1µ λ µ λb g  
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puisque λ µi i+ = 1. 
 Ce qui peut s’écrire z A w w= ≤−1 , encore équivalent à A− ≤1 1. 
(c) En considérant que v Az= , on peut écrire avec (a) et (b) que : 

z y A v Ay A r A r r− ′′ = − ′′ = ≤ ≤− − −1 1 1b g  

et z y f h− ′′ ≤
∞

3
2

4 2b g . 

Q3. On pose ϕ = −g h et on définit ainsi une fonction de classes C2 sur α β,  
avec ′′ = ′′ϕ g . 
 La fonction ϕ est de classes C1 sur le compact α β, , elle admet donc un 
minimum et un maximum en des points ξ et η avec ′ = = ′ϕ ξ ϕ ηb g b g0 . On a donc : 

ϕ ϕ α β ϕ ζ∞ = ∈ =Sup x xb gn s b g; ,  
avec ζ ξ η α β∈ ⊂, ,l q  et ′ =ϕ ζb g 0. 

 Si ζ α α β∈ +L
NM

O
QP,

2
, on peut alors écrire avec la formule de Taylor à l’ordre 2 : 

0
2

2

1= = + − ′ +
−

′′ϕ α ϕ ζ α ζ ϕ ζ
α ζ

ϕ ζb g b g b g b g b g b g  

 Soit ϕ ζ
α ζ

ζb g b g b g= −
−

′′
2

12
g  et : 

ϕ ζ
α ζ β αb g b g

≤
−

′′ ≤ −F
HG

I
KJ ′′∞ ∞

2 2

2
1
2 2

g g  

 De façon analogue, si ζ α β β∈ +L
NM

O
QP2

, , on écrit alors : 

0
2

2

2= = + − ′ +
−

′′ϕ β ϕ ζ β ζ ϕ ζ
β ζ

ϕ ζb g b g b g b g b g b g 

et on aboutit encore à ϕ ζ β αb g ≤ −F
HG

I
KJ ′′ ∞

1
2 2

2

g . 

 On a donc bien : 

g h g− ≤
−

′′∞ ∞

β αb g2

8
 

Q4. La fonction ′′ −s hi  étant affine, on a : 
Sup s x h x x x x Max s x h x s x h xi i i i i i i i i′′ − ∈ = ′′ − ′′ −+ + +b g b gn s b g b g b g b gn s; , ,1 1 1  

 Ce qui donne, avec les conditions h x f xi j jd i d i= ′′  pour j = i, i + 1 : 

Sup s x h x x x x Max s x f x i n z yi i i j′′ − ∈ ≤ ′′ − ′′ ≤ ≤ = − ′′+b g b gn s c h d i{ }; , ;,1 0  

 Soit avec la majoration de Q2 (c) : 

Sup s x h x x x x f hi i i′′ − ∈ ≤+ ∞
b g b gn s b g; , 1

4 23
2

 

Q5. (a) En utilisant les notations de Q4, on peut écrire pour tout x x xi i∈ +, 1  : 
′′ − ′′ ≤ ′′ − + − ′′f x s x f x h x h x s xi ib g b g b g b g b g b g  
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 Avec Q3 et Q4, on déduit alors que : 

′′ − ′′ ≤ +
∞ ∞

f x s x f h f hib g b g b g b g4
2

4 2

8
3
2

 

 On peut donc conclure que : 

′′ − ′′ ≤ +F
HG

I
KJ =∞ ∞ ∞

f s f h f h1
8

3
2

13
8

4 2 4 2b g b g  

(b) Avec les conditions s x f xi ib g b g=  pour 0 ≤ ≤i n  et en utilisant le théorème de 
Rolle, on déduit qu’on peut trouver des points ξi i ix x+ +∈1 1,  tels que 
′ = ′+ +s fi iξ ξ1 1b g b g  pour 0 1≤ ≤ −i n . 

 D’autre part, en posant ξ0 = a  et ξn b+ =1 , on peut écrire les égalités 
′ = ′s fi iξ ξb g b g pour 0 1≤ ≤ +i n . 

 Pour tout réel x a b∈ , , on peut trouver un indice i n∈ +0 1 1, , ,Ll q tel que 
x x hi− ≤ . On écrit alors que : 

′ − ′ = ′′ − ′′ ≤ ′′ − ′′z ∞f x s x f t s t dt h f s
i

xb g b g b g b gc h
ξ

 

 On conclut donc que : 

′ − ′ ≤∞ ∞
f s f h13

8
4 3b g  

(c) Pour 0 ≤ ≤i n , on a s x f xi ib g b g=  et pour tout réel x a b∈ , , on peut trouver un 

indice i n∈ −0 1 1, , ,Ll q  tel que x x h
i− ≤

2
. On peut alors écrire que : 

f x s x f t s t dt h f s
x

x

i

b g b g b g b gc h− = ′ − ′ ≤ ′ − ′z ∞2
 

de sorte que : 

f s f h− ≤∞ ∞

13
16

4 4b g  

Q6. Pour x x xi i∈ +, 1 , avec 0 1≤ ≤ −i n , on a : 

′′′ − ′′′ = ′′′ − = ′′′ −
′′ − ′′+f x s x f x f x

s x s x
hi

i i

i

b g b g b g b g b g b g
6 1α  

 Ce qui peut s’écrire : 

′′′ − ′′′ = ′′′ −
′′ − ′′

+
′′ − ′′

−
′′ − ′′+ + +f x s x f x

s x f x
h

s x f x
h

f x f x
h

i i

i

i i

i

i i

i

b g b g b g b g b g b g b g b g b g1 1 1

 
 Avec la formule de Taylor à l’ordre 2 en x appliquée à ′′f , on a : 
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′′ − ′′
=

′′ − ′′
−

′′ − ′′

= − ′′′ +
−

− − ′′′ −
−

= ′′′ +
−

−
−

+ +

+ +

+

f x f x
h

f x f x
h

f x f x
h

x x
h

f x
x x

h
f x x

h
f x

x x
h

f

f x
x x

h
f

x x
h

f

i i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

1 1

1 1
2

4
1

2
4

2

1
2

4
1

2
4

2

2 2

2 2

b g b g b g b g b g b g

b g b g b g b g b g b g

b g b g b g b g b g

b g b g

b g b g

ξ ξ

ξ ξ

 

 Ce qui donne : 

′′′ − ′′′ = −
′′ − ′′

+
′′ − ′′

−
−

+
−

+ +

+

f x s x
s x f x

h
s x f x

h

x x
h

f
x x

h
f

i i

i

i i

i

i

i

i

i

b g b g b g b g b g b g

b g b g b g b gb g b g

1 1

1
2

4
1

2
4

22 2
ξ ξ

 

 Et avec les notations de Q2 : 

′′′ − ′′′ ≤ ′′ − + ≤ +
∞ ∞ ∞

f x s x
h

y z h f
h

f h f h
i

i
i

b g b g b g b g b g2 2 3
2

4 4 2 4  

 Ce qui donne : 
′′′ − ′′′ ≤ +∞ ∞

f s f h3 1 4αb g b g  

Problème 38 : Fonctions splines d’ajustement. 
      Agrégation 1974, extrait 

 Soient a et b deux réels tels que a < b. On désigne par : 
1°) H a b0 ,  (ou simplement H 0 ) l’ensemble des (classes de) fonctions y à valeurs 
réelles, définies sur a b,  et de carré sommable sur a b, . 
 Muni des lois usuelles d’addition et de multiplication par un scalaire, H 0  est 
un espace vectoriel sur IR. Muni, de plus, du produit scalaire habituel : 

y y y t y t dt
a

b

1 2 0 1 2= z b g b g  

et de la norme associée y y y0 0

1
2= , H 0  est un espace de Hilbert réel. 

2°) H a b2 ,  (ou simplement H 2 ) l’ensemble des fonctions x définies sur a b, , à 
valeurs réelles, admettant sur a b,  : 
 — une dérivée première absolument continue, 

 — une dérivée seconde définie presque partout sur a b,  et de carré 
sommable. 

 Muni comme en 1°), des lois usuelles d’addition et de multiplication par un 
scalaire, H 2  est un espace vectoriel sur IR.. 
 On munit H 2  du produit scalaire : 

x x x t x t x t x t x t x t dt
a

b

1 2 2 1 2 1 2 1 2= + ′ ′ + ″ ″L
NM

O
QPz b g b g b g b g b g b g  
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et de la norme associée x x x2 2

1
2= . 

 H 2  est ainsi un espace de Hilbert réel. 
3°) Soient alors, pour toute la suite, n + 2 valeurs réelles t t t tn n0 1 1, , , ,L +  telles 
que : 

t a t t t b tn n0 1 2 1= < < < < = +L,  
(on suppose que n ≥ 2 ). 
 On considère l’ensemble S des fonctions s, définies sur a b, , à valeurs réelles, 
telles que : 
 (a) Dans tout intervalle t ti i, +1  (i = 1, ···, n – 1), s coïncide avec un polynôme 
de degré ≤ 3 : 

∀ ∈ = + + ++t t t s t t t ti i i i i i, ,1
3 3 2 2 1 0b g γ γ γ γ  

 (b) Dans chacun des deux intervalles a t, 1  et t bn , , s coïncide avec un 
polynôme de degré ≤ 1 : 

∀ ∈ = +

∀ ∈ = +

t a t s t t

t t b s t tn n n

, ,

, ,
1 0

1
0
0

1 0

b g
b g

γ γ
γ γ

 

(les γ i
j  sont des réels). 

 (c) s, ′s , ′′s  sont définies et continues sur a b, . 
Q1. Montrer que S est un sous espace vectoriel de H 2 , de dimension finie. 
 Pour tout réel α on pose α α+ = Sup ,0b g . 
Q2. Montrer qu’un élément s de H 2  appartient à S si et seulement si : 

∀ ∈ = + + −
+=

∑t a b s t t t ti
i

i

n

, ,
!

b g b gα α δ
0 1

3

1 3
 

où α α δ0 1, , i  (i = 1, ···, n) sont des réels tels que : 

δ δi
i

n

i i
i

n

t
= =
∑ ∑= =

1 1

0 0,  

 En déduire la dimension de S dans H 2 . 
 On désigne par B, l’application de H 2  dans H 0  qui à tout x de H 2  fait 
correspondre sa dérivée seconde : 

( )B x x= ′′  
 On note c l’application de H 2  dans IRn qui à tout x de H 2  fait correspondre le 
vecteur des valeurs de x en t tn1 , ,L  : 

c x x t x t x tnb g b g b g b gc h= 1 2, , ,L  
 On note d l’application de S dans IRn qui à tout s de S fait correspondre le 
vecteur de IRn : 

d s nb g b g= δ δ δ1 2, , ,L  
où δi  (i = 1, ···, n) représente le saut de la dérivée troisième de s en ti. 
 On remarquera à ce propos que, s coïncidant avec un polynôme de degré 
inférieur ou égal à 3 sur tout intervalle t ti i, +1 , la dérivée troisième de s est 
définie et constante sur t ti i, +1  (i = 0, 1, ···, n). 
 On note  le produit scalaire usuel sur IRn : 
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∀ = ∈ ∀ = ∈ =
=
∑u u u IR v v v IR u v u vn

n
n

n
i i

i

n

1 1
1

, , , , , ,L Lb g b g  

 On note  la norme associée sur IRn : 

∀ = ∈ = L
NM

O
QP =

=
∑u u u IR u u u un

n
i

i

n

1
2

1

1
2 1

2, , ,Lb g  

Q3. Montrer que B, c et d sont linéaires et continues. 
 Sont-elles surjectives? 
Q4. Montrer que pour tout x dans H 2  et tout s dans S on a : 

( ) ( ) ( ) ( )B Bx s c x d s0 =  
Q5. Montrer que pour tout z z z IRn

n= ∈1 , ,Lb g , il existe un élément σ unique dans 
S tel que : 

c d zσ σb g b g+ =  
Q6. Montrer que l’élément σ défini en Q5 vérifie : 

( ) ( ) ( ) ( )( )B Bσ σ0
2 2

0
2 2

2
+ − = + −

∈
c z Min x c x z

x H
 

 Soit Z0 le sous-espace vectoriel de IRn, de dimension n – 2 formé des vecteurs 
z z zn= 1 , ,Lb g  tels que : 

zi
i

n

=
∑ =

1

0 et z ti i
i

n

=
∑ =

1

0  

 On désigne par γ j j n
d i

1 2≤ ≤ −
 une base de Z0. 

 On pourra par exemple prendre pour γ j  le vecteur de composantes γ ji  
suivantes : 

γ ji

j j j j

j j j j

j j j j

t t t t
si i j

t t t t
si i j

t t t t
si i j

si i j ou si i j

=

− −
=

− −
= +

− −
= +

< > +

R

S

|||||

T

|||||

+ +

+ + +

+ + +

1

1 1

1 2

0 2

1 2

1 1 2

2 2 1

d id i

d id i

d id i

 

 On rappelle que pour tout x H∈ 2  on a (développement de Taylor) : 
x t x a t a x a t x d

a

bb g b g b g b g b g b g= + − ′ + − ′′
+z ξ ξ ξ  

Q7. Montrer que pour tout j (j = 1, 2, ···, n – 2) il existe une fonction β j H∈ 0  telle 
que pour tout x H∈ 2  on ait : 

( ) ( )γ βj jc x x= B
0
 

 Expliciter les fonctions β j  pour le choix de vecteurs γ j  proposé ci-dessus 
(montrer en particulier que β j  vérifie alors β j tb g = 0, lorsque t t tj j∉ +, 2 ). 
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 Soit s arbitraire. D’après Q2, il existe des réels µ j  (j = 1, 2, ···, n – 2) tels 
que : 

d s j j
j

nb g =
=

−

∑µ γ
1

2

 

Q8. Montrer que l’on a alors : 

( )B s j j
j

n

=
=

−

∑µ β
1

2

 

 On se propose de déterminer numériquement l’élément σ ∈S  qui vérifie 
c d zσ σb g b g+ = . Pour cela on calcule d’abord ( )B σ σ= ′′ ∈H 0  et 
c t t t IRn

nσ σ σ σb g b g b g b gc h= ∈1 2, , ,L . 
Q9. Montrer que l’on a : 

( )

( )

B σ µ β

σ µ γ

=

= −

=

−

=

−

∑

∑

j j
j

n

j j
j

n

c z

1

2

1

2  

où les µ j  (j = 1, 2, ···, n – 2) sont solutions du système d’équations linéaires : 

ω µ ηkj j
j

n

k k n
=

−

∑ = ≤ ≤ −
1

2

1 2b g 
avec 

ω β β γ γkj k j k j= +
0

 
et 

η γk kz=  

Solution 

Rappels — Une fonction f a b IR: , →  est dite absolument continue si : 

∀ > ∃ > − < ⇒ − <
= =
∑ ∑ε η β α η β α ε0 0

1 1

, ; i i
i

n

i i
i

n

f fb g b g b g  

pour toute famille de segments disjoints α βi i,  dans a b, . 
 Une fonction absolument continue est uniformément continue. 
 Si ϕ: ,a b IR→  est Lebesgue–intégrable, alors la fonction f définie par 

∀ ∈ = zt a b f t u du
a

t
, , b g b gϕ  

est absolument continue. De plus elle admet une dérivée définie presque partout 
par : 

pp t a b f t t∈ ′ =, , b g b gϕ  
Q1. (a) Montrons tout d’abord que S H⊂ 2 . 
 Une fonction s S∈  est de classe C2 sur a b, , en particulier sa dérivée seconde 
′′s  est continue et elle est donc de carré intégrable sur a b, . 
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 Pour toute suite α βi i i n

,c h
1≤ ≤

 d’intervalles ouverts deux à deux disjoints dans 
a b, , on a : 

′ − ′ = ′′ ≤ ′′ − <
= =

∈
=

∑ z∑ ∑s s s t dt Sup s ti i
i

n

i

n

t a b i i
i

n

i

iβ α β α ε
α

βb g b g b g b g b g
1 1 1

,
 

dés que β α η ε
i i

i

n

t a b
Sup s t

− < =
′′=

∈

∑ b g b g1
,

. 

 Donc ′s  est absolument continue sur a b, . 
 On a donc bien S H⊂ 2 . 
(b) Montrons que S est un sous-espace vectoriel de dimension finie de H 2 . 
 L’ensemble des fonctions de classe C2 et l’ensemble des polynômes réels de 
degré inférieur ou égal à p (donné dans IN) étant des espaces vectoriels, on en 
déduit que S est un espace vectoriel. 
 S est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel P des fonctions 
polynomiales par morceaux qui coïncident avec un polynôme de degré inférieur 
ou égal à 1 sur a t, 1  et t bn ,  et avec un polynôme de degré inférieur ou égal à 3 
sur chaque intervalle  t ti i, +1  (i = 1, ···, n – 1) (on ne s’occupe pas des conditions 
de continuité de s, ′s , ′′s  pour les fonctions s de P). 
 Une fonction de P étant uniquement déterminée par les coefficients γ i

j  définis 
en 3°) (a) et (b) de l’énoncé, on déduit que Dim P n nb g b g= + − + =2 4 1 2 4  et : 

Dim S Dim P nb g b g≤ = 4  
 En conclusion, S est un sous espace vectoriel de dimension finie de H 2 . 
Q2. Soient α α δ δ0 1 1

2, , , ,L n
nIRb g∈ +  et g a b IR: , →  définie par : 

∀ ∈ = + + −
+=

∑t a b g t t t ti
i

i

n

, ,
!

b g b gα α δ
0 1

3

1 3
 

 Une telle fonction est définie de manière équivalente par : 

* , ,
,

!
,

b g
b g
b g b g b g∀ ∈

= + ∈

= + + − ∈ ≤ ≤

R
S|
T| =

+∑
t a b

s t t t t t

s t t t t t t t i nk
k

k

i

i i

α α

α α δ
0 1 0 1

0 1
3

1
13

1

 si 

 si 
 

(a) Montrons tout d’abord que pour toute fonction spline s S∈ , il existe un unique 

vecteur α α δ δ0 1 1
2, , , ,L n

nIRb g∈ +  vérifiant les conditions δi
i

n

=
∑ =

1

0 et δi i
i

n

t
=
∑ =

1

0 

et tel que s soit définie par (*). 
 Pour t t t∈ 0 1, , on a s t tb g = +γ γ0

1
0
0 , ce qui détermine le couple de réels 

α α0 1,b g de manière unique. Soit : 
α α γ γ0 1 0

0
0
1, ,b g c h=  

 Pour t t t∈ 1 2, , on doit avoir : 

s t t t t t t tb g b g= + + + = + + −γ γ γ γ α α δ
1
3 3

1
2 2

1
1

1
0

0 1
1

1
3

3!
 

 Ce qui donne en identifiant les coefficients de tk pour k = 0, 1, 2, 3 : 
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α δ γ

α δ γ

δ γ

δ γ

0
1

1
3

1
0

1
1

1
2

1
1

1
1 1

2

1
1
3

3

2

2

3

− =

+ =

− =

=

R

S

||||

T

||||

!

!

t i

t ii

t iii

iv

b g

b g

b g

b g

 

 La dernière équation donne δ γ1 1
33= ! . 

 Les autres équations traduisent en fait les conditions de continuité de s, ′s , ′′s  
en t1. 
 En effet, en notant pour tout i = 0, 1, ⋅⋅⋅, n si l’expression polynomiale de s sur 
l’intervalle t ti i, +1 , on a : 

s t s t s t kk k kb g b g b gb g b g b g b g1 0 1 1 1 0 1 2= = = , ,  
 Ce qui donne pour k = 2 : 

0 3 21
3

1 1
2= +!γ γt  

c'est-à-dire − =3
2

1
3

1 1
2!γ γt , ou encore − =δ γ1

1 1
2

2
t , soit l’équation (iii). 

 Les conditions (ii) et (i) sont équivalentes respectivement à s t s t0 1 1 1
′ = ′b g b g  et 

s t s t0 1 1 1b g b g= . 
 Montrons par récurrence que pour i n∈ +2 1, ,Ll q , il existe des coefficients 
uniques δ δ1 1, ,L i−  tels que : 

∀ ∈ = + + −
+=

−

∑t t t s t t t ti
k

k
k

i

0 0 1
3

1

1

3
, ,

!
b g b gα α δ  

avec : 
α α γ γ

δ γ γ
0 1 0

0
0
1

3
1

33 1 1

, ,

!

b g c h
c h b g
=

= − ≤ ≤ −

R
S|
T| −k k k k i

 

où on a posé γ γ0
3 3 0= =n . 

 On vient de vérifier cette propriété pour i = 2 et il s’agit de montrer qu’elle est 
vraie pour i + 1 si on suppose qu’elle est vraie pour i n∈ 2, ,Ll q . 
 Avec l’hypothèse de récurrence, on a : 

∀ ∈ = + + + = + + −− − − − −
=

−

∑t t t s t t t t t t ti i i i i i
k

k
k

i

1 1
3 3

1
2 2

1
1

1
0

0 1
3

1

1

3
, ,

!
b g b gγ γ γ γ α α δ  

 Ce qui donne en identifiant les coefficients de tk pour k = 0, 1, 2, 3 : 
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**

!

!

b g

b g

b g

b g

b g

α δ γ

α δ γ

δ γ

δ γ

0
3

1

1

1
0

1
2

1

1

1
1

1

1

1
2

1

1

1
3

1
3
1
2

1
2

1
3

− =

+ =

− =

=

R

S

|||||

T

|||||

=

−

−

=

−

−

=

−

−

=

−

−

∑

∑

∑

∑

k k
k

i

i

k k
k

i

i

k k
k

i

i

k
k

i

i

t i

t ii

t iii

iv

 

 Si la propriété est vraie pour i + 1, alors on a nécessairement : 

α δ γ

α δ γ

δ γ

δ γ

0
3

1

0

1
2

1

1

1

2

1

3

1
3
1
2

1
2

1
3

− =

+ =

− =

=

R

S

|||||

T

|||||

=

=

=

=

∑

∑

∑

∑

!

!

k k
k

i

i

k k
k

i

i

k k
k

i

i

k
k

i

i

t i

t ii

t iii

iv

b g

b g

b g

b g

 

 En utilisant (**) (iv), l’équation (iv) ci-dessus donne alors : 

*** ! !b g c hδ γ δ γ γi i k
k

i

i i= − = −
=

−

−∑3 33

1

1
3

1
3  

 La condition ′′ = ″ = ″
−s t s t s ti i i i ib g b g b g1  se traduit par : 
3 2 3 21

3
1

2 3 2! !γ γ γ γi i i i i it t− −+ = +  

 C'est-à-dire − − + =− −
3
2

3
1

3
1

2 2! γ γ γ γi i i i itc h . Ce qui peut s’écrire avec (**) (ii) et 

(***) : 

− − =
=

−

∑δ δ γi
i k k

k

i

it t
2

1
2 1

1
2 

 Ce qui donne bien l’égalité (iii). 
 De façon analogue, on voit que les conditions s t s ti i i i−

′ = ′
1 b g b g et s t s ti i i i− =1b g b g 

donnent les égalités (ii) et (i). 
 En particulier, pour i = n, on a γ γn n

3 2 0= =  et les conditions (iv) et (iii) 

s’écrivent respectivement δ k
k

n

=
∑ =

1

0 et δk k
k

n

t
=
∑ =

1

0. 

(b) Réciproquement, on doit montrer que si s H∈ 2 s’écrit sous la forme : 

s t t t ti
i

i

nb g b g= + + −
+=

∑α α δ
0 1

3

1 3!
 

avec δ k
k

n

=
∑ =

1

0 et δk k
k

n

t
=
∑ =

1

0, alors s S∈ . 



186                     5 Approximation polynomiale 
 
 Sur t t0 1,  s est bien une fonction affine. 
 Sur t ti i, +1 , pour i = 1, ⋅⋅⋅, n, la fonction s est polynomiale de degré inférieur 
ou égal à 3. 
 En particulier, pour i = n, les coefficients de t3 et t2 sont donnés respectivement 

par γ δn k
k

n
3

1

1
3

0= =
=
∑!  et γ δn k k

k

n

t2

1

1
2

0= − =
=
∑ . C'est-à-dire que s est bien une 

fonction affine sur t tn n, +1 . 
 Comme s est dans H2, elle est de classe C1. 
 Il est clair que s est de classe C2 sur chaque intervalle ouvert t ti i, +1 , pour i = 
0, 1, ⋅⋅⋅, n, avec : 

∀ ∈ ′′ = − = ″
+

=
∑t t t s t t t s ti i k k
k

i

i, ,1
1

b g b g b gδ  

 On a alors s t t t s ti i k i k
k

i

i i−
=

−″ = − = ″∑1
1

1b g b g b gδ  et s est de classe C2 sur a b, . 

(c) Il reste enfin à calculer la dimension de S. 
 Ce qui précède montre que S est isomorphe à l’espace vectoriel : 

V v IR t Kern
n

k
k

n

k k
k

n

= = ∈ = =RST
UVW =

+

= =
∑ ∑α α δ δ δ δ ϕ0 1 1

2

1 1

0 0, , , , ; ,Lb g b g 
où : 

ϕ

δ δ

:

,

IR IR

v t

n

k
k

n

k k
k

n

+

= =

→
F
HG

I
KJ∑ ∑

2 2

1 1

a
 

 La matrice de cette application linéaire est A
t t tn

=
F
HG

I
KJ

0 0 1 1 1
0 0 1 2

L

L
. 

 Les ti étant deux à deux distincts, la matrice A est de rang 2. On a donc 
Dim Ker nϕb gc h = . On en déduit donc que : 

Dim S nb g =  
Q3. (a) L’application B : x xa ′′  est clairement linéaire de H2 dans H0. 
 Pour tout x H∈ 2 , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )B x x t dt x t x t x t dt x
a

b

a

b

0
2 2 2 2 2

2
2= ′′ ≤ + ′ + ′′ =∫ ∫  

 On a donc : 
( )∀ ∈ ≤x H x x2

0 2, B  
 C'est-à-dire que l’application linéaire B  est continue de norme inférieure ou 
égale à 1. 
 Pour toute fonction y H∈ 0, on peut écrire en utilisant le fait que la fonction 
constante égale à 1 est intégrable sur a b,  et l’inégalité de Cauchy–Schwarz : 

y t dt y y
a

b b gz = ≤ < +∞1 1
0 0 0  

 C'est-à-dire que y est intégrable sur a b, . On peut alors définir la fonction 
z a b IR: , →  par : 
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∀ ∈ = zt a b z t y u du
a

t
, , b g b g  

 La fonction z est alors absolument continue sur a b,  et admet une dérivée 
définie presque partout par ′ =z t y tb g b g. 
 La fonction x a b IR: , →  définie par : 

∀ ∈ = zt a b x t z u du
a

t
, , b g b g  

est alors de classe C1 avec une dérivée absolument continue donnée par ′ =x z . 
 Cette fonction admet aussi une dérivée seconde définie presque partout par 
′′ = ′ =x t z t y tb g b g b g avec y H∈ 0. 

 On a donc ainsi montré que pour tout y H∈ 0, il existe x H∈ 2  telle que 
( )B x x y= ′′ = . 

 C'est-à-dire que B  est une surjection de H2 sur H0. 
(b) Il est clair que c x c x x t x t x tn: , , ,a Lb g b g b g b gc h= 1 2  est linéaire de H2 dans IRn. 
 La fonction x H∈ 2  étant de classe C1, on peut écrire pour tout i n∈ 1, ,Ll q  : 

x t x t x u dui t

tib g b g b g= + ′z  
 Ce qui donne : 

x t x t x t x u du x u dui t

t

t

ti ib g b g b g b g b g2 2
2

2= + ′ + ′FH IKz z  

avec : 

2 2
2

x t x u du x t x u du
t

t

t

ti ib g b g b g b g′ ≤ + ′FH IKz z  

 D’où : 

x t x t x u dui t

tib g b g b g2 2
2

2≤ + ′FH IK
F
HG

I
KJz  

 D’autre part, avec l’inégalité de Cauchy–Schwarz on peut écrire : 

′ ⋅FH IK ≤ ′FH IK FH IKz z zx u du x u du du
t

t

t

t

t

ti i ib g b g1 1
2

2  

soit : 

′ ⋅FH IK ≤ − ′ ≤ − ′z z zx u du t t x u du b a x u du
t

t

i t

t

a

bi ib g b g b g b g b g1
2

2 2  

 On a donc : 

x t x t b a x u dui a

bb g b g b g b g2 2 22≤ + − ′FH IKz  

et : 

x t du x u du b a x u du dtia

b

a

b

a

b

a

bb g b g b g b g2 2 22z z zz≤ + − ′FH IKFH IK  

 Ce qui peut aussi s’écrire : 

x t
b a

x u du b a x u du Max
b a

b a xi a

b

a

bb g b g b g b g b g2 2 2
2

22 2 2 2≤
−

+ − ′ ≤
−

−RST
UVWz z ,  

 Ce qui donne en définitive : 
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c x x t nMax
b a

b a x xi
i

nb g b g b g2 2

1
2

2
2

22 2= ≤
−

−RST
UVW =

=
∑ , λ  

ou encore : 
∀ ∈ ≤x H c x x2

2, b g λ  
 Ce qui prouve que c est une application linéaire continue de H2 dans IRn. 
 Pour tout y y y IRn

n= ∈1 , ,Lb g , on sait qu’il existe un unique polynôme P de 
degré inférieur ou égal à n – 1 tel que P t yi ib g =  (i = 1, ⋅⋅⋅, n) (polynôme 
d’interpolation de Lagrange – problème 33 –). Un tel polynôme est dans H2 et 
vérifie c P yb g = . 
 On peut donc conclure que c est une surjection de H2 sur IRn. 
(c) Pour tout s S∈ , on a : 

∀ ∈ ∀ ∈ ′′′ =+i n t t t s ti i i0 31
3, , , , , !Ll q b g γ  

avec γ γ0
3 3 0= =n . 

 Le saut de ′′′s  en ti est donc donné par : 
∀ ∈ = − −i n i i i1 3 3

1
3, , , !Ll q c hδ γ γ  

 On retrouve bien les coefficients δi  définis en Q2. 
 Les applications s ia γ 3 étant linéaires, on en déduit que d est une application 
linéaire de S dans IRn. 
 Les espaces S et IRn étant de dimension finie, l’application d est continue. 

 On a vu que pour toute fonction s S∈ , on a δ k
k

n

=
∑ =

1

0, donc un vecteur 

y y y IRn
n= ∈1 , ,Lb g  tel que yk

k

n

=
∑ ≠

1

0 ne peut pas être dans l’image de d. 

 En conclusion d n’est pas surjective. 
 On peut aussi remarquer que 

( )Im d IR tn
i

i

n

i i
i

n

= ∈ = =






= =

∑ ∑δ δ δ;
1 1

0  

est de dimension n – 2. 
Q4. Pour x H∈ 2  et s S∈ , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B Bx s x t s t dt x t s t dt
a

b

t

t

i

n

i

i

0
1

1
1

= ′′ ′′ = ′′ ′′∫ ∫∑
+

=

−

 

du fait que ′′ =s 0 sur t t0 1,  et t tn n, +1 . 
 En faisant une intégration par parties ( ′′s  est dérivable sur t ti i, +1 ), on a : 

′′ ′′ = ′ ′′ − ′ ′′ − ′ ′′′+ +z z+ +x t s t dt x t s t x t s t x t s t dt
t

t

i i i i t

t

i

i

i

ib g b g b g b g b g b g b g b g1 1

1 1  

et : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

B Bx s x t s t x t s t x t dt

x t x t

n n i t

t

i

n

i i i
i

n

i

i

0 1 1
3

1

1

3
1

1

1

3

3

1= ′ ′′ − ′ ′′ − ′

= − −

+

∫∑

∑
=

−

+
=

−

!

!

γ

γ
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( ′′ = ′′ =s t s tn1 0b g b g ). 
 En écrivant que δ γ γi i i= − −3 3

1
3!c h , on déduit que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B Bx s x t x t x t x ti i
i

n

i i
i

n

i i
i

n

i i
i

n

0
3

1
1

1
3

1

1
3

1
1

3

1
3 3 3 3= − + = −+

=

−

=

−

=
−

=
∑ ∑ ∑ ∑! ! ! !γ γ γ γ  

(γ γ0
3 3 0= =n ). 

 Ce qui peut aussi s’écrire : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )B Bx s x t c x d si i
i

n

0
1

= =
=
∑δ  

Q5. Il s’agit de montrer que l’application linéaire c d S IRn+ →:  est surjective, ce 
qui équivaut à montrer qu’elle injective puisque les espaces de départ et d’arrivée 
ont la même dimension. 
 Soit s Ker c d∈ +b g , avec Q4 on peut écrire que : 

( ) ( ) ( ) ( )0 00
2 2≤ = = − ≤B s c s d s c s  

 Donc ( ) ( )B s c s0 0= =  et c s d sb g b g= = 0. 
 Avec Q2, on déduit que la condition d sb g = 0 entraîne que s t tb g = +α α0 1  pour 
tout t a b∈ , . 
 D’autre part la condition c sb g = 0 entraîne que s est un polynôme de degré 
inférieur ou égal à 1 qui s’annule en n ≥ 2  points distincts et nécessairement s est 
le polynôme nul. 
 On a donc Ker c d+ =b g l q0  et c + d est un isomorphisme de S sur IRn. 
Q6. Soit z IRn∈  et σ ∈S  définie par c d zσ σb g b g+ = . 
 Pour tout x H∈ 2 , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B B B B B B Bx x x x0
2

0
2

0
2

0 0
22= − + = − + − +σ σ σ σ σ σ  

 En utilisant Q4, on a : 
( ) ( ) ( ) ( )B Bx c x d− = −σ σ σ σ0  

 D’autre part, on a : 
c x z c x c d c x d

c x c x d d

b g b g b g b g b g b g
b g b g b g b g

− = − − = − −

= − − − +

2 2 2

2 2
2

σ σ σ σ

σ σ σ σ
 

 Ce qui donne : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
B B B

B

x c x z x c x d

d
0

2 2
0

2
0

2 2 2

0
2 2

+ − = − + + − +

≥ +

σ σ σ σ

σ σ
 

 On donc montré que : 
( ) ( ) ( ) ( )( )B Bσ σ0

2 2

0
2 2

2
+ − = + −

∈
c z Min x c x z

x H
 

Q7. (a) Pour tout j n∈ −1 2, ,Ll q, on a : 

γ γj ji i
i

n

c x x tb g b g=
=
∑

1

 

 En écrivant, pour tout i n∈ 1, ,Ll q  : 



190                     5 Approximation polynomiale 
 

x t x a t a x a t x di i ia

bb g b g b g b g b g b g= + − ′ + − ′′
+z ξ ξ ξ 

et en utilisant les égalités γ γji
i

n

ji i
i

n

t
= =
∑ ∑= =

1 1

0, on aboutit à : 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )γ γ ξ ξ ξ β βj ji ia

b

i

n

ja

b

jc x t x d t x t dt x= − ′′ = ′′ =
+

=
∫∑ ∫

1 0
B  

où βj est la fonction de H0 définie par : 

∀ ∈ = − +
=
∑t a b t t tj ji i
i

n

, , β γb g b g
1

 

 On a donc ainsi montré l’existence d’une fonction β j H∈ 0  telle que : 

( ) ( )∀ ∈ =x H c x xj j
2

0
, γ β B  

(b) Par définition des coefficients γ ji , on a : 

∀ ∈ = −
+

=

+

∑t a b t t tj ji i
i j

j

, , β γb g b g
2

 

 Pour t t j> +2, on a t ti − < 0 pour i = j, j + 1, j + 2, de sorte que β j tb g = 0. 

 Pour t t j< , on a β γ γ γj ji i
i j

j

ji i
i

n

ji
i

n

t t t t tb g b g= − = − =
=

+

= =
∑ ∑ ∑

2

1 1

0 par définition de 

Z0. 
 On a donc bien : 

∀ ∉ =+t t t tj j j, ,2 0β b g  

 Pour t t tj j∈ +, 1 , on a : 

β γ γ γ γ γj ji i
i j

j

ji i
i j

j

ji
i j

j

jj j jjt t t t t t tb g b g= − = − = − +
= +

+

= +

+

= +

+

∑ ∑ ∑
1

2

1

2

1

2

 

du fait que γ γji
i j

j

ji i
i j

j

t
=

+

=

+

∑ ∑= =
2 2

0. Ce qui donne : 

∀ ∈ = − =
−

− −+
+ +

t t t t t t
t t

t t t tj j j j jj
j

j j j j

, ,1
1 2

β γb g d i d id i  

Pour t t tj j∈ + +1 2, , on a : 

β γj j j j
j

j j j j

t t t
t t

t t t t
b g d i d id i= − =

−
− −+ +

+

+ + +
, 2 2

2

2 2 1

 

Q8. L’égalité ( )B s j j
j

n

=
=

−

∑µ β
1

2

 est équivalente à : 

( )∀ ∈ − =
=

−

∑z H s zj j
j

n
0

1

2

0

0, B µ β  

 L’application B  étant une surjection de H2 sur H0, il est équivalent de montrer 
que : 
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( ) ( )∀ ∈ − =
=

−

∑x H s xj j
j

n
2

1

2

0

0, B Bµ β  

 Pour s S∈  et x H∈ 2 , on a avec Q4 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )B Bs x c x d s c xj j
j

n

0
1

2

= =
=

−

∑µ γ  

avec ( ) ( )c x xj jγ β= B
0
 d’après Q7. 

 On en déduit alors que : 

( ) ( ) ( )B B Bs x xj j
j

n

0 01

2

=
=

−

∑µ β  

 Soit : 

( ) ( )B Bs xj j
j

n

− =
=

−

∑µ β
1

2

0

0  

 D’où le résultat. 
Q9. Soit z IRn∈  et σ ∈S  définie par c d zσ σb g b g+ = . 
 Le vecteur d Zσb g∈ 0 s’écrit de manière unique : 

d j j
j

n

σ µ γb g =
=

−

∑
1

2

 

 Avec Q8, on a aussi : 

( )B σ µ β=
=

−

∑ j j
j

n

1

2

 

 Avec c d zσ σb g b g+ = , on déduit que : 

c z j j
j

n

σ µ γb g = −
=

−

∑
1

2

 

 Avec Q7, on a pour tout k = 1, ⋅⋅⋅, n – 2, ( ) ( )γ σ β σk kc = B
0
. C'est-à-dire 

que : 

γ µ γ β µ βk j j
j

n

k j j
j

n

z − =
=

−

=

−

∑ ∑
1

2

1

2

0

 

 Ou encore : 

β β γ γ µ γk j k j j
j

n

kz
0

1

2

+ =
=

−

∑ e j  

 C'est-à-dire que µ µ1 2, ,L n−b g  est solution du système linéaire de n – 2 
équations à n – 2 inconnues : 

ω µ ηkj j
j

n

k k n
=

−

∑ = ≤ ≤ −
1

2

1 2b g 
avec : 

ω β β γ γkj k j k j= +
0

 et η γk kz=  



CHAPITRE 6 

Calcul approché des intégrales 

Problème 39 : Méthodes de Newton–Cotes 

 Pour tout entier n ≥ 0, on désigne par IR xn  l’espace vectoriel des polynômes 
à coefficients réels de degré au plus n. 
 Dans tout le problème on se donne un intervalle réel a b,  avec a b<  et pour 
tout entier n ≥ 1 on définit une subdivision de cet intervalle en posant : 

h b a
n

x a i h i ni= − = + ⋅ ≤ ≤, 0b g  

 Pour une telle subdivision, on désigne par πn nIR x+ +∈1 1  le polynôme défini 
par : 

πn i
i

n

x x x+
=

= −∏1
0

b g b g 
 On rappelle le théorème de la moyenne qui nous dit que si w est une fonction 
continue de signe constant sur un intervalle α β, , alors pour toute fonction f 
continue sur α β, , il existe un réel c ∈ α β,  tel que : 

f x w x dx f c w x dxb g b g b g b g
α

β

α

βz z=  
Q1. (a) Montrer que pour tout entier n ≥ 1, il existe des coefficients réels uniques 
λ λ λn n n n, , ,, , ,0 1 L  indépendants de l’intervalle a b,  tels que : 

1
0

b g b g b g∀ ∈ = −z ∑
=

P IR x P x dx b a
n

P xn a

b

n i i
i

n

, ,λ  

(b) Montrer que les coefficients λn i,  (0 ≤ ≤i n ) définis en (a) sont des nombres 
rationnels et qu’ils vérifient : 

λ

λ λ

n i
i

n

n n i n i

n

i n

,

, ,

=

−

∑ =

= ≤ ≤

R
S|
T|

0

0b g
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(c) Montrer que si n est un entier pair, alors la propriété (1) est encore valable 
pour P IR xn∈ +1 . 
Q2. Pour cette question, on suppose que n est un entier pair (n p= 2 ). 
 On désigne par ψ n nIR x+ +∈2 2  la primitive de πn+1 qui s’annule en x a=  et 

pour tout k n∈ −0 1 1, , ,Ll q, on pose I x dxk nx

x

k

k= +
+z π 1

1 b g . 

 Montrer que : 
(a) ∀ ∈ − ≤ ≤+k p I Ik k0 1 1 02 1 2, , , ,Ll q . 
(b) ∀ ∈ =+ − +k p x xn n k n k0 1 2 2, , , ,Ll q b g b gψ ψ . 
(c) ∀ ∈ − ≤+k p I Ik k0 1 1 1, , , ,Ll q . 
(d) ∀ ∈ ≥+x a b xn, , ψ 2 0b g . 
 Pour tout entier n ≥ 1 et toute fonction continue f a b IR: , → , on désigne par 
P IR xn n∈  le polynôme d’interpolation de Lagrange de f associé aux points xi 
(0 ≤ ≤i n ) (problème 33, Q4). 
 On désigne par En l’erreur d’interpolation définie par : 

∀ ∈ = −x a b E x f x P xn n, , b g b g b g  
et par gn la fonction définie par : 

∀ ∈ − =
+

x a b x x x g x
E x

xn n
n

n

, , , , ,0 1
1

Ll q b g b g
b gπ

 

Q3. (a) Montrer que si f est de classe C2 sur a b, , alors la fonction gn définie ci-
dessus peut être prolongée en une fonction de classe C1 sur a b, . 
(b) Montrer que si f est de classe Cn+2 sur a b, , alors pour tout x a b∈ ,  il existe 
ξ x a b∈ ,  et ηx a b∈ ,  tels que : 

g x
f

n

g x
f

n

n

n
x

n

n
x

b g b g
b g

b g b g
b g

b g

b g

=
+

′ =
+

+

+

1

2

1

2

ξ

η

!

!

 

Q4. (a) On suppose que n est un entier pair (n p= 2 ) et on se donne une fonction f 
de classe Cn+2 sur a b, . 
 Montrer qu’il existe η∈ a b,  tel que : 

f x dx b a
n

f x
f

n
t t t n dt h

a

b

n i i
i

n n
n nb g b g b g

b g b g b g
b gz ∑ z= − +
+

− −FH IK
=

+
+λ

η
, !0

2
2

0

3

2
1 L  

(b) On suppose que n est un entier impair (n p= +2 1) et on se donne une fonction 
f de classe Cn+1 sur a b, . 
 Montrer qu’il existe η∈ a b,  tel que : 

f x dx b a
n

f x
f

n
t t t n dt h

a

b

n i i
i

n n
n nb g b g b g

b g b g b g
b gz ∑ z= − +
+

− −FH IK
=

+
+λ

η
, !0

1

0

2

1
1 L  

Q5. Dans cette question on se fixe un entier n ≥ 1. 
 Pour tout entier p ≥ 1 on définit une subdivision de a b,  en posant : 



194                     6 Calcul approché des intégrales 

δ δ= − = + ⋅ ≤ ≤b a
p

t a k k pk, 0b g 
 Pour toute fonction continue f a b IR: , → , on pose : 

3
00

1

b g b g c hT f
n

f xp n i k i
i

n

k

p

=
==

−

∑∑δ λ , ,  

où on a posé x t i
nk i k, = + δ  (méthodes de Newton–Cotes composées). 

(a) Montrer que Lim T f f x dx
p p a

b

→+∞
= zb g b g . 

(b) Donner une majoration de l’erreur de quadrature f x dx T f
a

b

pb g b gz −  dans les 

deux cas suivants : 
(i) n p= 2  et f est une fonction de classe Cn+2 sur a b, . 
(ii) n p= +2 1 et f est une fonction de classe Cn+1 sur a b, . 

Solution 

Q1. (a) On désigne par L i ni ; 0 ≤ ≤l q la base de Lagrange de IR xn  (problème 33 
Q4, (b)) définie par : 

∀ ∈
∈

=
=
≠

RST

R
S|
T|

i n
L IR x

L x
j i
j i

i n

i j

0 1 1
0

, , , ,Ll q d i  si 
 si 

 

ou encore par : 

∀ ∈ = −
−=

≠

∏i n L x x x
x xi

k

i kk
k i

n

0 1
0

, , , ,Ll q b g  

 On vérifie facilement que L i ni ; 0 ≤ ≤l q forme une base de l’espace vectoriel 
IR xn . 
 La propriété (1) est vérifiée pour tout P IR xn∈  si et seulement si elle est 
vérifiée pour tous les Li (0 ≤ ≤i n ), ce qui équivaut à : 

∀ ∈ = −zi n L x dx b a
nia

b

n i0 1, , , , ,Ll q b g λ  

 Ce qui détermine de manière unique les coefficients λn i,  (0 ≤ ≤i n ), avec : 

∀ ∈ =
− zi n n

b a
L x dxn i ia

b
0 1, , , , ,Ll q b gλ  

 Le changement de variable x a t b a= + −b g donne alors : 

∀ ∈ = + −zi n n L a t b a dtn i i0 1
0

1
, , , , ,Ll q b gc hλ  

avec : 

L a t b a
n

C n t ki

n i

n
i

k
k i

n

+ − =
−

⋅ −
−

=
≠

∏b gc h b g b g1

0!
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 Ce qui donne en définitive : 

∀ ∈ =
−

⋅ −
X
Z
YY =

−
−

X
Z
YY

−

=
≠

−

=
≠

∏ ∏i n
n

C n n t k dt
n

C t k dtn i

n i

n
i

k
k i

n n i

n
i

k
k i

n
n

0 1
1 1

0
0

1

0
0

, , , ,
! !,Ll q b g b g b g b gλ  

 C'est-à-dire que les coefficients λn i,  ne dépendent que de n et de i n∈ 0 1, , ,Ll q.  

(b) Pour tout i n∈ 0 1, , ,Ll q, le polynôme w t n t kn i
k
k i

n

, b g b g= ⋅ −
=
≠

∏
0

 est à coefficients 

entiers, donc w t dt Qn i, b g
0

1z ∈  et λn i Q, ∈ . 

 En prenant P = 1 dans (1), on a b a dx b a
na

b

n i
i

n

− = = −z ∑
=

λ ,
0

 et λn i
i

n

n,
=
∑ =

0

. 

 On pose w t n t kn
k

nb g b g= ⋅ −
=
∏

0

 et pour tout i n∈ 0 1, , ,Ll q, on a w t
w t
n t in i

n
, b g b g

=
⋅ −

. 

 Le changement de variable t u= −1  sur 0 1,  donne w t w un
n

nb g b g b g= − +1 1  et : 

w t dt
w t

n t n i
dt

w u
n u i

dtn n i
n n n

, −z =
⋅ − −

X
ZY = −

⋅ −
X
ZYb g b g

b g b g b g
0

1

0

1

0

1

1   

 Ce qui donne λ λn n i n i, ,− =  pour tout i n∈ 0 1, , ,Ll q, en tenant compte de 
C Cn

n i
n
i− = . 

(c) Si n p= 2 , alors x a b
p =

+
2

, ( )a x
a b

b xp p− =
−

= − −
2

 et par symétrie : 

x x dx
x x

pp

n

a

b p

p

a

b

− =
−

+

L

N
MM

O

Q
PP =

+
+

z d i d i1
2 2

2 2
0. 

 En considérant que pour tout i p∈ 0 1, , ,Ll q, on a λ λn n i n i, ,− =  et 

x x x xn i p

p

i p

p

−

+ +
− = − −d i d i2 1 2 1

, on déduit qu’on a aussi λn i i p

n

i

n

x x, − =
+

=
∑ d i 1

0

0. 

 Donc la propriété (1) est vérifiée sur la base x x i np

i
− ≤ ≤ +d i{ }; 0 1  de 

IR xn+1 , elle donc vraie sur tout IR xn+1  par linéarité. 
Q2. Pour n p= 2 , on a le tableau de variations 6.1 pour ψ n+2  : 
 

x x0  x1 ⋅⋅⋅ xn – 1                 xn 

ψ πn n+ +
′ =2 1

 

0         + 0           –  ⋅⋅⋅ 0          –           0 

ψ n+2  

0

 

 

Tableau 6.1  
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(a) Du tableau 6.1 on déduit que pour tout k p∈ −0 1 1, , ,Ll q , on a : 
I x x

I x x
k n k n k

k n k n k

2 2 2 1 2 2

2 1 2 2 2 2 2 1

0

0

= − ≥

= − ≤
+ + +

+ + + + +

ψ ψ
ψ ψ

b g b g
b g b g  

 C'est-à-dire que la suite Ik k n
b g

0 1≤ ≤ −
 est alternée. 

(b) Pour tout k p∈ 0 1, , ,Ll q , on a ψ ψ πn n k n k nx

x
x x x dx

k

n k

+ − + +− = −z2 2 1b g b g b g . 

 Le changement de variable x x tp= +  (x a b
p =

+
2

 étant le milieu de a b, ) 

donne : 

πnx

x

i

p

p k h

p k h

j

p

p k h

p k h

x dx t p i h dt t t j h dt
k

n k

+
=− −

−

=− −

−
−z ∏ ∏= + −X

ZY = −X
ZY =1

0

2
2 2 2

1

0b g b gc h c h
b g

b g

b g

b g
 

par symétrie. C'est-à-dire que ψ ψn n k n kx x+ − +=2 2b g b g. 
(c) Pour k p= −1, on a I I I Ik p p k+ −= = − = −1 1 , donc I Ik k+ =1 . 
 Pour k p∈ −0 1 2, , ,Ll q , le changement de variable x t h= −  donne : 

I x x dx t h x dt t t h x
t x

dtk i
i

n

x

x

i
i

n

x

x

n
n

x

x

k

k

k

k

k

k

= −X
ZY = − −X

ZY = − −
−

X
ZY= =

+∏ ∏
+

+

+

+

+

b g b g b g
0 0

1
0

1

1

2

1

2

π  

 Le polynôme πn+1 gardant un signe constant sur x xk k+ +1 2, , on peut utiliser le 
théorème de la moyenne pour écrire que : 

I c h x
c x

t dt c h x
c x

Ik
k n

k
nx

x
k n

k
k

k

k= − −
−

= − −
−+ +

+

+z
0

1
0

1
1

2 π b g  

avec c x xk k k∈ + +1 2, . 
 Pour k p∈ −0 1 2, , ,Ll q , on a c x h c xk n k− + > −b g 0  et donc I Ik k> +1 . 
(d) D’après le tableau de variations 6.1, pour montrer que la fonction ψn+2  reste 
positive sur a b, , il suffit de montrer que : 

∀ ∈ ≥+k p xn k0 1 02 2, , , ,Ll q b gψ  
 D’autre part en considérant que ψ ψn n k n kx x+ − +=2 2 2 2b g b g , il suffit de montrer 
que ψ n kx+ ≥2 2 0b g  pour 0 2≤ ≤k p . 

 Dans ce cas, on a ψ πn k na

x

kx x dx I I Ik

+ + −= = + + +z2 1 0 1 2 1
2b g b g L , avec I j2 0≥ , 

I j2 1 0+ ≤  et I Ij j2 1 2+ <  pour j k= −0 1 1, , ,L . Il en résulte alors que 
ψ n kx+ ≥2 2 0b g . 
Q3. (a) Si f est de classe C1 sur a b, , alors gn est de classe C1 sur 
a b x x xn, , , ,− 0 1 Ll q et pour tout i n∈ 0 1, , ,Ll q, on a : 

Lim g x Lim
E x E x

x x
x x

x x
f x P x

xx x
x x

n x x
x x

n n i

i

i

n n i

i n i

n i
i

i
i

i

→
≠

→
≠ + + +

=
−
−

−
−

F
HG

I
KJ =

′ − ′

′b g b g b g
b g b g

b g b g
b gπ π π1 1 1

 

ce qui permet de prolonger gn par continuité sur a b, . 
 Pour tout x a b x x xn∈ −, , , ,0 1 Ll q, on a : 
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g x
x E x E x x

xn
n n n n

n

′ =
′ − ′

+ +

+

b g b g b g b g b g
b g

π π
π

1 1

1
2  

 Si de plus f est de classe C2, alors En est aussi de classe C2 et avec la formule 
de Taylor le numérateur de g xn

′ b g  s’écrit : 

x x x E x E x
x

E x x x
E x

x x
x E x E x x

i n i n i x n i
n i x

n i n i x n i
n i x

i
n i x n i x n i x n i x

− ′ ″ + + ′
″ +

− ′ ″ + − ′
″ +R

S|
T|

U
V|
W|

+
− ″ + ″ + − ″ + ″ +

+
+

+ +

+ +

b g b g b g b g b g b g b g b g b g

b g b g b g b g b g{ }

2
1

1
1 1

3

1 1

2 2

2

π β
π α

π δ π
γ

π α β γ π δ

et le dénominateur : 

x x x x x xi n i
i

n i x− ′ + − ″ +RST
UVW+ +b g b g b g2

1 12
π π α  

avec α β γ δx x x x, , ,  qui tendent vers 0 quand x tend vers xi. 
 Ce qui donne : 

Lim g x
x E x x E x

xx x
x x

n
n i n i n i n i

n i
i

i

→
≠

+ +

+

′ =
′ ″ − ″ ′

′b g b g b g b g b g
b g

π π

π
1 1

1
22

 

 En utilisant le théorème des accroissements finis, on en déduit alors que gn est 
de classe C1 sur a b, . 
(b) (i) Pour x donné dans a b x x xn, , , ,− 0 1 Ll q, on désigne par Q IR xn n+ +∈1 1  le 
polynôme d’interpolation de Lagrange de f associé aux n + 2 points 
x x x xn0 1, , , ,L . 
 Les polynômes Q Pn n+ −1  et πn+1 sont dans IR xn+1  et s’annulent en 
x x xn0 1, , ,L , ils sont donc proportionnels. C'est-à-dire qu’il existe une constante 
réelle c telle que : 

∀ ∈ − =+ +t a b Q t P t c tn n n, , 1 1b g b g b gπ  
 D’autre part la fonction ϕ:t f t Q tna b g b g− +1  est de classe Cn + 1 et s’annule en 
n + 2 points distincts x x x xn0 1, , , ,L . Le théorème de Rolle nous dit alors que sa 
dérivée ′ϕ  s’annule en n + 1 points distincts et par récurrence que la dérivée 
d’ordre n + 1 ϕ n+1b g s’annule en un point ξ x a b∈ , . 
 En écrivant que ϕ πt f t P t c tn nb g b g b g b g= − − +1  et que P tn

n+ =1 0b g b g , 

πn
n t n+
+ = +1

1 1b g b g b g!, on déduit que c
n

f n
x=

+
+1

1
1

b g b gb g
!

ξ . 

 Puis avec ϕ xb g = 0, on déduit que : 

E x f x P x
n

f xn n
n

x nb g b g b g b g b g b gb g= − =
+

+
+

1
1

1
1!

ξ π  

et : 

g x
f

n
x a b x x xn

n
x

nb g b g
b g l qc h
b g

=
+

∈ −
+1

0 11
ξ
!

, , , ,L  
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 Enfin en notant m Inf
f t
nn t a b

n

+ ∈

+

=
+1

1

1, !

b g b g
b g  et M Sup

f t
nn t a b

n

+ ∈

+

=
+1

1

1, !

b g b g
b g , on peut en 

déduire que : 
∀ ∈ − ≤ ≤+ +x a b x x x m g x Mn n n n, , , , ,0 1 1 1Ll q b g  

 La fonction gn étant continue sur a b, , on déduit que cet encadrement est 
encore vrai sur tout l’intervalle a b, . 
 La fonction f n+1b g  étant continue, le théorème des valeurs intermédiaires nous 

dit que pour tout i n∈ 0 1, , ,Ll q  il existe ξ xi
a b∈ ,  tel que g x

f
nn i

n
xib g d i

b g
b g

=
+

+1

1
ξ

!
. 

 On a donc bien le résultat souhaité pour tout x dans a b, . 
(ii) Supposons maintenant que f est de classe Cn + 2 sur a b, . 
 Soient x dans a b x x xn, , , ,− 0 1 Ll q et R IR xn n+ +∈2 2  le polynôme 
d’interpolation d’Hermite de f défini par : 

R x f x i n

R x f x

R x f x

n i i

n

n

+

+

+

= ≤ ≤

=
′ = ′

2

2

2

0b g b g b g
b g b g
b g b g

 

(voir le problème 33). 
 On a alors : 

∀ ∈ − = −+ +t a b R t P t t tn n n, , 2 1b g b g b g b gα β π  
 D’autre part la fonction ψ:t f t R tna b g b g− +2  est de classe Cn + 2 et s’annule en 
n + 2 points distincts x x x xn0 1, , , ,L . Le théorème de Rolle nous dit alors que sa 
dérivée ′ψ  s’annule en n + 1 points distincts de a b x x xn, , , ,− 0 1 Ll q. Elle 
s’annule également en x, c'est-à-dire qu’elle s’annule en n + 2 points distincts. 
 Par récurrence, on déduit alors avec le théorème de Rolle que sa dérivée 
d’ordre n + 2 ϕ n+2b g  s’annule en un point ηx a b∈ , . 
 En écrivant que ψ α β πt f t P t t tn nb g b g b g b g b g= − − − +1  et que P tn

n+ =2 0b g b g , 

t t nn
n

− = ++
+β πb gc h b g b gb g

1
2

2 !, on déduit que α η=
+

+1
2

2

n
f n

xb g b gb g
!

. 

 Puis avec : 
ψ α β πt E t t tn nb g b g b g b g= − − +1 , ′ = ′ − − − ′

+ +ψ απ α β πt E t t t tn n nb g b g b g b g b g1 1  
et ψ ψx xb g b g= = ′0 , on déduit que  

E x x x

E x x x x

n n

n n n

b g b g b g
b g b g b g b g

= −
′ = − − ′

+

+ +

α β π

απ α β π

1

1 1

 

ce qui donne : 
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g x x
f

n
x

g x
f

n

n

n
x

n

n
x

b g b g b g
b g b g

b g b g
b g

b g

b g

= − =
+

−

′ = =
+

+

+

α β
η

β

α
η

2

2

2

2

!

!

 

 En notant m Inf
f t
nn t a b

n

+ ∈

+

=
+2

2

2, !

b g b g
b g  et M Sup

f t
nn t a b

n

+ ∈

+

=
+2

2

2, !

b g b g
b g , on peut en déduire 

que : 
∀ ∈ − ≤ ′ ≤+ +x a b x x x m g x Mn n n n, , , , ,0 1 2 2Ll q b g  

 La fonction gn
′  étant continue sur a b, , on déduit que cet encadrement est 

encore vrai sur tout l’intervalle a b, . 
 Comme en (i), le théorème des valeurs intermédiaires et la continuité de f n+2b g  
permettent de conclure que pour tout x a b∈ ,  il existe ηx a b∈ ,  tel que 

g x
f

nn

n
x′ =

+

+

b g b g
b g
b g2

2
η

!
. 

Q4.  Si Pn est le polynôme d’interpolation de Lagrange de f associé aux points xi 

(0 ≤ ≤i n ), alors b a
n

f x b a
n

P x P x dxn i i
i

n

n i i
i

n

na

b− = − =
= =
∑ ∑ zλ λ, ,b g b g b g

0 0

 et avec les 

notations de Q3, on a : 

R f f x dx b a
n

f x f x P x dx

E x dx g x x dx

n a

b

n i i
i

n

na

b

na

b

n na

b

b g b g b g b g b gc h

b g b g b g

= − − = −

= =

z ∑ z
z z

=

+

λ

π

,
0

1

 

avec gn de classe C1 si f est de classe C2. 
(a) En reprenant les notations de Q2, on désigne par ψ n+2  la primitive de πn+1 qui 
s’annule en x a= . 
 En Q2 (b), on a vu que ψ ψn nb a+ += =2 2 0b g b g  si n p= 2 . 
 Une intégration par parties nous donne alors : 

R f g x x dxn n na

bb g b g b g= − ′
+z ψ 2  

 En Q2 (d), on a vu que la fonction ψn+2  est toujours positive si n p= 2 , on peut 
donc utiliser le théorème de la moyenne pour écrire que : 

R f g x dxn n na

bb g b g b g= − ′
+zξ ψ 2  

avec ξ ∈ a b, . 
 Une deuxième intégration par parties donne : 

ψ ψ π πna

b

n a

b
na

b

na

b
x dx x a x x a x dx x a x dx+ + + +z z z= − − − = − −2 2 1 1b g b g b g b g b g b g b g  

et : 
R f g x a x dxn n na

bb g b g b g b g= ′ − +zξ π 1  
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avec g
f

nn

n
′ =

+

+

ξ
ηb g b g

b g
b g2

2 !
 où η∈ a b, . 

 Enfin le changement de variable x a t h= + ⋅  donne : 
x a x dx h t t t n dtna

b n n
− = − −+

+z zb g b g b g b gπ 1
3 2

0
1 L  

 D’où le résultat. 

(b) On note π πn i
i

p

i
i

p

nx x x x x x b x x b+
=

+

=

= − = − − = −∏ ∏1
0

2 1

0

2

b g b g b gb g b gb g (n p= +2 1) et 

on désigne par ψ n+1 la primitive de πn  qui s’annule en x a= . 
 Comme en Q2, on voit que ψ ψn p nx a+ += =1 2 1 0d i b g  et ψ n x+ ≥1 0b g  sur a x p, 2 . 
 L’erreur de quadrature peut s’écrire sous la forme : 

R f E x dx E x dxn na

x

nx

bp

p

b g b g b g= +z z2

2

 

 On désigne par P IR xn n− −∈1 1  le polynôme d’interpolation de Lagrange de f 
aux points x x x p0 1 2, , ,L . 
 On a : 

E x dx f x P x dx P x P x dx

R f P x P x dx

na

x

na

x

n na

x

n n na

x

p p p

p

b g b g b gc h b g b gc h
b g b g b gc h

2 2 2

2

1 1

1 1

z z z
z

= − + −

= + −

− −

− −

 

 Le polynôme P x P xn n− −1b g b g est dans IR xn  et s’annule en x x x p0 1 2, , ,L , 

donc P x P x x x xn n i
i

p

n−
=

− = − = ⋅∏1
0

2

b g b g b g b gα α π , de sorte que : 

P x P x dx x dx x an na

x

na

x

n p n
p p

− + +− = = − =z z1 1 2 1
2 2 0b g b gc h b g d i b go tα π α ψ ψ  

 On a alors, en utilisant le résultat de (a) : 

E x dx R f
f

n
x dxna

x

n

n

na

xp pb g b g b g
b g b g
b g

2 2

1

1
1

11z z= = −
+−

+

+

ξ
ψ

!
 

 Une intégration par parties donne : 
ψ ψ π πna

x

n a

x
na

x

na

x
x dx x b x x b x dx x dxp p p p

+ + +z z z= − − − = −1 1 1
2 2 2 2b g b g b g b g b g b g  

et : 

E x dx
f

n
x dxna

x
n

na

xp pb g b g
b g b g
b g

2 2
1

1
11z z=

+

+

+

ξ
π

!
 

 D’autre part, la fonction πn+1 étant négative sur l’intervalle x bp2 , , on peut 
utiliser le théorème de la moyenne pour écrire que : 

E x dx g x x dx g x dx
f

n
x dxnx

b

n nx

b

n nx

b
n

nx

b

p p p p

b g b g b g b g b g b g
b g b g
b g

2 2 2 2
1 2 1

1
2

11z z z z= = =
++ +

+

+π ξ π
ξ

π
!

 

 Ce qui donne en définitive : 



Problème 39                         201 

R f
f

n
x dx

f
n

x dx

f f

n

n

na

x
n

nx

b

n
n

n
n

p

p

b g b g
b g b g b g

b g b g
b g b g

b g b g

b g b g

=
+

+
+

= +

+

+

+

+

+ +

z z1
1

1

1
2

1

1
1

1
2

1 1
2

2

ξ
π

ξ
π

α ξ β ξ

! !  

avec αn  et βn  négatifs pour n impair. En effet, avec une intégration par parties, on 
a : 

π π

ψ ψ ψ

na

x

na

x

n a

x
na

x

na

x

x dx x x b dx

x b x x dx x dx

p p

p p p

+

+ + +

z z
z z

= −

= − − = − ≤

1

1 1 1

2 2

2 2 2 0

b g b gb g
b g b g b g b g

 

et πn+1 est négative sur l’intervalle x bp2 , . 

 En notant m Inf f tn t a b

n
+ ∈

+=1
1

,

b g b g  et M Sup f tn t a b

n
+ ∈

+=1
1

,

b g b g, on déduit que : 

m
R f

Mn
n

n n
n+ +≤

+
≤1 1

b g
α β

 

 La fonction f n+1b g  étant continue, on déduit avec le théorème des valeurs 
intermédiaires qu’il existe η∈ a b,  tel que R f fn n n

nb g b g b gb g= + +α β η1 , soit : 

R f
f

n
x dxn

n

na

bb g b g
b g b g
b g

=
+

+

+z1

11
η

π
!

 

 Enfin le changement de variable x a t h= + ⋅  donne : 
πna

b n n
x dx h t t t n dt+

+z z= − −1
2

0
1b g b g b gL  

 D’où le résultat. 

Q5. (a) On a T f
n

S fp n i i p
i

nb g b g=
=
∑1

0

λ , , , où S f f xi p k i
k

p

, ,b g c h=
=

−

∑δ
0

1

 est une somme de 

Riemann de f associée à la subdivision de a b,  définie par les tk (0 ≤ ≤k p). 

 On a alors Lim S f f x dx
p i p a

b

→+∞
= z, b g b g  pour tout i n∈ 0 1, , ,Ll q. Et avec 

λn i
i

n

n,
=
∑ =

0

, on déduit que Lim T f f x dx
p p a

b

→+∞
= zb g b g . 

(b) (i) Pour n p= 2  et f de classe Cn+2 sur a b, , on a d’après Q4 (a) : 

f x dx T f I
n

f t t
na

b

p
n n

k
k k

n

k

p

b g b g b g b gb gz ∑− =
+

−F
HG

I
KJ

+ +
+

=

−

2
2 1

3

0

1

!
η  

avec I t t t n dtn

n
= − −z 2

0
1b g b gL , t t b a

pk k+ − = = −
1 δ  et ηk k kt t∈ +, 1 . 

 Ce qui donne en notant M Sup f tn t a b

n
+ ∈

+=2
2

,

b g b g  : 

f x dx T f
I M b a
n n

b a
pa

b

p
n n

n

n

b g b g b g
b gz − ≤

−
+

−F
HG

I
KJ

+
+

+
2

3

2

2 !
 

(ii) Pour n p= +2 1 et f de classe Cn+1 sur a b, , on a d’après Q4 (b) : 
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f x dx T f J
n

f t t
na

b

p
n n

k
k k

n

k

p

b g b g b g b gb gz ∑− =
+

−F
HG

I
KJ

+ +
+

=

−

1
1 1

2

0

1

!
ξ  

avec J t t t n dtn

n
= − −z 1

0
b g b gL  et ξk k kt t∈ +, 1 . 

 Ce qui donne en notant M Sup f tn t a b

n
+ ∈

+=1
1

,

b g b g  : 

f x dx T f
J M b a

n n
b a

pa

b

p
n n

n

n

b g b g b g
b gz − ≤

−
+

−F
HG

I
KJ

+
+

+
1

2

1

1 !
 

Problème 40 : Méthode de Romberg 

 Ce problème utilise certains résultats du problème 39. 
 Dans tout le problème on se donne un intervalle réel a b,  avec a b<  et une 
fonction continue f a b IR: , → . 
 Pour tout entier m ≥ 1 on définit une subdivision de a b,  en posant : 

h b a
m

x a i h i mi= − = + ⋅ ≤ ≤, 0b g  

 Le calcul approché de f x dx
a

b b gz  par la méthode des trapèzes composée se fait 
en approchant cette intégrale par le réel T hb g  défini par : 

T h h
f a f b

f xi
i

mb g b g b g b g=
+

+
RST

UVW=

−

∑2 1

1

 

(voir le problème 39, Q5 avec n = 1). 
 On définit la suite de Romberg Rn k k IN

n k
,c h ∈

≥
 par la récurrence : 

R T b a n

R R R k n k

n n

n k k
k

n k n k

,

, , , ,

0

1 1
1

1

2
0

1
4 1

4 0 1

= −F
HG

I
KJ ≥

=
−

− ≥ ≥ +

R
S
||

T
|| + +

+
−

b g

c h b g
 

Q1. Montrer que les termes de la suite Rn n,0 0
c h

≥
 peuvent se calculer par la 

récurrence : 

R b a
f a f b

R R R nn n n

0 0

1 0 0 0

2
1
2

0

,

, , ,

= −
+

= + ′FH IK ≥

R
S
||

T
|| +

b g b g b g

b g
 

où R b a f a i b a
n n n

i

n

,0
1

2

2
1
2 2

′ = − + −F
HG

I
KJ

−F
HG

I
KJ=

∑ . 

Q2. Montrer que, pour tout k ≥ 0, on a Lim R f x dx
n
n k

n k a

b

→+∞
≥

= z, b g . 

Q3. (a) Montrer qu’il existe une suite double αi j j IN
i j

,d i ∈
≥

 telle que : 
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R R k nn k k j n j
j

k

, , ,= ≤ ≤−
=
∑α 0

0

0b g 

(b) Montrer que α k j
j

k

k,
=
∑ = ≥

0

1 0b g . 

(c) Montrer que pour tout k ≥ 1 et tout x IR∈ , on a : 

α

α

k j
j

j

k j

j
j

k

k j
j

j

k j

j
j

k

x x

x x

,

,

= =

= =

∑ ∏

∑ ∏

= −
−

= +
−

0 1

0 1

4
4 1

4
4 1

 

(d) Montrer que pour tout entier j ≥ 0, on a Lim
n
n j

n n j→+∞
≥

− =α , 0. 

Q4. Pour cette question, on suppose que f est de classe C2 sur a b, . 

 Donner une majoration de l’erreur de quadrature R f x dxn k a

b

, − z b g , pour tout 

entier k ≥ 0. 
Q5. Montrer que, pour toute fonction continue f sur a b, , on a 

Lim R f x dx
n n n a

b

→+∞
= z, b g . 

Solution 

Q1. Pour n = 0, on a bien R T b a b a
f a f b

0 0 2, = − = −
+b g b g b g b g

. 

 Pour tout entier n ≥ 0, on pose h b a
n n= −

2
. 

 On a R T h T h h f a f b
f xn n

n n
j

j

n

+ +
=

⋅ −

= = F
HG

I
KJ =

+
+ ′FH IK

RST
UVW∑1 0 1

1

2 2 1

2 2 2, b g b g b g
, avec : 

x a j h
a i h j i i

a i h j i i
j n

n
n

n
n

′ = + ⋅ =
+ ⋅ = ≤ ≤ −

+ −F
HG

I
KJ = − ≤ ≤

R
S|
T|

+1

2 1 2 1

1
2

2 1 1 2

 si 

 si 

c h
c h 

 C'est-à-dire que les x i2
′ sont tous les points qui interviennent dans le calcul de 

Rn,0. Ce qui donne bien R R h f xn n n i
i

n

+ −
=

= + ′FH IK
RST

UVW∑1 0 0 2 1
1

21
2, , . 

 C'est-à-dire qu’une fois calculé Rn,0, le calcul de Rn+1 0,  ne nécessite que le 
calcul de 2n nouveaux termes et non pas 2n + 1. 
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Q2. On a R S Sn n n, , ,0 0 1
1
2

= +m r, où S b a f xn n i
i

n

0
0

2 1

2, = −
=

−

∑ b g et S b a f xn n i
i

n

1
1

2

2, = −
=
∑ b g 

sont des sommes de Riemann associées à la subdivision xi i nb g
0 2≤ ≤

. On en déduit 

donc que Lim R f x dx
n n a

b

→+∞
= z,0 b g . 

 Si on suppose maintenant que Lim R f x dx
n
n k

n k a

b

→+∞
≥

= z, b g , pour k ≥ 0, alors la 

formule de récurrence R R Rn k k
k

n k n k, , ,+ +
+

−=
−

−1 1
1

1
1

4 1
4c h entraîne la convergence 

de la suite Rn k n k, + ≥ +1 1
c h  vers f x dx

a

b b gz . 
Q3. (a) Pour k = 0, on a α0 0 1, = . 
 Supposons construits, pour k ≥ 0, les coefficients αk j j k,d i

0≤ ≤
 tels que 

R Rn k k j n j
j

k

, , ,= −
=
∑α 0

0

 pour tout n k≥  (ces coefficients ne dépendent pas de n). 

 Pour tout entier n k≥ +1, on a alors : 

R R R Rn k k
k

k j n j
j

k

k j n j
j

k

k j n j
j

k

, , , , , , ,+ +
+

−
=

− −
=

+ −
=

+

=
−

−
F
HG

I
KJ =∑ ∑ ∑1 1

1
0

0
1 0

0
1 0

0

11
4 1

4 α α α  

avec : 

α α

α α α

α α

k

k

k k

k j k
k

k j k j

k k k k k

j k

+

+

+

+ +
+

−

+ + +

=
−

=
−

− ≤ ≤ −

= −
−

R

S
|||

T
|||

1 0

1

1 0

1 1
1

1

1 1 1

4
4 1

1
4 1

4 1 1

1
4 1

, ,

, , ,

, ,

n s b g  

 Ce qui détermine de manière unique les coefficients α k j,  (k j k≥ ≤ ≤0 0, ). 
(b) Les coefficients α k j,  ne dépendant ni de la fonction f ni de l’intervalle a b, , 
on peut prendre f = 1 et a b, ,= 0 1 , de sorte que Rn k, = 1 pour tous n k≥ ≥ 0. 

 Les relations R Rn k k j n j
j

k

, , ,= −
=
∑α 0

0

 donnent alors α k j
j

k

,
=
∑ =

0

1. 

(c) Posons, pour tout entier k ≥ 1 et tout réel x, ϕ βk

j

j
j

k

k j
j

j

k

x x xb g = −
−

=
= =
∏ ∑4

4 11 0
, . 

 En remarquant que ϕ ϕk

k

k kx x x+

+

+= −
−1

1

1

4
4 1

b g b g , on vérifie que les coefficients βk j,  

pour k j k≥ ≤ ≤1 0,  vérifient la même récurrence que les αk j,  avec les mêmes 

conditions initiales α β1 0 1 0
4
3, ,= =  et α β1 1 1 1

1
3, ,= = − . 

 On déduit donc que α βk j k j, ,= , pour k j k≥ ≤ ≤1 0, . On a donc : 
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α k j
j

j

k j

j
j

k

x x
,

= =
∑ ∏= −

−0 1

4
4 1

 

Remarque — En prenant x = 1 dans l’identité ci-dessus, on retrouve α k j
j

k

,
=
∑ =

0

1. 

 D’autre part, en utilisant les formules de Viete, le numérateur de ϕk xb g  peut 

s’écrire sous la forme 4 1
1 0

j

j

k
j

k j
j

j

k

x S x− = −
=

−
=

∏ ∑c h b g , où Sk j
i i

i i k

k j

k j

−
+ +

≤ < < ≤

= >−

−

∑4 01

11

L

L

. 

 On en déduit alors que − >1 0b g j
k jα ,  et : 

ϕ α αk

j

j
j

k

k j
j j

j

k

k j
j

j

k

x x x x− = +
−

= − =
= = =
∏ ∑ ∑b g b g4

4 1
1

1 0 0
, ,  

(d) Pour n j≥ , αn j j− ,  est le coefficient de xn j−  dans ϕn xb g. C’est donc : 

αn j j
i

i

n
n j

j

n j i i

i i n

i

i

nS

j

j

−

=

−

− + +

≤ < < ≤

=

=
−

− =
−

−∏

∑

∏
,

1

4 1
1

1 4

4 1
1

1

1

1

1

c h
b g

b g

c h

L

L  

 On a alors : 

αn j j
n
j n j n

i

i

n
n
j n j

j j

i

i

n
C C

−

− + + +

=

⋅ −
−

=

≤
−

≤
−∏ ∏

,
4

4 1

4

4 1

1

1

1
2

1

b g
b g

c h c h
L

 

 D’autre part, la convergence du produit infini 4
4 11

j

j
j −=

+∞

∏  (prendre le logarithme) 

nous garantit l’existence d’une constante A > 0 telle que 4
4 11

j

j
j

n

A
−

≤
=
∏  pour tout 

n ≥ 1. Ce qui donne 1
4 1 4 41

1

1
2

j
j

n

j

j

n n n

A A
−

≤ =
=

=

+∏
∏

b g  et : 

αn j j j j
n
j

n n j
n j

A C u− − + −F
HG

I
KJ

≤ =, ,

4 4
1

2
1

2
b g  

avec Lim
u
un

n j

n j

n j
→+∞
≥

+ =1 0,

,

. On en déduit donc que Lim
n
n j

n j j→+∞
≥

− =α , 0. 

Q4. Pour n = 0, on a R T b a
n n,0 2
= −F

HG
I
KJ . Dans le problème 39, Q5 (b) (ii), on a 

obtenu la majoration suivante de l’erreur de quadrature dans la méthode des 
trapèzes composée : 

f x dx R
J M b a b a

a

b

n nb g b gz − ≤
− −F

HG
I
KJ,0

1 2
2

2 2
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avec J t t dt1 0

1
1 1

6
= − = −z b g  et M Sup f t

t a b2 = ′′
∈ ,

b g , ce qui donne : 

f x dx R
M b a

a

b

n
nb g b gz − ≤

− −
,0

2
3

12
4  

 Pour k ≥ 1, on a R Rn k k j n j
j

k

, , ,= −
=
∑α 0

0

 et avec α k j
j

k

,
=
∑ =

0

1, on peut écrire que : 

f x dx R f x dx R
M b a

a

b

n k k j a

b

n j
j

k
n

k j
j

j

kb g b g b gz z∑ ∑− = −FH IK ≤
−

−
=

−

=
, , , ,α α0

0

2
3

012
4 4  

avec α ϕk j
j

j

k

k

j

j
j

k

, 4 4 4 4
4 10 1= =

∑ ∏= − = +
−

b g . Le produit infini 4 4
4 11

j

j
j

+
−=

+∞

∏  étant 

convergeant, il existe une constante B > 0 telle que 4 4
4 11

j

j
j

k

B+
−

≤
=
∏  pour tout k ≥ 1 

et : 

∀ ≥ − ≤
⋅ −z −n k f x dx R

B M b a
a

b

n k
n, ,b g b g2

3

12
4  

Remarque — Si on suppose que f est de classe C∞ , on peut alors montrer en 

utilisant la formule d’Euler Mac–Laurin, que f x dx R
a

b

n kb gz − ,  est un O k n4 1− +b ge j. 
Q5. Si on suppose que f est de classe C2, alors le résultat découle de Q4. 

 On a f x dx R f x dx R
a

b

n n n n j a

b

j
j

nb g b gz z∑− = −FH IK−
=

, , ,α 0
0

. 

 D’après Q4, pour tout ε > 0 donné on peut trouver j IN0 ∈  tel que : 

∀ ≥ − ≤zj j f x dx R
a

b

j0 0, ,b g ε  

 Pour n j> 0 , on a alors : 

f x dx R f x dx R
a

b

n n n n j a

b

j
j

j

n n j
j j

nb g b gz z∑ ∑− ≤ − +−
=

−
= +

, , , ,α ε α0
0 1

0

0

 

 Le produit infini 4 1
4 11

j

j
j

+
−=

+∞

∏  étant convergeant, il existe une constante C > 0 

telle que αn n j
j

n j

j
j

n

C, −
= =
∑ ∏= +

−
≤

0 1

4 1
4 1

 pour tout n ≥ 1 et : 

∀ > − ≤ + ⋅z ∑ −
=

n j f x dx R D C
a

b

n n n n j
j

j

0
0

0

, , ,b g α ε  

où on a noté D Max f x dx R j j
a

b

j= − ≤ ≤RST
UVWz b g , ;0 00 . 

 Et avec Lim
n
n j

n j j→+∞
≥

− =α , 0, on en déduit que Lim R f x dx
n n n a

b

→+∞
= z, b g . 
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Problème 41 : Méthodes de Gauss 

 Ce problème utilise les notations et résultats du problème 25. 
 On rappelle qu’on définit un produit scalaire sur IR x  en posant : 

∀ ∈ = zP Q IR x P Q P x Q x x dx
a

b
, ,  b g b g b gπ  

où −∞ ≤ < ≤ +∞a b  et π: , *a b IR→ +  est une fonction poids intégrable telle que 

0 < < +∞z x x dxk

a

b
πb g  pour tout entier k ≥ 0. La norme associée à ce produit 

scalaire est notée P P P Pa = . 
 On désigne par P n INn ;  ∈l q  une base orthonormée pour ce produit scalaire et 

on note pour tout entier n ≥ 0, P x xn j
n j

j

nb g b g=
=
∑α

0

 avec αn
nb g ≠ 0 . 

 Dans le problème 25, on a montré que la suite la suite Pn n IN
b g

∈
 vérifie la 

relation de récurrence : 

1
0 1

0

1 0 0
0

1 1 1

b g
b g b g

b g
b g b g b g b g b g

b gP x P x
x dx

b P x a P x b P x xP x n
a

b

n n n n n n n

−

+ + −

= = =

+ + = ≥

R
S
||

T
||

z
,  α

π  

avec : 

a b

a n

b n

n
n
n

n
n

n
n

n
n

n
n
n

n
n

0
0
1

1
1 0

1
1

1
1

1
1

0

1

1

= − =

= − ≥

= ≥

R

S

||||

T

||||

−
+

+
+

−
−

α
α

α
α

α
α

α
α

b g
b g

b g
b g

b g
b g

b g
b g

b g

b g

,  

 

et que, pour tout n ≥ 1, Pn admet n racines réelles simples dans l’intervalle a b, . 
Q1. Montrer la formule de Darboux–Christoffel : 

∀ ∈ ∀ ∈ − = −
= +

+ + +∑n IN x y IR x y P x P y P x P y P x P yk k
k

n
n
n

n
n n n n n, , , b g b g b g b g b g b g b gm r
b g

b g
0 1

1 1 1
α
α

 

Q2. Dans cette question, on se fixe un entier n ≥ 1 et on cherche des réels 
x x xn n n n, , ,1 2< < <L  dans l’intervalle a b,  et des coefficients réels 
λ λ λn n n n, , ,, , ,1 2 L  tels que : 

2 2 1
1

b g b g b g c h∀ ∈ =−
=

z ∑P IR x P x x dx P xn a

b

n i n i
i

n

, , ,π λ  

(a) Montrer qu’il existe des coefficients λn i,  (1≤ ≤i n) tels que (2) soit vérifié si et 
seulement si les réels xn i,  (1≤ ≤i n) sont les racines de Pn. 
(b) On suppose maintenant que les xn i,  (1≤ ≤i n) sont les racines de Pn. 
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 Montrer que les coefficients λn i,  (1≤ ≤i n) vérifiant (2) sont donnés par : 

λ α
αn i

n
n

n
n

n n i n n iP x P x
i n,

, ,

= ′ ≤ ≤
−
−

−

b g
b g c h c h

b g
1
1

1

1 1  

 Les coefficients λn i,  (1≤ ≤i n) sont appelés coefficients de Christoffel. 
Q3. Pour cette question, on prend a b, ,= −1 1  et π xb g = 1. La base orthonormée 

P n INn ;  ∈l q  est alors formée des polynômes de Legendre normalisés définis 
par : 

∀ ≥ ∀ ∈ = + F
HG

I
KJ −n x IR P x n

n
d
dx

xn n

n
n

0 2 1
2

1
2

12, ,
!

b g c h{ } 

 Ils sont également définis par la récurrence : 

P x P x

b P x b P x xP x nn n n n n

−

+ + −

= =

+ = ≥

R
S|
T|

1 0

1 1 1

0 1
2

0

b g b g
b g b g b g b g

,  
 

avec : 

b b n
n n

nn0 0
2 1 2 1

1= =
− +

≥, b g 
(voir le problème 25, Q5). 
(a) Calculer Pn 1b g  pour tout n ≥ 1. 
(b) Montrer que : 

∀ ≥ − ′ = ⋅ − ++ + −n x P x n b P x n b P xn n n n n0 1 12
1 1 1, c h b g b g b g b g 

(c) Montrer que les coefficients de Christoffel correspondants sont donnés par : 

λn i
n i

n n i

n x

nP x
i n,

,

,

=
− −

≤ ≤
−

2 1 1
1

2

1

2

b gd i
c hd i

b g  

Q4. Pour cette question, on prend a b, ,= −1 1  et π x
x

b g =
−
1

1 2
. La base 

orthonormée P n INn ;  ∈l q  est alors formée des polynômes de Tchébychev 
normalisés de première espèce définis par : 

P x

n x P x Cos nArcCos xn

0
1

1 1 1 2

b g

b g b gc h

=

∀ ≥ ∀ ∈ − =

R
S
||

T
||

π

π
, , ,

 

 Ils sont également définis par la récurrence : 

P x P x x

P x P x xP x

P x P x xP x nn n n

0 1

2 0 1

1 1

1 2

1
2

1
2

1
2

1
2

2

b g b g

b g b g b g

b g b g b g b g

= =

+ =

+ = ≥

R

S

|||

T

||| + −

π π
,
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(voir le problème 25, Q7). 
 Calculer, pour tout entier n ≥ 1, les racines de Pn et les coefficients de 
Christoffel correspondants. 
Q5. Pour cette question, on prend a b, ,= +∞0  et π αx x e xb g = − , où α > −1 est 
un réel donné. On définit les polynômes de Laguerre par : 

∀ ≥ ∀ ∈ = F
HG

I
KJ

−
+ −n x IR Q x x e

n
d
dx

x en

x n
n x0, ,

!
b g m r

α
α  

(a) Montrer que Q n INn ;  ∈l q est une base orthogonale de IR x . 
(b) Etablir la récurrence vérifiée par les polynômes de Laguerre. 
(c) Calculer Qn  pour tout entier n. 
(d) Montrer que : 

∀ ≥ ′ = − + −n xQ x nQ x n Q xn n n0 1, b g b g b g b gα  
(e) Calculer, pour tout entier n ≥ 1, les coefficients de Christoffel correspondants. 
Q6. On se place de nouveau dans le cas général avec une fonction poids 
π: , *a b IR→ +  et une base orthonormée P n INn ;  ∈l q . Chaque Pn ayant n racines 
réelles distinctes auxquelles on associe les coefficients de Christoffel. 
 On se donne une fonction f de classe C2n sur a b,  telle que f x x dx

a

b b g b gπz  soit 
convergente. 
 Montrer qu’il existe η∈ a b,  tel que : 

f x x dx f x
f

na

b

n i n i
i

n

n
n

n

b g b g c h
e j

b g
b gb g

b g
π λ

α

ηz ∑= +
=

, , !1
2

21
2

 

Solution 

Q1. Pour tout entier k ≥ 0 et tout réel x, on a : 
xP x b P x a P x b P xk k k k k k kb g b g b g b g= + ++ + −1 1 1  

 En multipliant les deux membres de cette égalité par P yk b g , pour y IR∈ , il 
vient : 

xP x P y b P x P y a P x P y b P x P yk k k k k k k k k k kb g b g b g b g b g b g b g b g= + ++ + −1 1 1  
 Ce qui peut aussi s’écrire en permutant les rôles de x et y : 

xP y P x b P y P x a P y P x b P y P xk k k k k k k k k k kb g b g b g b g b g b g b g b g= + ++ + −1 1 1  
 En faisant la différence des deux égalités obtenues, on obtient alors : 

x y P x P y

b P x P y P x P y b P x P y P x P y
k k

k k k k k k k k k k

−

= − − −+ + + − −

b g b g b g
b g b g b g b gc h b g b g b g b gc h1 1 1 1 1

 

 Et la somme pour k allant de 0 à n donne : 

x y P x P y b P x P y P x P y b P x P y P x P yk k
k

n

n n n n n− = − − −
=

+ + + − −∑b g b g b g b g b g b g b gm r b g b g b g b gm r
0

1 1 1 0 0 1 1 0  

 En considérant que b0 0= , P− =1 0 et bn
n
n

n
n+
+
+=1
1
1

α
α

b g
b g , on déduit que : 
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x y P x P y P x P y P x P yk k
k

n
n
n

n
n n n n n− = −

= +
+ + +∑b g b g b g b g b g b g b gm r

b g
b g

0 1
1 1 1

α
α

 

Q2. Supposons qu’il existe des coefficients λn i,  (1≤ ≤i n) tels que la propriété (2) 
soit vérifiée. 
 On désigne par ωn le polynôme unitaire de degré n qui s’annule en chacun des 

xn,i (1≤ ≤i n), soit ωn n i
i

n

x x xb g c h= −
=
∏ ,

1

. 

 Pour tout polynôme Q IR xn∈ −1 , on a ωn nQ IR x∈ −2 1  et avec (2) : 

ω ω π λ ωn na

b

n i n n i n i
i

n

Q x Q x x dx x Q x= = =z ∑
=

b g b g b g c h c h, , ,
1

0 

 C'est-à-dire que ωn est orthogonal à IR xn−1 . Ce polynôme est donc 
proportionnel à Pn et les xn,i (1≤ ≤i n) sont racines de Pn. 
 Réciproquement, on suppose que les xn,i (1≤ ≤i n) sont les racines de Pn. 
 Par division euclidienne, tout polynôme P IR xn∈ −2 1  s’écrit sous la forme 
P Q P Rn= ⋅ +  avec Q IR xn∈ −1  et R IR xn∈ −1 . On a alors : 

P x x dx P Q R x x dx R x x dx
a

b

n a

b

a

bb g b g b g b g b g b gπ π πz z z= + =  

puisque P IR xn n∈ −
⊥

1c h . 
 En remarquant que P x R xn i n i, ,c h c h=  pour tout i n= 1, ,L , on déduit qu’il suffit 
de vérifier la propriété (2) pour tous les polynômes P IR xn∈ −1 , ce qui équivaut à 
prouver l’existence de coefficients λn i,  (1≤ ≤i n) solutions du système linéaire de 
n équations à n inconnues : 

x x x dx k nn i
k

n i
i

n
k

a

b

, ,c h b g b g−

=

−∑ z= ≤ ≤
1

1

1 1λ π  

 Le déterminant de ce système est de type Van Der Monde égal à 
x xn i n j

j i n
, ,− ≠

≤ < ≤
∏ d i

1

0, ce qui assure l’existence et l’unicité d’une solution. 

(b) On désigne par L i ni ; 1≤ ≤l q  la base de Lagrange de IR xn−1  (problème 33 
Q4, (b)) définie par : 

∀ ∈ =
−
−

=
− ′=

≠

∏i n L x
x x

x x
P x

x x P x
i

n k

n i n kk
k i

n
n

n i n n i

1 1
1

, , , ,

, , , ,

Ll q b g b g
c h

 

 On a alors L x x dx L xia

b

n k i n k
k

n

n ib g b g c hπ λ λz ∑= =
=

, , ,
1

, soit : 

λ πn i

n n i

n

n ia

b

P x

P x
x x

x dx i n,

, ,

= ′ −
X
ZY ≤ ≤1 1

c h
b g b g b g 

 Avec l’identité de Darboux–Christoffel, on a : 

x x P x P x P x P xn i k k n i
k

n
n
n

n
n n n n i− = −

= +
+ +∑, , ,c h b g c h b g c h

b g
b g

0 1
1 1

α
α

 

 Ce qui donne, pour x xn i≠ ,  : 
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P x
x x P x

P x P xn

n i

n
n

n
n

n n i
k k n i

k

nb g
c h b g c h

b g
b g−

= − +
+

+ =
∑

, ,
,

α
α

1
1

1 0

1  

et : 

λ α
α αn i

n
n

n
n

n n i n n i

k n i
k

k

n

P x P x

P x
P P i n,

, ,

,= − ′ ≤ ≤+
+

+ =
∑1

1

1 0
0 0

0

1 1 1
b g
b g b gc h c h

c h b g 

 Avec l’orthogonalité de la famille P k nk ; 0 ≤ ≤l q, on déduit alors que : 

λ α
αn i

n
n

n
n

n n i n n i
P x P x

i n,
, ,

= − ′ ≤ ≤+
+

+

1
1

1

1 1 1
b g
b g c h c h

b g  

 En utilisant la récurrence (1), on a b P x b P xn n n i n n n i+ + −+ =1 1 1 0, ,c h c h , donc : 

α
α

α
α

n
n

n
n n n

n n i

n n i

n
n

n
n

n n i

n n i

b b
P x
P x

P x
P x

b g
b g

b g
b g

c h
c h

c h
c h+

+ +
−

+

−
−

−

+

= = − = −
1
1 1

1

1

1
1

1

1

,

,

,

,

 

et : 

λ α
αn i

n
n

n
n

n n i n n iP x P x
i n,

, ,

= ′ ≤ ≤
−
−

−

b g
b g c h c h

b g
1
1

1

1 1  

Q3. (a) On a P0 1 1
2

b g =  et par récurrence sur n ≥ 0, P n
n 1 2 1

2
b g = + . 

(b) Pour n = 0, l’identité se réduit à 0 = 0. On suppose donc n ≥ 1. 
 Le polynôme x Pn

2 1− ′c h  est dans IR xn+1 , il s’écrit donc : 

x P x P xn k k
k

n
2

0

1

1− ′ =
=

+

∑c h b g b gµ  

avec µ k n kx P P= − ′2 1c h  pour 0 1≤ ≤ +k n . 

 Une intégration par parties donne : 

µ k n kP x d
dx

x P x dx= − −
−z b g c h b go t2

1

1
1  

 Pour 0 2≤ ≤ −k n , on a d
dx

x P x IR xk n
2

11− ∈ −c h b go t  et µ k = 0 puisque Pn est 

orthogonal à IR xn−1 . 
 D’autre part, avec la récurrence (1), on déduit que Pn est de même parité que n, 
donc que la fonction x P x P xn n

2 1− ′c h b g b g est impaire et 

µn n nx P x P x dx= − ′ =
−z 2

1

1
1 0c h b g b g . 

 Il reste donc : 
x P x P x P xn n n n n

2
1 1 1 11− ′ = ++ + − −c h b g b g b gµ µ  

 En prenant x = 1 dans cette dernière égalité, il vient, compte tenu de (a) : 
µ µn n n nP P+ + − −+ =1 1 1 11 1 0b g b g  

 Ce qui donne : 
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µ µ µn
n

n
n n

P
P

n
n−

+

−
+ += − = − +

−1
1

1
1 1

1
1

2 3
2 1

b g
b g  

 Enfin, en identifiant les coefficients de xn + 1, on a n n
n

n n
n⋅ = + +
+α µ αb g b g

1 1
1  et : 

µ α
α

µ

n
n
n

n
n n

n n

n n b
n n

n n
n n

n n
n b

+
+
+ +

−

= = ⋅ =
+

+ +

= −
+

− +
= − +

R
S
||

T
||

1
1
1 1

1

1
2 1 2 3

1
2 1 2 1

1

b g
b g

b g

b g b g
 

 Ce qui donne bien : 
∀ ≥ − ′ = ⋅ − ++ + −n x P x n b P x n b P xn n n n n0 1 12

1 1 1, c h b g b g b g b g 
(c) Avec (b) et la récurrence (1), on a : 

x P x n b P x n b P x

b P x b P x

n i n n i n n n i n n n i

n n n i n n n i

, , , ,

, ,

2
1 1 1

1 1 1

1 1

0

− ′ = ⋅ − +

+ =

R
S|
T|

+ + −

+ + −

d i c h c h b g c h
c h c h

 

 Ce qui donne en éliminant P xn n i+1 ,c h , x P x n b P xn i n n i n n n i, , ,
2

11 2 1− ′ = − + −d i c h b g c h , 
de sorte que : 

λn i
n i

n n n i

n i

n n i

x

n b P x

n x

nP x
i n,

,

,

,

,

=
−

+
=

− −
≤ ≤

− −

1

2 1

2 1 1
1

2

1

2

2

1

2b g c hd i
b gd i

c hd i
b g 

Q4. Les racines de Pn sont les : 

x Cos i
n

Cos i nn i n i, ,= −F
HG

I
KJ = ≤ ≤2 1

2
1π θc h b g  

 On a alors P x
n
Sinn n i

i

n i

′ =
− −

,
,

c h b g
c h
1 21

θ π
 et P x Sinn n i

i
n i−

−= −1
11 2

, ,c h b g c hθ
π

, ce qui 

donne : 

λ π
n i n

i n, = ≤ ≤1b g 
Q5. (a) Avec la formule de dérivation de Leibnitz, on a : 

Q x
n n n n k

k n k
x

k
n

k n k
x

n
k k

k

n

k
k

k

n

b g b gb g b gc h
b g b g

b g b g
b gb g

=
+ + − + − − −

−
−

=
− + +

+ + −

=

=

∑

∑

α α α

α
α

1 1
1

1 1
1

0

0

L

! !

! !
Γ

Γ

 

où Γ désigne la fonction gamma d’Euler. 
 En utilisant les notations du problème 25 Q4, cela peut encore s’écrire : 

Q x
k

C xn

k

n
k k

k

nb g b g
=

−
+
+

=
∑

1

0 ! α
α  

 On en déduit en particulier que le polynôme Qn est de degré n, pour tout entier 
n, et donc que le système Q n INn ;  ∈l q est une base de IR x . 
 Pour n ≥ 1 et 0 1≤ ≤ −k n , on obtient après k intégrations par parties : 
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x Q
n

x d
dx

x e dx k
n

d
dx

x e dx

k
n

d
dx

x e

k
n

k
n

n x k
n k

n x

k
n k

n x

= F
HG

I
KJ

X
ZY = − F

HG
I
KJ

X
ZY

= − F
HG

I
KJ

L
NMM

O
QPP

=

+ −
+∞ −

+ −
+∞

− −
+ −

+∞

1 1

1 0

0 0

1

0

!
!
!

!
!

α α

α

m r b g m r

b g m r
 

 Avec Q IR xk k∈ , on déduit alors que Q Qk n = 0 pour 0 1≤ ≤ −k n . Ce qui 
prouve que la famille Q n INn ;  ∈l q est orthogonale. 
(b) Le polynôme xQn  est dans IR xn+1 , il s’écrit donc : 

xQ x Q xn k k
k

nb g b g=
=

+

∑µ
0

1

 

avec µ k
n k

k

xQ Q
Q

= 2  pour 0 1≤ ≤ +k n . 

 Pour 0 2≤ ≤ −k n , on a xQ Q Q xQn k n k= = 0, puisque xQ IR xk n∈ −1  et 
Qn est orthogonal à IR xn−1 . Ce qui donne µ k = 0 pour 0 2≤ ≤ −k n . 
 On a donc : 

*b g b g b g b g b gxQ x Q x Q x Q xn n n n n n n= + ++ + − −µ µ µ1 1 1 1  
 En utilisant le développement de Qn établi en (a), on voit que les coefficients 

de xn et xn – 1 dans Qn sont donnés respectivement par βn
n

n

n
b g b g
=

−1
!

 et 

β αn
n

n

n
n−

−

=
−
−

+1

11
1

b g b g
b g b g

!
. L’identification des coefficients de xn + 1 et xn dans (*) 

donne alors µ β
β

µ αn
n
n

n
n nn n+
+
+= = − + = + +1
1
1 1 2 1

b g
b g b g, . 

 Enfin en prenant x = 0 dans (*), on a µ µ µn n n n n nQ Q Q+ + − −+ + =1 1 1 10 0 0 0b g b g b g , 
avec Q Ck k0b g = +α

α  pour tout k ≥ 0. Ce qui donne µ αn n− = − +1 b g . 
 En définitive, les polynômes Qn vérifient la relation de récurrence : 

Q x Q x

n Q x n Q x n Q x xQ x nn n n n

−

+ −

= =

− + + + + − + = ≥

RS|T|
1 0

1 1

0 1

1 2 1 0

b g b g
b g b g b g b g b g b g b g b g

,  

α α
 

(c) On a, en reprenant les calculs de (a) avec k = n : 
Q x Q x e dx nn n

n n
n

n
n
n n x n

n
n2

0
1 1 1= = − = − + ++ −+∞zβ β β ααb g b g b gb g b g b gΓ  

  C'est-à-dire : 

Q
n

nn
2 1
=

+ +Γ αb g
!

 

(d) Pour n = 0, l’identité se réduit à 0 = 0. On suppose donc n ≥ 1. 
 En utilisant le développement de Qn obtenu en (a), on a : 

xQ x
k

C k x Q x
k

C n k xn

k

n
k k

k

n

n

k

n
k k

k

n′ =
−

⋅ = −
−

−+
+

=
+
+

=

−

∑ ∑b g b g b g b g b g1 1

0 0

1

! !α
α

α
α  

 Et avec C n k C nn
k

n
k

+
+

− +
+− = +α

α
α

α αb g b g1 , on déduit que : 
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xQ x Q x n Q xn n n
′ = − + −b g b g b g b gα 1  

(e) Pour 1≤ ≤i n , on a λ α
αn i

n
n

n
n

n n i n n iP x P x
,

, ,

= ′
−
−

−

b g
b g c h c h1

1

1

1 , avec P
Q

Qn
n

n= 1  et 

α βn
n

n
n
n

Q
b g b g= 1 , ce qui donne λ β

βn i
n
n

n
n n

n n i n n i

Q
Q x Q x

,

, ,

= ′
−
− −

−

b g
b g c h c h1

1 1
2

1

1 . 

 Enfin avec Q x n
x

Q xn n i
n i

n n i
′ = − +

−,
,

,c h c hα
1 , on déduit que : 

λ
α

αn i
n i

n n i

n
n n

x

Q x
,

,

,
!

=
+

+
−

Γb g
b g c hd i1

2  

Q6. Soit H2n – 1 le polynôme d’interpolation d’Hermite de f associé aux xn,i défini 
par : 

H IR x

H x f x k i n
n n

n
k

n i
k

n i

2 1 2 1

2 1 0 1 1
− −

−

∈

= = ≤ ≤

R
S|
T| b g b gc h c h b g, , , ;

 

 Dans le problème 33, Q5 (c), on a vu que l’erreur d’interpolation est donnée 
par : 

f x H x
n

P x
f a bn

n

n
n

n
x xb g b g b g

b gc h
e j

b g c h
b g

b g− = ∈−2 1

2

2
21

2 !
,

α
ξ ξ  

 En considérant que H x x dx H x f xna

b

n i n n i
i

n

n i n i
i

n

2 1 2 1
1 1

− −
= =

z ∑ ∑= =b g b g c h c hπ λ λ, , , , , on 

déduit que l’erreur de quadrature dans la méthode de Gauss est donnée par : 

f x x dx f x f x H x x dx

n
P x f x dx

a

b

n i n i
i

n

na

b

n
n n

n
xa

b

b g b g c h b g b gc h b g

e j b g
b gc h b g b g

b g
b g

π λ π

α
ξ π

z ∑ z
z

− = −

=

=
−, ,

!

1
2 1

2

2 21

2

 

 Si on pose g x fn
n

xb g b gb g= 2 ξ , on a alors : 

g x n
f x H x

P x
x a b x xn n

n n

n

n n nb g e j b g b g b g
b gc h m rd ib g=

−
∈ −−α

2 2 1
2 12 ! , , ,, ,L  

 Avec f x H x x x h xn n i nb g b g c h b g− = −−2 1
2

, , où Lim h x
f x H x

x x n
n i n n i

n i→

−=
′′ − ″

,

, ,b g c h c h2 1

2
, 

on déduit que : 

Lim
f x H x

P x
Lim

x x
P x

h x
f x H x

P x
x x

n

n
x x

n i

n
n

n i n n i

n n i
n i n i→

−

→

−−
=

−F
HG

I
KJ =

′′ − ″

′FH IK
, ,

, , ,

,

b g b g
b gc h b g b g c h c h

c h
2 1

2

2
2 1

2

2
 

 C'est-à-dire que la fonction gn se prolonge par continuité sur a b, . 
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 D’autre part, la dérivée f n2b g est continue sur a b,  (i. e. continue sur a b,  
avec des limites finies en a et b), donc il en est de même de gn et on peut utiliser le 
théorème de la moyenne pour écrire que : 

P x f x dx f P x x dx f P fn
n

xa

b n
na

b n
n

nb gc h b g b g b g b gc h b g b g b gb g b g b g b g2 2 2 2 2 2 2ξ π η π η ηz z= = =  
avec η ∈ a b, . 
 Ce qui donne bien : 

f x x dx f x
f

na

b

n i n i
i

n

n
n

n

b g b g c h
e j

b g
b gb g

b g
π λ

α

ηz ∑= +
=

, , !1
2

21
2

 

Problème 42 : Transformation de Fourier discrète.  
      Algorithme de Cooley et Tukey 

 On désigne par L IR1 +c h  l’espace vectoriel des (classes de) fonctions 
Lebesgue–intégrables sur 0,+∞ . Cet espace est muni d’une structure d’espace 

de Banach avec la norme f f f t dta 1 0
=

+∞z b g . 
 On rappelle que l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et à support 
compact dans 0,+∞  est dense dans L IR1

1
+c he j, . 

 La transformée de Fourier d’une fonction f L IR∈ +1c h  est la fonction $f  
définie par : 

∀ ∈ = −+∞zx IR f x f t e dti xt, $b g b g 2

0

π  

 On approche cette intégrale par la fonction $fT  définie, pour tout T > 0, par : 

∀ ∈ = −zx IR f x f t e dtT
i xtT

, $ b g b g 2

0

π  

Q1. Montrer que pour toute fonction f L IR∈ +1c h , la transformée de Fourier $f  
est continue et nulle à l’infini. 
Q2. Dans cette question, on se donne une fonction f L IR∈ +1c h  continue et telle 
que Lim f t

t→+∞
=b g 0. 

(a) Montrer que pour tout ε > 0, on peut trouver un réel T > 0 tel que : 

1b g
b g
b g b g

∀ ≥ ≤

∀ ∈ − ≤

R
S|
T|

t T f t

x IR f x f xT

,

, $ $

ε

ε
 

(b) Pour tous ε > 0, T > 0 définis comme en (a) et pour tout entier n ≥ 1, on note 

δ = T
n

 et X = 1
2δ

 (fréquence de Nyquist). 

 Montrer qu’on peut choisir n assez grand de sorte que : 
2b g b gx X f x≥ ⇒ ≤$ ε 
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(c) Pour ε, T, X et n = 2p entier pair choisis de sorte que (1) et (2) soient vérifiés, 
on définit des subdivisions de 0,T  et − X X,  en posant : 

δ δ= = ⋅ ≤ ≤ −

= = ⋅ − ≤ ≤F
HG

I
KJ

R
S
||

T
||

T
n

t j j n

h X
n

x k h n k n

j

k

,

,

0 1

2
2 2

b g
 

 Montrer, en utilisant la méthode des rectangles, que le calcul approché des 
$f xkb g pour tout k n n∈ −RST

UVW2 2
, ,L  se ramène au calcul des quantités : 

y f k nk n
j k

j
j

n

= ≤ ≤ −⋅

=

−

∑ ωb g b g
0

1

0 1  

où on a posé ω
π

n

i
ne=

− 2

 (racine nème de l'unité) et f f tj j= d i (0 1≤ ≤ −j n ). 
 

 Dans ce qui suit, n désigne un entier positif non nul et ω
π

n

i
ne=

− 2

 une racine 
nème de l'unité. 
 La transformation de Fourier discrète est l'application linéaire F C Cn n: →  qui 
associe à tout vecteur x x x x Cn

n= ∈−0 1 1, , ,Lb g  le vecteur y y y y Cn
n= ∈−0 1 1, , ,Lb g  

dont les composantes sont définies par : 

y x k nk n
j k

j
j

n

= ≤ ≤ −⋅

=

−

∑ ωb g b g
0

1

0 1  

Q3. (a) Montrer que la transformation de Fourier discrète est un isomorphisme 
de Cn et calculer son inverse. 
(b) Montrer que si y F x= b g , alors : 

x
n

yj
j

n

k
k

n2

0

1
2

0

11
=

−

=

−

∑ ∑=  

(Formule de Plancherel). 
(c) Donner un algorithme simple de calcul de la transformée de Fourier discrète 
ne faisant intervenir que les opérations d’addition et de multiplication de 
nombres complexes. 
 On calculera le nombre d’opérations élémentaires (additions et multiplications 
complexes) que nécessite un tel algorithme. 
 Dans ce qui suit, on suppose que n p= 2  avec p ≥ 1. 
 On note, pour tout entier r p∈ −0 1 2 1, , ,Lm r : 

r r ri
i

i

p

i= ∈
=

−

∑ 2 0 1
0

1

,l qc h 
son écriture en base 2. 
 Un nombre complexe indexé par l’entier r sera noté z zr r r rp

=
−0 1 1, , ,L  et une 

somme sur r allant de 0 à n – 1 peut alors s’écrire : 
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z zr
r

r r r
rrr

p

p

p=

−

===
∑ ∑∑∑=

−

−0

2 1

0

1

0

1

0

1

0 1 1

110

L L, , ,  

 
Q4. Soient x Cn∈ , y F x Cn= ∈b g  et k p∈ −0 1 2 1, , ,Lm r d’écriture binaire 

k ki
i

i

p

=
=

−

∑ 2
0

1

. Montrer que : 

3 2 2 2 2

0

1

0

1

0

1
1

1 0
2

2 0 1 0 0
1

1

0 1

110

b g b g e jy xk n
k j

n
k j j

n
k j j

j j
jjj

p
p

p
p

p
p

p

p

=
−

−
−

−
−

−

−

−

+ + +

===
∑∑∑ω ω ωL L

L, ,  

Q5. Déduire de (3) un algorithme rapide de calcul de la transformée de Fourier 
discrète. 
 On calculera le nombre d’opérations élémentaires (additions et multiplications 
complexes) que nécessite un tel algorithme. 

Solution 

Q1. Pour presque tout t IR∈ + , la fonction t f t e i xta b g −2 π  est continue sur IR et 
f t e f ti xtb g b g− =2 π  avec f L IR∈ +1c h . On en déduit alors que la fonction $f  est 

continue sur IR (théorème de Lebesgue). 
 Si la fonction f est indéfiniment dérivable à support compact dans l’intervalle 
0,a , alors une intégration par parties donne, pour x ≠ 0 : 

$f x f t e dt f t e
i x i x

f t e dti xta i xt a
i xtab g b g b g b g= =

−
L
NM

O
QP + ′−

−
−z z2

0

2

0

2

02
1

2
π

π
π

π π
 

 Soit : 
$f x

x
f t e dt

x
fi xta

x
b g b g= ′ ≤ ′ →−

→+∞z1
2

1
2

02

0 1π π
π  

 Si f L IR∈ +1c h , alors f Lim f
n n=

→+∞
 dans L IR1

1
+c he j,  où fn n IN

b g
∈

 est une suite 

de fonctions indéfiniment dérivables à support compact. Pour tout réel x ≠ 0, on a 
alors $ $f x f f f xn nb g b g≤ − +

1 . 

 Pour ε > 0, on peut trouver n IN0 ∈  tel que f fn− ≤
1 2

ε  et X 0 0>  tel que pour 

x X≥ 0 on ait $f xn0 2
b g ≤ ε , de sorte que $f xb g ≤ ε  pour x X≥ 0. 

 On a donc ainsi prouvé que Lim f x
x →+∞

=$b g 0. 

Q2. (a) Comme Lim f t
t→+∞

=b g 0, on peut trouver T1 0>  tel que f tb g ≤ ε  pour t T≥ 1. 

 D’autre part, pour tout T > 0 et tout x IR∈ , on a 
$ $f x f x f t dtT T T
b g b g b g− ≤ →

+∞

→+∞z 0, on peut donc trouver T2 0>  tel que : 

∀ ∈ ∀ ≥ − ≤x IR T T f x f xT, , $ $
2 b g b g ε  
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 Il suffit donc de prendre T Max T T= 1 2,l q. 
(b) On a vu en Q1 que Lim f x

x →+∞
=$b g 0, on peut donc trouver A > 0 tel que 

$f xb g ≤ ε  pour x A≥ . Il suffit alors de prendre n TA≥ 2  pour avoir X A≥  et 
$f xb g ≤ ε  pour x X≥ . 

(c) Chaque $f xkb g, pour − ≤ ≤n k n
2 2

, est approché (à ε près) par $f xT kb g . 

L’utilisation la méthode des rectangles à gauche pour le calcul approché de 
$f xT kb g  donne alors : 

$f x T
n

f t eT k j
i x t

j

n
k jb g d i≅ −

=

−

∑ 2

0

1
π  

avec x t k j
nk j = ⋅ . Ce qui s’écrit aussi : 

$ , ,f x f y k n n
T k n

j k
j

j

n

kb g ≅ = ⋅ = −F
HG

I
KJ

⋅

=

−

∑δ ω δ
0

1

2 2
L  

 Avec la 2π–périodicité de la fonction t eita , on voit que les yk sont définis 
pour tout k dans Z et qu'ils forment une suite n–périodique ( y yk n k+ =  pour tout 
k Z∈ ). 
 Il nous suffit donc, pour déterminer complètement cette suite, de calculer les yk 
pour k n∈ −0 1 1, , ,Ll q. 
 Du point de vue pratique, les valeurs approchées des $f xkb g sont données par : 

k x

k n x X

k n n x X

k n x X x X

k

k

k

k k

= =

= − ∈

= + − ∈ −

= = = −

R

S

||||

T

||||

0 0

1 2
2

1 0

2
1 1 0

2

pour  

,  , ,  pour  

,    pour  

pour   et 

L

L

,

, ,
 

Q3. (a) La matrice de F dans la base canonique de Cn est : 

A
n

n n

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

−

− −

1 1 1
1

1

1

1 1 2

L

L

L

L

ω ω

ω ω
. . .

b g

 

 C’est une matrice de Van Der Monde de déterminant 
Dét A n

i
n

j

j i n

b g d i= − ≠
≤ < ≤ −
∏ ω ω

0 1

0. On déduit donc que F est un automorphisme. 

 Pour tout j n∈ −0 1 1, , ,Ll q, on a : 

ω ω ω ωn
j k

k
k

n

n
j k

n
i k

i
i

n

k

n

n
i j k

k

n

i
i

n

y x x− ⋅

=

−
− ⋅ ⋅

=

−

=

−
−

=

−

=

−

∑ ∑∑ ∑∑= = F
HG

I
KJ0

1

0

1

0

1

0

1

0

1 b g  
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 Pour i j≠  dans 0 1 1, , ,L n −l q, on a 0 < − <i j n et ωn
i j− ≠ 1, de sorte que : 

ω ω
ωn

i j k

k

n
n

i j n

n
i j

−

=

− −

−∑ = −
−

=b g
b g

0

1 1
1

0 

 Pour i = j, cette somme vaut n. On a alors, en définitive : 

ωn
j k

k
k

n

iy n x− ⋅

=

−

∑ = ⋅
0

1

 

 C'est-à-dire que la transformation de Fourier discrète est un isomorphisme de 
Cn, d'inverse F–1 définie par : 

x F y x
n

y j nj n
j k

k
k

n

= ⇔ = ≤ ≤ −F
HG

I
KJ

− − ⋅

=

−

∑1

0

11 0 1b gc h b gω  

(b) Pour tout k n∈ −0 1 1, , ,Ll q, on a : 

y x x x xk n
j k

j
j

n

n
i k

i
i

n

n
j i k

i
i

n

j
j

n
2

0

1

0

1

0

1

0

1

= = F
HG

I
KJ

⋅

=

−
− ⋅

=

−
−

=

−

=

−

∑ ∑ ∑∑ω ω ω b g  

 Et : 

y x xk
k

n

n
j i k

k

n

i j
i j n

2

0

1

0

1

0=

−
−

=

−

≤ ≤
∑ ∑∑= F

HG
I
KJω b g

,

 

 Avec : 

ω
ω
ωn

j i k

k

n n
i j n

n
i j j i

j i

−

=

−
−

−∑ =
−
−

= ≠

=

R
S|
T|

b g
b g

0

1 1
1

0

0

 si 

 si 
 

 On en déduit alors que : 

y n xk
k

n

j
j

n
2

0

1 2

0

1

=

−

=

−

∑ ∑=  

(c) Tout d'abord, on écrit une procédure de calcul des ωn
r , pour r n∈ −0 1 1, , ,Ll q , 

ces valeurs étant stockées dans un vecteur w de Cn. 
 Ce qui donne, en disposant d'opérations sur les nombres complexes : 
 
PROCEDURE PuissancesOmega(Entrée n : Entier ; Sortie w : VecteurComplexe) ; 
Début 
     w0 = 1 ; w1  = Cos(2π/n) – i⋅Sin(2π/n) ; 
     Pour r allant de 2 à n - 1 Faire wr = wr–1⋅w1 ; 
Fin ; 
 
 Ce calcul nécessitant n – 2 multiplications complexes. 
 En remarquant que pour 0 1≤ ≤ −j k n, , on a ω ωn

k j
n

r⋅ = , où r est le reste dans 
la division euclidienne de j⋅k par n, on déduit la procédure suivante de calcul du 
vecteur y : 
 
PROCEDURE FourierDiscret_1(Entrée n : Entier ; w, x : VecteurComplexe ; 
          Sortie y : VecteurComplexe) ; 
Début 
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     Pour k Allant de 0 à n – 1 Faire yk = x0 ; 
     Pour j Allant de 1 à n – 1 Faire y0 = y0 + xj ; 
     Pour k Allant de 1 à n – 1 Faire 
     Début 
          Pour j Allant de 1 à n – 1 Faire 
          Début 
               r = j⋅k Modulo n ; 
               yk = yk + wr⋅xj ; 
          Fin ; 
     Fin ; 
Fin ; 
 
 Le calcul de y0 nécessite n – 1 additions complexes.  Pour k n∈ −0 1 1, , ,Ll q, le 
calcul de chaque yk nécessite n – 1 multiplications complexes et n – 1 additions 
complexes. Ce qui donne en ajoutant le nombre d'opérations nécessaires au calcul 
de w un total de n n n− + − + −2 1 2 1 2b g b g b g  opérations complexes. 
Remarque — On peut aussi utiliser l’algorithme de Hörner pour évaluer chaque yk 
considéré comme un polynôme en ωn

k . Là encore le nombre d’opérations 
élémentaires est de l’ordre de n2. 
Q4. On a, pour tout k n∈ −0 1 1, , ,Ll q : 

y xk n
k j

j j
jjj

p

p

= ⋅

===
−

−

∑∑∑ L Lω
0 1

110 0

1

0

1

0

1

, ,  

 En remarquant que, pour j ji
i

i

p

=
=

−

∑ 2
0

1

 et k ki
i

i

p

=
=

−

∑ 2
0

1

 dans  0 1 1, , ,L n −l q, on a : 

j k k j j k j j k j Mod np
p

p
p p

p⋅ ≡ + + + + + + +−
−

−
− −

−0 0 1
1

1 0 2
2 1

1 02 2 2 2L L Ld i d i b g  
on déduit que : 

ω ω ω ωn
k j

n
k j

n
k j j

n
k j jp

p
p

p
p

p⋅ + + +=
−

−
−

−
−

−2 2 2 21
1 0

2
2 0 1 0 0

1
1b g e j

L L  
et donc que : 

y xk n
k j

n
k j j

n
k j j

j j
jjj

p
p

p
p

p
p

p

p

=
−

−
−

−
−

−

−

−

+ ⋅ + +

===
∑∑∑ω ω ω2 2 2 2

0

1

0

1

0

1
1

1 0
2

2 0 1 0 0
1

1

0 1

110

b g e j
L

L

L, ,  

Q5. Avec les formules (3), on déduit le schéma de calcul suivant. 
Etape 0 — On pose x x0b g = . 
Etape r + 1 (r = 0, 1, ..., p – 1) — L'étape précédente a donné le vecteur x rb g  de 
composantes x j j k k

r
p r r0 1 1 0, , , , ,L L− − −

b g  et on veut calculer celles de x r+1b g  notées 

x j j k k
r

p r r0 2 0

1
, , , , ,L L− −

+b g . 
 Avec (3), on déduit que : 

x xj j k k
r

n
k j j

j j k k
r

j
p r r

r
r

p r
p r

p r r

p r

0 2 0

0
1

1

0 1 1 0

1

1 2 2

0

1

, , , , , , , , , ,L L

L

L L− −

− −
− −

− − −

− −

+ + +

=

= ∑b g e j b gω  

 On pose alors : 
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m n

L j j m

h k k n
m

i j j k k L m h

j j j k k i

r
p r

p r
p r

r
r r

p r
p r p r

r
p r p

p r
p r p r

r
p r p

= =

= + + ∈ −

= + + ∈ − = −RST
UVW

= + + + ⋅ + + + = + ⋅ ⋅

= + + + ⋅ + + + =

+
− −

− −
− −

−
−

− −
− − − −

−
− −

− −
− − − −

−
− −

2
2

2 0 1

2 0 2 1
2

1

2 0 2 2 2 2

2 1 2 2 2

1
1

0 2
2

1 0
1

0 2
2 1

1 0
1

0 2
2 1

1 0
1

L L

L L

L L

L L

, ,

, ,

l q

+ m

 

et les formules précédentes vont s'écrire : 
x x x k

x x x k

i
r

i
r

j
r

r

j
r

n
L

i
r

n
L

j
r

r

r r p r

+

+ +

= + =

= + =

R
S|
T|

− −

1

1 2 2 2

0

1
1

b g b g b g

b g b g e j b g

b g
b gω ω

 

 Avec ωn

r p r2 1

1
+ − −

= −  et ω ωn

r

p r
2

2
= − , on déduit alors que : 

x x x

x x x

i
r

i
r

j
r

j
r L

i
r

j
r

p r

+

+

= +

= −

R
S|
T| −

1

1
2

b g b g b g

b g b g b ge jω
 

 Et au bout de p étapes, on a x yk k
p

kp−
=

1 0, ,L

b g
b gσ , où σ est l'inversion binaire définie 

par σ k k k kp
p

p
p

0 1
1

1 0
12 2+ + = + +−

−
−

−L Ld i . 
 Pour retrouver les composantes du vecteur y dans le bon ordre on devra donc 
faire une inversion binaire sur celles de x pb g . 
 L’algorithme ainsi obtenu est dû à Cooley et Tukey. 
 En notant, pour p ≥ 1, Ap le nombre d’additions complexes et Mp le nombre de 
multiplications complexes dans cet algorithme, on a la récurrence : 

A M
A A M Mp p

p
p p

p
1 1

1 1
1

2 0
2 2 2 2

= =
= + = +

RS|T| − −
−

;
;

 

 Ce qui donne : 
M A

A p
p p

p
p

=

=

RS|T|
−1

2
 

 C'est-à-dire qu’on a un nombre d'opérations élémentaires de l'ordre de 
n Log n⋅ 2 b g.   
Remarque — Cet algorithme peut également être utilisé pour le calcul des 
coefficients de Fourier d’une fonction périodique. 
 Si f IR C: →  est continue par morceaux et T–périodique alors ses coefficients 
de Fourier complexes sont définis par : 

c
T

f t e dt
T

f t e dt
T

f x n k n
k

ik
T

tT
i x tT

k
k= = = − ≤ ≤F

HG
I
KJ

− −z1 1 1
2 2

2

0

2

0
b gw b g b g

π
π $  

en notant encore f la fonction coïncidant avec la précédente sur 0,T  et nulle 
ailleurs. 
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Problème 43 : Transformation de Fourier discrète.  
      Agrégation 1993, extrait 

 On désigne par n et N des entiers supérieurs à 1, tels que n = 2N – 1. 
 L’espace Cn + 1 est rapporté à sa base canonique et muni de la norme usuelle 

définie par x xk
k

n

2

2

1

=
=
∑ . 

 On convient de noter ω
π

n

i
ne+
+=1

2
1  et d’appeler : 

— Polynôme associé à un élément ( )a a a an= 0 1, , ,L  de Cn + 1 le polynôme : 

( )A x a a x a xn
n= + + +0 1 L  

— Transformation de Fourier discrète de Cn + 1 l’application φn + 1 associant à 
tout élément ( )a a a an= 0 1, , ,L  de Cn + 1 l’élément suivant de Cn + 1 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )φ ω ω ωn n n
p

n
na A A A A+ + + +=1 1 1 11 , , , , ,L L  

Q1. (a) Etablir que φn + 1 est un automorphisme de l’espace vectoriel Cn + 1. 
(b) Exprimer pour tout a Cn∈ +1 la norme de ( )φ n a+1  en fonction de la norme de a. 
(c)Expliciter la matrice Mn + 1 de l’automorphisme φn + 1 dans la base canonique. 
 En déduire que l’inverse de φn + 1 est défini par : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )φ ω ω ωn n n
p

n
na

n
A A A A+

−
+
−

+
−

+
−=

+1
1

1
1

1 1
1

1
1 , , , , ,L L  

Q2. Etant donné un élément ( )a a a an= 0 1, , ,L  de Cn + 1, on lui associe les deux 

éléments notés ( )b a a a an= −0 2 4 1, , , ,L  et ( )c a a a an= 1 3 5, , , ,L  de C
n+1

2  et l’on 
considère alors leurs transformées de Fourier discrètes, notées respectivement : 

( ) ( )φ α α αn na+ =1 0 1, , ,L  et 
( )

( )

φ β β β

φ γ γ γ

n n

n n

b

c

+ −

+ −

=










=






















1
2

0 1 1
2

1
2

0 1 1
2

, , ,

, , ,

L

L

 

(a) On suppose connus ( )φ n b+1
2

 et ( )φ n c+1
2

 et l’on considère l’algorithme suivant 

(dans lequel la notation A ← B indique que l’on affecte à la variable complexe A 
la valeur complexe B) : 
E ← 1 ; 
pour p de 0 à (n – 1)/2 faire : 
 début 
   F ← E⋅γp ; α ← βp + F ; α

p n+ +1
2

 ← βp – F ; E ← ωn + 1⋅E ; 

 fin. 
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 Prouver que l’élément ( )α α α α0 1 1, , , ,L n n−  de Cn + 1 ainsi obtenu est égal à 
( )φ n a+1 . 

(b) Soit uN et vN les nombres des additions et multiplications complexes 
nécessaires au calcul de ( )φ n a+1  par l’algorithme récursif décrit ci–dessous (et ne 
tenant pas compte du calcul des nombres ωn + 1, supposés connus) : 
 — Si N = 1, on calcule ( ) ( )φ 2 0 1 0 1 0 1a a a a a a, ,= + −  et donc u1 = 2 et v1 = 0. 
 — Sinon, on calcule récursivement ( )φ n b+1

2

 et ( )φ n c+1
2

 en effectuant pour 

chacun d’eux uN – 1 additions complexes et vN – 1 multiplications complexes et l’on 
obtient ( )φ n a+1  par l’algorithme développé ci–dessus à la question (a). 
 Exprimer uN et vN en fonction de uN – 1, vN – 1 et N. 
 En déduire en fonction de N, puis de n, le nombre d’additions et 
multiplications complexes (resp. réelles) nécessaires au calcul de ( )φ n a+1 . 
(c) Comparer enfin ces nombre d’opérations à ceux qui résulteraient du calcul de 

( )φ n a+1  par utilisation répétée de l’algorithme de Hörner. 
 On rappelle que le calcul de ( )P x a x ap

p= + +L 0  par cet algorithme s’effectue 
de la façon suivante : 

( ) ( )( )( )P x a x a x a a x ap p p= + + + +− −L L1 2 1 0  

Solution 

Q1. (a) Comme dans le problème 42, Q3 (a) on peut remarquer que la matrice de 
φn + 1 dans la base canonique de Cn + 1 est une matrice de Van Der Monde de 
déterminant non nul, ce qui prouve que c’est un automorphisme de Cn + 1. 
 On peut aussi calculer le noyau de φn + 1. Il est formé des vecteurs a Cn∈ +1 tels 
que le polynôme associé A s’annule sur les n + 1 racines (n + 1)ème de l’unité 1, 
ωn+1 , ⋅⋅⋅, ωn

n
+1 , c'est-à-dire que A est un polynôme de degré au plus n qui s’annule 

en n + 1 points distincts, c’est donc le polynôme nul et a = 0. Donc 
Ker nφ + =1 0b g l q et φn + 1 est un automorphisme de Cn + 1. 
(b) On a la formule de Plancherel (problème 42, Q3 (b)) : 

∀ ∈ = ++
+a C a n an

n
1

1 2
2

2
21, φ b g b g  

 C'est-à-dire que φn + 1 est une similitude de rapport n +1. 
(c) La matrice de φn + 1 dans la base canonique de Cn + 1 est une matrice de Van 
Der Monde : 

Mn
n n

n

n
n

n
n

+
+ +

+ +

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ
1

1 1

1 1

2

1 1 1
1

1

L

L

L

L

ω ω

ω ω
. . .
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 La formule de Plancherel nous dit que l’automorphisme 1
1 1n n+ +φ  est 

unitaire, son inverse est donc égal à son adjoint, de matrice 
1

1
1

11 1n
M

n
Mt

n n+
=

++ +  (matrice complexe conjuguée). 

 C'est-à-dire que φn+
−

1
1 a pour matrice 1

1 1n
Mn+ +  et son expression est : 

φ ω ω ω ωn n n
n

n n
na

n
A A A

n
A A A+

−
+ + +

−
+
−=

+
=

+1
1

1 1 1
1

1
1

1
1 1

1
1b g b g b g d ie j b g d i d ie j, , , , , ,L L  

Q2. (a) L’algorithme proposé est dû à Cooley et Tukey (problème 42, Q5). 

 En notant Fp la valeur de la variable F à l’étape p n∈ −RST
UVW0 1 1

2
, , ,L  de la 

boucle « pour », on a : 
Fp n

p
p p p n

p
p= = ++ +ω γ α β ω γ1 1,  

avec : 

β ω ω γ ω ωp n
p

k n
p

k

k
p n

p
k n

p
k

k

B a C a
n n

=
F
HG

I
KJ =

F
HG

I
KJ =

F
HG

I
KJ =

F
HG

I
KJ+ +

=
+ + +

=

− −

∑ ∑1
2

2 1
20

1
2

2 1 1
20

1
2

1
2

b g b g

,  

 En remarquant que ω ωn n+ +=1
2

1
2 , on déduit que : 

α ω ω ω ωp k n
p k

k
k n

p k

k
j n

p j

j

n

n
pa a a A

n n

= + = =+
=

+ +

+

=
+

=
+

− −

∑ ∑ ∑2 1

2

0
2 1 1

2 1

0
1

0
1

1
2

1
2d i d i d i d i

b g b g

 

pour p n= −0 1 1
2

, , ,L . 

 De façon analogue, on voit que : 

α ω ω ω
p n j n

p j

j

n

n
p

n
p n

a A A
+ + +

=
+ +

+ +
= − = − = F

H
I
K∑1

2
1

0
1 1

1
2d i d i  

pour p n n n+ + = − +1
2

1
2

1, ,L . 

 On a donc bien α α φ0 1, ,L n n ab g b g= +  en fin de boucle. 
(b) Pour ( )φ n b+1

2

 et ( )φ n c+1
2

 connus, le calcul de φn a+1b g par l’algorithme du (a) 

nécessite n + 1 additions complexes et n + 1 multiplications complexes. 
 C'est-à-dire que les suites uN N

b g
≥1

 et vN N
b g

≥1
 vérifient la même relation de 

récurrence : 
x x n x NN N N

N= + + = + ≥− −2 1 2 2 21 1 b g  

 La suite yN N
b g

≥1
 définie par y x

N
N
N=

2
 est arithmétique de raison 1. 

 Avec les conditions initiales u1 2=  et v1 0= , on déduit alors que les nombres 
d’additions et de multiplications complexes sont données par : 

u N n n

v N n n
N

N

N
N

= = + +

= − = + + −

2 1 1

2 1 1 1 1
2

2

b g b g
b g b g b gm r

log

log
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 On a donc un nombre d’opérations complexes de l’ordre de n nlog2 b g. 
(c) Le calcul direct de ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )φ ω ω ωn n n

p
n

na A A A A+ + + +=1 1 1 11 , , , , ,L L  

nécessite n + 1 évaluations du polynôme A. Chacune des évaluations A n
pω +1d i  par 

l’algorithme de Hörner nécessite n additions et n multiplications. Ce qui donne un 
total de 2 1n n +b g  opérations complexes, soit un nombre d’opérations de l’ordre de 
n2. 



CHAPITRE 7 

Systèmes différentiels 

Problème 44 : Problème de Cauchy. Méthodes à un pas 

 Dans tout le problème, on désigne par I a b= ,  un intervalle fermé borné, p 
un entier strictement positif, ya un vecteur de IRp et f I IR IRp p: × →  une fonction 
continue. 
 L’espace vectoriel IRp est muni d’une norme y ya . 
 Le problème de Cauchy associé à I, ya et f consiste à trouver une fonction y 
dans l’espace C I IR p1 ,c h des fonctions continûment dérivables de I dans IRp telle 
que : 

1b g b g
b g b gc h

y a y

t I y t f t y t
a=

∀ ∈ ′ =

R
S|
T| , ,

 

Q1. Soient E d,b g  un espace métrique complet et ϕ:E E→ . 
 Montrer que s’il existe un entier k > 0 tel que l’itérée ϕ ϕ ϕ ϕk = o oLo  (k fois) 
soit contractante, alors ϕ admet un unique point fixe dans E. 
 On rappelle qu’une application ψ: E E→  est contractante s ’il existe un réel 
λ ∈ 0 1,  tel que : 

∀ ∈ × ≤y z E E d z y d z y, , , ,b g b g b gc h b gψ ψ λ  
 On suppose de plus, dans tout ce qui suit, que la fonction f est lipschitzienne 
par rapport à sa deuxième variable, c'est-à-dire qu’il existe un réel λ ≥ 0 tel que : 

∀ ∈ ∀ ∈ × − ≤ −t I y z IR IR f t z f t y z yp p, , , , ,b g b g b g λ  
 Q2. Montrer que pour tous t I0 ∈  et y IR p

0 ∈ , le problème de Cauchy : 

2
0 0b g b g

b g b gc h
y t y

t I y t f t y t

=

∀ ∈ ′ =

R
S|
T| , ,

 

admet une unique solution y C I IR p∈ 1 ,c h  (théorème de Cauchy–Lipschitz). 
 A tout entier n > 0, on associe une subdivision de l’intervalle I en posant : 
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h b a
n

t a k h k nn k n= − = + ⋅ ≤ ≤, 0b g 
 Dans tout ce qui suit, on note J b a= −0,  et on se donne une fonction 
continue φ: I IR J IRp p× × → . On associe à cette fonction la « méthode à un 
pas » définie par la relation de récurrence : 

3
0 1

0

1

b g b g b g
y y
y y h t y h k n

a n

k k n k k n

= +
= + ≤ ≤ −

RST +

ζ
φ , ,

 

où ζn  est donné dans IRp. 
 Pour toute solution y du système différentiel ′ =y t f t y tb g b gc h,  et pour tout 
k n∈ −0 1 1, , ,Ll q, on pose : 

ε φk
n

k k k k nh
y t y t t y t h= − −+

1
1b g b gm r b gc h, ,  

 Cette quantité est appelée « erreur de consistance » de la méthode en tk. 
 On dit que la méthode à un pas associée à φ est : 
— consistante avec le problème de Cauchy (1) si : 

Lim Max
n k n k→+∞ ≤ ≤ −

=
0 1

0εe j   

pour toute solution y du système différentiel ′ =y t f t y tb g b gc h, . 
— stable s’il existe deux constantes M1 et M2, indépendantes de n, telles que pour 
toutes suites yk k n

b g
0≤ ≤

, zk k n
b g

0≤ ≤
 et εk k n

b g
0 1≤ ≤ −

 vérifiant : 
y y h t y h

z z h t z h
k n

k k n k k n

k k n k k n k

+

+

= +

= + +

R
S|
T|

≤ ≤ −
1

1

0 1
φ

φ ε

, ,

, ,

b g
b gm r b g  

avec y0 et z0 donnés dans IRp, on ait : 
Max z y M z y M Max

k n k k k n k0 1 0 0 2 0 1≤ ≤ ≤ ≤ −
− ≤ − + ε  

 On désigne par y la solution du problème de Cauchy (1) et par yk k n
b g

0≤ ≤
 une 

suite définie par (3). 
Q3. Montrer que si la méthode à un pas associée à φ est consistante avec le 
problème de Cauchy (1) et stable, alors : 

Lim Lim Max y y t
n n n k n k k→+∞ →+∞ ≤ ≤

= ⇒ − =FH IKζb ge j b ge j0 0
0

 

 On dit alors que la méthode à un pas associée à φ est convergente. 
Q4. (a) Montrer que : 

Lim Max Sup f t y t t y t
n k n k t a b→+∞ ≤ ≤ − ∈

= −
0 1

0ε φe j b gc h b gc h
,

, , ,  

pour toute solution y du système différentiel ′ =y t f t y tb g b gc h, . 
(b) Montrer que la méthode à un pas associée à φ est consistante avec le 
problème de Cauchy (1) si et seulement si : 

∀ ∈ ∀ ∈ =t I z IR t z f t zp, , , , ,φ 0b g b g 
Q5. Soit xk k IN

b g
∈

 une suite de réels positifs telle qu’il existe deux constantes 
réelles strictement positives α et β avec : 

∀ ≥ ≤ + ++k x xk k0 11, α βb g  
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 Montrer alors que : 

∀ ≥ ≤ ≤ +F
HG

I
KJ −k x x ek

k0 0 0, β
α

β
α

α  

Q6. Montrer que si φ est lipschitzienne par rapport à sa deuxième variable, alors 
la méthode à un pas associée à φ est stable. 
 On suppose de plus, dans tout ce qui suit, que : 
— φ est lipschitzienne par rapport à sa deuxième variable ; 
— ∀ ∈ ∀ ∈ =t I z IR t z f t zp, , , , ,φ 0b g b g. 
Q7. Montrer que Lim Max y y t

n k n k k→+∞ ≤ ≤
− =

0
0b ge j  pour toute suite yk k n

b g
0≤ ≤

 vérifiant (3) 

avec Lim
n n→+∞

=ζb g 0. 

Q8. Pour tout entier n > 0, on désigne par ϕn la fonction affine par morceaux sur 
I définie par : 

ϕ
ϕ

n k k

n k k

t y k n

affine sur t t k n

b g b g
b g

= ≤ ≤

≤ ≤ −

RS|T| +

0

0 11   ,
 

où la suite yk k n
b g

0≤ ≤
 est définie par (3) avec Lim

n n→+∞
=ζb g 0. 

 Montrer que la suite de fonctions ϕn n IN
b g

∈
 converge uniformément vers y sur I. 

Solution 

Q1. On montre tout d’abord que la fonction ψ ϕ= k  admet un unique point fixe 
dans E. 
 Soit xn n IN

b g
∈

 une suite d’approximations successives définie par : 
x E
x x nn n

0

1 0
∈
= ≥

RST + ψb g b g  

 Pour m n> ≥ 1, on a d x x d x x d x xm n m m n n, , ,b g b g b g≤ + +− +1 1L , avec : 
∀ ≥ = ≤ ≤ ≤+ − −j d x x d x x d x x d x xj j j j j j

j0 1 1 1 1 0, , , , ,d i d i d ie j d i b gψ ψ λ λL  
 Ce qui donne : 

d x x d x x d x xm n
j

j n

m n

n
, , ,b g b g b g≤ ≤

−
→

=

−

→+∞∑λ λ
λ

1

1 0 1 01
0 

si λ ∈ 0 1, . 
 On a donc ainsi montré que la suite xn n IN

b g
∈

 est de Cauchy dans l’espace 
métrique complet E et qu’elle converge vers un élément x de E. 
 Avec la continuité de ψ (une application contractante est continue), on déduit 
que ψ x xb g = , c'est-à-dire que x est un point fixe de ψ. 
 Si ′ ∈x E  est un autre point fixe de ψ, alors : 

0 ≤ ′ = ′ ≤ ′d x x d x x d x x, , ,b g b g b gc h b gψ ψ λ  
et x x≠ ′  donne d x x d x x′ < ′, ,b g b g , ce qui est impossible, donc x x= ′  et ψ admet 
un unique point fixe dans E. 
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 Avec ψ ϕ ϕ ϕ ψ ϕx x x xkb gc h b g b gc h b g= = =+1 , on déduit que ϕ xb g est aussi point 
fixe de ψ et ϕ x xb g =  du fait de l’unicité de x. Donc x est aussi point fixe de ϕ. 
 Réciproquement si x est un point fixe de ϕ, alors ϕ k x xb g =  et x est aussi point 
fixe de ψ. D’où l’unicité du point fixe de ϕ. 
Q2. On désigne par E l’espace des applications continues de I dans IRp. 
 Muni de la norme de la convergence uniforme définie par 
z z Sup z t

t a b
a ∞ ∈

=
,

b g , c’est un espace de Banach. 

 On définit l’application ϕ: E E→  par : 

∀ ∈ ∀ ∈ = + zz E t I z t y f x z x dx
t

t
, , ,ϕb gb g b gc h0

0

 

et on remarque que la fonction y C I IR p∈ 1 ,c h  est solution de (2) si et seulement si 
elle vérifie ϕ y yb g = . 
 Il s’agit donc de montrer que ϕ admet un unique point fixe. Pour ce faire, on va 
montrer que l’une des itérées de ϕ est contractante. 
 Pour y1, y2 dans E et t dans I, on a : 

ϕ ϕ λy t y t f x y x f x y x dx t t y y
t

t

1 2 1 2 0 1 2
0

b gb g b gb g b gc h b gc h− ≤ − ≤ − −z ∞
, ,  

 Et par récurrence sur k > 0 : 

ϕ ϕ
λ λ

y y
t t
k

y y
b a

k
y y

k k k

1 2
0

1 2 1 2b g b g b gc h
− ≤

−
− ≤

−
−

∞ ∞ ∞! !
 

 Comme Lim
b a

kk

k

→+∞

−
=

λb gc h
!

0, il existe k > 0 tel que 
λ b a

k

k
−

<
b gc h

!
1 et pour un 

tel k, l’itérée ϕk est contractante. Ce qui prouve que ϕ admet un unique point fixe 
dans E et que (2) admet une unique solution. 
Q3. En posant z y tk k= b g , pour tout k n∈ 0 1, , ,Ll q, on a a: 

z z h t z hk k n k k n k+ = + +1 φ ε, ,b gm r  
et avec l’hypothèse de stabilité de la méthode : 

Max z y M z y M Max M M Max
k n k k k n k n k n k0 1 0 0 2 0 1 1 2 0 1≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ −

− ≤ − + = +ε ζ ε  

 Avec l’hypothèse de consistance, on a Lim Max
n k n k→+∞ ≤ ≤ −

=
0 1

0εe j . Et donc : 

Lim Lim Max y y t Lim Max y z
n n n k n k k n k n k k→+∞ →+∞ ≤ ≤ →+∞ ≤ ≤

= ⇒ − = − =FH IKζb ge j b ge j e j0 0
0 0

 

Q4. (a) En appliquant la formule des accroissements finis à la fonction 
y C I IR p∈ 1 ,c h  solution de (1), les erreurs de consistance peuvent s’écrire : 

ε τ φ τ τ φk k k k n k k k k ny t y t h f y t y t h k n= ′ − = − ≤ ≤ −b g b gc h b gc h b gc h b g, , , , , 0 1  
avec τk k kt t∈ +, 1 . 
 On pose : 

α τ τ φ τ τ

β φ τ τ φ
k k k k k

k k k k k n

f y y

y t y t h
k n

= −

= −

R
S|
T|

≤ ≤ −
, , ,

, , , ,

b gc h b gc h
b gc h b gc h b g0

0
0 1  
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et on a ε α βk k k= + . 
 La fonction g t f t y t t y t: , , ,a b gc h b gc h− φ 0  est continue sur le compact a b, , 
elle est donc bornée et atteint sa borne supérieure en un point τ ∈ a b, . On peut 
alors poser α φ τ= − =

∈
Sup f t y t t y t g
t a b,

, , ,b gc h b gc h b g0 . 

 On a, de manière évidente : 
∀ ≥ ≤

≤ ≤ −
n Max

k n k1
0 1

, α α  
 Pour tout ε > 0, on peut trouver η > 0 tel que : 

u v a b u v g u g v, , ,∈ − < ⇒ − <η εb g b g  
 Soit n IN0 ∈  tel que hn < η pour tout entier n n≥ 0 . 
 Pour n n≥ 0 , il existe k n∈ −0 1 1, , ,Ll q tel que τ ∈ +t tk k, 1 . On a alors : 

∀ ∈ − < − <+t t t g g tk k, ,1 ε τ εb g b g  
 On déduit alors que α τ τ ε α εk kg g= > − = −b g b g  et Max

k n k0 1≤ ≤ −
> −α α ε pour 

tout entier n n≥ 0 . 
 On a donc prouvé que pour tout réel ε > 0 il existe un entier n0 tel que : 

∀ ≥ − < ≤
≤ ≤ −

n n Max
k n k0 0 1

, α ε α α  

 Ce qui prouve que Lim Max
n k n k→+∞ ≤ ≤ −

=
0 1

α αe j . 

 D’autre part, la fonction ϕ φ: , , ,t h t y t hb g b gc ha  est uniformément continue sur 
le compact I J× . Pour tout réel ε > 0, on peut donc trouver un réel η > 0 tel que : 

t t I t t h h J h h t h t h, , , , , , , ,′ ∈ − ′ < ′ ∈ − ′ < ⇒ − ′ ′ <η η ϕ ϕ εb g b g  
 Soit n IN0 ∈  tel que hn < η pour tout entier n n≥ 0 . Pour tout entier n n≥ 0  et 
tout k n∈ −0 1 1, , ,Ll q, on a alors hn < η et τ ηk k nt h− ≤ < , de sorte que : 

∀ ≥ <
≤ ≤ −

n n Max
k n k0 0 1

, β ε  

 Ce qui prouve que Lim Max
n k n k→+∞ ≤ ≤ −

=
0 1

0βe j . 

 On peut donc conclure que Lim Max
n k n k→+∞ ≤ ≤ −

=
0 1

ε αe j . 

(b) Si la méthode à un pas associée à φ est consistante avec le problème de 
Cauchy (1), alors Lim Max

n k n k→+∞ ≤ ≤ −
=

0 1
0εe j  et f t y t t y t, , ,b gc h b gc h= φ 0  pour tout t I∈ . 

 Pour x z I IR p,b g∈ × , le problème de Cauchy ′ =y t f t y tb g b gc h,  avec la 
condition initiale y x zb g =  admet un unique solution % ,y C I IR p∈ 1c h  (d’après Q2) 
et : 

f x z x z f x y x x y x, , , , % , % ,b g b g b gc h b gc h− = − =φ φ0 0 0 
 La réciproque est évidente. 
Q5. Par récurrence, on déduit que : 

∀ ≥ ≤ ≤ + + + = + +
+ −

=

−

∑k x x xk
k i

i

k
k

k

0 0 1 1 1
1 1

0
0

1

0, α β α α β
α
α

b g b g b g b g
 

 Ou encore : 
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∀ ≥ ≤ ≤ +F
HG

I
KJ + − ≤ +F

HG
I
KJ −⋅k x x x ek

k k0 0 10 0, β
α

α β
α

β
α

β
α

αb g  

 Ce résultat est le lemme de Gronwall. 
Q6. Soit λ ≥ 0 tel que : 

∀ ∈ ∀ ∈ × ∀ ∈ − ≤ −t I y z IR IR h J t z h t y h z yp p, , , , , , , ,b g b g b gφ φ λ  
 On suppose que pour n ≥ 1 donné, les suites yk k n

b g
0≤ ≤

, zk k n
b g

0≤ ≤
 et ε k k n

b g
0 1≤ ≤ −

 
vérifient : 

y y h t y h

z z h t z h
k n

k k n k k n

k k n k k n k

+

+

= +

= + +

R
S|
T|

≤ ≤ −
1

1

0 1
φ

φ ε

, ,

, ,

b g
b gm r b g  

 On définit alors la suite ek k n
b g

0≤ ≤
 par e y zk k k= −  pour tout k n∈ 0 1, , ,Ll q et 

on a : 
e y z

y z h t y h t z h h h e h
k k k

k k n k k n k k n n k n k n k

+ + += −

= − + − − ≤ + ⋅ +
1 1 1

1φ φ ε λ ε, , , ,b g b gc h b g  

 Soit e ek k+ ≤ + +1 1 α βb g , avec α λ= ⋅hn  et β ε=
≤ ≤ −

h Maxn k n k0 1
. 

 Avec Q5, on déduit alors que : 

∀ ∈ ≤ ≤ + −⋅
⋅

k n e e e e
k

k
k

0 1 0 1
0, , , ,Ll q α

α

α
β  

 Ce qui entraîne : 
Max z y M z y M Max

k n k k k n k0 1 0 0 2 0 1≤ ≤ ≤ ≤ −
− ≤ − + ε  

avec M e b a
1 =

−λb g  et M e b a

2
1= −−λ

λ

b g
 (k k b a

n
b aα λ λ= − ≤ −b g pour 0 ≤ ≤k n ). 

 C'est-à-dire que la méthode à un pas associée à φ est stable. 
Q7. C’est une conséquence immédiate des résultats de Q3, Q4 (b) et Q6. 
Q8. La fonction ϕn est définie par : 

∀ ∈ = + − − ≤ ≤ −+ +t t t t y t t
h

y y k nk k n k
k

n
k k, ,1 1 0 1ϕ b g b g b g  

 Pour tout t t tk k∈ +, 1 , on a : 
ϕn k k k

k k k k k k k k k

t y t y y t y y

y y t y t y t y y t y t y t y t y

b g b g b g
b g b g b g b g b g b g b g

− ≤ − + −

≤ − + − + − + − + −
+

+ + +

1

1 1 1

 

 On déduit alors que : 
ϕn k n k k t t a b

t t h

t y t Max y y t Sup y t y t
n

b g b g b g b g b g− ≤ − + − ′
≤ ≤ ′∈

− ′ ≤

3 2
0 , ,

 

 La méthode étant convergente, pour tout réel ε > 0, on peut trouver n IN0 ∈  tel 

que Max y y t
k n k k0 6≤ ≤

− <b g ε  pour tout entier n n≥ 0 . 
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 La fonction y étant uniformément continue sur le compact I, on aura également 

pour n0 choisi assez grand, Sup y t y t
t t a b
t t hn

, ,′∈
− ′ ≤

− ′ <b g b g ε
4

 dès que n n≥ 0 . 

 Ce qui donne en définitive Sup t y t
t a b n∈

− <
,
ϕ εb g b g , pour tout n n≥ 0 . On a donc 

ainsi prouvé que la suite de fonctions ϕn n IN
b g

∈
 converge uniformément vers y sur 

I. 

Problème 45 : Ordre d’une méthode à un pas. Méthode RK4 

 Ce problème utilise les notations et résultats du problème 44. 
 On rappelle que : 
 — I a b= ,  est un intervalle réel fermé borné, p un entier strictement positif. 
 — f I IR IRp p: × →  une fonction continue et lipschitzienne par rapport à sa 
deuxième variable. 
 — A tout entier n > 0, on associe une subdivision de l’intervalle I en posant : 

h b a
n

t a k h k nn k n= − = + ⋅ ≤ ≤, 0b g 
 — On note J b a= −0,  et φ: I IR J IRp p× × →  est une fonction continue 
lipschitzienne par rapport à sa deuxième variable. 
 On désigne par y la solution du problème de Cauchy (1) du problème 44 et par 
yk k n

b g
0≤ ≤

 une suite définie par la relation de récurrence : 

*
, ,

b g b g b g
y y
y y h t y h k n

a n

k k n k k n

0

1 0 1
= +
= + ≤ ≤ −

RST +

ζ
φ

 

où ζn  est donné dans IRp. 
 On dit la méthode à un pas associée à φ est d’ordre q s’il existe un réel γ tel 
que : 

∀ ≥ ≤ ⋅
≤ ≤ −

n Max h
k n k n

q1
0 1

, ε γ  

où εk désigne l’erreur de consistance de la méthode en tk. 
Q1. On suppose que la méthode à un pas associée à φ est d’ordre q. 
 Donner alors une majoration de l’erreur de discrétisation définie par : 

Max y y t
k nk n k k00≤ ≤≤ ≤

− b g  

pour toute suite yk k n
b g

0≤ ≤
 définie par (*). 

 Dans tout ce qui suit, on fait les hypothèses supplémentaires suivantes : 
— p = 1 (pour simplifier les notations) ; 
— f est de classe Cq sur I, où q est un entier strictement positif donné ; 
— φ admet des dérivées partielles continues par rapport à sa troisième variable h 
jusqu’à l’ordre q. 
 On définit la suite de fonctions f j

j q

b ge j
0≤ ≤

 par la relation de récurrence : 
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f f

f f
t

f f
y

j qj
j j

0

1 0 1

b g

b g
b g b g

b g
=

= + ≤ ≤ −

R
S|
T|

+ ∂
∂

∂
∂

 

Q2. Montrer que la méthode à un pas associée à φ est d’ordre q ≥ 1 si et 
seulement si : 

∀ ∈ ∀ ∈ =
+

≤ ≤ −t I z IR
h

t z
j

f t z j q
j

j
j, , , , ,∂ φ

∂
0 1

1
0 1b g b g b gb g  

Q3. On suppose maintenant que f est de classe C4. 
 On peut définir une méthode de résolution approchée du problème de Cauchy 
(1) du problème 44 en écrivant, pour tout entier k n∈ −0 1 1, , ,Ll q : 

y t y t f t y t dtk k t

t

k

k

+ = + +z1
1b g b g b gc h,  

et en utilisant une formule d’intégration approchée. 
(a) Montrer que l’utilisation de la formule d’intégration approchée de Simpson 
conduit à la méthode à un pas associée à φ définie par : 

φ t y h K t y h K t y h K t y h K t y h, , , , , , , , , ,b g b g b g b g b gm r= + + +1
6

2 21 2 3 4  

où : 

K t y h f t y K t y h f t h y h K t y h

K t y h f t h y h K t y h K t y h f t h y hK t y h

1 2 1

3 2 4 3

2 2

2 2

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

b g b g b g b g

b g b g b g b gc h

= = + +F
HG

I
KJ

= + +F
HG

I
KJ = + +

 

 Cette méthode est appelée « méthode RK4 ». 
(b) Montrer que la méthode RK4 est consistante. 
(c) Montrer que la méthode RK4 est stable. 
(d) Montrer que la méthode RK4 est convergente. 
(e) Montrer que la méthode RK4 est d’ordre 4. 

Solution 

Q1. La définition de l’erreur de consistance permet de prendre z y tk k= b g  dans la 
question Q6 du problème 44. On a alors la majoration : 

Max y t y M y a y M Max e y a y e h
k n k k k n k

b a
b a

n
q

0 1 0 2 0 1 0
1

≤ ≤ ≤ ≤ −

−
−

− ≤ − + ≤ − + − ⋅b g b g b gb g
b g

ε
λ

γλ
λ

 

 Dans le cas particulier où la valeur initiale y0 est exactement y ab g, on a une 
erreur de l’ordre de hn

q . 
Q2. Avec la formule de Taylor en h = 0, on peut écrire que : 

φ ∂ φ
∂

∂ φ
∂

ξt y t h h
j h

t y t h
q h

t y tk k n
n

j j

j k k
j

q
n

q q

q k k k, ,
!

, ,
!

, ,b gc h b gc h b gc h= +
=

−

∑ 0
0

1

 

avec ξk nh∈ 0, . 
 Par récurrence, on vérifie facilement que : 
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y t f t y t j qj jb g b gb g b gc h b g= ≤ ≤ +−1 1 1,  
 En effet, pour j = 1, on a ′ = =y t f t y t f t y tb g b gc h b gc hb g, ,0  et si on suppose le 
résultat vrai pour j q∈ 1, ,Ll q , alors : 

y t
t

f t y t f
t

t y t f
y

t y t y t

f
t

t y t f
y

t y t f t y t f t y t

j j
j j

j j
j

+ −
− −

− −

= = + ′

= + =

1 1
1 1

1 1

b g b g
b g b g

b g b g
b g

b g b gc he j b gc h b gc h b g

b gc h b gc h b gc h b gc h

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

, , ,

, , , ,
 

 Un développement de Taylor en tk donne alors : 

y t y t h y t h
j

f t y t h
q

f yk k n k
n

j
j

k k
j

q
n

q
q

k k+
−

=

+

= + = + +
+∑1

1

1

1

1
b g b g b g b gc h b g b gc hb g b g

!
,

!
,η η  

avec ηk k kt t∈ +, 1  (y est de classe Cq + 1 puisque f est de classe Cq). 
 On déduit alors le développement suivant de l’erreur de consistance : 

ε ∂ φ
∂

η η ∂ φ
∂

ξ

k
n

j
j

k k

j

j k k
j

q

n
q

q
k k

q

q k k k

h
j j

f t y t
h

t y t

h
q q

f y
h

t y t

=
+

−
F
HG

I
KJ

+
+

−
F
HG

I
KJ

=

−

∑ !
, , ,

!
, , ,

1
1

0

1
1

0

1 b g

b g

b gc h b gc h

b gc h b gc h
 

 Les conditions : 

∀ ∈ ∀ ∈ =
+

≤ ≤ −t I z IR
h

t z
j

f t z j q
j

j
j, , , , ,∂ φ

∂
0 1

1
0 1b g b g b gb g  

entraînent alors : 

ε η η ∂ φ
∂

ξk
n

q
q

k k

q

q k k k
h
q q

f y
h

t y t=
+

−
F
HG

I
KJ!

, , ,1
1

b g b gc h b gc h  

 Avec la continuité de la fonction t f t y tqa b g b gc h,  sur le compact I et la 

continuité de t h
h

t y t h
q

q, , ,b g b gc ha
∂ φ
∂

 sur le compact I J× , on déduit qu’il existe 

une constante réelle γ indépendante de n telle que Max h
k n k n

q

0 1≤ ≤ −
≤ ⋅ε γ . C'est-à-dire 

que la méthode est d’ordre q. 
 Réciproquement supposons que la méthode soit d’ordre q ≥ 1 et qu’il existe 

j q∈ −0 1 1, , ,Ll q  tel que la fonction ∂ φ
∂

j

j
j

h
t z

j
f t z, , ,0 1

1
b g b gb g−

+
 ne soit pas 

identiquement nulle sur I IR× . On désigne par p q∈ −0 1 1, , ,Ll q le plus petit de 
ces entiers. 
 Comme dans la question Q4 (b) du problème 44, on voit que la fonction 
∂ φ
∂

p

p
p

h
t y t

p
f t y t, , ,b gc h b gc hb g0 1

1
−

+
 n’est pas identiquement nulle sur I. 

 En utilisant des développements de Taylor, on a : 
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ε ∂ φ
∂

η η ∂ φ
∂

ξ

k
n

p
p

k k

p

p k k

n
p

p
k k

p

p k k k

h
p p

f t y t
h

t y t

h
p p

f y
h

t y t

=
+

−
F
HG

I
KJ

+
+ +

−
F
HG

I
KJ

+
+

+

+

!
, , ,

!
, , ,

1
1

0

1
1

2

1
1

1

1

b g

b g

b gc h b gc h

b g b gc h b gc h
 

 Avec la continuité des fonctions considérées, on peut trouver un réel δ > 0 et 
un intervalle non réduit à un point α β, ,⊂ a b  tels que : 

∀ ∈ −
+

≥t
h

t y t
p

f t y t
p

p
pα β ∂ φ

∂
δ, , , , ,b gc h b gc hb g0 1

1
 

 On peut également trouver un entier n IN0 ∈  tel que hn < −β α  pour tout 
n n≥ 0 . Pour tout n n≥ 0 , il existe k n∈ −0 1 1, , ,Ll q tel que t tk k, ,+ ⊂1 α β . On 
déduit alors que : 

δ ∂ φ
∂

ε≤
+

− ≤ +
+ +

1
1

0
1 1p

f t y t
h

t y t p
h

h
p

Mp
k k

p

p k k
n

p k
n

p
b g b gc h b gc h b g, , , !  

où 

M Sup
p

f y
h

t y tp I y I

p
k k

p

p k k k+ ×

+
+

+=
+

−1
1

1

1

1
2b g

b g b gc h b gc hη η ∂ φ
∂

ξ, , ,  

 Et avec p
h

h
p

M p h h
p

M
n

p k
n

p n
q p n

p n

!
!

!ε γ+
+

≤ ⋅ +
+

→+
−

+ →+∞1 1
01 1b g b g , on aboutit à 

une contradiction. 

 On a donc bien ∂ φ
∂

j

j
j

h
t z

j
f t z, , ,0 1

1
0b g b gb g−

+
=  pour tout j q∈ −0 1 1, , ,Ll q . 

Q3. (a) La formule d’intégration approchée de Simpson peut s’exprimer par : 

g t dt g g gb g b g b g
α

β β α α α β βz ≅ − + +F
HG

I
KJ +

RST
UVW6

4
2

 

 On peut alors écrire : 

y t y t h f t y t f t h y t h f t h y t hk k
n

k k k
n

k
n

k n k n+ ≅ + + + +F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ + + +

RST
UVW1 6

4
2 2

b g b g b gc h b gc h, , ,  

 Le calcul approché de f t y tk k, b gc h  se fait avec : 
f t y t K f t yk k k k, ,b gc h b g≅ =1  

où yk est une approximation de y tkb g. 
 Un premier calcul approché de y t h

k
n+F

HG
I
KJ2

 peut se faire en utilisant la méthode 

des rectangles à gauche. Ce qui donne : 

y t h y t f t y t dt y t h f t y t y h Kk
n

k t

t h

k
n

k k k
n

k

k
n

+F
HG

I
KJ = + ≅ + ≅ +

+z2 2 2
2

1b g b gc h b g b gc h, ,  

et : 

f t h y t h K f t h y h Kk
n

k
n

k
n

k
n+ +F

HG
I
KJ

F
HG

I
KJ ≅ = + +F

HG
I
KJ2 2 2 22 1, ,  
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 En utilisant la méthode des rectangles à droite, on obtient : 

y t h y t h f t h y t h y h f t h y h Kk
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n+F

HG
I
KJ ≅ + + +F

HG
I
KJ

F
HG

I
KJ ≅ + + +F

HG
I
KJ2 2 2 2 2 2 2 1b g , ,  

soit y t h y h Kk
n

k
n+F

HG
I
KJ ≅ +

2 2 2  et : 

f t h y t h K f t h y h Kk
n

k
n

k
n

k
n+ +F

HG
I
KJ

F
HG

I
KJ ≅ = + +F

HG
I
KJ2 2 2 23 2, ,  

 Enfin un calcul approché de f t h y t hk n k n+ +, b gc h  se fait en utilisant la méthode 
du point milieu, ce qui donne : 

y t h y t f t y t dt y t h f t h y t h

y h f t h y h K y h K

k n k t

t h

k n k
n

k
n

k n k
n

k
n

k n

k

k n+ = + ≅ + + +F
HG

I
KJ

F
HG

I
KJ

≅ + + +F
HG

I
KJ ≅ +

+zb g b g b gc h b g, ,

,

2 2

2 2 2 3

 

et : 
f t h y t h K f t h y h Kk n k n k n k n+ + ≅ = + +, ,b gc h b g4 3  

 Ce qui donne en définitive la méthode définie par : 

φ t y h K t y h K t y h K t y h K t y h, , , , , , , , , ,b g b g b g b g b gm r= + + +1
6

2 21 2 3 4  

avec les coefficients kj définis dans l’énoncé. 
(b) Pour h = 0, on a : 

K t y K t y K t y K t y f t y1 2 3 40 0 0 0, , , , , , , , ,b g b g b g b g b g= = = =  
 Donc φ t y f t y, , ,0b g b g=  et la méthode RK4 est consistante avec le problème de 
Cauchy (problème 44, Q4 (b)). 
(c) Pour montrer que la méthode RK4 est stable, il suffit de montrer que 
l’application φ est lipschitzienne par rapport à sa deuxième variable (problème 44, 
Q6), ce qui résulte immédiatement du caractère lipschitzien de la fonction f. 
(d) Avec le résultat de la question Q3 du problème 44, on déduit que la méthode 
RK4 est convergente. 
(e) On note, pour j = 1, 2, 3, 4 : 

K K t y h f t c h yj j j j= = +, , ,b g d i 
avec : 

c c c c

K y y c hK jj j j

1 2 3 4

0 1

0 1
2

1

0 1 2 3 4

= = = =

= = + =−

, ,

, , , ,b g
 

 On remarque que : 
( ) ( ) ( )

( )

K t y f t y j

K
h

i

j

i

i

, , , , , ,

, ,

0 1 2 3 4

0 1 2 31

= =

= =
∂
∂

 

 Pour i = 1, on a : 
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∂φ
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂h

t y h K
h

t y h K
h

t y h K
h

t y h, , , , , , , ,b g b g b g b g= + +RST
UVW

1
6

2 22 3 4  

avec, pour j = 2, 3, 4 : 
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

K
h

t y h c f
t

t c h y f
y

t c h y
y
h

t y h

y
h

t y h c K t y h hc
K
h

t y h

j
j j j j j

j

j
j j j

j

, , , , , ,

, , , , , ,

b g d i d i b g

b g b g b g

= + + +

= +−1

 

 Ce qui donne, pour h = 0 : 
∂
∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

y
h

t y c f t y

K
h

t y c f
t

t y f t y f
y

t y

j
j

j
j

, , ,

, , , , ,

0

0

b g b g

b g b g b g b g

=

= +
F
HG

I
KJ

 

et : 
∂φ
∂

∂
∂

∂
∂h

t y c c c f
t

t y f t y f
y

t y f t y, , , , , ,0 1
6

2 2 1
22 3 4

1b g b g b g b g b g b gb g= + + +
F
HG

I
KJ =  

 Pour i = 2, on a : 

( ) ( ) ( ) ( )∂ φ
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2

2

2
2

2

2
3

2

2
4

2
1
6

2 2
h

t y h
K

h
t y h

K
h

t y h
K

h
t y h, , , , , , , ,= + +









 

avec, pour j = 2, 3, 4 : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2

2
2

2

2

2

2

2

2 2

2

2

2
1

2
1

2

2

K
h

t y h c
f

t
t c h y c

f
t y

t c h y
y
h

t y h

f
y

t c h y
y
h

t y h
f
y

t c h y
y

h
t y h

y
h

t y h c
K

h
t y h h

K

j
j j j j j j

j

j j
j

j j
j

j
j

j j

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , ,

= + + +

+ +






 + +

= +− − ( )
h

t y h2 , ,










 

 Ce qui donne, pour h = 0 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2

2
1

1

2

2
2

2

2

2 2

2
2

1

0 2 0 2

0 2

2

y
h

t y c
K

h
t y c c

f
t

t y f t y
f
y

t y

K
h

t y c
f

t
t y

f
t y

t y f t y
f

y
t y f t y

c c
f
y

t y
f
t

t y f t y
f

j
j

j
j j

j
j

j j

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , ,

= = +








= + +








+ +

−
−

− ( )
y

t y,








 

et : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

∂ φ
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2

2 2
2

3
2

4
2

2

2

2 2

2
2

3 2 4 3

0
1
6

2 2 2

1
3

2

h
t y c c c

f
t

t y
f

t y
t y f t y

f
y

t y f t y

c c c c
f
y

t y
f
t

t y f t y
f
y

t y

, , , , , , ,

, , , ,

= + + + +








+ + +








 

avec : 
2 2 2 2 12

2
3

2
4

2
3 2 4 3c c c c c c c+ + = + =,  

 Ce qui donne : 
∂ φ
∂

2

2
20 1

3h
t y f t y, , ,b g b gb g=  

 De manière analogue, on peut aussi vérifier que ∂ φ
∂

3

3
30 1

4h
t y f t y, , ,b g b gb g=  et 

∂ φ
∂

4

4
40 1

5h
t y f t y, , ,b g b gb g≠ . 

 C'est-à-dire que la méthode RK4 est d’ordre exactement 4. 

Problème 46 : Méthode de différentiation rétrograde de Gear. 
      Agrégation 1980, extrait 

 Ce problème utilise les notations et les résultats du problème 24. 
 Soit T un nombre réel positif ; pour m IN∈ , on note C T Em 0, ;c h  l’espace des 
fonctions m fois continûment différentiables de 0,T  à valeurs dans E et 
C T E Em 0, ;×c h l’espace des fonctions m fois continûment différentiables de 
0,T E×  à valeurs dans E. 

 On se donne une fonction f t y f t y: , ,b g b ga  appartenant à C T E E1 0, ;×c h et 
on note D f t yy ,b g  la dérivée partielle de f par rapport à y au point t y,b g ; on 
supposera dans toute la suite qu’il existe un nombre réel positif L tel que : 

∀ ∈ ∀ ∈ ≤t T y E D f t y Ly0, , , ,b g . 
 On se propose d’approcher la solution du problème différentiel de condition 
initiale suivant : 

P

Déter er y C T E vérifiant

t T y t f t y t

y y donné dans E

b g
c h

b g b gc h
b g

min ∈

∀ ∈ ′ =

=

R
S
||

T
||

1

0

0

0

0

, ; ;

, , ,  

où ′y tb g  désigne la dérivée de la fonction y au point t. 
Q1. Montrer que pour tout t T∈ 0, , tout y et z de E, il existe un opérateur 
g t y z; ,b g  de L Eb g tel que : 

f t y f t z g t y z y z, , ; ,b g b g b gb g− = −  
et  

g t y z L; ,b g ≤  
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 On considère maintenant une subdivision : 
0 0 1 2= < < < < < < =t t t t t Tn NL L  

de l’intervalle 0,T  et on note, pour n N= 1, ,L , par h t tn n n= − −1 le nième pas. 
 On se propose de déterminer par récurrence des valeurs approchées 
y y y yn N0 1, , , , ,L L  de la solution y ⋅b g du problème (P) aux points 
t t t tn N0 1, , , , ,L L . Pour cela on se donne un entier r avec 1≤ ≤r N  et on suppose 
déterminées les valeurs approchées y y yn0 1 1, , ,L −  (r n N≤ ≤ ). 
Q2. Soit πn r,  la fonction « polynomiale » de 0,T  à valeurs dans E : 

πn r
k

k n r
k

r

t t d, , ,b g =
=
∑

0

 

où les coefficients dk n r, ,  appartiennent à E et sont déterminés par les relations : 
∀ = =

=

RS|T|
− −i r t y

t z donné dans E
n r n i n i

n r n

1 2, , , , ,

,

L π
π

b g
b g  

(a) On pose z d
dt

tn r n
*

,= π b g. Montrer que z et z* sont liés par une relation de la 

forme : 

z a y h b zn i n i
i

r

n n= +−
=
∑ ,

*

1

 

 Calculer les coefficients an,i et bn en fonction des abscisses t t tn n n r, , ,− −1 L . 

(b) Montrer que lorsque le pas h h T
Nn = =  est constant les coefficients an,i et bn ne 

dépendent que de i et r ; on les notera respectivement ai et b. 
(c) Montrer que si la subdivision de l’intervalle 0,T  vérifie la condition : 

1b g il existe δ > 0, tel que ∀ = − < ≤ ≤+n N h
h
n

n

1 2 1 0 1 1, , , ,L
δ

δ  

alors il existe un nombre réel positif C1 δb g  tel que, pour tout n vérifiant 
r n N≤ ≤ , on ait : 

∀ = ≤ ≤i r a C b Cn i n1 2 1 1, , , , ,,L δ δb g b g 
(d) Etablir les relations : 

a a t t h bn i
i

r

n i n n i
i

r

n n, ,,
=

−
=

∑ ∑= − =
1 1

1 b g  

(e) Montrer que si h b Ln n < 1, il existe un élément unique yn de E tel que : 

y a y h b f t yn n i n i
i

r

n n n n= +−
=
∑ , ,

1

b g  

Q3. Soit z C T Er∈ +2 0, ;c h  ; on pose, pour r n N≤ ≤  : 

εn n n i n i
i

r

n n nz z t a z t h b z tb g b g b g b g= − − ′−
=
∑ ,

1

 

où ′z  désigne la dérivée de la fonction z. 
(a) Montrer que, sous l’hypothèse (1) de Q2 (c), il existe un nombre réel positif 
C2 δb g  indépendant de n, tel que : 
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ε δn
r r

t

t
z C h z t dt

n r

nb g b g b gb g≤ +

−
z2

1  

où on a posé h Max h
n N n=

≤ ≤1
 et où z kb g  désigne la dérivée kième de la fonction z. 

(b) Montrer que, sous l’hypothèse (1), il existe des nombres réels C3 δb g 
(indépendant de n) et γn,r, tels que : 

ε γ δn n r n n
r r

n
r r

t

t
z b h z t C h z t dt

n r

nb g b g b g b gb g b g− ≤+ + + +

−
z,

1 1
3

1 2  

 Donner une expression simple de γn,r en fonction de t t tn n n r, , ,− −1 L  ; préciser la 
valeur γr de γn,r lorsque le pas hn = h est constant. 
 On définit par récurrence des valeurs approchées yn de y tnb g  par : 

P
y donné dans E pour r

y a y h b f t y pour r n Nh
n n i n i

i

r

n n n n

b g b g
µ µη µ= = −

= + ≤ ≤

R
S|
T| −

=
∑

, , , ,

, ,,

0 1 1

1

L

 

où les valeurs de démarrage η η η0 1 1, , ,L r−  sont calculées par une autre méthode 
que nous ne préciserons pas ici. 
 Nous supposerons dans tout ce qui suit qu’il existe un nombre réel positif ν < 1 
tel que : 

2b g ∀ ≥ ≤n r h b Ln n, ν  
de sorte que le problème (Ph) admet une solution unique. 
 On considère maintenant deux suites εn r n N

b g
≤ ≤

 et zn n N
b g

0≤ ≤
 vérifiant les 

« équations perturbées » : 

Q
z z r donnés dans E

z a z h b f t z pour r n Nh

r

n n i n i
i

r

n n n n n

b g b g
0 1 1

1

, , ,

, ,,

L −

−
=

= + + ≤ ≤

R
S|
T| ∑ ε

 

 On pose : 
u y zn n n= −  et U u u un n n n r

T= − − +, , ,1 1Lb g  
Q4. (a) Montrer qu’il existe un opérateur G L En

r∈ c h  ne dépendant que de 
g t y zn n n; ,b g, une matrice carrée Rn d’ordre r ne dépendant que des coefficients 
an,i et un élément En de Er ne dépendant que de εn, tels que l’on ait : 

I h b G U R U En n n n n n n− = +−b g 1 , pour r n N≤ ≤  
où I désigne l’opérateur identité. 
(b) Lorsque le pas hn = h est constant la matrice Rn ne dépend pas de n ; on la 
notera R. Calculer la matrice R pour r = 2, 3 et 4 ; montrer que cette matrice 
vérifie la condition (D) de Q2 (c) du problème 24. 
 On suppose désormais que r = 2, 3 ou 4. 
(c) En déduire qu’il existe un nombre réel positif αr et une matrice carrée d’ordre 
r inversible, notée Hr, tels que si la subdivision de l’intervalle 0,T  vérifie la 
condition : 

3 2 1
1

b g ∀ = − ≤
−

n N h
h

n

n
r, , ,L α  

alors on a : 
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∀ = ≤−n r N H R Hr n r, , ,L 1

1
1 et la condition (1) de Q2 (c). 

(d) Montrer qu’il existe un nombre réel positif C4 tel que, pour r n N≤ ≤  : 
H I h b G H C h Lr n n n r n

− −− ≤ +1 1

1
41b g  

(e) En déduire que, sous l’hypothèse (3), il existe un nombre réel positif C5 tel 
que : 

∀ = ≤ +L
NM

O
QP−

=
∑n r N U C C Lt Un n r i
i r

n

, , , expL 1 5 4 1 1
b g ε  

Q5. On suppose maintenant que f C T E Er∈ ×0, ;c h . Montrer que, sous 
l’hypothèse (3), il existe un nombre réel positif C6 tel que : 

∀ = − ≤ − +
L
NM

O
QP=

−
+∑ zn r N y y t C C Lt y y t C h y t dtn n n

r
r rtn, , , expL b g b g d i b gb g

1 5 4
0

1

6
1

0µ µ
µ

 

Solution 

Q1. A t T∈ 0, , y E∈  et z E∈  fixés, on associe la fonction ϕ: IR E→  définie 
par : 

∀ ∈ = + −x IR x f t z x y z, ,ϕb g b gc h  
 C’est une application continûment dérivable de dérivée définie par : 

∀ ∈ ′ = + − −x IR x D f t z x y z y zy, ,ϕ b g b gc hb g 
 On a alors : 

f t y f t z x dx g t y z y z, , ; ,b g b g b g b g b g b gb g− = − = ′ = −zϕ ϕ ϕ1 0
0

1
 

où : 
g t y z D f t z x y z dx L Ey; , ,b g b gc h b g= + − ∈z0

1
 

 La condition de Lipschitz D f t y Ly ,b g ≤  sur 0,T E×  donne alors : 
∀ × ≤t y z T E g t y z L; , , , ; ,b g b g0 2  

Q2. Le polynôme πn r,  est le polynôme d’interpolation de Lagrange associé à 
t t tn n n r, , ,− −1 Lb g et z y yn n r, , ,− −1 Lb g  (voir le problème 33, Q3). 

 On peut l’écrire sous la forme : 

πn r i n i
i

r

t L t z L t y, b g b g b g= + −
=
∑0

1

 

où on a posé : 

L t
t t

t t
i ri

n j

n i n jj
j i

rb g b g=
−
−

≤ ≤−

− −=
≠

∏
0

0  

(a) Le polynôme dérivé de πn r,  est donné par πn r i n i
i

r

t L t z L t y,
′ = ′ + ′

−
=
∑b g b g b g0

1

 et 

pour t = tn, on a : 
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L t Lim
L t
t t t t

t t
t t

i r

L t
t t

i n t t
t t

i

n n i n

n n j

n i n jj
j i

r

n
n n jj

r

n
n

′ =
−

=
−

−
−

≤ ≤

′ =
−

R

S
||

T
||

→
≠ −

−

− −=
≠

−=

∏

∑

b g b g b g

b g

1 1

1

1

0
1

 

 Ce qui donne : 

z t L t z L t y

t t
z

t t
t t

t t
y

n r n n i n n i
i

r

n n jj

r

n i n

n n j

n i n jj
j i

r

n i
i

r

*
,= ′ = ′ + ′

=
−

F
HG

I
KJ +

−
−
−

−
=

−= −

−

− −=
≠

−
=

∑

∑ ∏∑

π b g b g b g0
1

1 11

1 1  

et z a y h b zn i n i
i

r

n n= +−
=
∑ ,

*

1

, où on a posé : 

b
h L t h

t t

a
L t

L t t t
t t

t t
t t

i r

n

n n n
n n jj

r

n i
i n

n n n i
n n jj

r
n n j

n i n jj
j i

r

= ′ =

−

= −
′

′ =
−

−

−
−

≤ ≤

R

S

||||

T

||||

−=

−
−=

−

− −=
≠

∑

∑
∏

1 1
1

1
1

1

0

1

0

1

1

b g

b g
b g b g

b g,

 

(b) Dans le cas particulier où le pas est constant, on a h h T
Nn = = , t i hi = ⋅  

(0 ≤ ≤i N ). Ce qui donne t t j hn n j− = ⋅−  pour 1≤ ≤j r  et : 

L t
h jn

j

r

0
1

1 1′ =
=
∑b g  

de sorte que : 

b b

j

n

j

r= =

=
∑

1
1

1

 

 Pour 1≤ ≤i r , on a : 

L t
i h

j
j i i h

r
i r i i h

Ci n
j
j i

r i i

r
i′ = −

⋅ −
= −

−
− −

=
−
⋅=

≠

−

∏b g b g
b g b g

b g1 1 1
1

1

1
2

1 !
! !

 

et : 

a a
C

i
j

i rn i i

i
r
i

j

r, = =
−

≤ ≤
−

=
∑
1

1
1

1

1

b g b g 

(c) L’hypothèse (1) entraîne δ ≥ 1 et : 



Problème 46                         243 

h h h

h h h
i n

n i n i
i

n

n i n i i n

− − +

− − +

≤ ≤ ≤

≥ ≥ ≥

R
S|
T|

≤ ≤ −
δ δ

δ δ

1

1
1 1 0 1

L

L
b g  

 En écrivant, pour j r= 1 2, , ,L , que t t h h hn n j n n n j− = + + +− − − −1 1L b g , on déduit 
que : 

h t t h j r

t t h h h
h

i j r

n n n j n
j

n i n j n i n j n i i
n

≤ − ≤ + + + ≤ ≤

− = + + > ≥ ≤ < ≤

R
S|
T|

−
−

− − − − − −

1 1

1 1

1

1

δ δ

δ

L

L

c h b g
b gb g

 

 On déduit alors les majorations suivantes : 

b
h L t

Cn

n n j
j

r= ′ ≤

+ + +

=

−
=
∑

1 1
1

1
0 1

1

b g
b g

δ δ

δ

L

 

a
L t

L t
h b L t

C

C i r

n i

i n

n

n n i n

j i

j

i
j j

j i

r

r r
r r

, =

′

′ = ′

≤ + + + + + +

≤ + + + ≤ ≤

−

=

−
−

= +

− −
+

∏ ∏

b g
b g

b g

b g c h c h

b gc h b g
b g

0

1

1

1
1

1

1 1
1

2

1 1

1 1

δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ

L L

L

 

 Ce qui donne en définitive les majorations : 
∀ = ≤ ≤i r a C b Cn i n1 2 1 1, , , , ,,L δ δb g b g 

en posant : 

C C
r

r
r

1

1
2 11δ δ δ δ δb g b g c h= + + +

RST
UVW

+
−L  

(d) Le polynôme d’interpolation de Lagrange associé à t t tn n n r, , ,− −1 Lb g et 
z y yn n r, , ,− −1 Lb g , avec y zn i− = ≠ 0 pour 1≤ ≤i r  est l’unique polynôme de degré 

inférieur ou égal à r qui vérifie πn r n it z, − =b g  pour 0 ≤ ≤i r . Le polynôme constant 

égal à z convient, donc z t L t zn r i
i

r

= = F
HG

I
KJ=

∑π , b g b g
0

 et : 

L t L ti
i

r

i
i

rb g b g
= =
∑ ∑= ′ =

0 0

1 0,  

 On déduit alors que : 

a
L t

L t
n i

i

r
i n

ni

r

,
= =
∑ ∑= −

′

′ =
1 01

1
b g
b g

 

 D’autre part, on a t t L t P tn i n i n
i

r

i n
i

r

−
= =

− ′ =∑ ∑b g b g b g
1 1

, où P ti b g est le polynôme de 

degré r – 1 défini par : 
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P t
t t

t t
i ri

n j

n i n jj
j i

rb g b g=
−
−

≤ ≤−

− −=
≠

∏
1

1  

 Le polynôme P t P ti
i

rb g b g=
=
∑

1

 est de degré inférieur ou égal à r – 1 et vérifie 

P tn k− =b g 1 pour 1≤ ≤k r . Il est donc identiquement égal à 1 et on a : 

t t L tn i n i n
i

r

−
=

− ′ =∑ b g b g
1

1 

 Ce qui donne : 

t t a t t
L t

L t L t
h bn n i n i

i

r

n i n
i n

ni

r

n

n n− = −
′

′ = ′ =−
=

−
=

∑ ∑b g b g b g
b g b g,

1 01 0

1  

(e) Il s’agit de montrer que l’application ϕ:E E→  définie par : 

∀ ∈ = +−
=
∑y E y a y h b f t yn i n i
i

r

n n n, ,,ϕb g b g
1

 

admet un unique point fixe dans I. 
 La condition  D f t y Ly ,b g ≤  sur 0,T E×  entraîne que f est L–lipschitzienne 
par rapport à sa deuxième variable (conséquence immédiate de l’inégalité des 
accroissements finis) et pour y, z dans E, on a : 

ϕ ϕy z h b f t y f t z h b L y zn n n n n nb g b g b g b g− = − ≤ −, ,  
 La condition h b Ln n < 1 nous dit alors que l’application ϕ est contractante sur 
l’espace complet E et avec le théorème du point fixe (problème 44, Q1) on déduit 
alors que ϕ admet un unique point fixe yn dans E. 
Q3. (a) La formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre r permet d’écrire, pour 
tout i r∈ 1 2, , ,Ll q : 

z t
t t

k
z t

t t
r

z t dtn i
n i n

k
k

n
k

r
n i

r
r

t

t

n

n i

−
−

=

− +=
−

+
−X

ZY∑
−

b g b g b g b g b gb g b g
! !0

1  

 Ce qui donne : 

a z t
k

a t t z t
a
r

t t z t dtn i n i
i

r

n i n i n
k

i

r
k

n
k

r
n i

n i
r r

t

t

i

r

n

n i

, ,
,

! !−
=

−
==

−
+

=
∑ ∑∑ z∑= −F

HG
I
KJ + −−b g b g b g b g b gb g b g

1 10

1

1

1  

 On connaît déjà a t tn i n i n
k

i

r

, −
=

−∑ b g
1

 pour k = 0 et k = 1 (Q2 (d)). Le calcul de ces 

sommes pour k r∈ 2 3, , ,Ll q peut se faire en remarquant que le polynôme 
d’interpolation de Lagrange associé à t t tn n n r, , ,− −1 Lb g et z y yn n r, , ,− −1 Lb g , avec 
z ≠ 0 et y t t zn i n i n

k
− −= −b g  pour 1≤ ≤i r  est l’unique polynôme de degré inférieur 

ou égal à r qui vérifie πn r nt z, b g =  et πn r n i n i n
kt t t z, − −= −b g b g  pour 1≤ ≤i r . Le 

polynôme t t z t t
t t

zn
k n i

n n ii

r

− + −
−

F
HG

I
KJ

−

−=
∏b g

1

 convient, il est donc égal à πn r t, b g. 
 Et avec les égalités : 
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z t
t t

z L t z
h b

z

z a t t z h b z

n r n
n n ii

r

n
n n

n i n i n
k

i

r

n n

*
,

,
*

= ′ =
−

F
HG

I
KJ = ′ =

= − +

−=

−
=

∑

∑

π b g b g

b g

1 1
1

0

1

 

on déduit que : 

a t t k rn i n i n
k

i

r

, −
=

− = ≤ ≤∑ b g b g
1

0 2  

 En définitive, l’erreur de consistance εn zb g peut s’écrire sous la forme : 

εn
n i

n i
r r

t

t

i

r

z
a
r

t t z t dt
n i

nb g b g b gb g= −−
+

= −
z∑ ,

!
1

1

 

 Avec l’hypothèse (1), on a les majorations de Q2 (c) pour les coefficients an,i 
et : 

ε
δ δ

δ

n n i
r r

t

t

i

r
r r

t

t

i

r

r r

t

t

z
C

r
t t z t dt

C
r

i h z t dt

C
r

r h r z t dt

n i

n

n i

n

n r

n

b g b g b g b g b g b g b g
b g b g b g

b g b g

b g

≤ − ≤ ⋅

≤ ⋅

−
+

=

+

=

+

− −

−

z∑ z∑

z
1 1

1

1 1

1

1 1

! !

!

 

 Soit : 
ε δn

r r

t

t
z C h z t dt

n r

nb g b g b gb g≤ +

−
z2

1  

en posant : 

C r
r

C
r

2 11
δ δb g b g b g=

− !
 

(b) Un développement de Taylor avec reste intégral à l’ordre r + 1 donne : 

a z t z t h b z t
r

a t t z t

a
r

t t z t dt

n i n i
i

r

n n n n n i n i n
r

i

r
r

n

n i
n i

r r

t

t

i

r

n

n i

, ,

,

!

!

−
=

−
+

=

+

−
+ +

=

∑ ∑

z∑

= − ′ +
+

−F
HG

I
KJ

+
+

−−

b g b g b g b g b g b g

b g b g b g

b g

b g

1

1

1

1

1 2

1

1
1

1

 

 Le polynôme d’interpolation de Lagrange associé à t t tn n n r, , ,− −1 Lb g et 
z y yn n r, , ,− −1 Lb g , avec z ≠ 0 et y t t zn i n i n

r
− −

+= −b g 1  pour 1≤ ≤i r  est donné par : 

πn r n
r

n i
i

r
n i

n n ii

r

t t t z t t z t t
t t

z, b g b g b g= − − −F
HG

I
KJ + −

−
F
HG

I
KJ

+
−

=

−

−=
∏ ∏1

0 1

 

 Et avec les égalités : 

z t t t z L t z t t z
h b

z

z a t t z h b z

n r n n n i
i

r

n n n i
i

r

n n

n i n i n
r

i

r

n n

*
,

,
*

= ′ = − −F
HG

I
KJ + ′ = − −F

HG
I
KJ +

= − +

−
=

−
=

−
+

=

∏ ∏

∑

π b g b g b g b g

b g
1

0
1

1

1

1

 

on déduit que : 

a t t h b t tn i n i n
r

i

r

n n n n i
i

r

, −
+

=
−

=

− = −∑ ∏b g b g1

1 1
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 Ce qui donne en définitive, pour l’erreur de consistance εn zb g : 
εn

n n
n n i

i

r
r

n
n i

n i
r r

t

t

i

r

z h b
r

t t z t
a

r
t t z t dt

n i

nb g b g b g b g b g b g b gb g b g= −
+

−F
HG

I
KJ +

+
−−

=

+
−

+ +

=
∏ z∑

−1 11

1 1 2

1! !
,  

 Soit : 

ε γn n r n n
r r

n
n i

n i
r r

t

t

i

r

z b h z t
a

r
t t z t dt

n i

nb g b g b g b g b gb g b g− =
+

−+ +
−

+ +

= −
z∑,

,

!
1 1 1 2

1 1
 

où on a posé : 

γ n r
n

r n n i
i

r
n n i

n ni

r

h r
t t

r
t t
t t, ! !

= −
+

− = −
+

−
−−

=

−

−=
∏ ∏1

1
1

11 12b g b g b g  

 Avec l’hypothèse (1), on a alors la majoration : 

ε γ
δ

δ δ

δ

n n r n n
r r

n
r r

n
r r

t

t

i

r

n
r r

t

t

z b h z t
C
r

h z t dt

C h z t dt

n r

n

n r

n

b g b g b g
b g c h b g

b g b g

b g b g

b g

− ≤
+

+ + +

≤

+ + − + + +

=

+ +

−

−

z∑

z
, !

1 1 1 1 1 1 2

1

3
1 2

1
1 L

 

où on a posé : 

C r
r

C r r

3 1
1 1

1
1δ δ δ δb g b g b gc h=

+
+ + + − +

!
L  

 Dans le cas particulier où le pas est constant, on a hn = h et pour 2 ≤ ≤i r , 
t t i h i t tn n i n n− = ⋅ = −− −1b g , de sorte que : 

γ γn r r r, = = −
+
1

1
 

Q4. (a) On a : 

u y z a u h b f t y f t zn n n n i n i
i

r

n n n n n n n= − = + − −−
=
∑ , , ,

1

b g b gc h ε  

 Ce qui peut s’écrire, avec le résultat de Q1 : 

u a u h b g t y z un n i n i
i

r

n n n n n n n= + −−
=
∑ , ; ,

1

b g ε  

 Ou encore, sous forme matricielle : 
U R U h b G U E r n Nn n n n n n n n= + + ≤ ≤−1 b g 

en posant : 

R

a a a

n

n n n r

=

F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

, , ,

. . . . .

1 2

1 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

L

L

L

L

, G

g t y z

n

n n n

=

F

H

GGGG

I

K

JJJJ

; ,

. . . .

b g 0 0
0 0 0

0 0 0

L

L

L

, En

n

=

−F

H

GGGG

I

K

JJJJ

ε
0

0
M

 

(b) Dans le cas d’une subdivision à pas constant, on a vu en Q2 (b) que : 

a a
C

i
j

i rn i i

i
r
i

j

r, = =
−

≤ ≤
−

=
∑
1

1
1

1

1

b g b g 
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 La relation ai
i

r

=
∑ =

1

1, obtenue en Q2 (d), montre que 1 est valeur propre de R 

avec ξ = 1 1, ,Lb gT  pour vecteur propre associé. 

 Pour r = 2, on a R = −F
H
GG

I
K
JJ

4
3

1
3

1 0
 avec λ1 1=  et λ2

1
3

=  pour valeurs propres et la 

condition (D) est vérifiée. 

 Pour r = 3, on a R =

−F

H

GGGG

I

K

JJJJ

18
11

9
11

2
11

1 0 0
0 1 0

 de valeurs propres λ1 1= , λ2, λ3 avec 

λ λ2 3 1 7
11

+ = − =Tr Rb g  et λ λ2 3
2
11

⋅ = =Det Rb g . Les valeurs propres λ2 et λ3 

sont donc complexes conjuguées avec λ2
2 2

11
1= <  et l’hypothèse (D) du 

problème 24 est vérifiée. 
 Pour r = 4, on a : 

R =

− −F

H

GGGGG

I

K

JJJJJ

48
25

36
25

16
25

3
25

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 

 Le polynôme caractéristique de R est : 

P x x x x x x Q xR b g b g b g b g= − − + − +RST
UVW = −1 23

25
13
25

3
25

13 2  

 Comme ′ <Q xb g 0 sur IR, on déduit que Q décroît strictement de +∞ à −∞  et 
donc qu’elle s’annule une seule fois en λ2 0 1∈ ,  (Q Q0 1 0b g b g < ), les deux autres 

racines λ3 et λ4 étant complexes conjuguées. Avec Q Q1
3

1 0F
HG

I
KJ <b g , on déduit que 

λ2
1
3

1∈O
QP

L
NM,  et λ λ

λ3
2

4
2

1

1 3
25

9
25

1= = < < . Donc la condition (D) est vérifiée. 

(c)  La relation an i
i

r

,
=
∑ =

1

1 entraîne que 1 est valeur propre de Rn avec ξ pour 

vecteur propre associé, c'est-à-dire que la matrice Rn est dans l’ensemble S défini 
en Q1 (c) du problème 24. 
 D’autre part, pour r ∈ 2 3 4, ,l q, la matrice R vérifie la condition (D). On peut 
donc trouver, d’après Q2 (c) du problème 24, une matrice inversible Hr et un réel 
ε > 0 tels que : 

R R H R Hn r n r− ≤ ⇒ ≤−
1

1

1
1ε  
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 Il s’agit alors de montrer qu’il existe un réel αr tel que la condition (3) entraîne 
R Rn − <

1
ε . 

 Pour ce faire, on remarque que la matrice Rn est fonction des coefficients an,i 

(1≤ ≤i r ) qui sont des fonctions rationnelles des γ n
n

n

h
h

=
−1

 (2 ≤ ≤n N ). 

 Ces fonctions rationnelles étant continues au voisinage de γ = 1 1, ,Lb g, il 
en est de même de Rn. 
 Dans le cas où tous les γn sont égaux à 1 (pas constant), on a Rn = R et par 
continuité il existe un réel αr > 0 tel que : 

∀ = − ≤
F
HG

I
KJ − ≤ ⇒ ≤

−

−n N h
h

R R H R Hn

n
r n r n r2 1 1

1
1

1

1
, , ,L α ε  

 On peut toujours prendre αr ∈ 0 1,  et en posant 1 1
δ

α= − r , on a : 

1 1 1
1δ

α α δ= − < < + <
−

r
n

n
r

h
h

 

 C'est-à-dire que la condition (1) de Q2 (c) est vérifiée. 
(d) On a G g t y z Ln n n n1

= ≤; ,b g  (voir Q1) et avec la condition h b Ln n ≤ <ν 1 
(n r≥ ), on déduit que h b Gn n n 1

1<  et que la matrice I h b Gn n n−  est inversible 
d’inverse h b Gn

k
n

k
n

k

k≥
∑

0

. 

 On a alors : 
H I h b G H I H MHr n n n r r r

− − −− = +1 1 1b g  
avec M h b G h b G h b G h b G I h b Gn

k
n

k
n

k

k
n n n n

k
n

k
n

k

k
n n n n n n= = = −

≥ ≥

−∑ ∑
1 0

1b g . 

 Il reste donc à majorer M 1. Ce qui se fait avec : 

M h b G h b G h b L h b L h b L h b L
n n n n

k
n

k
n

k

k
n n n n

k

k
n n

k

k

n n
1 1 1

0 0 0 1
≤ ≤ ≤ =

−≥ ≥ ≥
∑ ∑ ∑b g ν

ν
 

 Ce qui donne : 

H I h b G H H H b h Lr n n n r r r
n

n
− − −− ≤ +

−
1 1

1

1

1 1
1

1
b g

ν
 

 Et avec la majoration 0 1< ≤b Cn δb g  de Q2 (c), on déduit en définitive que : 

H I h b G H C h Lr n n n r n
− −− ≤ +1 1

1
41b g  

où on a posé C H H
C

r r4
1

1 1
1

1
=

−
− δ

ν
b g

. 

(e) En utilisant le résultat de (a), on peut écrire que : 
H U H I h b G H H R H H U H I h b G H H Er n r n n n r r n r r n r n n n r r n

− − − − −
−

− − −= − + −1 1 1 1 1
1

1 1 1b g d i b g d i  
 Les résultats de (c) et (d) entraînent que, sous l’hypothèse (3), on a : 

H U C h L H U H Er n n r n r n
− −

−
−≤ + +1

1 4
1

1 1

1

1
1b ge j 

 Posons, à r fixé : 
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x H U C h L H E r n Nn r n n n n r n= = = − ≤ ≤− −1

1 4
1

1
1, ,α β b g 

 On a alors : 
0 1 11≤ ≤ + + − ≤ ≤−x x r n Nn n n nα βb gb g b g 

 Par récurrence, on déduit que : 
0 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1

1 1

≤ ≤ + + +

+ + + + + + + + +
− −

− −

x xn n n r r

n n n n n r n r

α α α
β α β α α β α α

b gb g b g
b g b gb g b g b g

L

L L
 

et : 

0 1 1≤ ≤ + +F
HG

I
KJ=

−
=

∏ ∑x xn i
i r

n

r i
i r

n

α βb g  

 Et en écrivant que 1+ ≤ =
= =

∑

∏ ∏ =α α α

i
i r

n

i r

n

e ei
i

i r

n

b g , on obtient l’inégalité de 

Gronwall (voir le problème 44, Q5) : 

0 1≤ ≤ +F
HG

I
KJ ≤ ≤=

∑

−
=
∑x e x r n Nn r i
i r

n
i

i r

n
α

β b g 
 Avec les inégalités : 

α

β ε

i
i r

n

i
i r

n

n r n

i
i r

n

r i
i r

n

r i
i r

n

C L h C L t t C Lt

H E H

= =
−

=

−

=

−

=

∑ ∑

∑ ∑ ∑

= = − ≤

≤ =

4 4 1 4

1

1 1
1

1

b g
 

on déduit que : 

H U e H U Hr n
C Lt

r n r i
i r

n
n− −

−
−

=

≤ +RST
UVW∑1

1

1
1 1

1

1
4 ε  

 Enfin avec H U H Ur n r n
−

−
−

−≤1
1 1

1

1 1 1 et U H H U H H Un r r n r r n1
1

1 1
1

1
= ≤− − , 

on déduit que : 

U C e Un
C Lt

r i
i r

n
n

1 5 1 1
4≤ +RST

UVW−
=
∑ ε  

où on a posé C H Hr r5
1

1 1= − . 
Remarque — Ce résultat montre que la méthode est stable (voir le problème 44). 
Q5. Dans cette question on s’intéresse à la convergence de la méthode en donnant 
une majoration de l’erreur y y tn n− b g . 
 Si f est de classe Cr, alors la solution y du problème (P) est de classe Cr + 1 et 

l’erreur de consistance εn n n i n i
i

r

n n n ny y t a y t h b f t y tb g b g b g b gc h= − −−
=
∑ , ,

1

 vérifie la 

majoration de Q3 (a) ε δn
r r

t

t
y C h y t dt

n r

nb g b g b gb g≤ +

−
z2

1 . 

 En prenant u y y tn n n= − b g  dans Q4, on déduit que : 

y y t u U C e U yn n n n
C Lt

r i
i r

n
n− = ≤ ≤ +RST

UVW−
=
∑b g b g

1 5 1 1
4 ε  
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avec U y y tr

r

−
=

−

= −∑1 1
0

1

µ µ
µ

d i  et : 

ε δ δi
i r

n
r r

t

t

i r

n
r rt

y C h y t dt C h N r y t dt
i r

i nb g b g b g b g b g b gb g b g
=

+

=

+∑ z∑ z≤ ≤ −
−

2
1

2
1

0
 

on déduit qu’on a la majoration de l’erreur : 

y y t C e y y t C h y t dtn n
C Lt

r
r rt

n
n− ≤ − +

RST
UVW=

−
+∑ zb g d i b gb g

1 5
0

1

6
1

0
4

µ µ
µ

 

où on a posé C N r C6 2= −b g b gδ . 



CHAPITRE 8 

Analyse fonctionnelle 

Problème 47 : Théorème de projection sur un convexe fermé  
      dans un espace de Hilbert. Applications 

 Dans ce problème E désigne un espace de Hilbert réel. On note  un 
produit scalaire sur E et  la norme associée. 
 On désigne par ′E  le « dual topologique » de E, c'est-à-dire l’espace vectoriel 
applications linéaires continues de E dans IR. 
 On rappelle que si E1 et E2 sont deux espaces vectoriels normés, alors une 
application linéaire u E E: 1 2→  est continue si et seulement si : 

u Sup
u x

x
x E= ∈ −

RS|T|
UV|W|
< +∞

b g l q; 1 0  

 Une forme bilinéaire ϕ: E E IR× →  est continue si et seulement si  

Sup
x y

x y
x y E E

ϕ ,
;

b g b g b gm r, ,∈ × −
RS|T|

UV|W|
< +∞0 0  

 On dit qu’une forme bilinéaire ϕ: E E IR× →  est coercive s’il existe une 
constante α > 0 telle que : 

∀ ∈ ≥x E x x x, ,ϕ αb g 2  
 Pour toute partie A non vide de E, on désigne par A  l’adhérence de A et par 
A⊥  l’orthogonal de A dans E, c'est-à-dire : 

A y E x A x y⊥ = ∈ ∀ ∈ =; , 0m r 
Q1. Soit F une partie convexe, fermée et non vide de E. 
(a) Montrer que pour tout x E∈  il existe un unique y F∈  tel que : 

x y d x F Inf x z z F− = = − ∈, ;b g m r 
 On note y P xF= b g  et l’application P E FF : →  ainsi définie est appelée la 
projection de E sur F (on dit aussi que y P xF= b g  est la meilleure approximation 
de x dans F). 
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(b) Soit x E∈ . Montrer l’équivalence : 
y P x y F et z F x y z yF= ⇔ ∈ ∀ ∈ − − ≤b gc h c h, 0  

(c) Montrer que l’application PF est lipschitzienne. 
Q2. Pour cette question, on suppose que E IRn=  est muni du produit scalaire 
usuel. 
(a) On désigne par F « l’hyperoctant positif » défini par : 

F x IR i n xn
i= ∈ ∀ ∈ ≥; , , , ,1 2 0Ll qm r  

 Calculer P xF b g  pour tout x E∈ . 
(b) On désigne par F un pavé de E défini par : 

F a b x IR i n a x bi i
i

n
n

i i i= = ∈ ∀ ∈ ≤ ≤
=
∏ , ; , , , ,

1

1 2 Ll qm r  

 Calculer P xF b g  pour tout x E∈ . 
Q3. Pour cette question, on suppose que F est un sous-espace vectoriel fermé de 
E. 
(a) Soit x E∈ . Montrer l’équivalence : 

y P x y F et y x FF= ⇔ ∈ − ∈ ⊥b gc h c h 
(b) Montrer que l’application PF est linéaire continue de E sur F. 
 Calculer sa norme et son noyau. 
(c) Montrer que E F F= ⊕ ⊥ . 
(d) Montrer que F F⊥ ⊥

=c h . 
Q4. Pour cette question, on suppose que F est un sous-espace vectoriel de E, non 
nécessairement fermé. 
(a) Montrer que F ⊥  est un sous-espace vectoriel fermé de E. 
(b) Montrer que F F⊥ ⊥

=c h . 
Q5. Pour tout x E∈ , on désigne par ϕ xb g la forme linéaire définie par : 

∀ ∈ =y E x y x y, ϕb gb g   
 Montrer que ϕ  définie un isomorphisme de E sur ′E  qui conserve la norme 
(isométrie). 
 Ce résultat est le théorème de représentation de Riesz–Fréchet. 
Q6. Montrer que pour tout opérateur linéaire et continu u E E: →  il existe un 
unique opérateur linéaire et continu tu E E: →  tel que : 

∀ ∈ × =x y E E u x y x u yt, ,b g b g b g  
 On dit que tu est l’adjoint de u. 
 Montrer que tu u= . 
Q7. L’exemple qui suit montre que le théorème de Riesz–Fréchet est en défaut si 
on suppose seulement l’espace préhilbertien. 
 Soit E C IR= 0 0 1, ,c h l’espace préhilbertien des fonctions continues de 0 1,  

dans IR, avec le produit scalaire f g f g f x g x dx,b g b g b ga = z0

1
. 

 On définit sur E l’application u f u f x f x dxpa
: a b g b g= z0

 avec p > 0  et 
0 1< <a . 
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(a) Montrer que u est une forme linéaire continue et calculer sa norme. 
(b) Montrer qu’il n’existe pas de vecteur g E∈  tel que u f f gb g =  pour tout 
f E∈ . 
Q8. On désigne par F une partie convexe fermée non vide de E. 
(a) Soient z E∈  et v E E: →  une application linéaire continue telle que la forme 
bilinéaire ψ : ,x y v x yb g b ga  soit coercive. 
 Montrer qu’il existe un réel λ > 0 tel que l’application f E E: →  définie par : 

∀ ∈ = + −x E f x p z x v xF, b g b gc hλ λ  
admette un point fixe. 
(b) Soit ϕ: E E IR× →  une forme bilinéaire continue et coercive.  
 Montrer que pour toute forme linéaire continue u E∈ ′ , il existe un unique 
x F∈  tel que : 

∀ ∈ − ≥ −y F x y x u y x, ,ϕb g b g  
(théorème de Stampacchia). 
(c) On suppose de plus que la forme bilinéaire ϕ  est symétrique. Pour toute forme 
linéaire continue u E∈ ′ , on définit l’application J E IR: →  par : 

∀ ∈ = −y E J y y y u y, ,b g b g b g1
2
ϕ  

 Montrer l’équivalence : 
x F et y F x y x u y x x F et J x Inf J y

y F
∈ ∀ ∈ − ≥ − ⇔ ∈ =FH IK∈

, ,ϕb g b gc h b g b g  

Q9. Soit ϕ:E E IR× →  une forme bilinéaire continue et coercive. 
(a) Montrer que pour toute forme linéaire continue u E∈ ′ , il existe un unique 
x E∈  tel que : 

∀ ∈ =y E u y x y, ,b g b gϕ  
(théorème de Lax–Milgram). 
(b) On suppose de plus que la forme bilinéaire ϕ  est symétrique. Comme en Q8, 
(c), on associe à toute forme linéaire continue u E∈ ′ , l’application J E IR: →  
 Montrer l’équivalence : 

∀ ∈ = ⇔ =FH IK∈
y E u y x y J x Inf J y

y E
, ,b g b gc h b g b gϕ  

Solution 

Q1. (a) La distance de x à F, δ = d x F,b g , est bien définie comme borne inférieure 
d’une partie non vide et minorée (par 0) de IR. Par définition de cette borne 
inférieure, on peut trouver une suite yn n

b g
≥1

 de points de F telle que : 

∀ ≥ ≤ − ≤ +n x y
nn1 1 12 2 2, δ δ b g  

 En utilisant l’identité de la médiane a b a b a b+ + − = +2 2 2 22e je j , on peut 

écrire, pour q p> ≥ 1 : 
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y y y x x y y x x y y x x yq p q p q p q p− = − + − = − + − − − − −
2 2 2 2 2

2d i d i e j d i d i  

avec : 

y x x y x y yq p p q− − − = − + ≥d i d i d i2
2

24 1
2

δ  

du fait que 1
2

y y Fp q+ ∈d i  (F est convexe). 

 On a donc, pour q p> ≥ 1 : 

y y
q pq p− ≤ + + +

F
HG

I
KJ −

2 2 2 22 1 1 4δ δ δ  

 Soit : 

∀ > ≥ − ≤ +
F
HG

I
KJ < →

→+∞
q p y y

q p pq p p
1 2 1 1 4 0

2
,  

 On a donc ainsi montré que la suite yn n
b g

≥1
 est de Cauchy dans l’espace 

complet E, elle est donc convergente et sa limite y est dans F qui est fermé. 
 Et en faisant tendre n vers l’infini dans (1), on déduit que x y− = δ . 
 Il reste à montrer l’unicité d’un tel point réalisant la distance de y à F. 
 Si z F∈  est un autre point de F réalisant la distance de x à F, on peut alors 
écrire en utilisant l’identité de la médiane : 

y z y x x z y x x z x y z− = − + − = − + − − − + ≤ − =2 2 2 2
2

2 22 4 1
2

4 4 0b g b g e j b g δ δ  

(la convexité de F entraîne que 1
2

y z+b g est dans F). Et nécessairement z = y. 

(b) Soit y P xF= b g . On sait déjà que y F∈ . L’ensemble F étant convexe, on a : 
∀ ∈ ∀ ∈ = − + ∈z F t v t y tz F, , ,0 1 1b g  

et : 
x y x v x y x y z y t t z y− ≤ − = − − − − + −2 2 2 2 22  

 C'est-à-dire que : 
∀ ∈ ∀ ∈ − − ≤ −z F t x y z y t t z y, , ,0 1 2 2 2  

 En divisant ces inégalités par t ∈ 0 1, , puis en faisant tendre t vers 0 (par 
valeurs positives, on déduit que (voir figure 8.1) : 

∀ ∈ − − ≤z F x y z y, 0 2b g 
 Réciproquement supposons que y F∈  vérifie (2). Pour tout z F∈ , on peut 
écrire : 

x z x y z y x y x y z y z y x y− ≤ − − − = − − − − + − ≥ −2 2 2 2 22b g b g  
ce qui équivaut à dire que y P xF= b g . 
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z

x
y

F
 

Figure 8.1 

(c) Soient x1, x2 dans E et y P xF1 1= b g , y P xF2 2= b g  (dans F). 
 En utilisant la caractérisation du (b) de la projection, on obtient les inégalités : 

x y y y

x y y y
1 1 2 1

2 2 1 2

0

0

− − ≤

− − ≤
 

et en additionnant ces deux inégalités : 
x x y y y y1 2 2 1 2 1 0− + − − ≤b g b g  

 Ce qui donne, avec l’inégalité de Cauchy–Schwarz : 
y y x x y y x x y y2 1

2
1 2 1 2 1 2 2 1− ≤ − − ≤ − −  

 C'est-à-dire : 
P x P x x xF F2 1 2 1b g b g− ≤ −  

 On a donc ainsi prouvé que PF est lipschitzienne (et donc uniformément 
continue). 
Q2. (a)  Soit x x x IRn

n= ∈1 , ,Lb g  et y F∈  défini par : 
y Max x i ni i= ≤ ≤0 1,l q b g  

 Pour tout z F∈ , on a alors : 

x y z y x y z y x zi i i i
i

n

i i
xi

− − = − − = ≤
= <
∑ ∑b gb g

1 0

0 

ce qui prouve que y P xF= b g  (figure 8.2). 
(b) Soit x x x IRn

n= ∈1 , ,Lb g  et y F∈  défini par : 

y Min Max x a b
a x a
x a x b
b b x

i ni i i i

i i i

i i i i

i i i

= =
<
≤ ≤
<

R
S|
T|

≤ ≤, ,l qm r b g
 si 
 si 
 si 

1  

 Pour tout z F∈ , on a alors : 
x y z y x a z a x b z bi i i i

x a
i i i i

x bi i i i

− − = − − + − − ≤
< >
∑ ∑b gb g b gb g 0 

ce qui prouve que y P xF= b g  (figure 8.3). 
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Figure 8.2 
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Figure 8.3 

Q3. (a) Soit x E∈  et y P xF= b g . Pour tout z F∈  et tout t IR∈ , on a t z F⋅ ∈  (F est 
un espace vectoriel) et x y t z y− ⋅ − ≤ 0. C'est-à-dire que pour tout z F∈ , on a : 

∀ ∈ − − − ≤t IR x y z t x y y, 0  
et nécessairement x y z− = 0. 
 On a donc y F∈  et x y F− ∈ ⊥ . 
 Réciproquement soit y F∈  tel que x y F− ∈ ⊥ . On a alors : 

∀ ∈ − − =z F x y z y, 0 
et y P xF= b g  d’après Q1 (b). 
(b) Soient x1, x2 dans E et α1, α2 dans IR. F étant un espace vectoriel, on a 
α α1 1 2 2P x P x FF Fb g b g+ ∈ . De plus pour tout z F∈ , on a : 
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α α α α α α1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 0x x P x P x z x P x z x P x zF F F F+ − − = − + − =b g b g b g b g  
ce qui prouve, d’après (a) que : 

P x x P x P xF F Fα α α α1 1 2 2 1 1 2 2+ = +b g b g b g 
 C'est-à-dire que PF est une application linéaire de E dans F. 
 On sait déjà que PF est 1–lipschitzienne (Q1 (c)), c’est donc une application 
continue avec PF ≤ 1. 
 En considérant que p x xF b g =  pour tout x dans F, on déduit que PF = 1. 
 Le noyau de PF est formé des vecteurs x E∈  qui vérifient x z = 0 pour tout 
z F∈ , c’est donc l’orthogonal de F : Ker P FFb g = ⊥ . 
(c) Tout vecteur x E∈  peut s’écrire x x p x p xF F= − +b gc h b g avec p x FF b g∈  et 
x p x FF− ∈ ⊥b g . On a donc E F F= + ⊥ . 
 Si x F F∈ ∩ ⊥ ; alors x x x2 0= =  et x = 0. On a donc la somme directe 
E F F= ⊕ ⊥ . 
(d) Il est clair que F F⊂ ⊥ ⊥c h . 

 Soit x F∈ ⊥ ⊥c h  et y P x FF= ∈b g  (F est fermé). On a x p x FF− ∈ ⊥b g  et pour 
tout z F∈ ⊥  : 

x y z x z y z− = − = 0 

 C'est-à-dire que x y F F− ∈ ∩ =⊥ ⊥ ⊥c h l q0  et x y F= ∈ . 

 On a donc bien F F⊥ ⊥
=c h  pour tout sous-espace vectoriel fermé de E. 

Q4. (a) Il est clair que F ⊥  est un sous-espace vectoriel fermé de E. L’inégalité de 
Cauchy–Schwarz (qui entraîne la continuité du produit scalaire) montre que c’est 
un fermé. 
(b) On a déjà F F⊂ ⊥ ⊥c h , donc F F⊂ ⊥ ⊥c h  ( F ⊥ ⊥c h  est un fermé). 

 L’inclusion F F⊂  entraîne F F⊥ ⊥⊂  et F F F⊥ ⊥ ⊥ ⊥
⊂ =c h c h  (d’après Q3 (d)). 

On a don bien F F⊥ ⊥
=c h  pour tout sous-espace vectoriel de E. 

Q5. Avec la bilinéarité du produit scalaire, on déduit que pour tout x E∈  
l’application ϕ xb g est une forme linéaire. Avec l’inégalité de Cauchy–Schwarz 
que ϕ xb g est continue et que ϕ x xb g ≤ . 

 En écrivant que ϕ x x xb gb g = 2, on déduit l’égalité ϕ x xb g = . 
 Il reste à montrer que l’application ϕ est surjective (l’injectivité découlant de 
ϕ x xb g = ). 

 Soit u E∈ ′ , il s’agit de trouver x E∈  tel que u x= ϕb g, c'est-à-dire tel que : 
∀ ∈ =y E u y x y, b g  

 Et en particulier : 
∀ ∈ = =y F Ker u x yb g, 0 

c'est-à-dire que x est nécessairement dans F ⊥ . 
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 Si u = 0, il suffit alors de prendre x = 0. Pour u ≠ 0, on a F Ker u E= ≠b g  et 
F ⊥ ≠ 0l q  (puisque E F F= ⊕ ⊥  pour F fermé). 
 Soit z F∈ ⊥  tel que z = 1 et x z= ⋅α  où α ∈ IR* est défini par u x xb g = 2  
(α α α2 2= = = ⋅ ⇒ =x u x u z u zb g b g b g). 

 Pour tout y E∈ , on pose y y
u y
x

x F1 2= − ∈
b g

 (u y1 0b g = ), y
u y
x

x F2 2= ∈ ⊥b g
 et 

on a x y x y x y x y u y= + = =1 2 2 b g , c'est-à-dire que u x= ϕb g. 
Q6. Soit y E∈  et f E∈ ′ définie par : 

∀ ∈ =x E f x u x y, b g b g  
 Le théorème de représentation de Riesz (Q5) nous dit alors qu’il existe un 
unique vecteur tu y Eb g∈  tel que : 

∀ ∈ =x E f x x u yt, b g b g  
 Ce qui détermine de manière unique l’application tu . 
 Pour y1, y2 dans E et α1, α2 dans IR, on a : 
∀ ∈ + = + = +

= + = +

x E x u y y u x y y u x y u x y

x u y x u y x u y u y

t

t t t t

, α α α α α α

α α α α
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

b g b g b g b g
b g b g b g b g  

 Ce qui prouve la linéarité de l’application tu . 
 D’autre part, en utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on obtient l’inégalité 
: 

t t tu y u u y y u u y yb g b gc h b g2
= ≤  

qui entraîne tu y u yb g ≤  et tu u≤ . 

 En remarquant que 
t tu uc h = , on déduit que u ut≤  et u ut= . 

Q7. (a) En utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on obtient, pour tout f E∈  : 

u f a
p

f
p

b g ≤
+

+2 1

2 1
 

ce qui prouve que l’application linéaire u est continue avec u a
p

p

≤ =
+

+

α
2 1

2 1
. 

 Pour tout entier n tel que a
n

+ <1 1 on définit la fonction f En ∈  par : 

f x

x a

n a
n

x a a a
n

a
n

n

p

pb g = + −F
HG

I
KJ +L

NM
O
QP

+L
NM

O
QP

R

S

|||

T

|||

 sur 

 sur 

 sur 

0

1 1

0 1 1

,

,

,

 

et on a : 
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u f f
nn nb g = ≤ +α α2 2 2 1,  

 Avec les inégalités 
u f

f
un

n

b g
≤ ≤ α , on déduit que α

α
α

2

2 1+
≤ ≤

n

u  et u = α 

en faisant tendre n vers l’infini. 
 On a donc : 

u a
p

p

=
+

+2 1

2 1
 

(b) Supposons qu’il existe  g E∈  tel que u f f gb g =  pour tout f E∈ . On a 
alors : 

∀ ∈ =z zf E x f x dx f x g x dxpa
, b g b g b g

0 0

1
 

 Et pour f E∈ , nulle sur 0,a  : 

0 3
0 0

1
= =z zx f x dx f x g x dxpa b g b g b g b g  

 Pour tout entier n tel que a
n

+ <1 1 on définit la fonction f En ∈  par : 

f x

a

n x a g a
n

a a
n

g a
n

n b g b g

b g

= − +F
HG

I
KJ +L

NM
O
QP

+L
NM

O
QP

R

S

|||

T

|||

0 0

1 1

1 1

 sur 

 sur 

x  sur 

,

,

,

 

 De (3) on déduit que : 

f x g x dx g x dxna

a
n

a
n

b g b g b g+

+z z= −
1

2
1

1
 

puis avec f x g x dx
n

Sup g xna

a
n b g b g b g+z ≤ FH IK
1

0 1

21
,

, on déduit que : 

g x dx Lim g x dx
a n a

n

b g b g21 2
1

1
0z z= =

→+∞ +
 

et donc que g = 0 sur a,1 . 
 D’autre part, pour f x x g xpb g b g= − , l’égalité (3) nous donne : 

0
0 0

1

0
= = =z z zx f x dx f x g x dx f x g x dxpa ab g b g b g b g b g  

soit x g x f x dxpa
− =z b gc h b g

0
0, c'est-à-dire x g x dxpa

− =z b gc h2

0
0 et g x x pb g =  sur 

0,a , ce qui est impossible avec g = 0 sur a,1  et g continue sur 0 1, . 
 En conclusion il n’existe pas de fonction g E∈  tel que u f f gb g =  pour tout 
f E∈ . 
Q8. En utilisant le théorème du point fixe de Banach (problème 44, Q1), il suffit 
de montrer que l’application f est contractante. 
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 La projection PF étant 1–lipschitzienne (Q1 (c)), on a : 
∀ ∈ − ≤ − − −x y E f x f y x y v x v y, , b g b g b g b g b gc hλ  

soit : 
f x f y x y v x y x y v x yb g b g b g b g− ≤ − − − − + −

2 2 2 2
2λ λ  

 Avec v x y x y x y− − ≥ −b g α 2  (coercivité de ψ) et v x y v x y− ≤ −b g  
(continuité de v), on déduit alors que : 

f x f y v x y x yb g b g e j− ≤ − + − = −
2 2 2 2 2 21 2αλ λ ρ  

 Pour λ α∈
O
Q
PP

L
N
MM0 2

2,
v

, on a 0 1≤ <ρ  et l’application f est contractante. 

(b) Soit z E∈  tel que  u y z yb g =  pour tout y E∈  (théorème de Riesz). 
 Pour tout x E∈ , l’application y x ya ϕ ,b g est linéaire et continue (ϕ est 
continue), on peut donc trouver un vecteur v x Eb g∈  tel que ϕ x y v x y,b g b g=  
pour tout y E∈ . On définit ainsi une application linéaire v E E: → . 
 En écrivant que : 

v x v x v x x v x c x v xb g b g b g b gc h b g2
= = ≤ϕ ,  

on déduit que v x c xb g ≤  et que l’application linéaire v est continue. 
 En utilisant le vecteur z et l’application v, l’inégalité ϕ x y x u y x, − ≥ −b g b g  est 
équivalente à : 

∀ ∈ − ≥ −y E v x y x z y x, b g  
ce qui équivaut encore à : 

∀ ∈ − − ≤y E z v x y x, b g 0 
 En utilisant (a), on peut trouver un réel λ > 0 tel que l’application : 

x f x p z x v xFa b g b gc h= + −λ λ  
admette un point fixe x dans F. 
 On a alors, en utilisant la caractérisation de la projection orthogonale établie en 
Q1 (b) : 

∀ ∈ + − − − ≤y F z x v x x y x, λ λ b g 0 
c'est-à-dire : 

∀ ∈ − − ≤y F z v x y x, b g 0 
 D’où le résultat. 
 L’unicité de x se déduit de l’unicité du point fixe de f. 
(c) La forme bilinéaire symétrique et coercive ϕ définit un produit scalaire sur E 
(α ϕx x x x2 0 0≤ = ⇒ =,b g ). De plus avec la continuité et la coercivité de ϕ, on 
a  
α ϕx x x c x2 2≤ ≤,b g , c'est-à-dire que la norme associée à ϕ est équivalente à  
et E ,ϕb g  est aussi un espace de Hilbert. On peut donc utiliser le théorème de 
représentation de Riesz pour écrire que : 

∀ ∈ =y E u y z y, ,b g b gϕ  
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où z E∈  est uniquement déterminé. 
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 On a alors les équivalences : 
x F y F x y x u y x

x F y F z x y x x P zF

∈ ∀ ∈ − ≥ −

⇔ ∈ ∀ ∈ − − ≤ ⇔ = ′

et

et

, ,

, ,

ϕ

ϕ

b g b gc h
b gc h b gc h0

 

où ′P zF b g  désigne la projection de x sur F pour le produit scalaire ϕ. 
 Par définition (Q1 (a)), on a : 

x P z z x z x Inf z y z yF y F
= ′ ⇔ − − = − −

∈
b gc h b g b gϕ ϕ, ,  

c'est-à-dire : 

x P z x x x z Inf y y y zF y F
= ′ ⇔ − = −RST

UVW∈
b gc h b g b g b g b g1

2
1
2

ϕ ϕ ϕ ϕ, , , ,  

 Soit avec ϕ z y u y,b g b g=  : 
x P z J x Inf J yF y F
= ′ ⇔ =

∈
b gc h b g b g 

 D’où le résultat. 
Q9. (a) Soit x E∈  tel que ϕ x y x u y x, − ≥ −b g b g , pour tout y E∈  (Q8 (b)). On a 
alors : 

( ) ( )∀ ∈ ∀ ∈ ⋅ − ≥ ⋅ −y E t IR x t y x u t y x, , ,ϕ  
 Soit, pour y E∈  donné : 

( ) ( )( ) ( ) ( )∀ ∈ − + − ≥t IR x y u y t u x x x, , ,ϕ ϕ 0  
ce qui équivaut à ( ) ( )ϕ x y u y, = . 
(b) Résulte immédiatement de Q8 (c). 

Problème 48 : L’espace de Sobolev H1(]a,b[) 

 Dans tout le problème, on désigne par : 
I a b= ,  un intervalle ouvert et borné de IR ; 
C I0c h l’espace des fonctions continues de I a b= ,  dans IR ; 
C I∞ b g l’espace des fonctions indéfiniment dérivables de I dans IR ; 
D Ib g  l’espace des fonctions indéfiniment dérivables et à support compact 
de I dans IR ; 
L I1b g  l’espace des (classes de) fonctions Lebesgue intégrables de I dans IR ; 
L I2 b g l’espace des (classes de) fonctions de carré intégrable de I dans IR. 

 On rappelle que : 
On définit une norme sur C I0c h avec f f Sup f t

t a b
a ∞ ∈

=
,

b g  ; 

L I1b g  muni de la norme f f f t dt
a

b
a 1 = z b g  est un espace de Banach ; 

L I2 b g muni du produit scalaire f g f g f t g t dt
a

b
,b g b g b ga 2 = z  est un 

espace de Hilbert séparable (i. e. admettant une partie dense dénombrable). 

On note f f f t dt
a

b
a 2

2= z b g  la norme associée ; 
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Les espaces C I∞ b g et D Ib g  sont denses dans L I1
1

b gd i,  et dans 
L I2

2
b gd i, . 

Q1. Montrer que L I L I2 1b g b g⊂  et que : 
∀ ∈ ≤ −f L I f b a f2

1 2
b g,  

Q2. Soit f L I∈ 2 b g et F I IR: →  définie par : 

∀ ∈ = zx I F x f t dt
a

x
, b g b g  

 Montrer que F est uniformément continue sur I  avec F b a f∞ ≤ − 2  et que 
F = 0 si et seulement si f = 0 presque partout sur I. 
Q3. Soit f L I∈ 2 b g. 
(a) Montrer que : 

f p p D I f t t dt
a

b
= ⇔ ∀ ∈ =FH IKz0 0. . ,b g b g b g b gϕ ϕ  

(b) Montrer que : 
∃ ∈ = ⇔ ∀ ∈ ′ =FH IKzc IR f c p p D I f t t dt

a

b
; . . ,b g b g b g b gϕ ϕ 0  

Q4. Soient f g L I, ∈ 2 b g  et F G I IR, : →  définies par : 

∀ ∈ = =z zx I F x f t dt G x g t dt
a

x

a

x
, ,b g b g b g b g  

 Montrer la « formule d’intégration par parties » : 
∀ ∈ = −z zx I F t g t dt F x G x f t G t dt

a

x

a

x
, b g b g b g b g b g b g  

 On désigne par H I1b g  l’espace des (classes de) fonctions f L I∈ 2 b g pour 
lesquelles il existe un réel α et une fonction g L I∈ 2 b g  tels que : 

1b g b g b g b gf x g t dt p p
a

x
= + zα . .  

Q5. Montrer que pour tout f H I∈ 1b g , le couple α, g IR L Ib g b g∈ × 2  vérifiant (1) 
est unique. 
 On note g f= ′  et on dit que g est la dérivée généralisée de f. 
Q6. Montrer que tout élément f H I∈ 1b g  admet un unique représentant continu 
sur I . On identifiera f à ce représentant encore noté f. 
Q7. Montrer que f H I∈ 1b g  si et seulement si f L I∈ 2 b g et il existe une unique 
fonction g L I∈ 2 b g  telle que : 

2b g b g b g b g b g b g∀ ∈ ′ = −z zϕ ϕ ϕD I f t t dt g t t dt
a

b

a

b
,  

 On précisera le lien entre g et la dérivée généralisée de f. 

Q8. Montrer que la fonction t t ta
1
2

+c h  est dans H1 1 1− ,c h et que 

′ ∉ −f H1 1 1,c h. 
Q9. Montrer que f H I∈ 1b g  si et seulement si f L I∈ 2 b g et il existe β > 0 tel que : 

3 2
b g b g b g b g∀ ∈ ′ ≤zϕ ϕ β ϕD I f t t dt

a

b
,  
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Q10. (a) Montrer que H I1b g  est un espace de Hilbert séparable pour le produit 
scalaire défini par : 

∀ ∈ × = + ′ ′f g H I H I f g f g f gH, ,b g b g b g1 1
2 21  

 On note f f Ha 1  la norme associée à ce produit scalaire. 
(b) Montrer qu’il existe γ > 0  tel que : 

∀ ∈ ≤∞f H I f f H
1

1b g, γ  
(c) Montrer que C I∞ b g est dense dans H I H

1
1b gd i, . 

(d) Est ce que D Ib g  est dense dans H I H
1

1b gd i, ? 
Q11. Montrer que : 
(a) Si f g H I, ∈ 1b g  alors f g H I⋅ ∈ 1b g  et : 

f g f g f g⋅ ′ = ′ ⋅ + ⋅ ′b g . 
(b) Si f H I∈ 1b g  et ρ est continûment dérivable sur IR, alors ρ o f H I∈ 1b g et : 

ρ ρo of f fb g b g′ = ′ ′  
 On désigne par H I0

1b g  l’adhérence de D Ib g  dans H I H
1

1b gd i, . 
Q12. Montrer que : 
(a) L’espace H I H0

1
1b gd i,  est un espace de Hilbert séparable. 

(b) Si f H I∈ 1b g  est à support compact dans I, alors f H I∈ 0
1b g . 

 On pourra utiliser le résultat suivant : 
 Soit ρn n IN

b g
∈

 une suite régularisante définie par : 

ρ ρ ρ ρn n n nIR
D IR Support

n n
x sur IR t dt∈ ⊂ −LNM

O
QP ≥ =zb g b g b g b g, , , ,1 1 0 1   

 Pour toute fonction g L I∈ 2 b g , la suite de fonctions fn n IN
b g

∈
 définie par : 

∀ ≥ ∀ ∈ = ∗ = −zn x IR f x f x x t f t dtn n nIR
1, , b g b gb g b g b gρ ρ  

(la fonction f étant prolongée par 0 sur IR) est dans C I∞ b g avec 

ρ ρn
k

n
kf f∗ = ∗b gb g b g  pour tout entier k. De plus cette suite converge vers f dans 

L I2 b g. 
(c) H I f H I f a f b0

1 1 0b g b g b g b gm r= ∈ = =; . 
(d) L’application f f fHa

0
1 2= ′  est une norme sur H I0

1b g  équivalente à la 

norme H1 . 

Solution 

Q1. L’intervalle I étant borné, la fonction constante égale à 1 est dans L I2 b g et 
avec l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on a pour toute fonction f L I∈ 2 b g : 

f f L I f f f b a f= ⋅ ∈ = ≤ = −1 1 11
1 2 2 2 2

b g,  
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Q2. Les inclusions L I L I L a x2 1 1b g b g c h⊂ ⊂ ,  valables pour tout x a b∈ ,  
entraînent que la fonction F est bien définie sur x I a b∈ = , . 
 Pour x y≤  dans I , l’inégalité de Cauchy–Schwarz donne : 

F x F y f t dt dt f t dt y x f
x

y

x

y

x

yb g b g b g b g− = ≤ FH IK FH IK ≤ −z z z1
1

2 2
1

2

2  

 On en déduit alors que : 
∀ ∈ − ≤ −x y I F x F y y x f, ,b g b g b g2

2 
 Ce qui prouve que F est uniformément continue sur I . 
 En prenant y = a dans l’inégalité précédente, on a : 

∀ ∈ ≤ − ≤ −x I F x x a f b a f, b g
2 2  

 Ce qui équivaut à : 
F b a f∞ ≤ − 2  

 Supposons que F soit identiquement nulle sur I . On a alors f t dt
x

y b gz = 0 pour 

tout x y I,b g∈ 2  et par linéarité de l’intégrale f t t dt
a

b b g b gϕz = 0 pour toute fonction 

ϕ en escaliers sur I . 
 De la densité de l’ensemble des fonctions en escaliers dans L I2 b g, on déduit 
alors que f = 0 presque partout. 
Q3. (a) Ce résultat se déduit immédiatement de la densité de D Ib g  dans L I2 b g. 
(b) Soit f L I∈ 2 b g telle que f t t dt

a

b b g b g′ =z ϕ 0, pour toute fonction ϕ ∈D Ib g . 

 On se donne une fonction ρ∈D Ib g telle que ρ t dt
a

b b gz = 1. 

 Pour toute fonction ϕ ∈D Ib g , la fonction ψ définie par : 

∀ ∈ = − FH IKzx I x x t dt x
a

b
, ψ ϕ ϕ ρb g b g b g b g  

est dans D Ib g  avec ψ t dt
a

b b gz = 0. 

 La primitive χ définie par χ ψx t dt
a

xb g b g= z  (x I∈ ) est alors dans D Ib g  et : 

0 = ′ = − FH IKFH IKz zzf t t dt f t t x dx t dt
a

b

a

b

a

bb g b g b g b g b g b gχ ϕ ϕ ρ  

 Ce qui peut aussi s’écrire sous la forme : 
f t t dt x dx f t t dt

a

b

a

b

a

bb g b g b g b g b gϕ ϕ ρz z z− FH IK = 0 

 Soit en posant α ρ= z f t t dt
a

b b g b g  : 

∀ ∈ − =zϕ α ϕD I f t t dt
a

bb g b gc h b g, 0 

 Ce qui équivaut, d’après Q3 (a), à f = α presque partout. 
 La réciproque est évidente. 
Q4. Si on suppose que f et g sont indéfiniment dérivables, alors il en est de même 
de F et G avec ′ =F f , ′ =G g  et on a la formule d’intégration par parties usuelle. 
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 Pour f, g dans L I2 b g, on peut écrire f Lim f
n n=
→+∞

 et g Lim g
n n=
→+∞

 dans 

L I2
2

b gd i, , avec f g C In n, ∈ ∞ b g  pour tout entier n. 
 On définit alors les suites Fn n IN

b g
∈

 et Gn n IN
b g

∈
 par : 

∀ ∈ ∀ ∈ = =z zn IN x I F x f t dt G x g t dtn na

x

n na

x
, , ,b g b g b g b g  

 En utilisant la majoration de Q2, on déduit que la suite Fn n IN
b g

∈
 [Resp. 

Gn n IN
b g

∈
] converge uniformément vers F [Resp. G] sur I . 

 D’autre part, avec la majoration : 

F t g t dt F t g t dt F F g F g g

F F g b a F F F g g

a

x

n na

x

n n n

n n n

b g b g b g b g
d i

z z− ≤ − + −

≤ − + − + − −

∞ ∞

∞ ∞ ∞

1 1

1 2

 

on déduit que la suite F t g t dtn na

x

n IN
b g b gzFH IK ∈

 converge uniformément sur I  vers 

F t g t dt
a

x b g b gz . 

 De manière analogue, on voit que la suite f t G t dtn na

x

n IN
b g b gzFH IK ∈

 converge 

uniformément sur I  vers f t G t dt
a

x b g b gz . 
 Ce qui donne, en définitive : 

F t g t dt Lim F t g t dt

Lim F x G x f t G t dt F x G x f t G t dt

a

x

n n na

x

n n n n na

x

a

x

b g b g b g b g
b g b g b g b g{ } b g b g b g b g

z z
z z

=

= − = −

→+∞

→+∞

 

 C'est-à-dire la formule d’intégration par parties. 
Q5. Pour montrer l’unicité du couple α, g IR L Ib g b g∈ × 2  vérifiant (1), il suffit de 
considérer le cas où f = 0. 
 Dans ce cas, l’égalité α + =z g t dt

a

x b g 0 pour tout x (la fonction est continue) 

entraîne α = 0 (il suffit de prendre x = a) et g t dt
a

x b gz = 0 pour tous x dans I , ce 
qui équivaut, d’après Q2, à g = 0 presque partout. 
Q6. Pour toute fonction f H I∈ 1b g , la fonction %:f x f t dt

a

x
a α + ′z b g  est définie, 

continue sur I , avec %f ab g = α  et %f f=  presque partout. 
 L’unicité d’un tel représentant continu est évidente. 
Q7. Soit f H I∈ 1b g  (continue) de dérivée généralisée ′ ∈f L I2 b g . 
 Pour toute fonction ϕ ∈D Ib g , le théorème d’intégration par parties (Q4) 
appliqué à ′f  et ′ϕ  donne : 

f t t dt f b b f t t a dt
a

b

a

bb gc h b g b gc h b g b g b g b gc h− ′ = − − ′ −z zα ϕ α ϕ ϕ ϕ  

avec ϕ ϕa bb g b g= = 0 et ′ = − =z ϕ ϕ ϕt dt b a
a

b b g b g b g 0, donc : 

f t t dt f t t dt
a

b

a

bb g b g b g b g′ = − ′z zϕ ϕ  
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 Ce qui prouve que la fonction ′f  vérifie (2). 
 Si g L I∈ 2 b g  est une autre fonction vérifiant (2), alors  : 

∀ ∈ − ′ =zϕ ϕD I g t f t t dt
a

bb g b g b gc h b g, 0 
ce qui équivaut à g f= ′  d’après Q3 (a). 
 Réciproquement soit f L I∈ 2 b g telle qu’il existe g L I∈ 2 b g  vérifiant (2). 
 On définit la fonction h C I∈ 0 c h  par : 

∀ ∈ = zx I h x g t dt
a

x
, b g b g  

 En utilisant le théorème d’intégration par parties (Q4), on peut écrire pour 
toute fonction ϕ ∈D Ib g  : 

h t t dt g t t dt f t t dt
a

b

a

b

a

bb g b g b g b g b g b g′ = − = ′z z zϕ ϕ ϕ  
 C'est-à-dire que : 

∀ ∈ − ′ =zϕ ϕD I h t f t t dt
a

bb g b g b gc h b g, 0 
 Ce qui équivaut à dire que h – f  est égale à une constante presque partout, 
c'est-à-dire qu’il existe α ∈ IR  telle que f x h x g t dt

a

xb g b g b g= + = + zα α  presque 

partout. Ce qui prouve que f H I∈ 1b g  avec ′ =f g . 
Q8. La fonction h définie par : 

∀ ∈ − =
≤ ≤
− ≤ <

RSTx h x
x

x
1 1

1 0 1
0 0

, , b g  si 
 si 1

 

est dans L2 1 1− ,c h  avec : 

h t dt
x x

x
x x

x b g c h
−z =

≤ ≤
− ≤ <

RST = +
1

0 1
0 0

1
2

 si 
 si 1

 

 On a donc f H∈ −1 1 1,c h, avec ′ =f h . 
 Si h H∈ −1 1 1,c h , alors pour toute fonction ϕ ∈ −D 1 1,c h, on a : 

′ = − ′ = − ′ =
− −z z zh t t dt h t t dt t dtb g b g b g b g b g b gϕ ϕ ϕ ϕ

1

1

1

1

0

1
0  

 En prenant ϕ ∈ −D 1 0,c h  [Resp. ϕ ∈D 0 1,c h], on déduit que ′ =h 0 presque 
partout sur −1 0,  [Resp. sur 0 1, ], donc ′ =h 0 presque partout sur −1 1,  et 
ϕ 0 0b g =  pour toute fonction ϕ ∈ −D 1 1,c h, ce qui est faux. 
 On peut donc conclure que h H∉ −1 1 1,c h . 

Q9. Si f H I∈ 1b g , alors f L I∈ 2 b g et f t t dt f t t dt
a

b

a

bb g b g b g b g′ = − ′z zϕ ϕ , pour tout 
ϕ ∈D Ib g . L’inégalité de Cauchy–Schwarz donne alors : 

f t t dt f
a

b b g b g′ ≤ ′z ϕ ϕ2 2  

 Réciproquement, supposons que f L I∈ 2 b g vérifie (3) pour une constante 
β > 0. Dans ces conditions la forme linéaire : 
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u D I IR

u f t t dt
a

b
: b g

b g b g b g
→

= ′zϕ ϕ ϕa
 

est continue. Avec la densité de D Ib g  dans L I2 b g, on peut la prolonger sur L I2 b g 
en posant pour tout h Lim L I

n n= ∈
→+∞

ϕ 2 b g  (ϕn D I∈ b g) : 

u h Lim u
n nb g b g=
→+∞

ϕ  

 Cette définition ne dépend pas du choix d’une suite ϕn n IN
b g

∈
 d’éléments de 

D Ib g  qui converge vers h. En effet si ψ n n IN
b g

∈
 est une autre suite avec les mêmes 

propriétés, alors : 
u un n n n n
ϕ ψ β ϕ ψb g b g− ≤ − →

→+∞2
0 

 L’application u ainsi définie sur L I2 b g est linéaire et : 
∀ = ∈ = ≤ =

→+∞ →+∞ →+∞
h Lim L I u h Lim u Lim h

n n n n n nϕ ϕ β ϕ β2
2 2

b g b g b g,  

 C'est-à-dire que u est linéaire et continue sur l’espace de Hilbert L I2 b g. 
 Le théorème de Riesz nous dit alors qu’il existe g L I∈ 2 b g  telle que : 

∀ ∈ =h L I u h h g2
2

b g b g,  
 Ce qui donne, en particulier : 

∀ ∈ ′ =z zϕ ϕ ϕD I f t t dt g t t dt
a

b

a

bb g b g b g b g b g,  

 C'est-à-dire que f H I∈ 1b g , avec ′ = −f g . 
Q10. (a) De l’unicité de la dérivée généralisée et de la linéarité de l’intégrale, on 
déduit que H I1b g  est un sous-espace vectoriel de L I2 b g et que 

α β α βf g f g+ ′ = ′ + ′b g  pour tous α β, ∈ IR  et f g H I, ∈ 1b g . 
 Il est clair que l’application f g f g f g f gH,b ga 1 2 2= + ′ ′  définit un 
produit scalaire sur H I1b g . 
 Si fn n IN

b g
∈

 est une suite de Cauchy dans H I H
1

1b gd i, , alors les suites fn n IN
b g

∈
 

et fn
n IN

′FH IK ∈
 sont de Cauchy dans L I2

2
b gd i,  et elles convergent respectivement 

vers f et g dans L I2
2

b gd i, . 
 De l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on déduit que pour tout ϕ ∈D Ib g , on a : 

f t t dt Lim f t t dt g t t dt Lim f t t dt
a

b

n na

b

a

b

n na

bb g b g b g b g b g b g b g b g′ = ′ = ′z z z z→+∞ →+∞
ϕ ϕ ϕ ϕ,  

 Et avec f t t dt f t t dtna

b

na

bb g b g b g b g′ = − ′z zϕ ϕ , on déduit que : 

f t t dt g t t dt
a

b

a

bb g b g b g b g′ = −z zϕ ϕ  

 C'est-à-dire que f H I∈ 1b g , avec ′ =f g . 

 Enfin avec f f f f f f f f g fn H n n n n− = − + ′ − ′ = − + − ′
1
2

2
2

2

2
2

2

2

2, on 

déduit que f Lim f
n n=
→+∞

 dans H I H
1

1b gd i, . 
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 On peut donc conclure que H I1b g  est muni d’une structure d’espace de Hilbert. 
 L’espace de Hilbert L I2 b g étant séparable, il en est de même de L I L I2 2b g b g×  
pour la structure hilbertienne produit. 
 L’application 

χ:
,

H I L I L I
f f f

1 2 2b g b g b g
b g

→ ×
′a

 

est une isométrie qui identifie H I1b g  à un sous espace fermé de L I L I2 2b g b g× . On 
en déduit alors que H I1b g  est séparable (tout sous espace d’un espace de Hilbert 
séparable est séparable). 
(b) Une fonction f H I∈ 1b g  peut être définie par f x f a f t dt

a

x
: a b g b g+ ′z  (voir 

Q6). 
 Pour x, y dans I , on a alors f x f y f t dt

y

xb g b g b g= + ′z  et en intégrant par rapport 

à y sur I, on a : 
b a f x f y dy f t dt dy

a

b

y

x

a

b
− = + ′FH IKz zzb g b g b g b g  

 En utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on déduit que : 
b a f x f y dy f t dt dy b a f b a b a f

a

b

y

x

a

b
− ≤ + ′ ≤ − + − − ′z zzb g b g b g b g b g

2 2  

et : 

f
b a

b a f
H∞

≤
−

+ −






1
1  

(c) Soit f H I∈ 1b g . Avec la densité de C I∞ b g dans L I2 b g, on peut trouver une 
suite gn n IN

b g
∈

 dans C I∞ b g qui converge vers ′f  dans L I2
2

b gd i, . 
 On définit alors la suite fn n IN

b g
∈

 par : 

∀ ∈ ∀ ∈ = + zn IN x I f x f a g t dtn na

x
, , b g b g b g  

et on a f C In ∈
∞ b g, avec f gn n

′ = , f a f an b g b g= , pour tout entier n. 
 L’inégalité de Cauchy–Schwarz donne, pour tout x I∈  et tout entier n : 

f x f x f t g t dt b a f gn na

x

nb g b g b g b gc h− = ′ − ≤ − ′ −z 2  

c'est-à-dire f f b a f gn n− ≤ − ′ −∞ 2
 et la suite fn n IN

b g
∈

 converge 
uniformément vers f sur I . Elle converge donc aussi vers f dans L I2

2
b gd i, . 

 Enfin, avec f f f f f f f f f gn H n n n n− = − + ′ − ′ = − + ′ −1
2

2
2

2

2
2

2
2

2, on 

déduit que f Lim f
n n=
→+∞

 dans H I H
1

1b gd i, . 

 Ce qui prouve que C I∞ b g est dense dans H I H
1

1b gd i, . 
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(d) Si f H I∈ 1b g  est limite d’une suite ϕn n IN
b g

∈
 de D Ib g , alors cette suite 

converge uniformément vers f sur I  (d’après l’inégalité de (b)) et en particulier, 
on aura f a Lim a

n nb g b g= =
→+∞

ϕ 0 et f b Lim b
n nb g b g= =
→+∞

ϕ 0. 

 Comme H I1b g  contient des fonctions qui ne s’annulent pas en a (ou en b), on 
déduit que D Ib g  n’est pas dense dans H I1b g . 
Q11. (a) Si f, g sont dans H I1b g , alors elles sont égales presque partout à des 
fonctions continues sur I . Leur produit est donc continu presque partout et définit 
un élément de L I2 b g. 
 Soit ϕn n IN

b g
∈

 [Resp. ψ n n IN
b g

∈
] une suite de D Ib g  qui converge vers f [Resp. g] 

dans H I H
1

1b gd i, . 
 Avec l’inégalité de Q10 (b), on déduit que ϕn n IN

b g
∈

 [Resp. ψ n n IN
b g

∈
] converge 

uniformément vers f [Resp. g] sur I  et donc la suite ϕ ψn n n IN
b g

∈
 converge 

uniformément et dans L I2 b g vers le produit f g⋅ . 

 On a alors Lim Lim f g fg
n n n n n n n n→+∞ →+∞

′ = ′ + ′FH IK = ′ + ′ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψb g  dans L I2 b g 
( ϕn

n IN

′FH IK ∈
 converge dans L I2 b g vers ′f  et ψ n

n IN

′FH IK ∈
 vers ′g ) et pour tout 

ϕ ∈D Ib g  : 

′ + ′ =
′

= − ′ = − ′

z z
z z

→+∞

→+∞

f t g t f t g t t dt Lim t t t dt

Lim t t t dt f t g t t dt

a

b

n n na

b

n n na

b

a

b

b g b g b g b gc h b g b g b gc h b g
b g b g b g b g b g b g

ϕ ϕ ψ ϕ

ϕ ψ ϕ ϕ
 

 Ce qui prouve que f g H I⋅ ∈ 1b g , avec f g f g fg⋅ ′ = ′ + ′b g . 
(b) Les fonctions ρ o f  et ′ρ o f  sont continues sur I , donc ρ o f  et ′ ′ρ o f fb g  
sont dans L I2 b g (I est borné). 
 Avec la densité de C I∞ b g dans H I H

1
1b gd i, , on peut trouver une suite 

fn n IN
b g

∈
 de C I∞ b g qui converge vers f. Cette suite converge également de manière 

uniforme vers f sur I  (Q10 (b)). Avec la continuité de ρ et ′ρ , on déduit que les 
suites ρ o fn n IN

b g
∈

 et ′ ∈
ρ o fn n IN
b g  convergent uniformément sur I  vers ρ o f  et 

′ρ o f  respectivement et que la suite ′ ′FH IK ∈
ρ o f fn n

n IN
b g  converge dans L I2 b g vers 

′ ′ρ o f fb g . 

 Pour tout x I∈ , la suite ′ ′FH IK ∈
ρ o f fn n

n IN
b g  converge alors dans L a x1

1
, ,c hd i 

vers ′ ′ρ o f fb g  (d’après Q1) et avec : 

ρ ρ ρo o of x f a f t f t dtn n n na

xb gb g b gb g b gb g b g= + ′ ′z  
on déduit, en faisant tendre n vers l’infini, que : 

ρ ρ ρo o of x f a f t f t dt
a

xb gb g b gb g b gb g b g= + ′ ′z  
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 C'est-à-dire que ρ o f H I∈ 1b g, avec ρ ρo of f fb g b g′ = ′ ′ . 
Q12. (a) Le sous-espace vectoriel H I0

1b g  est la fermeture de D Ib g  dans H I1b g , 
c’est donc un fermé et il hérite de la structure d’espace de Hilbert de H I1b g . 
(b) Soit f H I∈ 1b g  à support compact dans α β, ,⊂ a b . 
 On se donne une suite régularisante ρn n IN

b g
∈

 et on désigne par fn n IN
b g

∈
 la suite 

définie par f fn n= ∗ρ  pour tout entier n. 

 Si δ α β= − −Min a b,l q, alors pour x a a b b∈ +L
NM

O
QP∪ −L

NM
O
QP, ,δ δ

2 2
 et t ∈ α β, , on 

a x t− ≥ δ
2

, de sorte qu’il existe n IN0 ∈  tel que ρn x t− =b g 0 pour tout n n≥ 0  et 

donc f x x t f t dtn nb g b g b g= − =z ραβ 0. Pour n n≥ 0 , la fonction fn est donc dans D Ib g . 
 D’autre part, pour toute fonction ϕ ∈D Ib g , le théorème de Fubini nous permet 
d’écrire que : 

ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ

na

b

na

b

a

b

na

b

a

b

na

b

f x x dx x t f t dt x dx

f t x t x dx dt f t t dt

∗ ′ = −FH IK ′

= − ′FH IK = ∗ ′

z zz
zz z

b gb g b g b g b g b g
b g b g b g b gb gb g%

 

où %ρn  est définie par %ρ ρn ny yb g b g= − . 

 En considérant que % %ρ ϕ ρ ϕn n∗ ′ = ∗ ′b g , on déduit, en utilisant encore le théorème 
Fubini, que : 

ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ

na

b

na

b

na

b

na

b

f x x dx f t t dt f t t dt

f x x dx

∗ ′ = ∗ ′ = − ′ ∗

= − ∗ ′

z z z
z

b gb g b g b gb g b g b gb gb g
b gb g b g

% %
 

 Ce qui prouve que ρ ρn nf f∗ ′ = ∗ ′b g . 
 On peut alors conclure, en utilisant le rappel de cette question, que 

Lim f f
n n→+∞

∗ =ρ  et Lim f f
n n→+∞

∗ ′ = ′ρb g  dans L I2 b g, ce qui entraîne que Lim f f
n n→+∞

=  

dans H I H
1

1b gd i,  et que f H I∈ 0
1b g . 

(c) Si f H I∈ 0
1b g , alors f Lim

n n=
→+∞

ϕ  dans H I H
1

1b gd i,  avec les ϕn dans D Ib g . De 

Q10 (b), on déduit que la suite ( )ϕ n n IN∈  converge uniformément vers f sur I  et en 
particulier ( ) ( )f a Lim a

n n= =
→+∞

ϕ 0  et f b Lim b
n nb g b g= =
→+∞

ϕ 0. 

 Réciproquement soit f H I∈ 1b g  nulle en a et en b. 
 Pour tout n ≥ 1, on désigne par θ n la fonction affine par morceaux définie par 
la figure 8.4 et par fn la fonction définie par f fn n= θ . 
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a+1/na a+2/n b-2/n b-1/n b

1

 

Figure 8.4 

 La fonction θ n  est dans H I1b g , donc ( )f H In ∈
1  (d’après Q11 (a)). De plus fn 

est à support compact dans ] [a
n

b
n

a b+ −




⊂1 1, , , donc ( )f H In ∈ 0

1  (d’après (b)). 

 Nous allons montrer que Lim f f
n n→+∞

=  dans H I1b g , ce qui prouvera que 

f H I∈ 0
1b g , puisque H I0

1b g  est fermé dans H I1b g . 
 Avec la continuité de f et les conditions ( ) ( )f a f b= = 0 , on déduit que pour 
tout réel ε > 0 , on peut trouver un réel η > 0  tel que : 

[ ] [ ] ( )∀ ∈ + ∪ − <x a a b b f x, , ,η η ε  

 Pour n IN0 ∈  tel que η ≥ 2

0n
, on a alors : 

( ) ( ) ( ) ( )∀ ≥ − = − ≤ ≤ −∫ ∫n n f f f t f t dt f t dt b an nI In n
0 2

2 2 2 24 4, ε  

où on a noté I a
n

a
n

b
n

b
nn = + +




∪ − −





1 2 2 1, , . 

 Ce qui prouve que Lim f f
n n→+∞

=  dans L I2 b g. 
 Pour montrer que Lim f f

n n→+∞
=  dans H I1b g , il reste à montrer que Lim f f

n n→+∞

′ = ′ . 

 D’après Q11 (a), on a, pour tout entier n, f f fn n n
′ = ′ + ′θ θ . 

 Montrons tout d’abord que Lim f
n n→+∞

′ =θ 0 dans L I2 b g. 
 On a θn I

f n f t dt
n

′ = z
2

2 2 2b g . Et en écrivant que f t f x dx
a

tb g b g= ′z  [Resp. 

f t f x dx
t

bb g b g= − ′z ] sur a
n

a
n

+ +L
NM

O
QP

1 2,  [Resp. b
n

b
n

− −L
NM

O
QP

2 1, ], du fait que 

f ab g = 0 [Resp. f bb g = 0], on déduit en utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz 
que : 
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θn a

t

a
n

a
n

t

b

b
n

b
n

a

a
n

a
n

a
n

b
n

b

b
n

b
n

f n f x dx dt n f x dx dt

n t a f x dxdt n b t f x dxdt

′ = ′ + ′

≤ − ′ + − ′

zz zz
zz zz

+

+

−

−

+

+

+

−−

−

2

2 2
2

1

2
2

2

2

1

2 2
2

1

2
2 2

22

1

b g b g

b g b g b g b g
 

 Soit : 

θn a

a
n

b
n

b

n
f f x dx f x dx′ ≤ ′ + ′ →

+

− →+∞z z
2

2 2
2

2
22 2 0b g b g  

 Enfin avec : 
θ θn a a

n
b

n
b na

n
a

n
b

n
b

n

a a
n

b
n

b a
n

a
n

b
n

b
n

n

f f f x dx f x f x dx

f x dx f x dx

′ − ′ = ′ + ′ − ′

≤ ′ + ′ →

+L
NM

O
QP∪ −L

NM
O
QP + +L

NM
O
QP∪ − −L

NM
O
QP

+L
NM

O
QP∪ −L

NM
O
QP + +L

NM
O
QP∪ − −L

NM
O
QP →+∞

z z
z z

2
2 2

1 1
2

1 2 2 1

2
1 1

2
1 2 2 14 0

b g b gb g b g

b g b g
, , , ,

, , , ,

 

on déduit que Lim f f
n n→+∞

′ = ′θ  dans L I2 b g. D’où le résultat. 

(d) Si f H I∈ 0
1b g  est telle que f H0

1 0= , alors ′ =f 0 presque partout et la relation  

f x f t dt
a

xb g b g= ′z  donne f = 0. Donc H0
1  est bien une norme sur H I0

1b g . 
 On a de manière évidente l’inégalité : 

∀ ∈ ≤f H I f fH H0
1

0
1 1b g,  

 Avec f x f t dt
a

xb g b g= ′z  et l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on déduit que 

f x x a fb g b g2

2
2≤ − ′  et f

b a
f2

2
2

2
2

2
≤

−
′

b g
, donc : 

f
b a

fH1

2

22
1≤

−
+ ′

b g
 

 Ce qui achève de prouver l’équivalence des deux normes. 
Remarque — La dernière inégalité est l’inégalité de Poincaré. 

Problème 49 : Problème de Dirichlet dans ] [H 1,10
1 −


 . 

      Agrégation 1994, extrait 

 On désigne par Λ l’intervalle ouvert ] [−11, . On note ( )L2 Λ  l’espace des 
(classes de) fonctions à valeurs réelles de carré intégrable sur Λ. On le munit du 
produit scalaire 

( ) ( ) ( )u v u x v x dx, =
−∫ 1

1
 

et de la norme ( )⋅ L2 Λ  associée à ce produit scalaire. On note ( )C∞ Λ  l’espace des 
fonctions indéfiniment dérivables sur Λ, on admettra que ( )C∞ Λ  est dense dans 

( )L2 Λ . 
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 On considère le problème de Dirichlet homogène, en dimension 1, qui consiste 
à chercher une fonction u continue sur Λ  vérifiant 

− ′′ + ⋅ =u a u f  presque partout dans Λ  (1) 
avec les conditions aux limites 

( ) ( )u u− = =1 1 0   (2) 
lorsque a est une fonction réelle continue ≥ 0  sur Λ  et f une fonction donnée 
dans ( )L2 Λ . 
Q1. Montrer que toute fonction v de ( )L2 Λ  est intégrable sur Λ et vérifie 

( ) ( )v x dx v L−∫ ≤
1

1
2 2 Λ  

Q2. On désigne par ( )H1 Λ  l’espace des (classes de) fonctions v de ( )L2 Λ pour 
lesquelles il existe un réel µ et une fonction w de ( )L2 Λ  tels que : 

( ) ( )v x w t dt
x

= +
−∫µ

1
 pour presque tout x ∈Λ  

 Montrer que le couple ( )w,µ  associé à la fonction v est unique. 
 La fonction w est alors appelée dérivée première (au sens généralisé) de v et 
notée ′v . 
 On munit l’espace ( )H1 Λ  de la norme 

( ) ( ) ( )( )v v vH L L1 2 2
2 2

1
2

Λ Λ Λ= + ′  
Q3. Montrer que l’espace ( )H1 Λ  est un espace de Hilbert. Vérifier également 
que l’espace ( )C∞ Λ  est dense dans ( )H1 Λ . A partir de la formule 

( ) ( ) ( )v x v y v t dt
y

x
= + ′∫  

prouver que toute fonction v de ( )H1 Λ  admet un représentant continu sur Λ  
vérifiant 

( ) ( )Sup v x v
x x

H
− ≤ ≤

≤
1

2 1 Λ  

Q4. On note ( )H0
1 Λ  l’adhérence dans ( )H1 Λ  de l’espace des fonctions de 

( )C∞ Λ  à support compact dans Λ. Montrer que toute fonction de ( )H0
1 Λ  

s’annule aux deux extrémités ±1 de Λ. Vérifier que l’espace ( )H0
1 Λ  est un 

espace de Hilbert. Montrer que la semi–norme 
( ) ( )v vH L1 2Λ Λ= ′  

est une norme sur l’espace ( )H0
1 Λ , équivalente à la norme ( )⋅ H1 Λ . 

Q5. On définit la forme bilinéaire ( )α ⋅ ⋅,  sur ( ) ( )H H1 1Λ Λ×  par la formule 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α u v u x v x dx a x u x v x dx, = ′ ′ +
− −∫ ∫1

1

1

1
 

 Montrer que la forme ( )α ⋅ ⋅,  est continue sur ( ) ( )H H1 1Λ Λ×  et que, pour toute 
fonction v de ( )H1 Λ , 

( ) ( )α v v v H, ≥ 1
2

Λ  
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Q6. On admettra que ( )H0
1 Λ  est exactement l’espace des fonctions de ( )H1 Λ  qui 

s’annulent en ±1. Montrer que toute fonction u deux fois continûment dérivable 
sur Λ  est solution du problème (1) (2) si et seulement si elle est solution du 
problème : trouver u dans ( )H0

1 Λ  tel que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ =
−∫v H u v f x v x dx0

1

1

1
4Λ , ,α  

 On considérera désormais uniquement le problème (4).  
Q7. On rappelle le théorème de Riesz (problème 47 Q5) : étant donné un espace 
de Hilbert H pour le produit scalaire ( )⋅ ⋅, H , pour toute forme linéaire l continue 
sur H, il existe un élément u de H tel que 

( ) ( )∀ ∈ =v H l v u v H, ,  
 Montrer en appliquant ce théorème que le problème (4) a une unique solution 
u dans ( )H0

1 Λ . 

Solution 

Q1. Voir le problème 48, Q1. 
Q2. Voir le problème 48, Q5. 
Q3. Voir le problème 48, Q10 et Q6. 
Q4. Voir le problème 48, Q12. 
Q5. Avec la continuité de la fonction a et l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on a 
pour tous u, v dans ( )H1 Λ  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )α u v u v a u vL L L L, ≤ ′ ′ + ∞2 2 2 2Λ Λ Λ Λ  

où on a noté ( )a Sup a t∞ =
Λ

. 

 On déduit alors que : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ × ≤ + ∞u v H H u v a u vH H, , ,1 1 1 1 1Λ Λ Λ Λα  

ce qui prouve la continuité de la forme bilinéaire α. 
 Pour toute fonction v de ( )H1 Λ , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α v v v a x v x dx v vL L H, = ′ + ≥ ′ =
−∫2 2 1

2 2

1

1 2 2
Λ Λ Λ  

du fait de la positivité de la fonction a sur Λ . 
Q6. Soit ( )u C∈ 2 Λ  solution au sens classique du problème de Dirichlet 
homogène (1) et (2). 
 La condition (2) et la dérivabilité de u entraînent que ( )u H∈ 0

1 Λ . 
 En multipliant les deux membres de l’égalité (1) par une fonction ϕ 
indéfiniment dérivable et à support compact dans Λ, puis en effectuant une 
intégration par parties, on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )′ ′ + =
− −∫ ∫u x x a x u x x dx f x x dxϕ ϕ ϕ

1

1

1

1
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 On a donc ( ) ( ) ( ) ( )α ϕ β ϕ ϕu f x x dx, = =
−∫ 1

1
 pour toute fonction ϕ indéfiniment 

dérivable et à support compact dans Λ. 
 Avec la densité, dans ( )H0

1 Λ , de l’ensemble des fonctions indéfiniment 
dérivables à support compact dans Λ et la continuité des applications α et β 
(l’inégalité de Cauchy–Schwarz nous dit que la forme linéaire β est bien définie et 
continue sur ( )L2 Λ  et donc qu’elle est continue sur ( )H1 Λ ), on déduit que u est 
bien solution de (4). 
 Réciproquement, soit ( ) ( )u H C∈ ∩0

1 2Λ Λ  solution de (4). La fonction u étant 
dans ( )H0

1 Λ  s’annule en –1 et en 1. Donc la condition (2) est vérifiée. 
 En appliquant (4) à une fonction ϕ indéfiniment dérivable et à support compact 
dans Λ, puis en effectuant une intégration par parties (la fonction u est de classe 
C2), on déduit que ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )− ′′ + − =

−∫ u x a x u x f x x dxϕ
1

1
0 . 

 Il en résulte alors que ( ) ( ) ( ) ( )− ′′ + − =u x a x u x f x 0  presque partout sur Λ 
(problème 48, Q3 (a)). 
Q7. L’inégalité établie en Q5 (coercivité de α sur ( ) ( )( )H

H0
1

1Λ
Λ

, ) entraîne que la 

forme bilinéaire symétrique α définit un produit scalaire sur ( )H0
1 Λ . De plus, 

avec la continuité (et la coercivité) de α, on déduit que la norme associée à ce 
produit scalaire est équivalente à ( )H1 Λ

 et à ( )⋅ H1 Λ . Il en résulte alors que 

( )( )H0
1 Λ ,α  est un espace de Hilbert. 

 D’autre part, pour toute fonction ( )f L∈ 2 Λ , la forme linéaire 

( ) ( )β:v f x v x dxa
−∫ 1

1
 est continue sur ( )H0

1 Λ  muni de ( )⋅ H1 Λ , elle est dons aussi 

continue sur ( )( )H0
1 Λ ,α . 

 On peut donc utiliser le théorème de Riesz pour conclure à l’existence d’une 
fonction ( )u H∈ 0

1 Λ  telle que ( ) ( )α βu v v, =  pour toute fonction ( )v H∈ 0
1 Λ . 

 Pour montrer l’unicité d’une telle solution, il suffit de considérer le cas où f = 0 
dans ( )L2 Λ . 

 Dans ce cas, on a ( ) ( ) ( )′ + =
− −∫ ∫u x dx a x u x dx2

1

1 2

1

1
0  et ( ) ( )u u x dxH1

2 2

1

1
0Λ = ′ =

−∫  

(la fonction a est positive). On en déduit alors que u = 0 dans ( )H0
1 Λ  ( ( )H1 Λ

 est 

une norme sur ( )H0
1 Λ ). 

 On a donc ainsi prouvé que le problème (4) admet une unique solution dans 
( )H0

1 Λ . 
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Problème 50 : Discrétisation par des polynômes du problème de 
      Dirichlet dans ] [H 1,10

1 −

 . Agrégation 1994, extrait 

 Ce problème utilise les notations et résultats du problème 49. 
 Pour tout entier n ≥ 0 , on note ( )IPn Λ  l’espace des restrictions à Λ des 
polynômes à une variable de degré ≤ n . On note ( )IPn

0 Λ  l’espace des polynômes 
de ( )IPn Λ  qui s’annulent aux deux extrémités de Λ. 
 Soit N un entier ≥ 3  fixé. Le premier problème discret consiste à trouver uN 
dans ( )IPn

0 Λ  tel que  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ =
−∫v IP u v f x v x dxN N N N N

0

1

1
1Λ , ,α  

Q1. Indiquer la dimension des espaces ( )IPn Λ  et ( )IPn
0 Λ . Montrer que le 

problème (1) admet une solution unique uN dans ( )IPn
0 Λ . 

Q2. Pour un polynôme vN quelconque dans ( )IPn
0 Λ , calculer la quantité 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )′ − ′ ′ + −
− −∫ ∫u u x v x dx a x u u x v x dxN N N N1

1

1

1
 

où u et uN sont respectivement les solutions des problèmes (4) de l’énoncé 49 et 
(1) de cet énoncé. En déduire l’existence d’une constante c positive indépendante 
de N telle qu’on ait la relation suivante entre la solution u du problème (4) de 
l’énoncé 49 et la solution uN du problème (1) de cet énoncé : 

( ) ( ) ( )u u c Inf u vN H
v IP

N H
N N

− ≤ −
∈

1
0

1Λ
Λ

Λ  

 On rappelle qu’il existe une unique famille ( )Ln n IN∈  de polynômes, appelés 

polynômes de Legendre, qui sont deux à deux orthogonaux dans ( )L2 Λ  pour le 
produit scalaire ( )⋅ ⋅,  et tels que chaque polynôme Ln soit de degré n et vérifie 

( )Ln 1 1= . 
Q3. Montrer que l’équation différentielle suivante est satisfaite par tout polynôme 
Ln, n IN∈  : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 22− ′
′

+ + =x L x n n L xn n  

(on pourra vérifier que ( )( )1 2− ′
′

x Ln  est orthogonal dans ( )L2 Λ  à tous les 

polynômes de degré ≤ −n 1). Puis, pour tous entiers positifs m et n, calculer 

( ) ( )( )′ ′ −
−∫ L x L x x dxm n 1 2

1

1
 en fonction de [ ]Ln L2

2
Λ

. 

Q4. Montrer que les polynômes Ln, n IN∈ , forment une famille totale de ( )L2 Λ . 
On note π N  l’opérateur de projection orthogonale de ( )L2 Λ  sur ( )IPn Λ  pour le 
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produit scalaire ( )⋅ ⋅, . Etant donnée une fonction v de ( )L2 Λ , écrire le 
développement de ( )π N v  dans la base { }L n Nn , 0 ≤ ≤  en fonction de v. 
Q5. On note A l’opérateur  

( )( )Av x v= − − ′
′

1 2  

 Montrer que, pour toutes fonctions u et v deux fois continûment dérivables sur 
Λ , on a 

( )( ) ( ) ( )( )( )Au x v x dx u x Av x dx
− −∫ ∫=1

1

1

1
 et ( )( ) ( )Au x u x dx

−∫ ≥
1

1
0  

Q6. A partir de l’espace ( )H1 Λ , on définit les espaces ( )H m Λ  pour tout entier 
m ≥ 2  par la formule de récurrence 

( ) ( ){ }H v H v Hm m mΛ Λ= ∈ ′ ∈− −1 1;  

 On note aussi ( )H 0 Λ  l’espace ( )L2 Λ . On introduit la notation dm pour la 
dérivée (au sens généralisé) d’ordre m pour toute fonction v de ( )H m Λ  : 

d v v0 =  et ( )d v d vm m=
′−1  si m ≥ 1 . 

 On munit l’espace ( )H m Λ  de la norme 

( ) ( )v d vH
l

L
l

m

m Λ Λ=








=
∑ 2

2

0

1
2

 

 Montrer que, pour tout entier k ≥ 0 , l’opérateur A est continu de ( )H k+2 Λ  
dans ( )H k Λ . 
 On munit également l’espace ( )H m Λ  de la norme (A0 désigne l’opérateur 
identité) 

( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
v

v A v si m est un entier pair égal à k

v A v x x dx si m est un entier impair égal à k
D

L
k

L

L
k

m Λ

Λ Λ

Λ

=

+

+
′



 −⌠

⌡








 +













−

2 2

2

2 2
1
2

2
2

2

1

1
1
2

2

1 2 1

 

 Montrer que, pour tout entier m ≥ 1, il existe une constante c positive telle que, 
pour toute fonction v de ( )H m Λ , 

( ) ( )v c vD Hm mΛ Λ≤  
Q7. Démontrer la majoration suivante : pour tout entier m ≥ 1 et pour toute 
fonction v de ( )H m Λ , 

( )
( ) ( )v v N vN L

m
Dm− ≤ −π 2 Λ Λ  

 On traitera séparément les cas où m est pair et impair : 
— dans le cas où m est pair égal à 2k, on calculera les coefficients de A vk  dans 
la famille des Ln, n IN∈ , en fonction de ceux de v, à partir de l’équation (2) ; 
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— dans le cas où m est impair égal à 2k + 1, on calculera les coefficients de 

( )A vk ′  dans la famille des ′Ln , n ≥ 1 , dont on montrera qu’elle est une base 
orthogonale de l’espace des (classes de) fonctions de carré intégrable pour la 
mesure ( )1 2− x dx  sur Λ. 
Q8. On définit l’opérateur πN

1  sur les fonctions de ( )H0
1 Λ  par la formule 

( )( )( ) ( )( )( )π πN N

x
v x v t dt1

11
= ′−−∫  

 Démontrer que l’opérateur πN
1  envoie ( )H0

1 Λ  sur ( )IPn
0 Λ . Etablir la 

majoration suivante : pour tout entier m ≥ 1, il existe une constante c positive 
indépendante de N telle que, pour toute fonction v de ( ) ( )H H m

0
1 Λ Λ∩ , 

( ) ( ) ( ) ( )v v cN vN H
m

Dm− ≤ ′−
−π 1 1

1 1 3
Λ Λ  

Q9. Etablir également la majoration suivante : pour tout entier m ≥ 1, il existe 
une constante c positive indépendante de N telle que, pour toute fonction v de 

( ) ( )H H m
0
1 Λ Λ∩ , 

( ) ( ) ( ) ( )v v cN vN L
m

Dm− ≤ ′−
−π 1

2 1 4
Λ Λ  

 On pourra introduire la fonction w de ( )H0
1 Λ  dont la dérivée seconde est 

égale à ( )v vN−π 1  et montrer que 

( )( ) ( )∫ ( )( )
( )

( )( )
( )

v v x dx v v w wN N
L

N
L

− ≤ ′ −
′

′ −
′

−
π π π1 2

1

1 1 1

2 2Λ Λ

 

Q10. Etant donnée une fonction v de ( )H1 Λ , on pose 

( ) ( ) ( ) ( )v x v x
x

v
x

v0

1
2

1
1

2
1= −

−
− −

+
 

et on étend l’opérateur πN
1  à ( )H1 Λ  par la formule 

( ) ( ) ( ) ( )π πN Nv v
x

v
x

v1 1
0

1
2

1
1

2
1= +

−
− +

+
 

 Montrer que, pour tout entier m ≥ 1, l’application : v va 0  est continue de 
( )H m Λ  dans ( ) ( )H H m

0
1 Λ Λ∩ . Démontrer un analogue des majorations (3) et (4) 

qui soit vrai pour toute fonction v de ( )H m Λ , m ≥ 1. 
Q11. On suppose la solution u du problème (1) de l’énoncé 49 dans ( )H m Λ , pour 
un entier m ≥ 1 donné. Etablir la majoration d’erreur suivante entre la solution u 
du problème (1) de l’énoncé 49 et la solution uN du problème (1) de cet énoncé : il 
existe une constante c positive indépendante de N telle que 

( ) ( )u u cN uN H
m

Dm− ≤ ′−
−1 1

1
Λ Λ  
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Solution 

Q1. On a ( )( )Dim IP NN Λ = +1 et ( )( )Dim IP NN
0 1Λ = −  du fait que tout 

polynôme P de ( )IPN
0 Λ  peut s’écrire ( )P x Q= +2 1  avec Q de degré inférieur ou 

égal à N – 2. 
 En désignant par { }ϕ j j N; 1 1≤ ≤ −  une base de ( )IPN

0 Λ  et en écrivant le 

polynôme uN de ( )IPN
0 Λ  sous la forme uN j j

j

N

=
=

−

∑λ ϕ
1

1

, on voit que le problème (1) 

est équivalent à la résolution du système linéaire de N – 1 équations à N – 1 
inconnues : 

( ) ( ) ( ) ( )α ϕ ϕ λ ϕi j j
j

N

if x x dx i N,
=

−

−∑ ∫= ≤ ≤ −
1

1

1

1
1 1  

 La matrice de ce système est celle du produit scalaire α dans la base 

{ }ϕ j j N; 1 1≤ ≤ − , elle est donc non dégénérée et le système admet une unique 
solution. 
 On a donc ainsi prouvé que le problème (1) admet une unique solution dans 

( )IPN
0 Λ . 

Q2. Les équations (4) du problème 49 et (1) de ce problème appliquées à une 
fonction ( ) ( )v IP HN N∈ ⊂0

0
1Λ Λ  donnent : 

( ) ( ) ( ) ( )α αu v f x v x dx u vN N N N, ,= =
−∫ 1

1
 

 On déduit alors que ( )α u u vN N− =, 0 , c'est-à-dire que : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )∀ ∈ ′ − ′ ′ + − =
− −∫ ∫v IP u u x v x dx a x u u x v x dxN N N N N N

0

1

1

1

1
0Λ ,  

 Avec l’inégalité triangulaire, on a : 
( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ − ≤ − + −v IP u u u v v uN N N H N H N N H

0
1 1 1Λ
Λ Λ Λ

,  

 D’autre part, en utilisant l’équivalence des normes ( )H1 Λ
 et ( )⋅ H1 Λ  sur ( )H0

1 Λ  

(problème 49 Q4) et la coercivité de α (problème 49 Q5), on peut écrire que : 

( ) ( ) ( )v u c v u c v u v uN N H N N H N N N N− ≤ − ≤ − −1 1
2

1
2

1Λ Λ
α ,  

avec : 
( ) ( ) ( ) ( )α α α αv u v u v u v u u u v u v u v uN N N N N N N N N N N N N− − = − − + − − = − −, , , ,

 
 Avec la continuité de α, on a ( ) ( ) ( )α v u v u c v u v uN N N N H N N H

− − ≤ − −, 2 1 1Λ Λ
. 

 Ce qui donne en définitive : 

( ) ( )v u c c v uN N H N H
− ≤ −1 11 2Λ Λ

 

et : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ − ≤ + − = −v IP u u c c u v c u vN N N H N H N H

0
1 21 1 11Λ

Λ Λ Λ
,  
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 Ce qui entraîne : 

( ) ( ) ( )u u c Inf u vN H
v IP

N H
N N

− ≤ −
∈

1
0

1Λ
Λ

Λ  

la constante c étant indépendante de N. 
Q3. Deux intégrations par parties successives permettent d’écrire, pour tout 
polynôme P de degré inférieur ou égal à n – 1 : 

( )( ) ( ) ( )∫ ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )∫

1 1

1 0

2

1

1
2

1

1

2

1

1

− ′
′

= − ′ − ′

= − ′
′

=

− −

−

∫x L x P x dx L x x P x dx

L x x P x dx

n n

n

 

(le polynôme ( )1 2− ′x P  est de degré strictement inférieur à n). 

 Le polynôme ( )( )1 2− ′
′

x Ln  est donc orthogonal, dans ( )L2 Λ , à tous les 
polynômes de degré inférieur ou égal à n – 1. Ce polynôme étant de degré 
exactement n, on déduit qu’il est proportionnel à Ln (unicité des Ln). C'est-à-dire 

qu’il existe une constante λn telle que ( )( )1 2− ′
′
=x L Ln n nλ . L’identification des 

coefficients de xn donne immédiatement ( )λn n n= − +1 . 
 On a donc ainsi prouvé que Ln est solution de l’équation différentielle (2). 
 En effectuant une intégration par parties puis en utilisant cette équation 
différentielle, on a : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ( ) ( ) ( )′ ′ − = − ′ −
′

= +
− − −∫ ∫L x L x x dx L x L x x dx n n L x L x dxm n m n m n1 1 12

1

1 2

1

1

1

1
 

 Soit : 

( ) ( )( )
( )

( )′ ′ − =
+ =

≠






−∫ L x L x x dx

n n L n m

n m
m n

n
L1

1

0
2

1

1
2

2 Λ

 si 

 si 
 

Q4. (a) On sait déjà que les polynômes de Legendre sont orthogonaux deux à 
deux. Pour montrer qu’ils forment une famille totale il reste à montrer que 
l’espace vectoriel qu’ils engendrent est dense dans ( )L2 Λ , ce qui revient à 
montrer que le sous espace vectoriel ( )IP Λ  de ( )L2 Λ  formé des fonctions 
polynomiales est dense dans ( )L2 Λ . 

 On sait que ( )C∞ Λ  est dense dans ( ) ( )( )L
L

2
2Λ
Λ

,  et que ( )IP Λ  est dense 

dans ( )( )C∞
∞

Λ ,  (théorème de Stone–Weierstrass). Donc pour toute fonction 

( )f L∈ 2 Λ  et pour tout réel ε > 0, on peut trouver une fonction ( )ϕ ∈ ∞C Λ  et un 
polynôme ( )P IP∈ Λ  tels que : 

f − ≤ϕ ε
2

 et P − ≤
∞

ϕ ε  
 On a alors : 

( )f P f P P− ≤ − + − ≤ + − ≤ +
∞2 2 2

2 1 2ϕ ϕ ε ϕ ε  
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 D’où le résultat. 
(b) La famille des polynômes de Legendre étant totale dans ( )L2 Λ , toute fonction 

( )v L∈ 2 Λ  peut se décomposer sous la forme v c Ln n
n

=
=

+∞

∑
0

, les coefficients (de 

Fourier) cn étant donnés par : 

( )

( ) ( ) ( )c
L

v x L x dx n INn
n

n

L

= ∈
−∫

1

2

2 1

1

Λ

 

 La projection orthogonale de v sur ( )IPN Λ  est alors donné par (voir le 
problème 47 Q3) : 

( )π N n n
n

N

v c L=
=
∑

0
 

Q5. Soient u et v deux fonctions dans ( )C2 Λ . En effectuant deux intégrations par 
parties, on a : 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )Au x v x dx u x v x x dx u x Av x dx
− − −∫ ∫ ∫= ′ ′ − =

1

1 2

1

1

1

1
1  

 Pour u = v, une intégration par parties donne : 
( )( ) ( ) ( ) ( )Au x u x dx u x x dx

− −∫ ∫= ′ − ≥
1

1 2 2

1

1
1 0  

Q6. (a) L’opérateur A est aussi défini sur ( )H k+2 Λ , pour tout entier k ≥ 0 , avec : 

( ) ( )( ) ( ) ( )∀ ∈ = − − ′
′
= ′ − − ′′ ∈+v H Av x v xv x v Hk k2 2 21 2 1Λ Λ,  

la formule de Leibnitz étant encore valable pour les dérivées généralisées (voir le 
problème 48 Q11 (a)). 
 Par récurrence sur { }l k∈ 0, ,L , on vérifie que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ = + + + − − ∈+ + + −v H d Av l l d v l xd v x d v Hk l l l l k l2 1 2 21 2 1 1Λ Λ,  
et : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )

d Av l l d v l d v d v

l l v

l
L

l
L

l
L

l
L

H k

2 2 2 2

2

1 2 1

2 1 1

1 2
Λ Λ Λ Λ

Λ

≤ + + + +

≤ + + +

+ +

+

 

 La continuité de A en résulte alors immédiatement. 
(b) Soit m k= 2  un entier pair. L’itérée Ak étant continue de ( )H m Λ  dans ( )L2 Λ , 
on peut trouver une constante c1 telle que : 

( ) ( ) ( )∀ ∈ ≤v H A v c vm k
L HmΛ

Λ Λ, 2 1  

et on a alors : 
( ) ( ) ( )∀ ∈ ≤ +v H v c vm

D Hm mΛ Λ Λ, 1 1
2  

(c) Soit m k= +2 1 un entier impair. L’itérée Ak étant continue de ( )H m Λ  dans 
( )H1 Λ , on peut trouver une constante c2 telle que : 

( ) ( ) ( )∀ ∈ ≤v H A v c vm k
H HmΛ

Λ Λ, 1 2  

 Avec : 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )A v x x dx A v x dx A v A vk k k

L

k
H

′



 −⌠

⌡
≤

′





⌠
⌡

=
′

≤
− −

2
2

1

1 2

1

1 2
2

1
2

1

Λ
Λ  

on déduit alors que : 
( ) ( ) ( )∀ ∈ ≤ +v H v c vm

D Hm mΛ Λ Λ, 1 2
2  

Q7. Pour toute fonction ( )v Hm∈ Λ , on a v c Ln n
n

=
=

+∞

∑
0

 et A v d Lk
n n

n
=

=

+∞

∑
0

, la 

convergence de ces séries ayant lieu dans ( )L2 Λ . Les coefficients dn sont donnés 
par : 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )d
L

A v x L x dx
L

v x A L x dx n INn
n L

k
n

n L

k
n= = ∈

− −∫ ∫
1 1

2 2

2 1

1

2 1

1

Λ Λ

 

(les résultats de Q5 sont encore valables dans ( )H1 Λ  du fait de la densité de 
( )C∞ Λ  dans ( )H1 Λ  et de la continuité de l’opérateur A et du produit scalaire de 
( )L2 Λ ). 

 L’équation différentielle vérifiée par les polynômes de Legendre (équation (2) 
de Q3) peut s’écrire ( )AL n n Ln n= +1 . On a donc ( )A L n n Lk

n
k k

n= +1  et les 
coefficients dn sont donnés par : 

( ) ( )d n n c n INn
k k

n= + ∈1  
(a) Soit m k= 2  un entier pair. 
 On déduit des calculs qui précédent que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

v v c L
d

n n
L

N N
d L

N N
A v

N L n n L
n N

n
k k n L

n N

k k n n L
n

k k
k

L

− = =
+

≤
+

=
+

= +

+∞

= +

+∞

=

+∞

∑ ∑

∑

π 2 2 2

2 2

2 2 2

1

2

2 2
2

1

2 2
2 2

0
2 2

2

1
1

1
1

1

Λ Λ Λ

Λ Λ

 

et : 
( ) ( )

( ) ( )∀ ∈ − ≤ −v H v v N vm
N L

m
DmΛ

Λ Λ, π 2  

(b) Soit m k= +2 1 un entier impair. 
 Pour n ≥ 1, le polynôme ′Ln  est de degré n – 1. La famille des ′Ln  ( n ≥ 1) 
forme donc une base de ( )IP Λ  et comme pour les polynômes de Legendre, on 
déduit que l’espace vectoriel engendré par les ′Ln  ( n ≥ 1) est dense dans 

( ) ( )( )L
L

2
2Λ
Λ

, . 

 D’autre part, pour n, m dans { }IN − 0 , une intégration par parties donne : 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )′ ′ − = = +
− −∫ ∫L x L x x dx L x AL x dx m m L Ln m n m n m1 12

1

1

1

1
,  

 On déduit donc que la famille des ′Ln  ( n ≥ 1) forme une base orthogonale de 
( )L2 Λ  pour la mesure ( )1 2− x dx . 

 La fonction ( ) ( )A v Lk ′
∈ 2 Λ  peut alors se décomposer sous la forme : 
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( )A v e Lk
n n

n

′
= ′

=

+∞

∑
1

 

avec : 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )∫

( ) ( )

( )( )( )( )
( )

( )( ) ( )

e
n n L

A v x L x x dx

n n L
A v x AL x dx

L
A v x L x dx d

n
n L

k
n

n L

k
n

n L

k
n n

=
+

′
′ −

=
+

= =

−

− −∫ ∫

1
1

1

1
1

1
2

2 2

2
2

1

1

2 1

1

2 1

1

Λ

Λ Λ

 

(notations du (a)). 
 On a alors : 

( ) ( )( ) ( ) ( )A v x x dx d n n Lk
n n L

n

′



 −

⌠

⌡
= +

− =

+∞

∑
2

2

1

1
2 2

1
1 1 2 Λ

 

et : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

v v
d

n n
n n L

N N
d n n L

N N
v

N L
n

k k n L
n N

k k n n L
n

k k Dm

− =
+

+

≤
+

+ ≤
+

+ +
= +

+∞

+ +
=

+∞

+ +

∑

∑

π 2 2

2

2
2

2 1 2 1
2

1

2 1 2 1
2 2

1
2 1 2 1

2

1
1

1
1

1
1

1

Λ Λ

Λ Λ

 
 C'est-à-dire que : 

( ) ( )
( ) ( )∀ ∈ − ≤ −v H v v N vm

N L
m

DmΛ
Λ Λ, π 2  

Q8. (a) Pour ( )v H∈ 1 Λ , on a ( ) ( )πN n n
n

N

Nv c L IP−
=

−

−′ = ′ ∈∑1
0

1

1 Λ  et ( ) ( )πN Nv IP1 ∈ Λ . 

De plus il est clair que ( )( )πN v1 1 0− = . 
 Avec l’orthogonalité des polynômes de Legendre, on peut écrire que : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )πN n n
n

N

L
v t dt c L L c L v t dt v v−−

=

−

−
′ = ′ = ′ = ′ = − −∫ ∑ ∫11

1

0
0

1

0 0
2

1

1
2 1 1,
Λ

 

et dans le cas particulier où ( )v H∈ 0
1 Λ , on en déduit que ( )( )πN v1 1 0= . 

 On a donc ( )( ) ( )πN NH IP1
0
1 0Λ Λ⊂ . 

 (b) En remarquant que ( )πN v v1 =  pour tout polynôme ( )v IP
N

∈ 0 Λ , on déduit 

que πN
1  est surjective. 

 (c) Dans le problème 49, on a montré que la semi–norme ( ) ( )v vH L1 2Λ Λ= ′  est 
une norme sur ( )H0

1 Λ , équivalente à la norme ( )⋅ H1 Λ . Il existe donc une constante 
positive c telle que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ − ≤ − = ′ − ′−v H v v c v v c v vN H N H N L0
1 1 1

11 1 2Λ
Λ Λ Λ

, π π π  

( ( ) ( )v v HN− ∈π 1
0
1 Λ  d’après (a)). 

 Si ( ) ( )v H H m∈ ∩0
1 Λ Λ , alors ( )′ ∈ −v H m 1 Λ  et avec l’inégalité de Q7, on a : 
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( ) ( )
( )

( )′ − ′ ≤ ′−
− −

−v v N vN L
m

Dmπ 1
1

2 1
Λ Λ  

et : 
( )

( ) ( )v v cN v
N

m
H

m
D− ≤ ′−

−π 1 1
1

1
Λ Λ  

Q9. Soit ( )v H∈ 0
1 Λ . La fonction ( )v v

N
−π 1  est dans ( )H0

1 Λ  et la fonction w1 

définie par ( ) ( )( )( )w x v v t dtN

x

1
1

1
= −

−∫ π  est dans ( )H 2 Λ  avec ( )′ = −w v vN1
1π . La 

fonction w définie par ( ) ( ) ( )w x w t dt x
x

= + +
−∫ 11

1γ  où γ est tel que ( )w 1 0=  

( ( )γ = −
−∫

1
2 11

1
w t dt ) est dans ( ) ( )H H0

1 3Λ Λ∩  et vérifie ( )′′= −w v vN1
1π . 

 En effectuant une intégration par parties, on a : 
( )

( )
( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )∫ ( )( )( ) ( )

v v v v x w x dx

v v x w x dx v v x w x dx

N N

N N

L

− = − ′′

= − −
′

′ = − ′ − ′ ′

−

−
−−

∫

∫

π π

π π

1 2 1

1

1

1

1

1

11

1

2 Λ  

 Mais, par définition de la projection orthogonale, ( ) ( )′ − ′ ∈− −
⊥v v IPN Nπ 1 1 Λ , 

donc ( )( )( ) ( )( )′ − ′ ′ =− −−∫ v v x w x dxN Nπ π1 11

1
0  et on peut écrire que : 

( )
( )

( )( )( ) ( )( )( )v v v v x w w x dxN N N
L

− = ′ − ′ ′ − ′− −−∫π π π1 2
1 11

1

2 Λ

 

 Puis en utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on déduit que : 
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )v v v v w wN N L N L

L

− ≤ ′ − ′ ′ − ′− −π π π1 2
1 1

2
2 2

Λ
Λ Λ

 

 Soit : 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

v v v v w wN
L LL

N N
− ≤ ′ − ′ ′ − ′π π π1 2 1 1

2 2 2Λ Λ Λ
 

 Si de plus ( )v H m∈ Λ , on déduit alors de (3) que : 
( )

( )
( ) ( )v v c N v c N wN

m
D D

L

m− ≤ ′ ′− −
− −π 1 2

1
1

1
1 3

2
1 3 1

Λ
Λ Λ  

 Avec ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ≤ ′ ≤ ≤ −w c w c w c c v vD H H N H
2 2 3 12 2 2 3

1
Λ Λ Λ Λ

π , on déduit que : 

( )
( )

( ) ( ) ( )v v c N v v vN
m

D N H
L

m− ≤ ′ −− −
−π π1 2

4
1 1

2
1 1

Λ
Λ Λ

 

 Enfin, en utilisant l’inégalité (3), on aboutit à ( )
( ) ( )

v v c N vN
m

L Dm
− ≤ ′−

−
π 1 2

5
2 2

2 1
Λ Λ

, 

soit : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ ∩ − ≤ ′−

−v H H v v cN vm
N L

m
Dm0

1 1
2 1Λ Λ
Λ Λ, π  

Q10. (a) Il est clair que ( ) ( )v H H m
0 0

1∈ ∩Λ Λ , pour toute fonction ( )v H m∈ Λ . 
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 Avec ( ) ( ) ( ) ( ){ }v v
v

x x
H H H Hm m m m0 2

1 1
Λ Λ Λ Λ≤ + − + +∞  et ( )v v H∞ ≤ 2 1 Λ  

(problème 49, Q3), on déduit que l’application v va 0  est linéaire continue 
( ( ) ( )v vH Hm1 Λ Λ≤ ). 

(b) On a ( ) ( )v v v vN N− = −π π1
0

1
0  et en utilisant les majorations (3) et (4) : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )v v N v v c N vN H N L
m

Dm0
1

0 0
1

0 6
1

01 2 1− + − ≤ ′−
−π π

Λ Λ Λ
 

avec ( ) ( )′ ≤ ′− −v c v
D Hm m0 7 01 1Λ Λ

 (Q6) et ( ) ( )′ ≤−v v
H Hm m0 01 Λ Λ

. Ce qui donne : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )v v N v v c N vN H N L
m

Hm− + − ≤ −π π1 1
8

1
01 2Λ Λ Λ

 

 Et avec la continuité de v va 0  : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )v v N v v cN vN H N L

m
Hm− + − ≤ −π π1 1 1

1 2Λ Λ Λ  

Q11. On a ( ) ( ) ( )u u c Inf u vN H
v IP

N H
N N

− ≤ −
∈

1
0

19Λ
Λ

Λ
 (Q2), donc : 

( ) ( ) ( )u u c u uN H N H
− ≤ −1 19

1
Λ Λ

π  

et avec la majoration (3) : 

( ) ( )u u cN uN H
m

Dm− ≤ ′−
−1 1

1
Λ Λ  
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