J. E. ROMBALDI

Problemes corriges
d'Analyse Numérique

( Deuxiéme cycle universitaire, Agrégation )

Fevrier 1996



TABLE DES MATIERES

COMEEIILS .....oooviiiiiiiiiiiiiiieieeee ettt ettt et e e et ee et et et e e e e e e e e ee e e e ee s e eaeae e s e s eeeessasasesasasasesasesasaees viil

W N 1 1L 4 1) 1 1L ix

Chapitre 1 : Compléments sur le calcul matriciel

Probléme 1 : Normes matricielles iNAUITES...............ccccueiceeiiiiiiiiiiii et 1
Probleme 2 : Valeurs propres et rayon spectral d'une matrice..................ccc.cceuvevunnnn.. 8
Probleme 3 : Localisation des valeurs propres...............ccocceveeeeievieesiveeiieesieennnens 10
Probléme 4 : Le quotient de RaplEigh ................cccocovvviiiiiiiiiieiieciecieee e 14
Probléeme 5 : Matrices tridiagonales. Agrégation 1993, extrait...............ccccceoevannn... 17
Probleme 6 : Conditionnement d’un systeme [INEaire.....................ccccoevvevceeeeienennnnn. 20

Probleme 7 : Conditionnement du probléeme de valeurs propres
pour les matrices Symetriques réelles .............ccovvvvvivviiieiiiaveaniennnane. 23
Probléme 8 : Dérivabilité des valeurs propres d’une fonction matricielle
€1 AIMENSION 2.ttt 26

Probleme 9 : Matrices de Hessenberg et tridiagonales...................ccccccevevcvieeninennnnn. 29

Chapitre 2 : Résolution de systémes linéaires. Déterminants et inverses

Probléeme 10 : Matrices de HilDert ..............ccooooiuiioiiiiiiiiiieieeeeeeee e 33
Probleme 11 : Polynomes de Legendre et matrices de Hilbert ..................cc.cccuvenn.... 35
Probleme 12 : Systeme tridiagonal. Agrégation 1993, extrait ..............ccccceveveveennnn.n. 38
Probléme 13 : Systeme tridia@onal.................cccccoeieviiiiiiieiiiiiiiieeieeieeie e 40
Probléeme 14 : Méthodes itératives de résolution des systémes linéaires. .................... 45
Probleme 15 : Méthodes itératives sur une matrice particuliére ...................ccc........ 51
Probléme 16 : Méthode de relaxation ...................cccccouieveeniiiiiiiiiiieiieiieseeee e, 56

Probléme 17 : Méthode de relaxation pour les matrices tridiagonales

SYMEriques definies POSIIIVES ..........cccccceeeeeeeieiieeieeie e 59
Chapitre 3 : Valeurs et vecteurs propres

Probléeme 18 : Méthode de la puissance itérée et de déflation...................cc.covvennnnn.. 63



Table des matieres

vi
Probleme 19 : Méthode de Jacobi pour les matrices Symeétriques ..............ccc.coveeenn.n. 69
Probléme 20 : Tridiagonalisation d 'une matrice symétrique.
Méthode de Householder ...................c.ccoooioioiiiiiiiiiiiiiieiieieee, 77
Probleme 21 : Méthode de Givens pour les matrices tridiagonales............................. 81
Probleme 22 : Une méthode homotopique de calcul des
valeurs propres d’une matrice tridiagonale ................c.ccoccevvenunnnnnn, 88
Probléme 23 : Méthode Q-R. Agrégation 1981, extrait ...........ccoccevcvevcevceicsacnannne. 93
Probleme 24 : Rayon spectral et majorations de normes matricielles.
Agregation 1980, eXtrAit...........c...ccovevvveeiieiciiieeiieeciie e, 103
Chapitre 4 : Equations et systémes d’équations non linéaires
Probléme 25 : Polynomes orthogonaux et matrices tridiagonales............................. 109
Probleme 26 : Inégalités de Newton et racines réelles d’'un polynéme...................... 117
Probleme 27 : Méthode de Newton—Maehly...............ccccccoeeveiievieeniieaiieaeiieeeeanens 124
Probléme 28 : Perturbation d’un polynome. Influence sur les racines.
Agrégation 1995, eXtrail...........ccocoeiveiieiiiiiieiieeeeee e 127
Probleme 29 : Transformation de Schur et localisation des zéros
d’un polynome complexe. Agrégation 1995, extrait.............c........... 131
Probleme 30 : Méthode de Newton—Kantorovitch ................cccoccevoeioievincinoenccieenn, 136
Probléme 31 : Calcul de l'inverse d’une matrice. Méthode de Schulz....................... 139
Probleme 32 : Racine carrée d’une matrice complexe................c..ccocevevvveeineecreeann.. 141
Chapitre 5 : Approximation polynomiale des fonctions numériques
Probléme 33 : Polynomes d’interpolation d’ Hermite .................cccoovevvvevveeieacnnannns 152
Probléme 34 : Polynomes d’interpolation de Fejer—Hermite ...............cc.cccoccveueen... 157
Probleme 35 : Polynomes de BernStein................ccccooevuveveuieiceieeiieeeieeeeie e 160
Probléme 36 : Théoréme de KOFOVKIN .............c.ccccoviiiiiiiiiiiiiiiiiet e 169
Probléme 37 : Interpolation Spline CubIiGUE ................cc.cccoevevevieniieiieaiiiaiieiieieairens 171
Probléme 38 : Fonctions splines d’ajustement. Agrégation 1974, extrait ................ 179
Chapitre 6 : Calcul approché des intégrales
Probleme 39 : Méthodes de Newton—Cotes...........cc.cccvevcuveecueieiiiianiiiesiieeiieeeieeennes 192
Probléme 40 : Méthode de ROMDErg ...............ccoocveviiiiiiaiiiiiaiieeieeieee e 202
Probleme 41 : Méthodes de GAUSS ..................cccoooveeieeieciieeieeecieeeeeeeee e 207
Probleme 42 : Transformation de Fourier discrete.



Table des matieres Vil

Algorithme de Cooley et Tukey............cc.ccoeveveeviieniiiiiiiieeieeeeennen. 215
Probléme 43 : Transformation de Fourier discreéte.

Agrégation 1993, eXtrail...........ccocvueioiiiiiiiiieiieeeeee e 222
Chapitre 7 : Systémes différentiels

Probleme 44 : Probleme de Cauchy. Méthodes G Un pas...............cccoeecveeecevencnnnane.. 226
Probléme 45 : Ordre d’une méthode a un pas. Méthode RK4...............c.ccccccuveuvaune.. 232
Probleme 46 : Méthode de différentiation rétrograde de Gear.

Agrégation 1980, eXtrail..............ccccoovvveeeiieciiieeiiieiieeeree e 238

Chapitre 8 : Analyse fonctionnelle

Probléme 47 : Théoréme de projection sur un convexe fermé dans un

espace de Hilbert. Applications ..............cc.ccoecuevceiciiiiiiiiiniieeene 251
Probléme 48 : L’espace de Sobolev H' (]a,b[) ......................................................... 261

Probléme 49 : Probleme de Dirichlet dans HS(]— 1,1[) . Agrégation 1994, extrait.... 272

Probleme 50 : Discrétisation par des polynomes du probleme de Dirichlet

dans H(;(]— 1,1[) . Agrégation 1994, extrait...........ccccceeveienvenennnnnne. 276



CHAPITRE 1

Compléments sur le calcul matriciel

Probleme 1 : Normes vectorielles et normes matricielles induites

On rappelle que dans un espace métrique une partie K est compacte si et
seulement si elle est séquentiellement compacte, c’est-a-dire que de toute suite de
points de K on peut extraire une sous suite qui converge vers un élément de K
(propriété de Bolzano-Weierstrass).

Soit (E , ||) un espace vectoriel normé sur IR ou C. On note :
B' ={xeE, |x|<1}
sa boule unité et
S'={xeE, |x|=1]

sa sphere unite.
Q1. On suppose que E est de dimension finie et on désigne par {e1 ,€, ,-~~,en} une
base de E.

Pour tout x = ixiei € E, on note ||x||w = Max{|xl. ; 1<i< n} et B. [Resp. S.]

i=1
la boule [Resp. sphere] unité de E pour || ||w

)

(b) Montrer que pour toute norme || || sur E, ’application x +— ||x|| est continue de
(E, ||w) dans IR

(c) Montrer que toutes les normes sur E sont équivalentes.
(d) Montrer que B' et S' sont compactes dans (E ,

(a) Montrer que B. et S' sont compactes dans (E ,

), pour toute norme sur E.

Q2. E n’est plus nécessairement de dimension finie.
(a) Montrer que si F est un sous espace vectoriel fermé de E, distinct de E, alors :
Ve>0, Ixe S d(x,F):Inf{”x—y ; yeF}Zl—s
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(b) En déduire que E est de dimension finie si et seulement si sa boule unité B' est
|) (théoréme de Riesz).

compacte dans (E ,

Soit xH”x” une norme vectorielle sur C" avec n>2. On note B' la boule

unité et S' la sphére unité pour cette norme.
On pose, pour toute matrice A € Mn(C) :

4] = Sup{”Ax ; XE Sl}

Q3. Montrer qu’on définit ainsi une norme sur M (C).

On dit que A ||A|| est la norme matricielle induite par (ou subordonnée a) la
norme vectorielle x — ||x||
Q4. Montrer que :

(@) ||A|| =Sup{ ||Ax ;X € B1}= Sup{ ”fx”, X € C”—{O}}
X
b)Vx e C,VA € M(C), |4x| < |4]|x]

() V4,B e M,\C), |4-B| < |4]-|8]

(d) Si 1, est la matrice identité, alors ||Id || =1
() I C"; x| =1L er [ 4] = | x|

0 4] = if{ae IR; vxeC, |Ax| < of]}.

05. La « norme de Schur » est définie par :

ot 3341

LJ
Est-elle induite par une norme vectorielle?
06. Calculer la norme matricielle induite par chacune des normes vectorielles
suivantes :

(a) x = ||x||m = Max{|xl.

x>, = 3.

© x o, =[Sl

Q7. Calculer ||A||2 pour toute matrice normale (i. e. telle que A"A= AA" o A"

;1<i<n}.

désigne la matrice adjointe de A).
08. A toute matrice A d’ordre n a coefficients réels et non nulle, on associe
[’ensemble :
C(4)={x e IR"; | 4x], = | 4], lx], }
(a) Montrer que si A est symétrique positive, alors C(A) est un espace vectoriel

non réduit a 0.
(b) Montrer que :
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() ={xe R"; | aax], =1,
(c) Montrer que C (A) est un espace vectoriel non réduit a 0.

(d) Quelles sont les matrices vérifiant C(A) =IR""?
09. Montrer les inégalités suivantes pour toute matrice A€ M, (C) :

@ | 4], =] 14],-

1
) —=l4]. <4, <Vn|4]_.
n

1
@ -l <1 4], <[ 4],

Solution

Q1. Soit (xk)k ., une suite de points de B, avec x* =) xfe,, pour tout entier 4.
€
i=1

Pour tout ie{l,Z,---,n}, on a ‘xl.k‘SkaH <1. D’apres le théoréeme de Borel-
Lebesgue, on peut extraire de chacune des suites (x,.k )k ,y une suite qui converge
€

vers x, € C, avec |xi|S 1.

n
On peut alors extraire de (xk )k ,y Une suite qui converge vers x = le.ei €B.,
€
i=1
ce qui prouve la compacité de B .

(b) Pour tout x = ixiel. €E,ona ||x|| <n- Max{”el.

i=1

La sphére unité étant fermée dans B, toujours pour la topologie définie par

_, on en déduit qu’elle est compacte.

i<l = A

Quels que soient le réel £>0 et x, x* dans E tels que |[x—x'|_ <§, on a
H|x||— x’ S||x—x’ < €. Cest-a-dire que 1’application xH||x|| est continue de
(E, LQ)dansH{.

(c) Il suffit de montrer que || || et || ||w sont équivalentes.
On a déja vu qu’il existe une constante réelle 5> 0 telle ||x|| < ,ﬂ|x||w pour tout x

dans E.
L’application x — ||x|| est continue sur le compact S (pour la topologie définie

par || |m), elle est donc bornée et atteint ses bornes. En particulier, on peut poser
o= Inf{ xl; x € Sfo} = |x,||> 0, avec x, € S (donc x, #0).
Pour tout x non nul dans E, on a alors ﬁx > o soit a||x|_ <|x|. Ce qui
X

acheve de prouver que les deux normes sont équivalentes.
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d) Soit (x* une suite de points de B' avec x* x¥e , pour tout entier £.
keIN p i 1 p

1

. 1 .
Pour tout 16{1,2,---,71}, on a ‘xl.k‘suxku S—kaHS—. Donc les suites (x.k)k ”
=) a a €

sont bornées et on peut extraire de chacune de ces suites une suite convergente.
) et la

On peut alors extraire de (x" )k y une suite qui converge dans (E
€

convergence a lieu aussi dans (E ) a cause de I’équivalence des normes. Ce qui

prouve la compacité de B'.

La sphére unité étant fermée dans B', pour la topologie définie par || || (ou par
n’importe quelle autre norme, puisqu’on sait maintenant qu’elles sont toutes
équivalentes), on en déduit qu’elle est compacte.

Q2. (a) Soit ve E — F, comme F est fermé, ona o= d(v,F) > 0 et on peut trouver

y dans F tel que 0< 5<|v—y< li’ pour tout réel £€]0,1[.
—£

Sionpose x=——(v—y),onaxeS" et:

[v=

VzeF,

y+||v y||z H>—§ 1-¢

—(v=y)-z
v

car y+ ||v - y||z € F. D’ou le résultat.

i

(b) Si E est de dimension infinie, on peut alors trouver une suite (E k) oy de sous
eIN

espaces vectoriels de dimension finie telle que E, | C E,, pour tout k > 1.
+
Chaque Ej étant fermé, on peut construire, avec le résultat du (a), une suite
1
(x")k , dans S telle que d(x*,E,_,) 25 et x" €E,.

On a alors :

1
X, —xl”ZE

et il est impossible d’extraire de (xk)kew une sous suite convergente. On déduit

donc que ni " ni B' ne sont compactes.
Q3. Pour A dans M (C), est bien définie comme borne supérieure d’une
fonction continue sur un compact (la sphére unité est compacte en dimension
finie).

L’¢égalité ||A|| =0 équivaut a ||Ax|| =0 pour tout x dans S'. En remarquant que

La vérification des autres proprlétés d’une norme ne pose pas de problémes
particuliers.
Q4. (a) Résulte de S' c B' et de la linéarité de 4.
(b) Résulte de (a).
(c) De (b), on déduit que :

pour tout x dans C" —{0}, ona —x € S', on déduit que 4 = 0.
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v4,Be M,(C), VxeC", [4Bx| <Al Bxl <[ 4]-B]- |«
d’ou le résultat.
(d) Pour tout x dans C" tel que ||x|| =1,0n a ||Idx|| = ||x|| =1. On déduit donc que
”I d ” =1.
(e) Résulte du fait qu’en dimension finie la sphére unité est compacte et qu'une
fonction continue sur un compact admet une borne supérieure qui est atteinte.

(f) On pose :
D= {ae IR*; VxeC", ||Ax| < 05”)6”}

Ona D#OJ, car ||A|| € D. Donc D admet une borne inférieure comme partie
non vide et minorée de /R". Eton a Inf (D) <||4].

Soient ¢e D et xe€S' tel que ||A||:||Ax|| On a alors ||A||=||Ax||£ aﬂx”:
soit ||A|| < . On en déduit donc que ||A|| < Inf(D).
QS. Clest simplement la norme euclidienne de A considérée comme vecteur de
cr.

Comme NS(I d) = /n cette norme n'est pas induite par une norme vectorielle.
Q6. (a) Pour x dans C" tel que |x|_=1,ona:

;1 <i<n } =

||Ax|| = Max{ Z‘ X 1= i< n} < Max{ Zn:‘aij
j=1
_, 11 suffit de trouver un vecteur x tel que

Pour montrer que o < ||A
|4x|_ = e.

Soit k tel que = Z‘akj‘. On pose, pourj=1, ..., n
Jj=1

a,.
Voo .
—‘Slakj #0

Xj: ‘akj

Onaalors |Ax|_ = et:

0 siakj =0
1. M{ S

;1 <i<n }
(b) Pour x dans C" tel que ||x|| =1,ona:

it =550 | < SIS < T

i=1 i=

l] ]

,1<]<n}

Jj=1

Pour montrer que o < | =a.

Soit k tel que o= Z|a k| Pour x = ¢, (k°™ vecteur de base canonique), on a :

i=1
zay J Z|aik|:a
i=1

Jj=1

n

4], =2

i=1




6 1 Compléments sur le calcul matriciel

||A||1 = Max{ Zn:‘alj ; 1< j<n }

i=1

x|, =1} = Sup}{(x| 4" 4x ); |, =1}, ot 4" désigne

(©) On a 4], = Sup| 4]

la transposée de A.
La matrice 4" A4 étant hermitienne positive se diagonalise dans une base

orthonormée {el,ez,--~,en} avec des valeurs propres réelles positives

W=y == >0, Onaalorspourtoutx=2xl.el. eC":

i=1
(x| )= Sl <sull,

’égalité étant réalisée pour x = e,. On a donc :

4], =V, = A 4" 4)

ou ,O(M ) = Max{|,u ; { valeur propre deM} désigne le rayon spectral de M
(voir le probléme 2).
Q7. On rappelle qu’une matrice normale se diagonalise dans une base
orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe une matrice unitaire Q (i. e. telle que
O™' = Q") et une matrice diagonale D telles que Q" 40 = D.

Onaalors 4"A=0D'Q"0ODQ" = OD'DQ’, c¢’est-a-dire que A A et D'D sont
semblables. Elles admettent donc les mémes valeurs propres et :

4], =\l 4" 4) = [l D" D) = (D) = o 4)

Q8. (a) Si 4 est symétrique réelle, alors c’est une matrice normale et ||A||2 =p(A).

Pour toute valeur propre A de 4, on note E, = Ker(A A1 d) I’espace propre

associé.
On désigne par A, >4, >---> A4 >0 I’ensemble des valeurs propres de A

rangées dans 1’ordre décroissant et par {e e,,---,e } une base orthonormale de
vecteurs propres associés avec Ae, = Ae, pour tout i = 1, 2, -+, n. On a donc

AA4)=2,.

Pour tout vecteur x = ixl.el. eC(4),ona:

i=1

n n
”Ax”22 = Zﬂizxiz = "A”22”x”22 = /1122":*2
i=1 =l

On en déduit alors que A, =0 pour tout indice i tel que A, # A,. C’est-a-dire
que x€E, .
Réciproquement, pour tout x € £, , ona :

4, =[Ax], = A, = ol A)lx], = [ 4l,
¢’est-a-dire que x € C(4).
On a donc ainsi montré que C(A) est ’espace propre associ¢ a une valeur
propre dominante de 4.
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(b) On pose D(A)={xeIR"; | 44x], =47, }.

Pour tout x € C(A4), ona ||’A : Ax”2 < ||’A||2||Ax||2 = Al .

On peut aussi écrire
[l l? =l ax],” = (x| dx) = (4- ax[x) <[ 4- A I, et ona
4], [lxll, < ||’AAx||2. C’est-a-dire que x € D(4).

Réciproquement, pour tout x € D(A), ona:

el = A, <] ], 1 ], =114l 1 4,
c'est-a-dire que ||A||2||x||2 < ||Ax||2. Et avec ||Ax||2 < ||A||2||x||2 , on déduit que
xeC(4).

On a donc C(4) = D(A).

(c) En Q6, on a montré que pour toute matrice réelle A4, on a
|4l,> =" 4| =o' 4- 4) =||" 44|, . Ce qui se traduit par C(4) = C("44) et C(4)

est un espace vectoriel non réduit a {0} (d’apres (a)).
1
(d) Si C(A) = [R", alors WA est une isométrie (4 est supposée non nulle),
2

c’est-a-dire que A4 est une similitude. La réciproque est évidente.
Q9. (a) Avec les notations de Q6 (c), on a ||A||2 =M, ,avec:

M, ||€1|L, = ||ﬂlel||m = HA*AQIHOO = HA*AHw”el”m < HA*HOO”A”m”el”m
et 4" = 1], On adone |, <] JaL.

(b) Pourtout xe C",ona:
2
<5 (Shabel] <[ Sl [
=1\ j=1 i=1\_j=1 Jj=1

J4x]? =2 Y e,
en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz. Ce qui donne :

i=1|j=1
n n 2
sk bl 55 S bl m ] S

i=1 \_j=1

On en déduit alors que : 2
1 <0t S ] st S| <l
Soit | 4], < Jn I14]|..- n
Soit i €{1,2,+,n} tel que |4]_ = Y"|a,|. Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on peut écrire que : "
bl = 2o 12 Yo f = el Vo <] Vo =

C’est-a-dire que || 4] <[ 4],vn.
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(c) L’inégalité résulte de | 4], =[47|_et 4], =47,
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Probleme 2 : Valeurs propres et rayon spectral d'une matrice

On désigne par MH(C) [’ensemble des matrices d’ordre n a coefficients

complexes.
L'ensemble des valeurs propres d’une matrice A dans Mn(C) est appelé le

spectre de A et noté Sp(A). C'est une partie finie de C ayant au plus n éléments.
Le rayon spectral de A est alors défini par :

A4) = Max{ |u| ; u € Sp(4) }
Q1. Montrer que pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle,

ona.:
Ad)<|4|

l’inégalité pouvant étre stricte.
Q2. Pour tout réel 6>0, on désigne par Ds= ((d)) la matrice diagonale

Y/ <, j<n
définie par :
Vie{l2,--,n},d,=6""

(a) Soit M = ((my)) dans Mn(C). Calculer M ;= D571MD5 = ((ml(]‘s)))

(b) Montrer que pour tout €> 0, on peut choisir O'tel que :

S < (1<i<n-1)
Jj=i+l

03. (a) En écrivant que A= Q' AQ, ou Q est la matrice de passage de la base

1<i,j<n 1<i, j<n

canonique de C" a une base {el’ ,e;,n-,e;}, montrer qu’on définit une norme
vectorielle sur C" en posant :

Vx = Zn:xi’ei’e C", |lx]|= Max{|xi’; 1<i< n}
i=1

(b) Montrer que la norme matricielle induite est définie par :

B||:Max{zn:bi; ;1 <0 < n}

VBe M, (C),

J=1
ou B'=0"'BO.
Q4. En utilisant le fait que A est semblable a une matrice triangulaire, montrer
que pour tout £>0, il existe une norme matricielle induite par une norme
vectorielle telle que :

|4 < 4)+e

05. Montrer que p(A) = Inf {||A || est une norme matricielle induite}
Q6. Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Lim(4") = 0;

9

(ii) pour toute valeur initiale x,, la suite définie par x,., = Ax,, pour k =0,
converge vers le vecteur nul ;

(iii) p(4) < 1,
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(iv) il existe au moins une norme matricielle induite telle que ||A|| <L
Q7. Montrer que pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle,

ona.:
1
)= gin |41 )= {2

Solution

Q1. Soit A une valeur propre de 4 qui vérifie p(A) = |/1| et x un vecteur propre
associé dans C" de norme 1. On a alors :

[4x]=[2-+ = |2 <[ 4]
dou p(4) <4

En prenant 4 = (8 (1)), onap(A)= 0 et ||A||>0.

Q2. (a) m =& -m, (1<i,j <n)
(la multiplication a droite par Dy a pour effet de multiplier la colonne numéro j
par &' et la multiplication a gauche par D({l a pour effet de diviser la ligne
numéro i par 8 ).

()

(b) Comme %irga m,” =0 pour 1 <i < j<n,on peut choisir dtel que :

m?|<e (1<i<n-1)
j=i+1
Q3. (a) Résulte de ||x| = HQljx‘ -
(b)Ona:
||B||=Sup{ ” ” ;x e C", x # 0}
sl 12
Sup H H eC", x#0

Soit en écrivant tout vecteur x sous la forme x = Qy :

"
||B||:Sup{ % yec,y# 0}=HQIBQ\L

Et il suffit alors d’utiliser le résultat de la question 6 (a) du probléme 1.
Q4. Soit P une matrice inversible a coefficients complexes telle que :
T=P'AP
avec T triangulaire supérieure.
En prenant, dans la question précédente, Q = P- D, ou O est choisi tel que les

coefficients de 7" = Q™' 40 = D, 'TD; vérifie » |t/|<e (1<i<n-1),ona:

J=i+l




10 1 Compléments sur le calcul matriciel

n

= Max{|tﬁ| + Z

j=itl

|4|=|T’ ;1 <i<nf

;1 <0 < n}SE+Max{|tii

’
tij

soit ||A|| < ,O(A) + £ (les t;; sont les valeurs propres de A4).

Q5. Résulte de ce qui précede.

Q6. (i) = (ii). Résulte de : [x, | = [4*x,| < [4°]-|x,.

(i1) = (iii). Soit x, est un vecteur propre non nul associé a une valeur propre u, en
écrivant que x, = A'x, = ' x, =0, on déduit que Lim 4" =0 et nécessairement
4 <1.

(iil)) = (iv). Soit >0 tel que ,o(A) + < 1. 1l suffit de prendre une norme
matricielle induite telle que ||A|| <p(A)+e.

(iv) = (1). En prenant une norme matricielle induite qui vérifie ||A||<1 et en
*, on déduit que kLim(Ak) = 0.

! A4) <1 donc Lim(Agk) =0

AA)+¢ oAA)+¢ koo

Jk, € IN; Yk >k,, |4}

écrivant que HAk H < ||A

Q7. Soit £>0 et 4, = A.Onap(4,)=

et:
<1

On a alors :
Vk 2k,

Etavec o(4) = (p(A"))% <|4*

Vk>k, p(A)< HA"Hflc <pd)+e

A <(o4)+e)

1
k. on déduit que

c’est-a-dire le résultat.

Probleme 3 : Localisation des valeurs propres

Soit A une matrice d’ordre n a coefficients complexes. On note :
n n
L=Y|a,|(1si<n); C;=|a,| (1< j<n)
j=1 i=1

J#I i#]

L= Max{Li +|a, }; C= Max{C_/- +‘a1‘f‘}

1<i<n 1<j<n

Q1. Montrer que pour toute valeur propre de A, A€ C, il existe i € {1,2,- ‘-,n} et
jE {1,2,~--,n} tels que :
|/1— a.l.| <L;

1

- <
A a/.'/" <G
Ce résultat est connu sous le nom de « premier théoreme de Gerschgorin et

Hadamard ».

02. Montrer que pour toute valeur propre de A, A€ C, ona :
|4]< Min{L,C}
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Q3. (a) Montrer que s’il existe o€ [0, 1] tel que :
Vie {1,2’...,,1}, aii| > LiaCil—a
alors A est inversible. On utilisera l'inégalité de Holder :

1 1
Sad|<(Shat | (Sl (r20.020. 1+1-1]
=1 =1 =1 P 4q
(b) En déduire que pour tout réel o e [0, 1] et toute valeur propre de A, A€ C, il

existe i € {1,2,~-~,n} tel que :
M - aii| < Liacil_a
Ce résultat est le théoreme d’Ostrowsky. Pour a.=1, on retrouve le théoréme
de Gerschgorin et Hadamard.

Q4. Montrer que pour toute valeur propre de A, A€ C, il existe i € {1,2,- --,n} tel
que :

A <(L, +]a,[)(C, +]a,)
05. Soient a, b dans IR Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres

a b 00 -~ 0
b a b 0 -~ 0

associés de la matrice A(a,b) =
0O - 0 b a b
0O - 00 b a

Q6. Une matrice réelle ou complexe d’ordre n=2, A=((al.j)) , est a
I<i,j<n

diagonale strictement dominante, si :
|a,.,.| > Z‘ay‘ (i=1,--,n)
J#EI
(a) Montrer qu’une matrice a diagonale strictement dominante est inversible.

(b) Soit A une matrice symétrique réelle a diagonale strictement dominante.
Montrer que A est définie positive si, et seulement si a; > 0, pour tout

ie{l,,n}.

Solution
Q1. Soit A€ C une valeur propre de 4 et x un vecteur propre associ¢ avec
[x[. =1.

Pour i e {1,2,---,n} tel que |xi| = ||x _,ona:

zaij‘xj = (ﬂ_aii)xi

J#

et |/1—al.,.|s Z‘aij‘ =L.

J#
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En appliquant ce résultat a la transposée de 4 qui admet les mémes valeurs
propres que A, on déduit que toute valeur propre de 4 est dans I'un des disques

‘/1 a ]j‘ <

Q2. Avec les hypothéses et notations de QI, on peut écrire que
A <|A-a,|+|a,|< L, +|a,| < L. De maniére analogue, on a |4/<C. On a donc
bien |ﬂ| < Mm{L, C }, pour toute valeur propre de 4.

Q3. (a) Si 4 n’est pas inversible alors 0 est valeur propre et avec le théoréeme de
Gerschgorin et Hadamard on déduit qu’il existe i € {1,2,.--,11} et j e{l,2,~-,n}
a jj‘ < C;. Ce qui démontre le résultat pour =0 et o =1.

tels que |al.l.| <L;

On suppose maintenant que o€ ]O, 1[ et que A est non inversible. On désigne
par x un vecteur propre non nul associé a la valeur propre 0. C’est a dire que x est
solution non nulle du systéme linéaire :

Zax =0 1<i£n)

g
On a alors :
|al.l.||xl.| < Z‘ayuxj‘ (1<i<n)
=1
Avec L°C"* | -,n}, on déduit que :
L°C'” a|x|<Z‘ H ‘ (1<i<n)

j#—l

I’inégalité étant stricte pour tous les indices i tels que x; # 0.

On utilise alors I’inégalité de Holder avec p = l etqg= % ce qui donne :
n n 1
Liacila|xz'|SZ‘“U‘Q(“IU‘I_Q‘XJDS Z‘aii‘ Z‘ i 7 (1<i<n)
;;zl j;zl J¢1
soit :

lI-a
n ne
“C" x| L” Z‘aguxj‘l‘“ (1<i<n)
7
Si x, # 0, alors I’inégalité est stricte et L, > 0 On déduit donc que :

C|x|1a<2‘ UH ‘ (1<i<n)
]#1

I’inégalité étant stricte pour x, # 0 et évidente pour x, =0.
En additionnant ces inégalités on aboutit a :

Lo ne
s=ckele <3< = Ee =

i=1 j=1
J#
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ce qui est impossible. La matrice 4 est donc nécessairement inversible.
(b) Si A est valeur propre de 4 alors 4— Al, est non inversible et avec le (a), on

déduit que pour tout réel a€[0,1], on peut trouver un indice i €{1,2,---,n} tel
que |a, — 4| < L"C".

Q4. En prenant 0{=% dans Q3 (b), on peut trouver ie{l,2,~-,n} tel que

|aﬁ —/1|S1/Ll.Ci. On déduit alors que |/1| S|%|+w/LiCi S\/(|ail.|+Ll.)(|ail_|+Cl.), la
derniere inégalité résultant de 2,/ L,C, <C, + L,.
QS. On peut écrire A(a,b) =a-1,+b- A(O, 1), ou /; désigne la matrice identité. 11
suffit donc de considérer le cas (a,b) = (0,1).

La matrice 4(0,1) est symétrique réelle, donc toutes ses valeurs propres sont

réelles. Avec le théoreme de Gerschgorin-Hadamard, on déduit que pour toute
valeur propre A€ IR on a |4|<2. Une telle valeur propre peut donc s’écrire

A= 2C0s(a) avec Q€ [0,7[]. Si x est un vecteur propre non nul associé ses
composantes sont solutions de la récurrence :

X —Ax, +x,,,=0(1<k<n)
avec les conditions aux limites x, =0 et x,,, =0.

Le polynome caractéristique de cette récurrence est P(r) =7’ —2C0s(05)r+ 1,
soit P(r)=(r—e)(r—e*). Les racines sont donc r =€ et r, = ™. Ce qui
donne x, = ¢, +c,e™* (0<k<n+1).

Avec x, =0, on déduit que ¢, = —c,. Avec x,,, =0 et (¢,,c,) #(0,0), on déduit

que Sin((n+1)a) =0et o= 7
n+1

avec 1< j<n.
Les valeurs propres de A(a,b) sont donc :
Aa,b)=a+2 -b-Cos(ﬂj (1<k<n)
n+l

L’espace propre associé a A, (a,b) est la droite engendrée par le vecteur v de
composantes :
*) (. kT ,
vi'=Sin| j— |15k, j<n
J (J t 1) ( J )
Q6. (a) Avec le théoreme de Gershgorin—Hadamard, on déduit que si 0 est valeur
propre de A4, alors il existe i € {1,---,n} tel que |al.l.| < Z‘al.j , ce qui contredit le fait

J#

que A4 est a diagonale strictement dominante. Donc 0 ne peut pas €tre valeur
propre de A4, ce qui équivaut a dire que 4 est inversible.
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(b) Supposons que a;; > 0 pour tout i E{l,---,n}. Le théoréeme de Gershgorin-

Hadamard nous dit que pour toute valeur propre A € IR de la matrice symétrique
réelle A4, il existe i € {l,---,n} tel que :
A-a,|< Z‘ay.‘ <a
i
On en déduit donc que A>0. Les valeurs propres de la matrice 4 sont donc
toutes strictement positives, ce qui équivaut a dire qu'elle est définie positive.

La réciproque provient de 1'égalité a, =<Aei|el.>, ou {el,m e } est la base

>¥n
canonique de IR"

Probleme 4 : Le quotient de Rayleigh

Soit A une matrice symétrique reelle. Son quotient de Rayleigh est
l’application :
g(x)

BEK
x2

ou q:x q(x) = <Ax |x> est la forme quadratique associée a A.

R;xelIR"—{0}— R,(x)

Les valeurs propres de A sont rangées dans [’ordre croissant, A, <A, <---< 4
et on note {e1 ,€, ,-‘-,en} une base orthonormée de IR' formée de vecteurs propres
associés (Ae, = A,e, ).

Q1. Montrer que pour toutk = 1, 2, -

A, =R, (e)= Sup{ ij e, xl,xz,--',xk)ele}

—Inf{R ij e, xk,xkﬂ,n-,xn)eIR"_M}

02. Calculer Sup{RA (x); xe IR”} et Inf{RA (x); xe IR”}.
03. Montrer que R, (IR”) =[1,.4,]

Q4. La norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne de IR' est définie

par:
vAde M (IR s xelR", x|, =1}

Celle induite par la norme euclidienne de C" est définie par :
VA e M,(IR), |4, .= Sup{| 4z, ; ze C",

Montrer que ces deux normes sont identiques.
Q5. Montrer que la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne de IR'

est définie par :
=y A 4) = 4-4)=

Vde M, (IR),
Q6. Calculer ||A||2 pour A symetrzque reelle.

4,
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1 0 0 -1
-1 0 0
Q7. Calculer ||A||2 pour A= .
-1 1 0
0 0 -1 1
Solution

Q1. Pourtoutk=1,2,,n,ona:
R,(o)=decla)

e. .
€k2

k
Pourtoutx:Zx.e, ona:

JJ?
k k
2 2
Z Ax; Z Xj
_ =

J=1

R, (x)

On en déduit alors que :
A, =Sup{RA(x); x=2xjej, (xl,xz,---,xk)ele}

De la méme fagon, on a :

n

lk :Inf{RA(x); X = zxjej’ (xk’xk+1""ax,,)€IRnk“}

=k
Q2. En particulier, on a : J

A, =R,(e,)=Sup{R,(x); xe IR"}

A, =R, (e,)=Inf{R,(x); xe IR"}
Q3. On a déja R,(IR")c[4,,4,]. Et en écrivant tout A€ [4,,4,] sous la forme
A=(1-1)A, +tA, eten posant x = \/:el +x/?en, ona ||x||2 =let R,(x)=A.

Une autre fagon de voir les choses est de dire que la sphére unité de IR est
connexe et son image par une fonction continue est connexe.

Q4. Onalz, * = |xf," +[y

Pour tout x € IR", on a ||x

22, pour tout z=x+iye C".
e =[xl et [ 4x], =[x

done 4], <], .. &

2,C°
pour z=x+iyeC",ona:

|zl " =l ax], +avl,” <lal,’ (" +p1,) = 41,7 done | 4], . <],

2,C °
Q5. La matrice ‘4- A est symétrique positive, donc son rayon spectral est égal a
sa plus grande valeur propre. Avec Q2, on peut alors écrire
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tA_A 2
x‘x> — ||A.X||2 . C’est'é'

ESE S
2 2

p(tA'A)=SUP{R/A,A(x); x € IR" } avec R, (x )=<

dire que /o' 4- 4) = |14,

Il reste @ montrer que p(tA . A) = p(A -’A).

Si A=p('4-4)>0, il existe xeIR"—-{0} tel que ‘A-Ax=Ar. Et
nécessairement, on a Ax # 0.

On alors A-'A(Ax)= A(Ax)=A-Ax, donc A est valeur propre de A-A et

A Sp(A -’A). C’est-a-dire que p(’A . A) < p(A -’A). On démontre de maniére
analogue que ,O(A -’A) < ,0( 4. A).

Si ,0( ‘A A) =0, le raisonnement précédent nous montre alors que p(A -tA) =0.
Q6. Si A est symétrique réelle, alors les valeurs propres de ‘4- A4 = 4> sont les
carrés de celles de 4 et \/p(’A-A) = \/p(A)2 =p(A).

Remarque 1 — Le résultat est encore vrai sur C en remplagant la transposée par

I’adjoint. Soit :
VAe M, ( o= 4) = [dad) =] 4],
Si A est normale, c est-a-dlre ‘A-A=A'4, alors |4], .= p(A) (voir le

probléeme 1, Q7).
Remarque 2 — Les racines carrées positives des valeurs propres de ‘A- 4 sont
appelées les valeurs singulieres de A.

2 -1 - 0 -1
1 2 -1 - 0

Q7. On a ||A||2 =\/p(’T-A), avec 'A-A=| . . . . . |. La matrice
0 - -1 2 -l
I S

'A- A est symétrique réelle, donc toutes ses valeurs propres sont réelles. De plus,
avec le théoréeme de Gerschgorin-Hadamard (probléme 3, Q1), on déduit que pour
toute valeur propre A€ IR on a |/1—2| <2. Une telle valeur propre peut donc

s’écrire A= 2(1 - Cos(a)) = 4Sin(¢9)2. Si x est un vecteur propre non nul associé

ses composantes sont solutions de la récurrence :
X +(A-2)x,+x,,,=0(1<k<n)
avec A—2 =-2Cos(a) et les conditions de périodicité x, = x, et x, = x,,
Il s’agit donc de chercher les solutions (xk ) ., Periodiques de période n de

cette récurrence.
Le polynome caractéristique de cette récurrence est P(r) =2 =2Cos(a)r+1,

soit P(r)=(r—e®)(r—e™). Les racines sont donc r, =& et r, = . Ce qui

donne x, = c,e® +c,e™ (0<k<n+1).
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Avec (cl,cz);t(0,0) et la condition de périodicité on a nécessairement
2z .
a=j— avec 0< j<n-1.
n

Les valeurs propres de ‘4- A sont donc :
2
A, = Z(I—Cos &’D = 4Sin(k—ﬂj (0<k<n-1)
n n
D’ou la norme de 4 induite par la norme euclidienne :
2 sin=2p

4], =

2Sin[p i Jsin=2p+l
2p+1

Probleme 5 : Matrices tridiagonales. Agrégation 1993, extrait

On désigne par m un réel donné et par T,, la matrice tridiagonale d’ordre n
dont les éléments t; sont définis par :

t,=m, pouri=12,---,n

1 =-1, pouri,j=1,2,---,n, i—j|:1
t; = 0 dans les autres cas

On désigne par A, la matrice carrée d’ordre n’ tridiagonale par blocs d’ordre
négale a :

r - o0 0 - 0
-1 7 -1 0 .. O
A, =
o - 0 -1 T, -I
o - 0 0 -I T,
ou I est la matrice identité d’ordre n.
Q1. (a) Soit M = ((my))l une matrice carrée complexe d’ordre n, telle que
<i,j<n
l’on ait :

n
Vi e{l,--~,n}, r= Z‘my‘ <|ml.i|
Jj=1
J#EI
Montrer que M est inversible.

(b) En déduire que toute valeur propre de M appartient a la réunion des boules
fermées de centre d’affixe m;; et de rayon r;.

Q2. (a) Montrer que si A est valeur propre de T, il existe un réel € [0,72‘], tel
que A=m—2Cos(6).

Déterminer alors les valeurs 0, €[0, 7] pour lesquelles A, = m—2Cos(l9k) est
effectivement valeur propre de T,
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(b) Déterminer le vecteur propre Vi associé a A, dont la premiére composante est
n+1
2
En déduire une matrice orthogonale symétrique P, indépendante de m, telle
que P-T - P soit une matrice diagonale D,,.
(c) Soit O la matrice carrée d’ordre n’ diagonale par blocs d’ordre n tous égaux
a P (et donc orthogonale et symétrique). Calculer le produit O- A4, - O.

égale a Sin(@k) et montrer que ||Vk ||22 =

Q3. (a) On considere n nombres réels xj, x5, *,x,, un vecteur propre V de T,, puis
le vecteur W a n’ composantes défini par blocs de la facon suivante :
xV
x,V
w=|
x,V
A quelles conditions sur x;, x2, =, x, le vecteur W est-il vecteur propre de A,,?

En déduire les valeurs propres et vecteurs propres de A, et vérifier que,
lorsque m = 4, ces valeurs propres sont les réels :

A =4Sin?| LT __|rasin?| =17 | (1< p.g<
v O [2(%1)) " (2(n+1) (1<p.g<n)

(b) En déduire une matrice orthogonale symétrique Q, indépendante de m, telle
que Q- A, - QO soit une matrice diagonale.

Solution

Q1. (a) Voir le probléeme 3, Q6 (a).
(b) C’est le théoréme de Gerschgorin-Hadamard (probléme 3, Q1).

On peut aussi en donner une démonstration qui utilise le résultat du (a).

Soit M une matrice complexe et A une valeur propre. La matrice 4—A-1, est
donc non inversible et ne peut pas étre a diagonale strictement dominante, c’est-a-
dire qu’il existe i €{1,2,---,n} tel que [A—m,|<r.

Q2. (a) Dans le probleme 3 QS5, on a vu que les valeurs propres de 7,, sont les :

A = m—2COS(%) =m-2Cos(8,) (1<k <n)
(b) Avec le probleme 3 QS5, on a vu qu’un vecteur propre associ¢ a la valeur
propre simple A, est le vecteur :

V,=(Sin(g,), Sin(2g), -, Sin(ng,)) 1<k <n)

Le carré de la norme euclidienne de ce vecteur est :

n . 1 n
il = 28in(76,)" =5 21~ Cosl2/6,))
J=

i=1

avece |
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. ) _ 2i(n+1)6;
> Cos(26,) = Ré( ()’ j = Ré(lliT— 1] -1
i=1

i=1

Ce qui donne :

En posant e, = V., pour k=1, 2, -+, n, on définit une base orthonormale de

1
|71,
vecteurs propres de T, (matrice symétrique réelle) et si P est la matrice de
passage de la base canonique a cette base alors A ='PT P est diagonale avec les
A, comme termes diagonaux. En remarquant que pour i, j compris entre 1 et n, on

ap, = V2 Sin l.J'”),on déduit que P est symétrique et A, = PT P.
7+l n+l

A, -I 0 0 - 0

-I A, -I 0 .. O

(c)Ona 04,0 =
o - 0 I A, 6 -1
o - 0 0 -1 A,

Q3. (a) Si V un vecteur propre de 7T, associé¢ a la valeur propre A alors W est
vecteur propre de 4, associé a la valeur propre g si :

(A, —x, )V xV
(—x, +Ax, —x, )V x,V
AW = : =y
(_'xn—Z +Ax, - x, 14 X,V
(_xn—l +Ax, 14 x,V
Ce qui équivaut a :
Axy = x, = ux,
=Xy T AX =X, = (2Sk3n_1)
— X, +Ax, = i,

C’est a dire que le vecteur X = (x,,x,,--,x,) est vecteur propre de T, associé a
la valeur propre .

Sid=A4,= m—ZCos(Hp), avec 0, = np_-l-ﬂl et 1< p <n, alors on peut prendre :
v =V,=(sin(6,). Sin(2,). -, Sin(ng)))

V4
avec 6q=q—, I<g<nm,et:
n+l

p=2,,=4,-2Cos(6,)=m-2Cos(8,)-2Cos(6,)



20 1 Compléments sur le calcul matriciel

X=X, =(sin(g). sin(24,), -, Sin(ng)))
On a donc montré que les valeurs propres de 4,, sont les 4, , avec 1< p,g<n
et les vecteurs propres associés sont les :

Sin(6, )V’

p

sin(26, )7,

Sin(niﬁq W,

Deplus,ona:

Hqu H2 - Zn:‘Sin(qu )2‘VPH; _ HVqH;HVPH; _ (n+1)
=

4

2

Dans le cas particulier m=4,ona:

4, =2(1-cos(6,))+2(1-cos(a,)) = 4Sin2(2(:—fl)]+4Sin2(2(q—ﬁ]

n+l)

1 .
(b) En posant e, :WVM pour p, ¢ = 1, 2, -+, n, on définit une base
Pqlp

orthonormale de vecteurs propres de 4, (matrice symétrique réelle) et si Q est la
matrice de passage de la base canonique & cette base alors D ='QA O est
diagonale avec les 4, comme termes diagonaux.

En remarquant que la matrice Q s’écrit par blocs d’ordre n,

0, = 2 Sin(l J ”jP pour i, j compris entre 1 et n, avec P définie en Q2 (b),
R n+l

on en déduit que Q est symétrique et D, = QA4 Q.

Probléeme 6 : Conditionnement d’un systéme linéaire

Ce probleme utilise les résultats du probleme 1.

Soit A une matrice réelle ou complexe, inversible et x solution du systeme
Ax =b.

On désigne par |||| une norme matricielle induite par une norme vectorielle.
Q1. En notant x + & la solution du systéeme perturbé Ay =b+ b, montrer que :

|| | . ||677||
<|l4||-]4™
Q2. De méme, si x + Ox est solutzon de (A + 5A)y b, montrer que :
L
[+ & |4l
Le conditionnement de A relativement a la norme || || est defini par :
Cond(A) = 1

47
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Un systeme est bien conditionné si Cond(A) est voisin de 1 et mal conditionné
si ce conditionnement est proche de 0.

On note Cond, le conditionnement relatif a la norme euclidienne sur IK', avec
IK=IRoulK=C.
Q3. Montrer que :
(a) Cond(A)e]O,l] pour toute norme matricielle, avec Condz(A): 1, pour A

unitaire (i.e. 'A-A=1,).
(b) Cond(A4)= Cond(A4™).
(c) Yae IK-{0}, Cond(ad) = Cond(A).

(d) Condz(A): /@ ou M . [Resp. u.. ] est la plus petite [Resp. plus

grande] valeur propre de 'A - A.
(e) Pour A hermitienne complexe (ou symétrique réelle :

Miny|A.|; i=1,2,---,n
Cond,(A)= {| : }
Max{|/1i J Q= 1,2,~-~,n}
ou les A, sont les valeurs propres de A.
107 8 7 32
7 5 6 5 23
Q4. Soit A= eth = )
8 6 10 9 33
7 5 9 10 31
(a) Résoudre les systemes Ax=b, Ax=b+ et (A+d4)x=b, avec
32.1 10 7 8.1 7.2
22.9 7.08 5.04 6 5
b+ob= et A+ =
33.1 8 598 9.81 9
30.9 6.99 499 9 9098
(b) Calculer Condz(A).
Solution

Q1. On a, A(x+&)=b+0db et Ax =h. On en déduit donc que = A"'h et
||c‘ix|| < “A"‘H”éb” De méme b = Ax donne ||b|| < ||A||||x|| D’ou le résultat en faisant

le produit de ces deux inégalités.
Q2. On a, (A+M)(x+&)=b et Ax=bh. On en déduit donc que

S =—A"0A(x+ &) et||d]|< |4 |-|64]- Jx + &,

Remarque — 11 faut bien noter que le conditionnement n’est défini que pour une
matrice inversible et dépend du choix d’une norme matricielle.

Q3. (a) En écrivant que HA-A_IH =1, on déduit que 1< ||A||HA_1H C’est-a-dire que

le conditionnement est un réel non nul compris entre 0 et 1.
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Si A est unitaire, en utilisant la norme euclidienne, on a (probléme 1, Q6 (c))

”A”z,c = \/p(tZ'A) = Jo1,) =1et ||A||2’C =|'4|, .- Donc Cond,(4)=1.

(b) et (c) sont évidents.
(d) La matrice ‘4 - A est symétrique définie positive, donc :

||14||2,C2 ZAZZ A) = ll’tmax

], 0= AT a )=l T = AT a) )=

min

‘2,

et

() Si A est hermitienne, alors ses valeurs propres sont réelles et celles de
‘A-A= A% sontles A°.
On peut aussi remarquer que dans ce cas on a ||A||2 o= p(A)
1

1
Q4. (a) La solution de Ax =b est x = !

1
Si on modifie le second membre en b+ b, c'est-a-dire que b est donné avec
9.2
. ) . -12.6
une erreur relative de 0.3%, alors la solution devient x = 4s | On a donc une
-1.1

erreur relative sur x de l'ordre de 1000%.
De méme si on perturbe la matrice en prenant 4+ 04 et en gardant le second
8.1

1
membre initial, la solution devient x = 34 | Un tel systeme est donc mal

22

conditionné.
(b) Les valeurs propres de 4 sont 0.01, 0.84, 3.86 et 30.3. Le conditionnement,

relativement a la norme euclidienne, est alors Cond, (4)= % =3.3%107".

Remarque — Le conditionnement d'une matrice n'est pas li¢ a un déterminant
voisin de 0. Pour l'exemple ci-dessus, la matrice est symétrique définie positive de
déterminant égal a 1.
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Probleme 7 : Conditionnement du probléeme de valeurs propres
pour les matrices symétriques réelles

On utilise notations et les résultats du probleme 4.

Soit A une matrice symétrique réelle de valeurs propres, rangées dans I’ordre
croissant, A, < A, <---< A . On désigne par R, son quotient de Rayleigh.

Pour tout k = 1, 2, -, n, on désigne par E; [’ensemble des sous espaces
vectoriels de dimension k de IR" et on note Ey = {{0}}.

Q1. Montrer que, pour toutk =1, 2, -, n,ona :
A, = Inf{,u(V); Ve Ek} avec u(V) = Sup{RA (x); xe V}
(théoreme de Courant-Fischer).
02. Soit A:t €[a,b]> At) e S, (IR) une application continue ol S, (IR) désigne
[’ensemble des matrices symétriques réelles.

Si, pour tout t €[a,b], on note A (1)< A,(t) <---< A, (1) les valeurs propres de
A(t) rangées dans ['ordre croissant, montrer alors que les fonctions A, sont
continues de [a,b] dans IR
Q3. L’exemple qui suit nous montre que les vecteurs propres de A(t) ne
définissent pas nécessairement des fonctions continus.

Soit A: [0,1] — Sz(IR) définie par :
a(r)  b(1) ]

vee[0,1], 4(r) = [b(t) —a(1)

avec !

0sit=0 0sit=0

t)= 1 ,bt 1
alt) efZCostsit;tO 0 e’ZSin(ljsit?&O

t
(a) Montrer que A est continue et, pour tout t dans [0,1], calculer les valeurs et
vecteurs propres de A(t).
(b) Montrer que vecteurs propres de A(t) ne définissent pas des fonctions

continues en 0.
Q4. On suppose que A(t)= A+1tB, pour tout te[a,b], ou A et B sont des

matrices symétriques réelles. Montrer alors que la fonction A, (plus petite valeur
propre) est concave.

Solution

Q1. On a vu que 4, = Sup{RA (x); xe Vk} ou Vj est le sous espace vectoriel de
dimension k engendré par une famille orthonormale de vecteurs propres associés a

{ﬂl,ﬂz,---,/ik} (probléme 4, Q1).
On déduit donc que 4, =2 ¢, = Inf{,u(V); VeE, }
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SoitVeE,,ona:
Dim(V AV,_*) = Dim(V) + Dim(¥,_,* ) - Dim(v +v,_,*)
=n+1-Dim(V +V,_*)>1
Donc VNV, = # {o}.
Soit xeV nV,_* {0}, on a alors :
Ay = Inf{RA (y); ye Vk—1l} <R, (x) = Sup{RA (y); ye V}
c’est-a-dire que :
YV € Ey. 4 <SuptR,(y): y eV =ulV)
soit 4, < ¢, .
Q2. Pour t € [a,b], soit {el(t),ez(t),---,en(t)} une base orthonormale de vecteurs
propres de A(z), avec A(t)ek ()= ﬂk(t)ek (¢). On note Vk(t) I’espace vectoriel
engendré par {el(t),---,ek(t)} et E; ’ensemble des sous espaces vectoriels de
dimension k de IR avec E, = {{0}}.

Avec Q1, on déduit que 4, (1) < Sup{RA(t)(x); xevl, (to)}.
Avec RA(t)(x)= RA(IO)( )+R o)Al )( ), on a alors :

A0 <Supl R, (x)+ R,y (2): x €, (5)]

A(t)

< Sup{ R x) xevr, to }+ Sup{ ); X€ Vk(to)}
Mais on a aussi Sup{RA ( ; X E V to)} ( ) donc :
FAOEY! kua+&m{ PR A),

avec :
Sup{RA(t)_A(to)(x); x€ Vk(to)} < Sup{RA(t)_A(to)(x); x€ IR”}

((00)- a0
[,
On a donc montré que A, (£)< A, (z,)+ HA A(to)Hz.

En permutant les rdles de ¢ et ¢, on dedult que :
A, (6)= 2, (1) <[ 4(0) - (s,

ce qui suffit a prouver la continuité de A, .
Remarque — Ce résultat peut s’interpréter en disant que de petites perturbations
sur les coefficients d’une matrice symétrique réelle n’engendreront que de petites
perturbations sur les valeurs propres. Ce qui revient a dire que le probléme de
valeurs propres est bien conditionné dans ce cas.

On a un résultat analogue pour les matrices complexes hermitiennes.
Q3. (a) 4 est continiiment dérivable et, pour tout ¢ dans [0,1], les valeurs propres

de A(t) sont :

~ Sup sxe IR {0} <[ () - A,
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e’ sit#0
Ce sont des fonctions continiment dérivables sur [0,1].

0sit=0
veel0,1], A,(¢)= { N , Ay () ==, (1)

Les vecteurs propres associés sont :
Cos(i) Sin(i)
vieloila()=| 2Lel)=|
Sin(—) - Cos(—j
2t 2t
1 0
0=(o ) 0=}

(b) Il est clair que les fonctions vecteurs propres ne sont pas continues en 0.

Q4. Pour tout r€[a,b], on désigne par {e/(t),e,(t),--,e,(r)} une base
orthonormée de vecteurs propres associ¢e aux A,(¢),4,(t),--,4,(¢) avec
A(t)e, (t)= A, (t)e, (¢) pour tout k= 1,2, -, n

Pour tout vecteur x = Zn:xjej (t)de norme 1 et tout ¢ € [a,b], ona:
j=1

(Al)x]x) =3 4 (0)x, Zﬂl(t)Z:‘sz = A,(1)

C’est-a-dire que :
Vt€[a,b], (Ax|x)+t{Bx|x)= A,(1)
En prenant x = ¢,(¢,) pour ¢, €[a,b], ona:
{/11(1‘0):<Ael( )‘ ( )> < (to)‘el( )>
viela,b], A (1)< < ‘ (t0)>+ <Bel ‘el >
Ce qui peut s’écrire, en posant b, = <Be ‘el( 0 >

Vi ela,b], A,(1) < A1) +bl1-1)

Pour u, v dans [a,b] et 8€[0,1], on a alors :
{’11 (”) <A (” + 6(" - ”)) - 6(" - ”)bau,v
A (V) <A (“ + 6(" - ”)) + (1 - 9)(\/ - ”)bau,v
et:
(1-0)4,(u)+ 64,(v) < A, (u+ &v-u))

C’est-a-dire que la fonction A, est concave.
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Probléme 8 : Dérivabilité des valeurs propres
d’une fonction matricielle en dimension 2

Q1. Soit ¢. [a,b] — IR une fonction continiiment dérivable et a valeurs positives

ou nulles.
Montrer que :

viela,b, (p(t)=0 = #(t)=0)
Dans ce qui suit, on se donne f, g [a,b]% IR deux fonctions contintiment

dérivables et on note p= > +g°.
(b) Montrer que si ¢(t) =0 sur un intervalle ]a,ﬂ—_ - ]a,b[, alorson a :

f(t)=glt)=f(1)=g'(t) = ¢/(t) = 0 sur [, f].
(c) Montrer que si (0(1‘) >0 sur un intervalle ]a,ﬁ C ]a,b[ avec ¢(05) = (0(,8)
alors h =\ @ est continiiment dérivable sur [Ot, ﬂ] avec :

1) f () +g'(1)gt)
V() +g(e)

W(t)=37(t) +g(t) si 1=«

) +ge)  sit=p

(d) On suppose qu’il existe deux intervalles ]ao,bo[ et ]al,bl[ dans ]a,b[ avec

a, =b,, 1) >0 sur ]ao,bo[u]al,bl[ et gla,)=p(b,) = (b)) =0.
Montrer que la fonction h définie sur [ao,bl] par:

i) = W sit€ay,by]

—Jolt)sitela,,b]
est continiiment dérivable.

(e) On suppose qu’il existe deux intervalles ]ao,bo[ et ]al,bl[ dans ]a,b[ avec
a, > b,, 1) >0 sur ]ao,bo[u]al,bl[ et o(t)=0 sur [bo,al].
Montrer que la fonction h définie sur [ao,bl] par:

W sit€[ay,b,]

h(t)=10  site[by.a]
—Jolt)sitela,,b]
est continiiment dérivable.

(f) Déduire de ce qui précede que si f, g [a,b]%]R sont deux fonctions

0,

sit#a, t#f

continiiment dérivables alors il existe une fonction h: [a,b]%IR continiiment
dérivable telle que h* = > + g°.
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(g) Plus genéralement, montrer que si V: [a,b]%lR” est une fonction
continiiment dérivable alors il existe une fonction h: [a,b]—)IR contintiment

dérivable telle que h(t)2 = Hv(t)”2 sur [a,b] ou |||| désigne la norme euclidienne de

IR

(h) On note S, (IR) I'ensemble des matrices a coefficients réels, d’ordre n et
symétriques.

Soit A: [a,b]— S, (IR) continiiment dérivable.

Montrer que, pour tout t dans [a,b], le polynome caractéristique de A(t) peut
s’écrire :

P(4.0)= (A= 4,(0)(A-2,(7))
ou A, A,: [a,b]— IR sont continiiment dérivables.
Q2. Soit A: [O, 1] — M, (IR) définie par :
0sit=0

vee[0,1], A(¢)= ((t) bg)] avee b(t) = . Sin(l)z sit#0
t

ou2<p<4.
(a) Montrer que A est continiiment dérivable.
(b) Calculer les valeurs propres de A(t) et montrer que A(t) est diagonalisable

pour tout t dans [0, 1].
(c) Montrer que le résultat de Q1 (h) est faux pour cette fonction matricielle.

Solution

Q1. (a) Si, pour ¢, e]a,b[, on a q)’(t0)¢ 0, alors la fonction ¢ est strictement
monotone, positive ou nulle sur un intervalle centré en #, contenu dans ]a,b[ et
nécessairement (p(to) >0.

(b) Si, pour ¢, € ]a,b[, ona f ’(to) # 0, alors la fonction fest strictement monotone
et positive ou nulle sur un intervalle centré en f#, et contenu dans ]a,b[.
Nécessairement, on a f (to) #0 et go(to) > 0. De méme pour g.

(¢) Pour tout ¢ € |, 4, on a:

h(t)—h(w)z\/(f(t)—f(a)]z+(g(t)—f(a)]

t—o t1—o t1—o

> (@) +g()

>

c’est-a-dire que /4 est dérivable a droite en ¢, avec :
’ ’ 2 ’ 2
(@)= s"(a) +g'(a)
De la méme fagon, on voit que / est dérivable a gauche en Savec :

W(B) =B +e(B




28 1 Compléments sur le calcul matriciel

Dans le cas ou (f’(a),g’(a)) #(0,0), la continuité a droite en & de 4’ résulte
du théoréme des accroissements finis. Il suffit en effet d’écrire, pour tout

claf - w(=L" WL )+g()g( )
V)

Si ( 1(a), g’(a)) (0,0), en utlhsant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
W)y () +g(1) =0
On procéde de fagon analogue en f.
(d) C’est une conséquence immédiate du (c).
(e) C’est encore une conséquence immédiate du (c).
(f) Onnote D= ¢'(0) et ¥ =[a,b]-D.
Si D =, il suffit alors de poser & = \/E
Dans le cas contraire, V' est un ouvert de [a,b] et il peut alors s’écrire comme

avec ¢, € |a,1[ .

une réunion dénombrable d’intervalles ouverts dans [a,b] deux a deux disjoints,
soit V' = UK avec [ = {0,1,~--,n} oul = IN.

iel
On peut en outre supposer les extrémités a; et b; de V; vérifient :
a<a, <b <a, <b,<b

i+1 i+1
Les résultats précédents nous permettent alors de poser :

Vi ela,b], h(t):{g—l)fmssiizteez

(g) On raisonne par récurrence sur 7 en écrivant :
2 2 ) 2
Vl +.“+vn +vn+1 - f +Vn+1

vielo,1], Az) = (28 ig;]

Le polynoéme caractéristique de A(¢) s’écrit alors :
P(A,t) =2 —(a(t)+c(t)A+alt)e(t)-b(2)
Son discriminant est A(z) = (a(t) - c(t))2 +4b(t)2.

On peut donc trouver une fonction / de classe C' sur [a,b] telle A= A", Et les
valeurs propres de A(t) sont les fonctions de classe C':

()= a(t)+c(t)+n(t)

2
()= alt)+ c(2t) —h(t)

Q2. (a) 1l suffit de montrer que b est de classe C'. Sur IR il n’y a pas de probléme.

(h) On note :

La continuité en 0 résulte de ‘b(t)‘ < |t|p avec p > 0. La Dérivabilité en 0 résulte de
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b(1)

<|tf”" avec p>1. Enfin la continuité de la dérivée en 0 résulte de
t

2
b’(t)‘ =|pt" SinGj -2t Sin(%) COSGJ

(b) Les valeurs propres de A(¢) sont :

j'1(7?) = b(t)

Sp‘tp‘1‘+2‘tp‘2‘ avec p>2.

v €[0,1],
Ay () = —b()
et A(¢) est diagonalisable pour tout ¢ dans [0,1].
0sit=0
1 — P ) roe . <
(c) La fonction /11(1) % Sin(%) Gt n’est pas dérivable sur [O, 1] si p<4.

Probleme 9 : Matrices de Hessenberg et tridiagonales

On appelle « matrice de Hessenberg » une matrice A a coefficients complexes

qui vérifie :
a,; =0 pour j<i-1

On dit que A est irréductible si a;;_| # 0 pour touti = 2, -, n.
Q1. Soit P un polynéome unitaire de degré n. Construire une matrice de
Hessenberg irréductible qui admet (—1)” P pour polynome caractéristique.
Q2. Montrer que si A est une matrice de Hessenberg irréductible, alors pour toute
valeur propre A de A, l’espace propre associé est de dimension 1.

Q3. En déduire que les valeurs propres d’une matrice de Hessenberg irréductible
sont simples si et seulement si la matrice est diagonalisable.

a b 0 0 - 0
b a, b, 0 -+ 0
04. Soit A=| . . . . . . | une matrice a coefficients reéel,
0 - 0 bn—2 a, bn—l
o - 0 0 b, a,

tridiagonale symétrique et irréductible.

(a) Montrer que les valeurs propres de A sont simples.

(b) Décrire un algorithme de calcul de l’espace propre associé a une valeur
propre de A.
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a b 0 0
¢, a b 0
05 Soit A=| . . . . . . une matrice tridiagonale a
0 0 Cir Ayl bn—l
0 0 a

coefficients complexes.
(a) Donner un algorithme de calcul du polynéme caractéristique de A.
(b) Montrer que A admet les mémes valeurs propres que la matrice

a cb 0 0 - 0

1 a ¢b 0 - 0
B=| . . S .

o - 0 1 a_ cpb,

o -~ 0 0 1 a

b, € IR, pour touti =1, 2,
-+, n— 1, alors A admet n valeurs propres réelles simples et est diagonalisable.

(d) Que peut-on dire si a, € IR pour tout i = 1, 2, -, n et c,,b, € IR pour tout
i=1,2,n-17?

(c) Montrer que si a, € IR pour touti =1, 2, -, n et c

Solution
Q1. Soit P(x)=x"-ax"'—---—a,x—a, on lui associe la matrice de
0 0 - 0 0 aq
1 0 - 0 0 g,
Hessenberg irréductible A= . . . . . .
0O - 0 10 aqa_
0O - 0 01 a,
-A 0 0 a,
1 -4 0 -+ 0 a,
Son polyndme caractéristique est Q, (A)=] . e .
o -~ 0 1 -4 a,,
O -~ 0 0 1 a-4
Pour tout k=0, 1, -, n — 1, on désigne par Q,_, (4) le polynéme caractéristique
associé au polynéme P_ (x)=x""*—a x"* "'~ —a_,x—a,,,.

En développant chacun des Q, , (/1) suivant la premiére ligne, pour £k = 0, -,
n—1,ona:



Probleme 9

Il en résulte O, (A) =

0,(4)=-2-0,,(A)+(-1)"q,
0, (ﬂ) : -1-0,, (ﬂ) + (_l)n a,

(-1)"B,(4).

n

Q2. Soit 4 une matrice de Hessenberg irréductible, A un réel et

Ay=A-A1, =

A

a

a

nn

n—1,n

-4

31

Si B est la matrice extraite de A4 en supprimant la premiére ligne et la derniére

a,

colonne, soit B, =

a, —A ap ag ai
a, ay,—A ay e a1
O o 0 an—l,n—Z an—l,n—l -
0 . 0 0 a,,
a — A Qs Gy, as
as ay—A as, 2 as,
O 0 an—l,n—Z an—l,n—l -
0 0 0 a

n,n—1

on a alors Dét(B,) = li[au._1 #0.
i=2

C’est-a-dire que :

Oou €ncore :

VA€ IR, Rang(4,)>n—1

VA€ IR, Dim(Ker(4-A-1d))<1

En particulier, si A est valeur propre de 4 :

p
Q3. Si A est diagonalisable, alors C" =@ Ker(4—A,1d), ou {/11 Ay
k=1

Dim(Ker(A4—-A-1d)) =1

---,/11,} sont

toutes les valeurs propres de 4. Avec Q2, on a nécessairement p = n, c¢’est-a-dire
que les valeurs propres de 4 sont simples.
Q4. (a) Une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et est
diagonalisable. Si elle tridiagonale et irréductible alors ses valeurs propres sont
nécessairement simples d’apres Q3.
(b) Soit A une valeur propre de 4 et x € IR" —{0} un vecteur propre associé. On a

alors :
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ax, +bx, = Ax,
b x, +ax, +bx, =Ax, (2<k<n-1)
b, _x, ,+ax,=Ax

n n

Si x, =0, alors avec I’hypothése b, # 0 pour tout i = 1, ---, n — 1, on déduit que

tous les x; sont nuls. On peut donc prendre x, =1 et (xl,xz,--- x ) est solution

> n—1
du systéme triangulaire supérieur :
b_x, +(a, —A)x, +bx,., = 2<k<n-2)

b, 2X,, +(an—1 _ﬂ)xn—l =-b, |

n

bn—lxn—l = /1 - an
La solution de ce systéme peut se calculer avec 1’algorithme :
A-a,

xn—l =
bn—l
bx, +la,—A)x

xkilz_ kY k+1 ( k ) k (k:n—l,"',z)

bk—l

Remarque — On retrouve que 1’espace propre associé a A est de dimension 1.

QS. (a) Si, pour tout k=1, 2, -+, n, on désigne par A, la matrice principale d’ordre
k de A, alors la suite (f;) des polyndmes caractéristiques des Ay vérifie la
récurrence :

1<k<n

R(A)=1,R(A)=a -4
{])k(ﬂ') = (ak - j’)Pk—l (A)=bc, By (4) (2<k<n)

(b) Le polynome caractéristique de B s’obtient avec la méme récurrence que celui
de A en utilisant les mémes conditions initiales, ces deux polyndmes sont donc
identiques.

(c) En utilisant deux fois le résultat du (b), on voit que 4 admet les mémes valeurs

b 0 0 0

a,
NGb  a, 4 ob, 0 e 0

0 . 0 ﬂcn_lbn_z a,_, A\ cnbn—l
O e 0 0 A Cnbnfl an

La matrice C est symétrique tridiagonale et irréductible, elle est donc
diagonalisable avec n valeurs propres réelles simples.

La matrice 4 admet donc n valeurs propres réelles simples et est
diagonalisable.

propres que C =
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0 b O
(d Soit A4=|-b 0 b,|. Son polyndme caractéristique  est
0 -b, 0

P(1)= —/1(/12 +b22ﬂ+b12) et pour b, —4b> =0 la matrice 4 admet une valeur

propre double et donc n’est pas diagonalisable si b; et b, sont non nuls.



CHAPITRE 2

Résolution de systémes linéaires
Déterminants et inverses

Probleme 10 : Matrices de Hilbert

(x—l)(x—2)~~(x—n)

x(x+1)---(x+n)

Q1. Pour tout entier n 21, on pose : R, (x) =

Calculer le coefficient de dans la décomposition en éléments simples de

x+n
R,. On note A, ce coefficient.

Q2. Pour tout entier n 21, la matrice de Hilbert d'ordre n est définie par :

i :((h”))};fs'i’ avec : h; = -1 (1<i,j<n)

On note A, la matrice d'ordre n définie par :
h,sij=1,2,---,n=1;i=12,...,n
4,= ((al.j ))lsl‘Sn’ avec a; :{ j
1<j<n
(a) Comparer Dét(An) et Dét(Hn).
(b) Comparer Dét(An) et Dét(Hn_l).
(c¢) En déduire une récurrence sur les A, = Dét(Hn ).

R _(i)sij=n;i=1,2,--,n

03. En posant, pour tout entier n=21, ®, = Hk!

k=1
4

(O
Montrer que : A, = Dét(Hn) = =zl
2n-1

. 1
04. Montrer que pour tout entier n21, A, < —.

n

n

A

(2n+1)u,’
(b) En déduire, sous forme de programmation structurée, un algorithme de calcul
des A,

05. (a) En posant u, = C;,, montrer que : A, ,, =
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Solution

Q1. La décomposition en éléments simples de R, s’écrit R, (x) = Z

Apn = Lil?la(((x +k)R, (x)) Et en particulier :

hll hlZ 1,n—1 Rnfl(l)
h21 h22 h2 n—1 Rnfl(z)
Q2.(a)Ona 4, =| . . . . . avec :

hnl hnZ hn,n—l Rn—l (”l)

R () S /,i’k,n—l n_lﬂl h

)= = .

n—1 P (l + k) por kn—1"%k+1
Soit R, 2/1/ it pourtouti=1,2, -, n.

Si on note C; la colonne numéro j de H,, alors la colonne numéro n de 4, est
combinaison llnealre des Ci, C,, -+, C,. Le déterminant étant une forme n—linéaire
alternée, on en déduit que :

Dét(4,)=A,  Dét(H,)=Cr. Det(H )
(b) D’autre part, on a R, ( ) 0 pour tout i = 1, 2, -, n— 1. En développant le
déterminant suivant la derni¢re colonne on en déduit alors :
Det(4,)= R, (n)Dé(H,_,)
Rn—l(n)

(¢) On déduit de ce qui précéde que Dét(Hn) = Dét(Hn_l), avec
n—1
A _—(Zn—2)! et R (n)——((n_l)!)2 D’ou:
n-1 " ((n—l)')z n—1 - (2]’1—1)' : :
4
1!
A, =D t(H ) ((” ) )

(2n-1)12n-2)1 "'
Q3. Par récurrence, on déduit que
{(n- 2 e
"~ (2n- 1)(2n 2). 3121 @
{(n=1)1(n=2)1--21F (2k)!
(2n-1)1(2n=2)!--n! (k1)
(= 1 (m=2)t 1 20111

" en-1r gl (2n-3)1C57, siczlic

2n-1

Q4.0na A, = , soit avec Cj, =
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k' 1 n—1

L .
Qk+1)1 O g””"

Avec C}, > 1 on déduit que w, <l etA, <y, ,, avec

1N —1n
Yo = (1) ﬂ < ot VI <L Doile résultat
@n-1)rcyt, ~ (@n-1)! (2n=1)--n" n"

p

En posant y, =

C’est-a-dire que A, tend vers 0 trés vite quand » tend vers I’infini.

Pour n grand, on a Dét(Hn) =0 et le systtme est numériquement

machine
dégénéré, mais non dégénéré.

Pour tester la performance d'un algorithme de résolution d'un systéme linéaire,
on pourra l'essayer avec une matrice de Hilbert d'ordre élevé.

4 14 4
Q5. (@ On a @, =nld,_, doi A, =—n = M gy
D, (2”+1)!(2n)!q)2n—1
2
' 2
L= L[ () A, . Cest-a-dire A, = Lz
2n+1{ (2n)! (2n+1)u,
2(2n+1
(b) En remarquant que u,,, = Ll)u"’ on déduit 1’algorithme de calcul d’un
n+

déterminant de Hilbert :

Fonction Déterminant Hilbert(Entrée n : Entier): Réel;

Début
D=1u=2;
Pour k allant de 2 a n faire
Debut

D =D/ k- 1)),
u=22%k-1)uk
Fin;
Retourner D;
Fin;

Probléme 11 : Polynomes de Legendre et matrices de Hilbert

Pour tout entier n > 0, on désigne par E, l’espace vectoriel réel des polynomes
de degré au plus n. On munit E, du produit scalaire défini par :

1
vV P,0€E,, (P|0)= ] P(x)0(x)dx
Les polynomes de Legendre d’ordre k sont définis par :
L (x) =1

w22, 1,924 ] (-2

01. Calculer <P| Q>, pour P(x)=x" et Q(x)=x?, avec p et q entiers.
Q2. Soit {el,ez,---,en} la base de E,; définie par ei(x) =x"! pouri =1, n.
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(a) Comparer la matrice du produit scalaire défini ci-dessus avec la matrice de
Hilbert H, du probleme 10.

(b) Que dire des valeurs propres de H, ?

Q3. Calculer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de L.

Q4. Montrer que pour tout entier k > 0 et toute fonction [ admettant des dérivées
continues jusqu’a l’ordre k — 1 sur [0,1], on a :

(f1L) = “jf"‘ ) (1= x) " dx
05. (a) Montrer que {L1 JLy e, Ln} est une base orthogonale de E,, — ;.

(b) Calculer ||Lk||2, pour tout entier k > 1.
Q6. Calculer la matrice de passage P, de {e, e, ,---,en} a{L,L,, ,Ln}.

Q7. Montrer qu’il existe une matrice D, diagonale telle que D, = ‘P,-H,P,.
Q8. En déduire le déterminant de H,.
Q9. Calculer [’inverse de H,. On montrera que ces coefficients sont entiers.

Solution

1 1
1. (P|O)=| x""dx=——.
Q1. (P|0)=[ x"dx P

Q2. (a) La matrice du produit scalaire est la matrice de composantes

<e. ‘e.> = ! ,pour 1<i,j<n.C’est la matrice de Hilbert H,,.
i . .
i+j-1

(b) La matrice H, est la matrice d’un produit scalaire, elle est donc symétrique
définie positive et toutes ses valeurs propres sont réelles strictement positives.

Q3. Pour tout entier k > 2, le polynéme P,(x)=x*"(1-x)"" est de degré 2k -2,
donc Ly est de degré k — 1. On en déduit alors que la famille libre {Z,,L,,---, L,

estune base de £, _ ;.
Pour tout entier k£ =1, le coefficient dominant de L, est «,_, défini par :

o X = (i)k_]((—l)k_lx“‘z) _ () @kt

dx (k—=1)!

Q4. Pour tout entier k=2, on a (f|L,) J.f ( j ( k‘l(l—x)k_l)a’x. En

faisant k — 1 intégrations par parties on a :

<f|Lk> :{Zf(j)(x)(%]k_j_z(xk_l(l—X)k_l)} +(—1)k_1 J:f(kfl)(x)xk_l(l—x)k_ldx

0
En remarquant que 0 et 1 sont racines d’ordre k—1 de P; on déduit que
d k—j-2 .
(d_) (xk_l(l—x)k 1) s’annule en 0 et en 1 pour toutj =0, 1, -, k—2 et le
X
résultat. Pour k£ = 1, le résultat est évident.
Q5. (a) En Q3, on a déja vu que {LI,LZ,---,LH} est une base de E,_;. De Q4 on

déduit que pour tout k=2 et tout polyndme P de degré strictement inférieur a
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k-1 on a <P| Lk> =0. Chaque L; étant de degré k—1, il en résulte que
<Lp ‘ Lq> =0 si p# g sont des entiers strictement positifs. Donc {Z,, L,,---, L } est
une base orthogonale de £, ;.
(b) On a L[ =(-1)"" jol L (%) (1-x)""ax, avec L (x)=e,_ (k-1),
soit d’aprés Q3, L,* ™ (x) = (=1)""(2k - 2)!.

I1 s’agit alors de calculer /, = J:xk(l—x)kdx. Ce calcul se fait facilement avec

(k1)

(2k+1)1

”Lknz _ ((];]:1)1')

k intégrations par parties qui donnent /, =

On a donc en définitive :

Q6. Pour tout entier k>2,0na:
k-1 k-1

L[] (Sera e )-sera,

dx i=0 i=0 i!
Ce qui s’écrit aussi :
(k+i-2)!

vk>1, L(x)= Y (-1) "¢} We[(x)

i=1
C’est-a-dire que la matrice de passage de {e ,e,,---,e } a {L,,L,,--,L } estla

matrice triangulaire supérieure P, = (( définie par :

pij 1<i,j<n
rem U2
=\ S ——— (1<i<j <
by ( 1) C]—l (i—l)! (l—l—]—”)
Q7. La matrice du produit scalaire dans la nouvelle base {L,,L,,--,L,} est
D ='"P H P, Cette derniére base étant orthogonale, la matrice D, est diagonale de

termes diagonaux ||Lk||2 (1 <k< n)
Q8. Le déterminant de H, est alors donné par :

pa(p) TIET (@) (-0

Dét(H, ) = 1=k
De(R) g * (2k-2)) 2k~

Soit en remarquant que (2k - 1)((2k - 2)!)2 =(2k - 1)!(2k 2
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On retrouve bien le résultat du probléme 10, Q3.
Q9.0na H='P"'D,P " et H ™' = PD,''P, avec:

ﬂlpll /121712 e ﬂnpl,n
0 Apy ﬂnpz,n .
—1 \ Zl _1 .
PD = =| . . . . Joud =—"—— (1<i<n)
Y S (=)
0 O T j’nl’n,n

Ce qui donne pour le coefficient d’indices (i , j) de H,fl, avec 1<i<j<n (la
matrice est symétrique) :

0
0 n
u,-j = (O - 0 iipii ﬂnpin) pjj = Zikpikpjk
k=j
pjn

Soit :

uy = ()" 2k -1)C O, ez (1<i< j<n)

g
k=j

Probleme 12 : Systeme tridiagonal. Agrégation 1993, extrait

On reprend les notations du probleme 5.
Q1. Soit (pk )k21 la suite définie par :

pp=m
1

Py =m——
Dy

Etablir que cette suite est définie pour tout entier k > 1 lorsque m>?2.
02. On considere une matrice colonne B d’ordre n et le systeme T, X = B avec
m>2.

Donner un équivalent du nombre d’opérations réelles nécessitées par la
résolution de ce systeme par la méthode du pivot de Gauss sans échange de
lignes.
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Solution

. 1 ., . .
Q1. Soit f:x+ m—— pour x > 0. Cette fonction étant strictement croissante, on
X

a f([l,m])={m—1,m—i}c[l,m], pour m>2 et la suite (pk)k>1 des
- >

approximations successives est bien définie avec 1< p, <m pour tout k >1.
Q2. Si, pour tout £k =1, 2, -, n, on désigne par L; la ligne numéro k du systeme
T X = B, alors ’algorithme du pivot de Gauss sans échange de ligne consiste a

effectuer les opérations :

1
L,=L.,+—L (1<k<n-1)

k

Soit en notant respectivement ];gk) = ((tl.].k))) et B% = ((b.(k))) ~ la matrice
| Sisn

et le second membre a I’étape k, avec 7;51

(k+1)

Uik = 0
(k+1) 1 1 <p<
ety EMTy TMT = Py (l_k_n—l)
ik k
1

B =bihe L

On aboutit alors au bout de n — 1 étapes au systéme triangulaire 7:,5"))( =B",

p -1 0 0 - O
0 p, -1 0 0
avec T”E”) =l . . . . . . |- La résolution de ce systeme se fait « en
0 0 0 p_, -1
0 0 0 0 p,
remontée » :
p™
x, ="
P,

X, :L(x,ﬁ1 +b,£")) (k=n-1,---,1)
k

Dans la phase de réduction a la forme triangulaire on a, pour chaque k=1, -,
n — 1, une division et une soustraction pour le calcul de p;+; et une division et une
addition pour le calcul de b,E':l). Ce qui donne un total de 2n—2 divisions et
2n—2 additions.

La résolution du systéme triangulaire nécessite n —1 additions et n divisions.

On a donc un total de 3n—2 divisions et 3n—3 additions. Soit un nombre

d’opérations de I’ordre de 6n.
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Probleme 13 : Systéeme tridiagonal

a ¢ 0 0 - 0
b, ag ¢, 0 - 0
Soit A, =|. . . : : : une matrice tridiagonale a
o - 0 b, a, c,_
o - 0 0 b a,

coefficients réels.
Q1. Donner un algorithme de calcul de D, = Dét(An).

On suppose que A, est inversible et que la méthode du pivot de Gauss peut
s ‘effectuer sans échange de ligne. On sait alors que A, peut s’écrire de maniere
unique sous la forme A, = L-R avec L triangulaire inférieure a diagonale unité
et R triangulaire supérieure.
Q2. Donner un algorithme de calcul des matrices L et R.

Ecrire la programmation structurée correspondante.
03. (a) Décrire un algorithme de résolution de Ax=e qui utilise la
décomposition LR. Ecrire la programmation structurée correspondante.
(b) Décrire un algorithme de résolution de A x=e qui utilise la méthode de
Gauss sans échange de ligne. Ecrire la programmation structurée
correspondante.
(c) Décrire un algorithme de calcul de l'inverse de A, qui utilise la décomposition
LR. Ecrire la programmation structurée correspondante.
04. On note A, la matrice symétrique d'ordre n définie par :

4 =((a,-j))1g,-5n, e {aij =n-j+1 pour. léiSan
1<j<n a,=a;pour 1< j<i<n
(a) Calculer Dét(An).
(b) Calculer I'inverse de A,. On notera B, cette matrice inverse.
(c) Calculer Dét(Bn) en utilisant [’algorithme de QI et retrouver la valeur de
Dét(An) calculée en (a).
(d) Donner la décomposition LR de A,.

Solution

Q1. En développant D, suivant la derniére ligne, on a :
D,=a,D, =bc, D,
Ce qui donne, avec les valeurs initiales Dy=1 et D, = a,, un algorithme trés
simple.
Q2. On cherche les matrices L et R sous la forme bidiagonale, soit :
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I 0 O d n 0
L, 0 0 d, r
L= . . . et R= . .
0 L, 1 O o -~ 0 0 d_ r
0 0 L 1 o -~ 0 0 0 d,

On effectuant le produit 4, = L- R et en identifiant avec les coefficients de 4,

on obtient alors :
{dl =aq,

puis :
bj+l

La programmation structurée est alors évidente.
Q3. (a) Tout d'abord, on résout Ly = e, ce qui donne :
Yi=¢
Vi =¢€; _Ljyj—l (j = 27"':”)

Puis on résout Rx = y, ce qui donne :

_ (yj_rjxjﬂ) (j:n—l,--~,1)

La encore la programmation structurée est évidente.
(b) En supposant qu'il n'y a pas de permutations dans la méthode de Gauss (une

telle permutation ferait perdre le caractére tridiagonal), on n'aura a chaque étape
qu'une ligne a traiter et pour chaque ligne seulement deux opérations.

A 1'¢tape k de la méthode, la ligne L, du systéme devient :
L -m-L,_, (k = 2,---,n)

bk
avec m=——.
|
Ce qui donne les formules de transformations :
b, =0

a,=a,—m-c,_,
¢, inchangé
e, =e —m-e,_,

Le systeme triangulaire supérieur obtenu sera bidiagonal et aura pour solution :
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Remarque 1 — Le produit des a; donnera, en fin d'opération, le déterminant de A.

Remarque 2 — La méthode obtenue est appelée « méthode du double balayage de
Cholesky ».

Pour la programmation structurée, en vue d'économiser la place mémoire, on
stocke une matrice tridiagonale sous forme de trois vecteurs. Une telle matrice
sera donc notée :

T= (7;/ )ISiSn

1</<3

ou 1 est le numéro de la ligne et j celui de la diagonale, c'est-a-dire que (Tn)

1<i<n

représente la diagonale inférieure, (]}2) la diagonale et (];3) la diagonale

1<i<n 1<i<n

supérieure.
Ce qui donne la procédure :

PROCEDURE SystemeTridiagonal(Entrée n : Entier ;
Entrée Sortie T : MatriceTridiagonale ; b : Vecteur);
Début
Pour i Allant de 2 a n Faire
Début

Si (THZ = 0) Alors Stop(« Déterminant nul ») ;
m= Ti,I/ Ty
Ti,Z - Ti,Z - mTi—],j’ ;
b=b-mb_,
Fin ;
Si(T = 0)
Alors Stop(« Déterminant nul ») ;
b =b/T 2
Pour i Allant den— 1 a 1 Faire bi = (bi -T b )/Ti’2 ;

030 i+1
Fin ;

Remarque 3 — En fin d'opération les valeurs initiales de la matrice 7 et du second
membre b sont perdues, le vecteur b contenant la solution du systéme.

(c) Avec 4,=L-R,ona A~ =R"'L". De plus, si 4 est une matrice inversible,
alors les colonnes de A! sont les solutions de Ax =e;, ou {el,ez,-.-,en} est la

base canonique de IR". Ce qui donne, pour les coefficientsde U =R ' et V' =L :
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vje{l,2,-,n}

y = 1
VT g
d.
J vii:O(i:L...’j_l)
ul]:_r’i’i_ﬂf (i=j—1,--~,1) V,»j=1
u, =0 (i=j+1,,n) vy ==Ly, (i=j+1,
ij ] s

Les coefficients de W = 4, sont alors donnés par :

w, = Z”:uf;‘vk/ (1<i,j<n)

k=Max(i,j

Ce qui donne la programmation structurée :

PROCEDURE InverseTriangulairelnférieure( Entrée n : Entier ; A : Matrice ;

Début

Sortie W : Matrice ) ;

Pour j allant de I a n faire

Début

Si (dj = () Alors Stop(« Matrice non inversible ») ;

u. =1/ ;
i J
V.= 1;

i
Pouriallantdej— 1 a I faire

Début

Fin ;

i+l,j -
—_— >

Pouriallantdej + 1 a n faire

Début
u, = 0;

v, =—Lu,

i i%i-1,j

Fin ;
Fin ;

b

Pour i allant de 1 a n faire

Début

Pour j allant de 1 a i faire

Début
W, = 0;

Pour k allant de 1 a i faire w; = wy + ugvi; ;

Fn

Pourjallant de i + 1 a n faire

Début
W, = 0;

Pour k allant de j a n faire w; = wj; + upvyg ;

Fn;
Fin ;

43
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Fin ;
n n-1 -- 21
n-1 n-1 - 2 1
Q4.(a)Ona 4 =| . . .. . |. Enretranchant la deuxi¢me ligne a la
2 2 - 201
1 1 - 11

premicre, on déduit que :
Vn>2, Dét(4,)=Dét(4,.)
Et par récurrence :
Vn22, Dél4,)=1
(b) D’aprés (a), la matrice A4, est inversible dans Mn(Z), c’est-a-dire que les
coefficients de 4, sont entiers.
Apres quelques expériences numériques on fait ’hypothése que :

I -1 0 0 - 0
-1 2 -1 0 - 0
A7'=B = . . . . . .
0 - 0 -1 2 -1
0 - 0 0 -1 2

Pour vérifier cette hypothése, il suffit de vérifier que la colonne numéro j de B,
est solution du systéme linéaire 4,x=e;, ou e, est le j vecteur de base

canonique.

(c) D’apres Q1, ’algorithme de calcul du déterminant de B, est donné par :
A=1 A, =1
A, =2A,,-A,, (n=3)

On vérifie alors facilement que A =1, pour tout n=1. On retrouve bien le

1
résultatdu(a) : D, = T

(d) Si 4,=L-R, alors B,=A4,~' =R’L’, avec L’=L" triangulaire inférieure a
diagonale unité et R”= R triangulaire supérieure.

La matrice B, étant tridiagonale, on cherche les matrices L’ et R’ sous la
forme :

1 0 0 0 -- 0 d n 0 0
L 1.0 0 -0 0 d, r 0

L =] . . . . .| et R=|. . . . . .
o -~ 0 L, 1 0 o -~ 0 0 d_, r,
o -~ 0 0 L 1 o - 0 0 0 d

Par identification des coefficients dans le produit B, = R’L’, on obtient :
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d =2 1= s
r'=—1(i=1--,n-1) 1 P dy
' » N\ L=——,d  =2+L (i=n--3)

i di/’ i-1 i (l n ) dl,: 1+L2/
Ce qui donne par récurrence :
r==1(i=1,n-1)
1 n+2-i
’ _— = :2
9 L n+l1-i (1=2,-.n)
, 1
dI:;
On vérifie alors que I’inverse de la matrice R’ est la matrice :
n n-1 - 2 1
el 21
n n on
3 3
0 0 0 1
2
et que I’inverse de la matrice L’ est la matrice :
1 0O - 00
n—1
1 - 0 0
n
L=} 2 2
— 1 0
n n—1
1 1 1
— — 1
n n—1 2

Probleme 14 : Meéthodes iteratives de résolution
des systéemes linéaires

Ce probleme utilise les résultats des probléemes 1 et 2.

On désigne par A une matrice d’ordre n 2?2 inversible a coefficients réels.
L'idée des méthodes itératives, pour résoudre le systeme linéaire Ax =b,
(k)jp

consiste a construire une suite (x d'éléments de IR" qui va converger vers

la solution de ce systeme. Le calcul de chaque ) doit étre plus simple que la
résolution directe du systeme.

On écrit la matrice A sous la forme A= M- N, ou M est « facilement
inversible » et la résolution de Ax =b est ramenée au « probleme de point fixe » :
trouver x dans IR' solution de :

x=M"'Nx+M"'b.
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Pour résoudre ce probleme, on utilise la « méthode des approximations
. ‘ . . 7N . k ’ .
successives », c'est-a-dire qu'on considere la suite (x( )) définie par :
keIN

x(o) donné dans /R"

xE = A AW 4 A

Q1. Montrer que si cette suite converge, c'est nécessairement vers la solution de
Ax =b.

Q2. Montrer que la suite (x(k))k . définie par (1) est convergente vers la solution
)

(1)

si et seulement si p(B) <1 ou

0(B) désigne le rayon spectral de B= M™'N si A= M — N avec M inversible.
Q3. Montrer que s’il existe une norme matricielle induite telle que ||B|| <1, alors

de Ax =b, quelle que soit la valeur initiale e

la méthode itérative est convergente.

Q4. On suppose que tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls et on
considere la méthode itérative définie par le choix de la matrice diagonale
M =D avec d; = a,; pour tout i = 1, -, n. La méthode obtenue est la « méthode
de Jacobi ».

(a) Décrire l'algorithme de construction des X

(b) Ecrire la programmation structurée correspondante.

(c) Montrer que si A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de
Jacobi converge.

05. On suppose que tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls et on
considere la méthode itérative définie par le choix de la matrice M définie par :

{ml.].=0,p0ur13i<j£n

m; =a; , pour1< j<i<n

[}

La méthode obtenue est la « méthode de Gauss—Seidel ».
(a) Décrire l'algorithme de construction des X
(b) Ecrire la programmation structurée correspondante.
(c) Montrer que si A est a diagonale strictement dominante alors la méthode de
Gauss—Seidel converge.
(d) Montrer que si A est symétrique définie positive alors la méthode de Gauss-

Seidel converge.

1 2 =2
(e) Soit A=|1 1 1 |. Que peut-on dire de la convergence de la méthode de
2 2 1

Jacobi et de celle de Gauss-Seidel ?
Q6. On se donne une matrice tridiagonale inversible :

a ¢ 0 0 - 0

b, ag ¢, 0 - 0
A=

0 b, a., ¢,

a
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avec n =3 et tous les a; non nuls.
Si A=D+E+F, ou D est la diagonale de A, E le triangle inférieur strict et F
le triangle supérieur strict, on pose J =—D""(E + F) pour la méthode de Jacobi

et G=—(D+E )71 F pour la méthode de Gauss-Seidel.

(a) Pour tout matrice Mz((mij )) , on définit, pour tout réel non nul t, la

I<i,j<n

matrice M(t)= ((my(t))) par ml.].(t) = ti_jml.]. (1<i,j<n).

1<i,j<n
Montrer que :
Vie IR, Det(M(r)) = Dét( M)
(b) Montrer que si P, est le polynome caractéristique de J et Pg celui de G, alors

ona P, (/12) =A'P,(A).
En déduire que ,O(G) = (p(J))2 et conclure.

Solution

Q1. C’est clair.
Q2. En écrivant que Ax = b équivaut a x = Bx + M b, on déduit que :
VikeIN, x** —x= B(x(k> _ x) _ gt (x<o> _ x)

et donc (x(k))k L, Va converger vers x, quelle que soit la valeur initiale si, et
€

seulement si Lim B* =0, ce qui équivaut a p(B) <1 (probleme 2, Q6).

k—+oo

Q3. Résulte de D'inégalité
(probleme 2, Q1).

, pour toute norme matricielle induite

Remarque — On a HBku = Sup “ H x ) e IR", % x , pour toute norme

matricielle subordonnée. On peut donc utiliser HB"H pour mesurer la vitesse de

convergence d’une méthode itérative.
Q4. (a) L'algorithme de construction des x*’ est le suivant
a.x* Y = (allxl( )+~-+al.,l._1xl(l_‘l))—(al.ﬂl.ﬂx( 4. +alnxn )+b (i = 1,---,n)

i i+l
k+1)

(k)

Remarque 1 — Le calcul des composantes de x" nécessite de garder en

, . k ., . . J , .
mémoire le vecteur x'*). Une itération va donc immobiliser 2 cases mémoires.

Remarque 2 — On peut décider d'arréter les itérations a un rang Maxlter donné ou
k+1)

lorsque Hx (etl) _ )H < €-Hx( (¢ une précision donnée).

Remarque 3 — Comme valeur initiale, on peut prendre X = ((QD .
a
I<i<n

ii

(b) Ce qui donne la programmation structurée qui suit.

PROCEDURE Jacobi(Entrée n : Entier ; A : Matrice ; b : Vecteur ; Sortie x : Vecteur) ;
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Début
Pour i allant de 1 a n faire
Debut
Si a;; = 0 Alors Stop
Sinonx. =b/a_;
Fin ;
p =0, Continuer = Vrai ;
Tant que (p < Maxlter) et (Continuer) faire
Début
p=p+I;
Pour i allant de 1 a n faire
Début
S=b;
Pour j allant de 1 a n faire
Début
Sij# iAlorsS=S—al,jxj,'
Fin ;
Vi~ S/ a;-
Fin ;
Continuer = |y — x| > &-|y| ;
xX=y;
Fin ;
Si Non Continuer
Alors afficher(« Solution approchée = « ,x)
Sinon Stop(« convergence trop lente ou divergence ») ;
Fin ;

(c)Si B=D"'N = ((b)) ,avec A= D— N adiagonale strictement dominante,

Y7 1<, j<n

on a (probléme 1, Q6 (a)) ||B||m = Max{z

J#i

a;

, 1= 1,---,n}<1 et la méthode de
Jacobi est convergente.
QS. (a) Pour tout k>0, ) est solution du systeme triangulaire inférieur
Mx®Y = Nx® 1 b, Do l'algorithme de Gauss-Seidel :

a,x" = —(ailxl(k+l)+~ x +ai’i_lxl(]_{1+l))— (ai’i+1x(k)+- - +a, x(k))+bl. (i=1,--,n)

ii i+1 in'n
Remarque 1 — Cet algorithme est en fait une amélioration de l'algorithme de

Jacobi. En effet, dans le calcul de xl.(k”), on utilise les composantes 1 a i— 1 de

) (alors que dans la méthode de Jacobi ce sont celles de x®

qui sont utilisées)
et les composantes i+ 1 a n de X (comme dans la méthode de Jacobi). Cet
algorithme sera donc en général plus performant que celui de Jacobi.

Remarque 2 — Pour une itération on ne garde donc que n termes en mémoire.

(b) Ce qui donne la programmation structurée suivante.

PROCEDURE Gauss-Seidel(Entrée n : Entier ; A : Matrice ; b : Vecteur ;
Sortie x : Vecteur) ;
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Début
Continuer = Vrai ; p=0;
Pour i allant de 1 a n faire

Début
Sia_= 0 Alors Stop Sinonx =b/a_;
Fin ;
Tant que (p < Maxlter) et (Continuer) faire
Deébut
p=ptI;
DeltaMax = 0 ;
Pour i allant de 1 a n faire
Début
§=b;
Pour j allant de 1 a n faire
Deébut
Sij#iAlors S=S8—- ax,;
Fin ;
S=Sa,;

Si |xi —S| > DeltaMax
Alors DeltaMax = |xl. —S| ;
x = S
Fin ;
Continuer = DeltaMax > Epsilon ;
Fin ;
Si Non Continuer
Alors Afficher(« Solution approchée »,x)

Sinon Stop(« convergence trop lente ou divergence ») ;
Fin ;

(c) Soit 4 une matrice a diagonale strictement dominante, B= M 'N, u une
valeur propre de B et x un vecteur propre non nul associé. On a alors:
Nx = u- Mx, c'est-a-dire :

- Zaijxj =,uZaijxj (i=1,--,n-1)
j=1

j=i+l

Si on suppose que |,u|21, en prenant i tel que ||x||°° =|x,. , on déduit que :

4-[a; | < g‘%“ﬂ
J#

dominante. Le rayon spectral de B est donc strictement inférieur a 1 et la méthode
converge.

(d) Soit 4 symétrique définie positive, x4 une valeur propre de B= M ~'N et x un
vecteur propre non nul associé. En écrivant 4= D+ E+ F, ou D est la diagonale
de A4, E le triangle inférieur strict et F le triangle supérieur strict, on a :

(x] Ax) = (x| Dx) + (x| Ex) +{x| Fx) (1)

, ce qui contredit le fait que A soit a diagonale strictement
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Puis avec Fx=-u(Dx+Ex) (M=D+E, N=-F), on déduit que
(x| 4x )= (1~ z)(x| Dx)+ (1~ @)(x| Ex), donc u#1 ((Ax|x)>0) et:
1
I-u
Par conjugaison complexe de (2), en considérant que 4 et D sont hermitiennes
et que ‘E = F on déduit que :
2 {aln) = (Do) + (xl ) (3
En faisant (2) + (3) — (1), on en conclut que :
1|’
1=uf
Avec <x| Ax> >0 et <x|Dx> >0 (A et D sont définies positives) on déduit que
| ,u| < 1. Le rayon spectral de B est donc strictement inférieur a 1 et la méthode de

(x| 4x) = (x| Dx) +(x[ Ex) (2)

<x|Ax>:<x|Dx>

Gauss-Seidel converge.

Remarque — Quand les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergentes
il vaut mieux choisir celle de Gauss-Seidel. Mais il se peut que la méthode de
Gauss-Seidel diverge alors que celle de Jacobi converge comme le montre
I'exemple qui suit.

(e) Pour la méthode Jacobi toutes les valeurs propres de B sont nulles, donc la
méthode de Jacobi converge.

0 -2 2
Et pour la méthode de Gauss-Seidel, ona B={0 2 -3 | avec les valeurs
0 -2 4

propres 0, 5.64 et 0.35, donc la méthode de Gauss-Seidel diverge.
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c(b - a)n - a(b - c)"
c—a
Q8. (a) Le polyndme caractéristique de G est :
P,(A)=Dét(MN-4-1,)= Dét(M~)(-1)" Dét( MA- N)

A(a,b,c)=

Soit :
(=) (B-a)' 2 - AA-f- )"
Yok 1-4

(-1)'

P.(A)= F; AA-a,A-Ba)=

"

Ce qui peut aussi s’écrire :

Soit :

P(4)= (—1)"{(/1—%jn +%§[ﬂ—%}nk(1 —%Tl ,1“}

(b) On en déduit que 0 est valeur propre de G et le produit des modules valeurs
propres non nulles est :

T

= ‘Coefﬁcient de A dans P, (l)‘

Soit :

Hﬂi >1 et p(G)Z 1, donc la méthode de Gauss-Seidel ne

i=2

(c) Si |0¢|2|,ﬁ alors

converge pas.
Remarque — Si M >(n— 1)|04 on a vu alors la méthode de Gauss-Seidel converge.

Il reste a étudier le cas ou %M < |04 < M
n—

Probleme 16 : Meéthode de relaxation

Ce probleme utilise les résultats du probleme 14.
A désigne une matrice réelle inversible dont tous les coefficients diagonaux de

A sont non nuls.
On écrit la matrice sous la forme A= D+ E+ F, ou D est la diagonale de A, E

le triangle inférieur strict et F le triangle supérieur strict.
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En vue d'accélérer la convergence de la méthode de Gauss-Seidel (probleme
14, Q5), on introduit un parametre dans la matrice G = —(D+E)_1F. C'est-a-

dire qu'on considere la méthode itérative définie par le choix de M, =—D+E
w

ou w est non nul a préciser.

La méthode obtenue est appelée « méthode de relaxation ».
Q1. Décrire l'algorithme de construction des x®,
Q2. Ecrire la programmation structurée correspondante.
Q3. Montrer que la méthode de relaxation ne peut converger que si ® € ]0, 2[.
04. On suppose que la matrice A est symétrique définie positive.
(a) Soit A€ C une valeur propre de L,= M, 'N, et xeC"—{0} un vecteur
propre associe.

Montrer que :

(114 ) 2

T <x|Ax>=(E—1)<x|Dx>

(b) En déduire qu’une condition nécessaire et suffisante de convergence de la
méthode de relaxation, pour une matrice symétrique définie positive, est

o €]0,2[.

Solution

Ql.Onnote L, = M,”'N, avec A= M,— N, etonaalors:
L,=(D+w-E)(1-w)D-w-F)
est alors solution du systéme triangulaire :
(D+w-E)x" =((1-w)D- - F)x" + w-b
Ce qui donne l'algorithme de calcul :
= (1- a))x(k) + a)~)?l.(k”) (i=1,---,n)

i i

Le vecteur x**)

\ ~(k+] r . .
ou xi( *! est donné par les formules de Gauss—seidel en fonction des composantes

1ai—1de x*" et des composantes i + 1 a n de x(k), soit :

aﬁ)fc\_i(kﬂ) — _(ailxl(kﬂ) + .o+ ai,i—lxl(f;rl)) _ (ai,i+1xf‘]:1) + .00 4 ai,nx,(f))-'_bi (l = 1’. .. ’n)
Ce qui peut encore s'écrire :
x(k+1) — x(k) —w- é»(kﬂ) (k > 0)

ou f(k“) est le « vecteur résidu » défini par :
i—1 n
(k+1) (k) _
(Z“ij‘xj +2a,%, b,}
§(k+1) _\J=l J=i

(izl,---,n)

a

Un test de convergence sera alors ||§|| < €, ou £est une précision donnée.
Q2. La programmation structurée est alors la suivante :
PROCEDURE Relaxation(Entrée n : Entier ; A : Matrice ; b : Vecteur ; o : Réel ;
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Sortie : x : Vecteur) ;
Début
p=0;
Continuer = Vrai ;
Pour i Allant de 1 a n Faire

Deébut

Si aj; = 0 Alors Stop Sinon X, = bl/aii :
Fin ;
Tant que (p < Maxlter) et (Continuer) Faire
Debut

p=p+l;

NormeRésidu = 0 ;
Pour i Allant de 1 a n Faire
Début
Résidu = —bl, K
Pour j Allant de 1 a n Faire
Résidu = Residu + ax.;
Résidu = Résidu/al,l_ K '
X =X - w-Résidu ;
Si |Résidu | > NormeRésidu
Alors NormeRésidu = |Résidu | ;
Fin ;
Continuer = (NormeRésidu > &) ;
Fin ;
Si (p = Maxlter)

Alors Stop(« convergence trop lente ou divergence ») ;
Fin ;
Q3. Si 4, -+, A, sont les valeurs propres de L, on a alors :
" Dét(\l-w)D-w- F ;
[ - paz,) = 2e=aD=0F)
o Dé(D+ w-E)
Et pour @& ]0,2[ on a p(L,)2|w—1|>1, ce qui entraine la divergence de la
méthode itérative.
Q4. La matrice 4 symétrique définie positive est inversible avec a, = <Ae : |el.> >0

pour tout i =1, 2, ---, n. On peut donc définir la suite (x(k ))k N de la méthode de

relaxation.
(a) Soit A€ C une valeur propre de L, = Mm_le et xe(C” —{0} un vecteur

propre associé.
Onaalors Nx=A-M_x et:

(x| Ax) = (x| Mx) = (x| N,x) = (1= 2)(x| M x)

La matrice 4 étant symétrique définie positive, on en déduit que A #1 et :
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t 0 00

0 /2 00
Q6. (a) Ona M(t)= P(t)MP(¢)", avec P() =] . Lo
0 - 00 " 0
000 0 ¢

On peut aussi utiliser le développement du déterminant :

n

Dét(M(t)) = z(_ I)Sig"(a) mi,a(i)(t) avee mi,O'(i)(t) = Hti_a(i) mi,c(i) et
i=1

oO€S, i=1 i=l1 i=1
n(n+1)

[1:7=]]¢=¢ > .Doulerésultat.
i=1 i=1
(b) Le polyndme caractéristique de J est :
P(A)=Dét(-D(E+F)-A-1,)=(-1)" Dét( D) Dét(E + F + A- D)
etceluide G:
P,(1)= Dét(—(D+ E)'F- /I-Id) =(-1)" Dét((D + E)”)Dér(F+/1(D+ E))

avec M =F + ﬂ(D +E ) tridiagonale. Avec les notations de (a), on a pour A >0 :

M[Lj=x/ﬁ(E+F)+/1-D=\/Z(E+F+x/7D)

JA
et Dét(M) = Dét(M(%D = (\/7)" Dét(E +F +\/7D). On a donc :
P,(#) =%ﬂmét(ﬁ: +F+A-D)= %Q(J)Dét(m =21P(2).

Il en résulte immeédiatement que ,O(G) =po(J )2.
Remarque — On en déduit que P,(-1)=(-1)"P,(1) et P,(1)= P(ﬂu2 )ﬂ" ou P est
un polyndéme de degré p avec P(O) #0et2p+qg=n.

Il résulte de ce qui précede que les deux méthodes convergent ou divergent
simultanément, et dans le cas de la convergence, c'est la méthode de Gauss-Seidel
qui est la plus rapide car, dans ce cas, ona o(G) < p(J) <1.

Probleme 15 : Méthodes itératives sur une matrice particuliere

Pour tout le probléeme, n désigne un entier supérieur ou égal a 3, o et [ sont
des réels et A(a, )= ((%)) est la matrice réelle d’ordre n définie par :

Y/ <0, j<n
a; =p
Vieil,2,...
le{ Lt ,I’l}, {aij =asij€{1,29“'vn}_{i}

On note 1, la matrice identité d’ordre n.
01. Calculer A e, f) = Dét( A( e, ).
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Q2. Calculer le polynéme caractéristique de A(a,p) :
Rp(A)=Ded(4(a.f)-2-1,)
03. Calculer le rayon spectral Ao, f) de A(e, p).
Q4. Pour cette question seulement on suppose que o[5> 0.
Comparer HA(O&,,B) » A(a,ﬂ)”l et fa,p).
05. On suppose que §#0 et on pose D= -1, et N = D— A(a, ).

(a) Calculer la matrice J = D™' N intervenant dans la méthode de Jacobi.
(b) Calculer le rayon spectral de J.
(c) Donner une condition nécessaire est suffisante sur la matrice A(a, ,5) pour

que la méthode de Jacobi converge.

(d) Montrer que si la méthode de Jacobi converge alors celle de Gauss-Seidel
converge aussi.

06. On suppose que A(a,p) est inversible. Résoudre le systeme A(o,f)x=e

dans les deux cas suivants :
(a) Toutes les composantes de e valent 1.
(b) e est un vecteur quelconque.

Q7. Pour tous réels a, b et ¢, on désigne par M(a,b,c)= ((my )) la matrice

réelle d’ordre n définie par : e
m, =b
Vie {1,2,---,n}, m; =csij€ {i+ 1,-~,n}
m; =a sije{l,---,i—l}
Montrer que, pour a # c, le déterminant de M(a,b,c) est:

Ala,b.c)= c(b-a)’ :a(b—c)"

08. On suppose que B#0 et on pose par M = M(a,5,0), N=M - A(a,p) et
G = M'N désigne la matrice qui intervient dans la méthode de Gauss-Seidel.

(a) Calculer le polynome caracteristique de G.

(b) Montrer que 0 est valeur propre de G et calculer le produit des modules
valeurs propres non nulles.

(c) Montrer que si |04 > |,q alors la méthode de Gauss-Seidel ne converge pas.

Solution

La matrice 4(a, ,5) est de la forme :
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B a a - «
a f « o
Alap)=
o a B «o
a o f

Q1. En ajoutant les lignes 2 a n a la premiére ligne on a :
1 1 1 - 1

a B a - d
Ae,f) = p+(n-1)q.
a - a B d
a - a a f

Puis en retranchant la premiére colonne aux colonnes 2 a n on obtient :

Ma,f)=(B+(n-1)a)B- )"

Q2. Le polyndme caractéristique de A(a, ﬂ) est donné par :

By = Mafp=2) = (1) (A= B+ (n- )2~ (- )™
Q3. Le rayon spectral de A(a, ,5) est donc :
p-cly

At )= Max(|f+(n~1)cl,
Ce qui donne quatre possibilités.
Premier cas — a< f, f>-(n—1)a
Alors

Ae.f) = Max{f+(n-1)a, f-af = {'BJ’ (n —‘l)a si >0
B—osia<0
Deuxieme cas — a< f, f< —(n _ l)a
Alors
—f-(n-1)cx siﬁ<—%a

P-a siﬁz—%a

A e f)= Max{-p-(n-1)e;, p-of =

Troisiéme cas — a> B, B>—(n—1)a
Alors

B+(n-1)a si,6’>—%a

Ao )= Max{p+(n-1)a, a—p} = ,
a—p si f< —nTO(
Quatrieme cas — o> f, f< —(n _ 1)04

Alors

53
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) ~ —f—(n-1)a si a<0
Aa.f)= Max{-p~(n-1)a, “‘ﬂ}‘{a_ﬁ si >0

Ce qui peut se traduire par le graphique de la figure 2.1.

Figure 2.1

Q4.Si a-f>0,0na:
Aaf)=|f+(n=1)d=|(ep) =|4(e.p),

a
5.(2) J=A|-—,0
0@ ( s j

(b) dJ):{A(-%,onz(n_l)%

(c) La méthode de Jacobi est convergente si et seulement si le rayon spectral de J
est strictement inférieur a 1, ce qui équivaut a M >(n— 1)| a| encore équivalent a

dire que la matrice 4(e, ) est a diagonale strictement dominante.
(d) Si la méthode de Jacobi converge alors A(a, ,B) est a diagonale strictement

dominante et la méthode de Gauss-Seidel converge aussi.
Q6. (a) Le systeme est de la forme :
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Px, +ox, +ox,+ - +ox, =1
o, + P, +oc,+ -+ ox, =1

o, +ox, +--+pfx,  +ox, =1

o, +ox, +--+ox,  +x, =1
En ajoutant les lignes 2 a n a la premiére équation, on obtient :

O(Z ,6’+ n— 1)

Jj=1
Puis en retranchant cette équation aux équations 1 a n, on obtient :
1
Vieil,2,---,np, X, =——F——=—
t J b+ (n - l)a
(b) Avec les mémes opérations qu’en (a), on aboutit a :

a-S(e)
0(; —1)

ou S Ze Puis :

ﬂf(.: Eel)) a}

Vie{l,2,---,n}, x, =5 a{i

Q7. La matrice M(a,b,c) est de la forme :

b ¢ ¢ - ¢
a b a - ¢
M(a,b,c) =
a - a b ¢
a - a a b
(a) Soit 4= ((aif))1<,- o et pour tout réel 7, A(t)= ((al.]. + t))m PR En notant C; la

colonne numéro j de A, T le vecteur de composantes toutes égales a ¢ et en
utilisant la n—linéarité du déterminant on déduit que :

Dét(A(t)) = Dét(C, +T,-+,C, + T) = Dét( A) +1 - S(4)

ou on a noté :

=Y pe(c.C, E.C . .C,)
=1

-

E désignant le vecteur de composantes toutes ¢gales a 1.
En prenant 4= M(a,b,c),ona:
Dét( A(—a)) = (b—a)" =Dét(4)—a-S(4)
Dét( A(=c)) = (b—c)" = Dét(A) - c-S(4)
Et on en déduit que :
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- /1<x|Ax>——<x|Dx>+<x|Ex> (1)

Par conjugaison complexe, en considérant que 4 et D sont hermitiennes et que
'E = F on déduit que :

(el A¥) = (D) (el F) (2

Enfin, avec 4 = D+ E + F, on peut aussi écrire :
(x| Ax) = (x| Dx) + (x| Ex) + (x| Fx) (3)
En faisant (1) + (2) — (3), on en conclut que :

W), - (2-1)slon)

14 g
(b) Avec Q3, il nous suffit de montrer que la méthode converge si € ]0,2[.
En tenant compte de la positivit¢ de 4 et de D, on déduit du (a) que si
®€]0,2[ alors toute valeur propre A de L, vérifie [4|<1. C’est-a-dire que
p(Lw) <1 et que la méthode converge.

Remarque — Pour w=1, on retrouve le fait que la méthode de Gauss-Seidel
converge pour les matrices symétriques définies positives.

Probleme 17 : Méthode de relaxation pour les matrices
tridiagonales symétriques définies positives

Ce probleme utilise les notations et résultats des problemes 14 et 16.

On suppose dans ce probleme que A est tridiagonale symétrique définie
positive et on note A=D+E+F ou D est la diagonale de A, E le triangle
inférieur strict et F le triangle supérieur strict.

On pose J=-D"'(E+F) (méthode de Jacobi, probléme 14, Q4) et

1 NIa
L,= (—D + Ej ((— - ljD - F) (méthode de relaxation, probleme 16).
W w
On désigne par Py le polynome caractéristique de J et par P, celui de L,,.
Q1. Montrer que pour @ et A réels non nuls, on a :
A+w-1
P ()= AP|——
L(B)=war| £t
On utilisera le résultat du probleme 14, Q6 (a).
Q2. Montrer que :

PJu):(—l)uﬁw—ﬂ;)

avec 0<u <y <---<u, <ldansRet 2p+q =n.

03. (a) Calculer le polynome caractéristique de L.

(b) En déduire les valeurs propres de L,,.

Q4. Pour ue ]O, 1[ et we ]0,2[, on considere [’équation en A :
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A+w-1 -0’ 1’A=0 (E)

Montrer qu’il existe un réel w, (u)e ]1,2[ tel que pour we ]0, a)o(,u)[
I’équation (E) admet deux racines réelles distinctes, pour @ = w, (,u) elle admet
une racine double et pour we ]a)o (,u),Z[ elle admet deux racines complexes
conjuguées.

On notera A,(u,w) et A,(u,w) ces deux racines.

Calculer ‘/11 (1, a))‘ et ‘/12 (1, a))‘ pour e ]a)o(,u),Z[.

05. (a) Montrer que la méthode de relaxation est convergente si et seulement si
welo,2].
(b) Tracer le graphe de la fonction ® — p(Lw ) pour We ]0,2[.

(c) Quelle est la valeur optimale du parametre de relaxation @ e ]0,2[ ?

Solution

P, (A)= Dét((;1D+ED Dét((é—l)D—F—l($D+ED

n

)
Soit P, (A)=— Dét( M), ou M est la matrice tridiagonale :
o Dét(D)
M=129"Ap sE_F
1,

Avec les notations du probléme 14, Q6 (a), on peut écrire, pour A >0, que :

Dét( M) = Dét[ M(%D

(- sn-ees
I;tz)l’;)

P, (A)=aw'JA'P, (/1;—3);)

Q2. La forme du polynome caractéristique de J résulte du probléme 14, Q6 (b). 1l
reste & montrer que toutes les valeurs propres de J sont réelles. Si y€ C est une

avee |

Ce qui donne, en tenant compte de P,(A1) = DéE+F+A-D) :

valeur propre de J et x e C"—{0} est un vecteur propre associé, on a alors
(1—4)Dx = Ax et (1- ,u){Dx|x> = <Ax |x> Les matrices 4 et D étant symétriques
définies positives, on déduit que u est réelle et < 1. Comme —u est aussi valeur
propre de J on retrouve le fait que | ,u| <l.

Q3. (a) De Q1 et Q2, on déduit que le polyndme caractéristique de L, s’écrit :
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P (D=1 (2+ -1 T[((2+ 0-1) - 1 4)

k=1
(b) On en déduit que les valeurs propres de L, sont 1— @ d’ordre g et ﬂl(ﬂk,a)),

A, (1, , ) pour k=1, -, p, ot les A.(u, ,w) (i =1, 2) sont les racines de :
(A+w-1) -*u’A=0 (E)
Q4. A ue ]0, 1[ fixé, le discriminant de (E) A(,u, a)) = a)zﬂz(a)z,u2 4w+ 4) a une
2
T+l 22
Pour we ]0, w, (,u)[ I’équation (E) admet deux racines réelles distinctes :

w1 -2(w-1)-wu o’ i’ —4aw+4
/11(/,!,60): MU ( ) U y2!

seule racine dans ]0,2[, @, (1) =

2
it =2(wo-1)+ouy Pt -40+4  (0-1)
2(.o) = 2 =20 )
2 ﬂl(ﬂ:a))

pour w = a)o(,u) elle admet une racine double :
a)2 2
ﬂ’l(/ua a)) = /12(/4 a)) = Tﬂ_(w_ 1) = wo(:u)_ 1

et pour w e ]a)o (,11),2[ elle admet deux racines complexes conjuguées :

o —2(a)—1)—ia),u\/—a)2,u2 +4w—-4

j’l(lu’a))_ 2
o i’ —2(a)—1)+ia)u\/—a)2/¢2+4a)—4 (w-1)°
/12(/“’(0): =
2 (1, )

avec ‘ﬂl(ﬂ, a))‘ = ‘ﬂz (i, a))‘ =w-1.
QS. (a) C’est un cas particulier du résultat du probleme 16, Q4 (b).
(b) On pose r = o(J) €[0,1].

Si » = 0, alors toutes les valeurs propres de J sont nulles et 1 — @ est la seule
valeur propre de L, d’aprés Q3 (a). On a donc ,O(Lw) = |l - a)| (figure 2.2).

Si rel0l], dapres Q4, on a pour wWE ]a)o(,u),z[ cu2f,
p(Lw) = |1— a)| =l-w. Si we ]0,(00 (ﬂ)[, en remarquant que la fonction
,Ltl—)/il(,u,w) est décroissante et ,Ltl—)xlz(,u, o) croissante sur IR', avec Q4 on
déduit que les valeurs propres de L, sont toutes positives ou nulles
(A, (1, )4, (1, 0) = (00— 1)’ > 0) et vérifient :

0</11(ﬂpaw) S"'Sﬂl(ﬂlaw)< 1_w<ﬂ'2(ﬂ1aa)) S...Sﬂ'z(ﬂp’w)

etp(Lw)zﬂz(ﬂp:w)zﬂz(’”ow)~
2

Ce qui donne, en posant W \7)= ——F—:
0() 1+V1-7°
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@'r* =2(w—-1)+ o &'’ —4w+4

p(L ): ) si0<a)<a)0(r)

w-1siw,(r)<w<?2

C’est-a-dire que la fonction ® - p(Lw) a l'allure indiquée par la figure 2.3.

p(L,) o(L,)

Figure 2.2 Figure 2.3

(c) La wvaleur optimale du parametre de relaxation est a)o(r) avec

AL, )= ,r)-1.



CHAPITRE 3

Valeurs et vecteurs propres

Probléme 18 : Méthode de la puissance itérée et de déflation

n n
Z 0{1.‘ = Z|0{l| Montrer qu’il existe u€ C et € IR" tels
i=1

i=1

Q1. Soit e C" tel que

que :
ju/=1
Vie{l,2,---,n}, >0
a=u-f

Q2. Soit A une matrice d’ordre n>2 a coefficients réels strictement positifs et A
une valeur propre telle que o A) = |/1| ot p( A) désigne le rayon spectral de A.

(a) Montrer que ,O(A) > 0.

(b) Soit ye C" — {O} un vecteur propre de A associé a A. Montrer que le vecteur x
de composantes x; = | yi| est aussi vecteur propre de A associé a A avec x; >0
pour touti =1, 2, -, n.

(c) Montrer que A est un réel strictement positif et que la valeur propre dominante
de A est unique.

(d) Montrer que l’espace propre E; associé a A est de dimension 1.

(e) Si A est valeur propre de A de multiplicité supérieure ou égale a 2 et si

n

X€E (IR: )n NE, montrer alors qu’on peut trouver ye& ([R:) tel que
Ay =x+A-y

(f) Montrer que A est valeur propre simple de A.

03. Méthode de la puissance itérée — On se donne une matrice A d’ordre n=2 a
coefficients réels telle que la valeur propre dominante soit unique, c'est-a-dire
que si A, -, A, sont les valeurs propres de A dans C, alors :

Al [ 2[4y 224,

(a) Montrer que A, est réelle et racine simple du polynéme caractéristique de A.
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(b) On note E, =Ker(A—AI,) [espace propre associé a A, et
F =Im(A-AJ1,). Montrer que Dim(E,)=1, IR"=E, @®F, et que les espaces
vectoriels E; et F'; sont stables par A.

(¢c) On munit IR' d’une norme quelconque et on définit la suite (x(k))k . de

vecteurs de IR" par :
x© =e +f avece € E,—{0}, f, € F,

N 1
X = Ax (k), (k>0)
Ax®

. k
On note, dans la base canonique de IR', e, ; les composantes du vecteur e, xﬁ. )

celles de x"*) et (Ax (k))‘ celles de Ax"“.
J

Montrer que :
o tinf e 1=

) . 2k . 2k+1 : <\
(ii) Lim X = v,, Lim X = v, = Slgne(ﬂul)v1 ou v; est un vecteur propre non
k—>+4o0 k—>+o0

nul associé a A,.

(iii) Pour tout j €{1,2,---,n} tel que e,;#0,0na /CL—Z?ZOT)J =4,
j
04. Méthode de la puissance inverse — On suppose que A est inversible et que
ses valeurs propres veérifient :
4] <| A, <[4y <<
On note E,=Ker(A—A,1,) [espace propre associé a A, et

F =Im(A—A1,) et on définit la suite (x(k)) de vecteurs de IR’ par :

keIN

XV =e +f avece, € Ker(d—A,1,)-{0}, f, e Im(A—A,1,)

1 .
X = u™ | avec Au"" = x* (k> 0)
u(k+1)
(4x®)
Calculer Lim x(zk), Lim x**) et LimTj pour tout je{l,Z,---,n} tel
k—+oo k—+oo k—+oo xj
quee,; #0.

05. Méthode de déflation — On suppose maintenant que les valeurs propres de A
veérifient :
(A > |A,] > |45 >+> 4,
La matrice A est alors diagonalisable avec des valeurs propres réelles et
simples.
Soit e; un vecteur propre associé a A, de norme euclidienne égale a 1. On lui

associe la matrice B= A—A.e,'e,.
(a) Montrer que les valeurs propres de B sont 0, A,, =, A .

n
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(b) En déduire une procédure de calcul de toutes les valeurs propres et tous les
vecteurs propres de A.

Solution
Q1. On note, pour tout k=1, 2, -+, n, &, = B.e'*, avec B, 20 et 6, € -7, 7).
2 2
Z“i = [Z|O€i|) , soit Z,b’jﬁk Cos(ﬁj - Hk) = Zﬂjﬂk. Ce qui
i=1 i=1

1<j<k<n 1<j<k<n
s’écrit aussi z B,6; (l—Cos(é‘j -0, )) Les coefficients de cette somme étant

1<j<k<n

On a alors

tous positifs ou nuls, on en déduit que Cos(Hj — Hk) =1, c’est-a-dire que €% =u
pour tout k=1, 2, -+, n.
Q2. (a) Si p(A) =0, alors 0 est valeur propre d’ordre n de 4 et avec le théoréme

de Cayley—Hamilton on déduit que A" = 0, ce qui est contradictoire avec le fait
que tous les coefficients de A sont strictement positifs. On a donc p(4)> 0.

(b) On a Zn:aijyj =A-y, pour tout i = 1, 2, -, n. Si Z”:aij‘yj‘>|/1|-|yi
i=1 i=1

, pour tout

i=1,2, -, n,alors on peut alors trouver £>0 tel que Zn:ay‘yj‘ > (|/1|+ €)|yi , pour
i=1

tout i = 1, 2, -, n. Si x est le vecteur de composantes x, = |yi| € IR", on a alors

Il =[], et 4], > (14 + ).

Par récurrence sur k=1, on déduit alors que HA'“)CHI>(|/1|+€)k||x||1 et

HAkHI > (|/1|+ g)k, donc HA"HI% > (|/1|+ 6‘), ce qui contredit HA"HI% — o4)=|4.

k—+eo

On a donc montré qu’il existe un indice ie{1,2,--~,n} tel que

;aij‘yj‘ = |/1||yi| = ‘Zl:ay'yj

Avec Q1, on déduit que x est proportionnel a y, c’est a dire qu’on peut trouver
un vecteur propre x associé a A de composantes positives. S’il existe

ie{12,---,n} tel que x, =0, avec Zaijxj =A-x, =0, on déduit alors que x =0.
i=1
On a donc x, >0 pour tout i € {1,2,---,n}.
(c) Avec Z%—x_ ; = A-x,, on déduit que A est un réel strictement positif.
i=1

(d) Soient x et y deux éléments non nuls de E; et aeC-{0} tel que
x,—a-y,=0. D’apres ce qui précede, on a nécessairement x — -y = 0. En effet
X—a-y est un vecteur propre associé a A et s’il est non nul toutes ses
composantes sont non nulles. On en déduit donc que £ est de dimension 1.
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(e) Si A est valeur propre de 4 de multiplicité supérieure ou égale a 2, en tenant

compte de Dim(E 4) =1, on déduit que pour tout x € (IR: )n M E;, on peut trouver

y € C" non colinéaire a x tel que Ay = x+A-y (réduction de Jordan). Comme 4,
: +y +y

A et x sont réels, on a aussi Ay=x+A-y et A%= x+ﬂ% avec

v+yelR"— {O} (y+y=0=x=0). On peut donc trouver y € IR" —{0} tel que

Ay =x+A-y.

Pour >0 assez grand, on aura alors z=y+ax € (IR: )n et Az =x+A-z. Soit,

pour tout i = , n, Zallzl =x,+Az.

(f) Si A est valeur propre de A de multiplicité supérieure ou égale a 2, avec les
notations du (e) on déduit alors que pour £>0 tel que x, > &-z, pour touti = 1, 2,

- m, on a Zayzj> /1+.9 ., soit ||Az|| ﬂ+€||z|| et par récurrence

HA"zH1 >(A+e)

Donc A est valeur propre simple de 4.
Q3.(a)Ona A, # 4, pour toutj = 2, ..., n, donc A, est valeur propre simple de 4.

,» donc HA"HIE >(A+¢€), ce qui contredit HA H v — o(4)= 4.

k—+oo

Si A, est complexe non réelle alors Zl est une autre valeur propre de 4 de méme
module que A,, ce qui contredit |/11| > ‘/11.‘ pour toutj =2, =, n
(b) A, étant simple, 1’espace propre associé est de dimension 1.

Les valeurs propres de 4, = A— A1, sont 0,4, — 4,---,4, — 4 , la valeur propre
nulle étant simple. La matrice 4,° a pour valeurs propres
0,(4, - /11)2,---,(/12 -4, )’, la valeur propre nulle étant simple. Ker(Alz) est alors

de dimension 1 et avec Ker(4,)c Ker(A 2) on déduit que Ker(4,)= Ker(A 2).

Il en résulte alors que Ker(A )mIm( ) {0} et avec le théoréme du rang on
conclut que /IR" = E, @ F,.

Enfin il est clair que E; et F; sont stables par A.
Remarque — De maniére plus générale, on peut montrer que si A est une valeur

propre de 4 d’ordre p2>1, alors IR"=E ®F,, ou E, = Ker(4—-A,1,)" et
F,= Im(A4-A,1,)" avec Dim(Ep) = p et E,, F,, stables par A.

(c) On identifie une matrice a I’application linéaire qu’elle définit et on note B la
restriction de A a F). Bestun endomorphisme de F de valeurs propres A,,---,4,.
Ona Ax" =1 e, +Bf, #0, donc x ") est bien défini. Par récurrence, on voit

que x") est bien défini avec une projection non nulle sur £;. De maniére plus

) _
|4+

précise, on a x A*x" En effet le résultat est vrai pour k=1 eten le
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. 1
supposant  vrai pour k=1, on a @ Ax ) = mA"“x(o) et
A" x
L
x = A'x” d'ou le résultat.
Ay (0) Akx(O)

Pour tout k=1, on a AxV=A'e+Bf=1"(e+f,) avec

,g?lfk Lzm((l jﬁJzOcarp{/%B]<l.

k
(i) On peut écrire x(k):(i]| ! ” €1+fk) et on a alors

[Al) e+ 1
1
HAx(k)H :m”ﬂ]e1 + Af |- 11 en résulte que Lim Ax| H A4,
(i1) On déduit aussi que Lim X0 = =y, =——e¢ et Limx (2k+1) _ Slgne(ﬂl) y
k—>too ”31” k—>+o0 ”el”

k

A 1

(iii) Avec Ax(")—/lx("):(—l] (Af,—A.f.) , on déduit que
1 ) Je+ £ 7

le(Ax /1x )

k—+oo

Comme e, #0, il existe j € {1,2,---,;1} tel que ¢, ; # 0 et pour k assez grand on

a xs.j) #0. Avec Lzm((Ax (k)) ‘ —llxﬁk)) =0, on déduit alors que

: k—>+eo J
(4x")

Lim——+=24,.

Q4. La matrice 4 ' vérifie les hypothéses de Q3 avec p(A"l) = % et % valeur

n n

propre réelle et simple de A4

n

D’autre  part, on a Ker(A—/lnld):Ker[A'1 —%IdJ et

Im(A—lnld)=Im{A‘l —/Ii]d]. En effet Ax =A x équivaut & A7'x =;tix et
y=Ax — A x équivauta y = A_lx’—/%x’ ou x'=-A Ax.
(ko) _ 1 RN

|47+
C’est-a-dire qu’on applique la méthode de la puissance itérée a I’inverse de 4.
o _ 1 ey _ Signe(4,)
e

n

Enfin x

e, et Limx

k—+oo

On déduit donc que Lzm X

k—>+oo

o
e

n
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1 ) .
On a Lim(A‘lx(k) —ﬂ—x(k) =0, ce qui équivaut a Lim(Ax (&) —ﬂnx(k)) =0 et

k—>+oo n k—>+oo
(x)
. J
Lim = A

J
Q5. (a) Pour tout j = 1, 2, -, n, 4; est aussi valeur propre de ‘4. On désigne alors
par f; un vecteur propre de ‘4 associé a A;.

En écrivant que <el‘fj>:/1i<Ael‘fj>=%<el
1 1

que <el ‘fj> =0 pour toutj =2, -, n.

A

’Afj>:/1—j<el‘f,>, on déduit
1

On a alors pour toutj =2, -, n :
B =Af —Aelaf, =40 -4 <el ‘f,- >el =41,
c’est-a-dire que /4; est valeur propre de ‘B. Ce sont donc aussi des valeurs propres
de B.
Enfin Be, = Ae, — Ae,'eje, = A.e, —/ll<e1 |el >e1 =0, c’est a dire que 0 est valeur
propre de B.
(b) On applique la méthode de la puissance itérée a la matrice B pour avoir A, et

un vecteur propre associ€, puis on continue ainsi de suite pour obtenir les autres
valeurs propres et vecteurs propres.
Pour la programmation, les valeurs propres peuvent étre stockées dans le
vecteur Valeurs Propres et les vecteurs propres dans la matrice Vecteurs Propres.
La procédure ci-dessous calcule les p premicéres valeurs propres et les vecteurs
propres associés pour p = 1, -+, n. Les valeurs propres sont calculées dans I'ordre
des valeurs absolues décroissantes, ce qui suppose qu'elles sont toutes distinctes.

PROCEDURE Déflation(Entrée n, p : Entier ; A : Matrice ;
Sortie Valeurs Propres : Vecteur ; Vecteurs Propres : Matrice) ;
Début
Pour k allant de 1 a p faire
Debut
Se donner vk aléatoire ;
Iter =0,
Répéter
Iter=1ter +1;iy=1;
v=Avk;
Pour i allant de 2 a n faire
Début
Si ‘vk/.‘ > ‘Vk;o
Alors iy =1,
Fin ;
Valeurs_Propres(k) = v, /Vk,

Aux = NormeEuclidienne(v) ;
v = (1/Aux)v ;
uAncien = vk ;
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vk=v;
Jusqu'a (||vk — uAdncien || < &) ou (Iter = Maxlter) ;
Pour i allant de I a n faire Vecteurs_Propres, =v,;
Si Iter = MaxlIter

Alors Arréter(« Convergence trop lente ou divergence ») ;
Pour i allant de 1 a n faire

Début
Pour j allant de 1 a n faire
Début

a,=a;- Valeurs_Propres(k)*v, *v/. ;

Fin ;

Fin ;

Fin ;
Fin ;

Probleme 19 : Méthode de Jacobi pour les matrices symétriques

Q1. Pour toute matrice M = ((my )) d’ordre n=2 et a coefficients réels on

1<i,j<n

1
désigne par ||M||S = Tr(’M~ M)E la « norme de Schur » de M (probleme 1, Q3).

Montrer qu’on définit bien ainsi une norme sur l’espace vectoriel des matrices
réelles d’ordre n et qu’on a ||M||2 < ||M ou || ||2 désigne la norme matricielle

induite par la norme euclidienne et ||MR = ||R -M

s’

L= ||M||é pour toute matrice

orthogonale R.
Pour tout réel ¢ [—7[, ﬂ[ et tout couple d’entiers (p,q) tels que 1< p<q<n,

on note RM(Q) la matrice de rotation d'angle 6 dans le plan défini par les

vecteurs e, et e, de la base canonique de IR'.

Pour toute matrice symétrique réelle d’ordre n=2, M = ((mlj ))1 , On note
<i,j<n
-1
M, (0)=R, (6 MR, (6).
Q2. Calculer les coefficients m;; de Mp,q(é’) pour tous i, j = 1, 2, -, n ainsi que
|44,,(6)],

. 2
03. Soit (p,q) € IN” telsque 1< p<qg<netm, #0.
(a) Montrer qu’on peut trouver un unique réel @€ }—g,g} - {0} tel que m,, =0.

(b) Montrer que t = Tg( 49) est ['unique racine dans ]—1,1] - {0} d’une équation du
second degré.

(¢c) En déduire un calcul algébrique de ¢ = Cos(6) et s = Sin(6).

(d) Déduire de ce qui précéde des expressions simplifiées des coefficients de

Mp,q(é’) en fonction des coefficients de M, de ¢ = Cos(6), s= Sin(@),t =Tg(0) et

=
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Dans ce qui suit, A désigne une matrice symétrique réelle d’ordre n=>3 de
valeurs propres (réelles) A,,A,,---,A,. On lui associe la suite de matrices

symétriques (Ak )ke]N définie par A, = ((al.f. ))1 et:
<i,j<n
A, =4
A = R(Hk )_1 AkR(ek) (k 2 0)
ou R(Hk) est la matrice unité si af,q =0 et une matrice orthogonale Rp’q(Hk) avec
T T

;1Si<j$n} et er}—z,‘t}—{o} tel

ISp<qg<n tels que ‘aﬁq‘ = Maxﬂa;;

que a,.' =0.

On décompose chaque matrice A, sous la forme A, =D, +E, ou D, est la
partie diagonale de A, .
04. (a) Calculer ||Dk+1||s en fonction de ||Dk ||S .

(b) Calculer ||Ek+l||s en fonction de ||Ek||g .
(c) Montrer que kLlﬁ”Ek ||S =0 et /{Llﬂ E, =0.

05. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et (xk )ke]N une suite

d’élements de E qui vérifie les hypothéses suivantes :
(i) (xk )ke]N est bornée ;

(ii) (xk ) oy 1t 'admet qu’'un nombre fini de valeurs d’adhérence ;
(iii) Lim||xk+1 - xk” =0.
k—+oo

Montrer alors que (xk) est convergente dans E.

keIN
Q6. En utilisant Q5, montrer que la suite (Dk )kelN converge vers une matrice
diagonale D, de termes diagonaux d = /7,0([) pour i =1, 2, =, n, ou O est une
permutation de {1,2,--,n}.
Q7. Avec les notations de Q3, on désigne par (Pk)kE]N la suite de matrices
orthogonales définie par P, = R((90)R(491 ) R(Hk ) pour tout k > 0.

On suppose que toutes les valeurs propres de A sont distinctes. On désigne par
D la matrice diagonale de termes diagonaux d, = A, pour i = 1, 2, ..., n et par
P= (Cl ,CZ,-'-,CH) une matrice orthogonale telle que D= P~ AP, ou C; désigne
la colonne numéro j de P.
(a) Montrer que kLﬁ’i 0, =0et kLim R =1,

oo

(b) En utilisant Q5, montrer que la suite (Pk) converge vers une matrice

keIN
P = (iCo(l),iCa(z),--~,iCo(n)) ou O est une permutation de {1,2,~--,n}. Le
vecteur C,, étant un vecteur propre associé a la valeur propre A ey

Q8. Ecrire une procédure de calcul des valeurs propres et des vecteurs propres
associes d’une matrice symétrique réelle ayant toutes ses valeurs propres
distinctes.
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Solution

1
n 2
Q1. On a ||M||S :[ Z‘mij‘zj , ¢’est-a-dire que la norme de Schur de M est la
ij=1

norme euclidienne de M considérée comme vecteur de IR" .

Soient A,,4,,--+,4, les valeurs propres, réelles positives de ‘MM (symétrique
réelle et positive), avec p(’MM ) = A,. On sait alors que |M ||22 = A, (probléme 1,
Q6, (¢)). Etavec 4, < Tr(tMM) = ||M||S2 on déduit que ||M||2 <|m

Si R est une matrice orthogonale, on a :

5

1 1 1
|MR|, = Tr('"R‘M-M-R)?> =Tr(R""M-M-R)> =Tr('M - M)? =| M]|.
On démontre de la méme fagon que |RM | =M.
Q2. La matrice de rotation R, q(@) est définie par :

1o . . . .0
. . ¢ . =S ~p
R (O=|. . .1
s c <—dq
0 .. 0 1
T T

ol on a posé ¢ = Cos(6) et s = Sin(6).

La multiplication a gauche par Rp,q(é?)_1 = RM(H) modifie seulement les
lignes p et ¢ de M et la multiplication & droite par R, q(Q) change seulement les
colonnes (f et g de M. Ce qui donne pour les -coefficients de

m

ijq(ﬁ): 1;))

1<i j<n
m =m, (i#p,i#tq,j#p,j*q)
my =c-m, +s-m, (i#p,i#q)
m;p = czmpp +S2mqq +2S‘C'm1"1
m,=c-m,—s-m, (i#p, i#q)
m;q = Szmpp +czmqq —2s-c-m,,

,

(e =Sy sl -m,)
mpq—(c S mpq Scmpp mqq

la matrice M, , (6) étant symétrique.
Avec Ql, on déduit que HMM(H)

=Ml
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Q3. (2) La condition m/,, =0 équivaut a :

(Cos(6) =sin(6)* Jm,, - Sin(6)-Cos(6)(m,, —m,,) =0

Sim, #0, alors 8#0. Si m, =m,, on prend alors #=— et si m,, #m, la

condition ci-dessus s’écrit :

2m
Tg(26) = —*—
m,, =My,
et cette équation admet une unique solution dans fe }—— —[ {o}.
(b) t=Tg(#)e]-1,1]-{0} est solution de I'équation du second degré
5 . ) m,_—m
t”+2b,t—1=0 olionaposé b, =—"—-"

2mpq

Cette équation admet deux racines réelles

_ / _
IR ,/1+qu b f1+b, b,

La racine de valeur absolue 1nferleure alest:
Slgne(b )

Jb +1+‘ A

et Sin(6)=Cos(6)Tg(d), on déduit que

avec la convention Signe(O) I.

(c) Avec Cos( 9) = 1

J1+Tg*(0)

ets=t-c.

1
CcC =
V1+£2
(d) En remarquant que Tg(g] :IL, les formules donnant les coefficients de
+c

M,, (6) se simplifient alors pour donner finalement :
m; = m (l;tp, l;ﬁq,];ﬁp,];ﬁq)
m, =m, +S(m,.q - T-ml.p) (i#p,i#q)
m,, =m,, +t-m,
m, =m, —S(mip + T-miq) (i#p,i#q)
mqq =My, =Ly,
my, = =0
Q4. (a) En utilisant les formules simpliﬁées de Q3 (b),on a:
! 2
el =X at " = Ylai +[a
i=1 i=1

i#p,i#q

kﬂ

o

avece |
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2
k+1
app

k+1
a

+qq

2 2 2
k k k k
—‘app +tkapq‘ +‘aqq —tkapq‘

2 2 ( )
|k k ko k _ k k
—‘app‘ +‘aqq‘ +2tkapq a,,—a, tia,

2
2 _ k ko _ l_tk k .
etavect,”+2b, 1, —1=0onaa, —a, = ) g CL:
k
2 2 2 2 2
k+1 k+1|° _ | Lk k k
App + Qg | = ‘app‘ +‘aqq‘ +2‘apq‘
ce qui donne :
2 2 k|2
||D"CJrl s _”Dk s +2‘aPQ‘

Remarque — On peut aussi constater que :
a,t a _ Cos(6,) Sin(6,)\a!, a’, ) Cos(6,) -Sin(6,)
al™ alt ] | -Sin(6,) Cos(6,) )\ al, al, | Sin(6,) Cos(6,)
et par conservation des normes on a immédiatement :

qp q9 qp
2 2 2 2 2 2
k+1 k+1 k+1 _ k k k
+2 —‘app‘ +‘aqq‘ +2‘apq‘

aPP + aqq an
On conclut alors avec a' = 0.
(b)On a ||Ak 52 = ||Dk SZ +||Ek Sz avec ||Ak L= ||A . pour tout £ 2 0. Avec le (a), on
déduit alors que :
|Ecal,” =[], _2“’;}‘2

(c) En utilisant le fait que aﬁq est de module maximal dans E,, on peut écrire que

|E]” < (n? —n)‘ak ‘2 et de (b) on déduit que :

rq
2
(i)

2 k
: g(l—mj IE,

I1 en résulte que kL_)lﬂ”Ek ||q =0 (n>3) et ,{L_fﬁEk =0.

2

s

||Ek+l

Par récurrence on a alors :

|

2
s

Q5. Soit {a,,a,,--,a,} la suite finie des valeurs d’adhérence de la suite (xk)kem.

; 156, < p, i¢j}>0, on peut trouver un entier k, tel

..
Pour €= 2 Min {Hai -a,
que :
e —x ] < e
Vk=2k,,
‘ X, ELPJB(al.,E)
i=1
ou B(ai,&‘) = {x ek,
Sij est un entier tel que x, € B(aj , 8), on a alors :

Vk=k,, x, eB(aj,S)

x-a)|<é}.
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En effet le résultat est vrai pour k.. Supposons le vrai pour k =k, et soit i tel
que x, € Ba,,&).Sii# j,ona:
||xk+1 —xk” > Hai —ajH—”ka —ai”—ka —ajH 24e—ec—e=2¢
ce qui est faux. On a donc i =j. On a donc ainsi montré que Lim =a,.

k—+oo
Q6. Avec |D,| <|4,] =4
Osii#p,i#q

, on déduit que la suite (Dk ) Loy €St bornée.

s

K+l k

i T4 = Tg(ek)aﬁqﬂ sii=p
—Tg(@k)a];q, sii=gq

D,)=0.

Avec a Tg(ﬁk)‘ﬁl et ‘a';q‘S”Eknsﬁo, on
oo

1

déduit que kLim (D,

Pour montrer que la suite (Dk) est convergente il nous reste donc a montrer

keIN
qu’elle n’a qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence.

Soit (D o k)) une suite extraite de (Dk) qui converge vers une matrice D

keIN keIN
diagonale. Avec kl;lfi E ) =0, on déduit que kl;lfi A, =D.Si Pk(/l) désigne le

polyndme caractéristique de A, on a ,Q?Z, P(A1)=Dét(D—-A-1,) avec
P.(A)=Dét(A—A-1,) puisque 4 et 4 ,,)- On a donc montré que D et 4 ont le
méme polyndme caractéristique, donc les mémes valeurs propres. La matrice D
¢tant diagonale les termes diagonaux de D sont donnés par d” =4, pour tout
i=1,2, -, n, o0 o est une permutation de {1,2,---,n}. Le nombre de ces

permutations étant fini, on déduit qu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs

d’adhérences.

Q7. (a) Avec kLim D, = D, et ’hypothese que les valeurs propres de 4 sont deux a
—+oo

deux distinctes, on déduit qu’il existe un entier k tel que :

- Min }
k k . . . .
Vk>k,, apq—aqq‘>5Mm ‘ﬂi—ﬂj, 1<i,j<n,i#j(>0
k k
& g App ~9yq
Avec ‘apq‘S”Ek” —0, on déduit alors que |bk|:—k%+oo et
S koo apq k—teo

Signe(b
Te(6,) = igne(b,) —0.Onadonc Lim 6, =0 et kLimRk:]d.

\/ﬁ + |bk| k—+o0 k—>+oo —>+oo

(b) On a ||Pk||2 =1 (Py est orthogonale) et avec B, —F, = ﬂ(R(0k+l)—Id) on
déduit que kLini(Pk P,)=0.

1

Il nous reste donc a montrer que la suite (f;) n’a qu’un nombre fini de

kelIN
valeurs d’adhérence.

Soit (P(p(k)) une suite extraite de (ﬂ)

- ey QUL CONVErge vers une matrice

orthogonale 0. Avec A, k):‘Pw( AP 41 on déduit que
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'‘P,AP,=D, = Lim 4,,='0AQ . Les valeurs propres de 4 étant deux a deux

k—>+oo
distinctes, on a nécessairement Q = (iCﬂm ,iCa(z) e ,iCa(n)). D’ou le résultat.
Q8. Remarque 1 — D'un point de vue numérique, le calcul du maximum des
termes non diagonaux de A, a chaque étape n'est pas intéressant car il augmente

le temps de calcul. On préfére procéder de la manicre suivante : a I'é¢tape £ du
calcul, la matrice A4, , étant construite on construit la matrice 4, en effectuant

nin—1 ) ) .
u transformations de Jacobi en prenant pour valeurs successives de ( p,q),

les valeurs (1,2) , (1,3), - (l,n) ; (2,3), -, (2,n) EIEH (n—l,n). Un tel calcul est
appelé un « balayage ».
En notant §, = z

I<i<j<n
précision donnée.
On peut alors montrer que la convergence devient tres rapidement quadratique.
Remarque 2 — En pratique on n'effectuera pas de transformation de Jacobi si

k
a;

, on arréte les itérations quand S, < &, ou & est une

\ . . S
‘aﬁq‘< 0, ou o est un seuil donné. Usuellement, on prend la valeur o=—%

5n®
seulement pour les trois premiers balayages, puis a partir du quatriéme, on décide
que a,, =0 si ‘af)q‘ < é"aﬁp‘ et ‘aﬁq‘ < 6"a;‘q‘ avec & assez petit.
Remarque 3 — Le calcul de la matrice P,, donnant les vecteurs propres de 4, se

fait avec les relations :
k+1

il =pysijEp, j#q

k+1

Py =D, +S(p,-’; - f-pf,i) (i=1,2,...,n)

k+1

plq
. 0 s
ou 7=Tg =+ |=—.
2 I+c
Ce qui nous donne en définitive la programmation structurée suivante, ou
Valeurs Propres est un vecteur qui contiendra les valeurs propres et

Vecteurs Propres une matrice dont les colonnes seront des vecteurs propres
associés.

= pt—=s(pl + 7 pf)

PROCEDURE Jacobi(Entrée n : Entier ; A : Matrice ;
Sortie Valeurs Propres : Vecteur ; Vecteurs Propres : Matrice) ;
Début
Vecteurs Propres = Id ; Correct = Faux ; Iteration = 0 ; Valeurs Propres =0 ;
Pour i Allant de I a n Faire Valeurs_Propres, = a_;

Répéter
Iteration = Iteration + 1 ;
Sk=0;
Pouriallantde 1 a n— 1 Faire
Début

Pourjallantde i + 1 a n Faire
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Début
Sk =Sk +a,|;
Fin ;
Fin ;
Correct = (Sk < € ou (Iteration = MaxlIteration) ;
Si Iteration < 4
Alors Seuil = Sk/(51°)
2
Sinon Seuil = ¢ ;
Pour p allant de 1 a n — 1 Faire
Début

Pour q allant de p + 1 a n Faire
Début

8
Si (Iteration =4) Et (10 '|apq| < |Valeurs_Pr opres pl)

Et (108"am‘ < |Valeurs _Pr opresql)

Alors a, = (0]
Sinon Si ‘apq‘ > Seuil
Alors Début
b=0.5¢ Valeurs_Propresp — Valeurs _Propres q)/apq ;
1

¢ = .
Vb© +1 +|b|

Sib<0Alorst=—t;

_ 1 .
c= s
NI +¢2
s=tc,
T=s/(1+c¢);
Aux =ta ;
rq

Valeurs_Propresp = Valeurs_Propresp + Aux ;
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Probleme 20
Valeurs_Propresq = Valeurs_Propresq —Aux ;
a =0;
P4
Pourj Allantde 1 a p — 1 Faire
Debut
Aux =a. ;
JP
ajp B ajp + S'(ajq B T.ajf) d
4, =, —s{dux + 7a,);
Fin ;
Pourj Allantdep + 1 a q — 1 Faire
Début
Aux =a . ;
yZ
apj B apj + S'(a./q B T'ap/ d
a, =a, - s-(Aux + ra, q) ;
Fin ;
Pourj Allant de g + 1 a n Faire
Debut
Aux =a . ;
pi
apj B apj + S'(aqj B T'apj) d
a,=a, —s(Aux + T'aq/ K
Fin ;
Pouri Allant de 1 a n Faire

Début
Aux = Vecteurs Propres. ;
_ ip

Vecteurs_Propresip =
VecteurS_Propresip + 5+ Vecteurs_Propresl_q -7 Vecteurs_Propresl_p) ;
Vecteurs Propres. =
_ iq
Vecteurs_Propresiq —8-(Aux + - Vecteurs_Propres, E/ K
Fin ;
Fin ;
Fin ;
Fin ;
Jusqu'a Correct ;

Si Iteration = MaxlItération
Alors Arréter(« Nombre d'itérations trop grand ») ;

Fin ;

Probleme 20 : Tridiagonalisation d'une matrice symétrique.
Méthode de Householder

IR" est muni du produit scalaire euclidien <|> et de la norme euclidienne

associée ||||
On désigne par {e,,e,, e, } la base canonique de IR'.
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lsix>0
Pour tout réel x, le signe de x est défini par : Signe(x) =40six=0 .
-1six<0

U

Pour tout vecteur unitaire u=| : | dans IR', on désigne par P, la matrice de

n

Householder définie par P, =1, —2u"u.
Q1. Interpréter géométriquement l’endomorphisme associé a P, et calculer son

inverse.
Q2. Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre n > 1. Montrer que :
P'MP, = M=2(viu+u'v)
ouv=Mu —<u| Mu}u
Dans ce qui suit, on se donne une matrice symétrique réelle A= ((al.].))

d’ordre n=3.
03. Soit x la premiere colonne de A.

1<i,j<n

1, siy(z) =0
P siy(z) £0

On note x? = xX—a,e, y(z) =x? +Signe(a21)Hx(2)Hez et P =

pour y @ 20. Enfin on note A, = P~ AP1 = ((a; ))

H H 150, j<n

Montrer que A; est symétrique avec a;, =0 pouri =3, 4, -, n.

Q4. Montrer qu’il existe n — 2 matrices orthogonales P, P, -, P, telles que
T= P _131 1_1 'Pl_lAplpz--'Pn—z

soit tridiagonale.
05. Ecrire une procédure de réduction d’une matrice symétrique réelle a la forme
tridiagonale.
Remarque — Le résultat de cet exercice peut se montrer en utilisant le fait que
toute matrice symétrique réelle est orthogonalement semblable a une matrice
diagonale, donc tridiagonale. L’avantage de cette méthode est qu’elle fournit un
procédé algorithmique simple de réduction a la forme tridiagonale sans avoir a
calculer les valeurs propres. Cette réduction sera utilisée pour calculer les
valeurs propres d’'une matrice symétrique réelle (problemes 21 et 22).

Solution

Q1. Soit H, I’hyperplan orthogonal a u dans IR'. Pour tout x dans H,, on a
Px=x. Et avec Pu=-u, on conclut que P, est la symétrie orthogonale par

rapport & H,. Onadonc P”'='P, = P..
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Q2.0na:
P™'MP, = P MP, = M —2u-"uM — 2 Mu-'u+4u-'uMu-'u
avec :
w uM — 1l "uMu)'u = u'(Mu) - u(u| Mu)u=u'v
et:

Mu v — o ‘ubu ) = Mu - (ul Mu>u)’u =v'u
d’ou le résultat.
Q3. Si y(z) =0, alors a, =0 pour tout i = 3, 4, --,n et 4 = A4 vérifie bien la
condition voulue. On suppose donc que y(z) #0.
Ona A, = B AP, et 4; est symétrique puisque P; et 4 le sont.
La premiére colonne de 4, est donnée par 4,e, = F, APe,.
Avec e, e([Ry(z))L, ona Fe =¢ et Ae = F4e, = Bx.

Si on note y(z) = x1 +z(2), ona:

< 2 ‘xm _Z(z>> — <x(z) 4,0 ‘xm _Z(z>> - Hx(z) H2 _ qu) H2 —0

donc :
Pl(xm +z(2)) —_,0_0
Pl(xm _Z(z)) BN )
et Plx(z) == —Signe(am)”x(z)”ez. Ce qui donne en définitive :
Ax= Pl(allel + X(Z)) =dape — Signe(aZI)Hx(z)Hez
a,, sii=1
C’est a dire que @, =1— Signe(am)”x(z)” sii=2

O0sii=3,---,n
Q4. On raisonne par récurrence sur n=>2. Pour n=2, la matrice 4 est déja

tridiagonale. On suppose donc le résultat vrai pour les matrices symétriques
d’ordre n — 1.

1
a, a, 0 - 0
1 1 1 1
Gy Gy Gy 0 Oy,
. O al al e al . ,
Avec les notations de Q2, ona 4, = 32 %33 3n |, la matrice étant
1 1 1
0 an2 an3 e ann
1 1
Uy 0 Gy,
symétrique ainsi que la matrice d’ordre n—-1, B=| . . . |- Avec
1 1
an2 o ann

I’hypothése de récurrence, on peut trouver des matrices orthogonales O, 03, -,
Q. telles que 7,=0,," -0, BO,---Q, , soit tridiagonale. On pose alors
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a, a,0 - 0
10 - 0 o
0 ap
| - o =0 :
P, : Qj ,pourj=2, 3 n—-2etT . T On a
0
0

alors 7' = B1—2_l"’P2_1A1Pz"'P—2 = Pn—z_l"'Pz_lpl_lAPle'”Pn—z'

n

Q5. La matrice 7 = A4,_, est définie par la récurrence :

A, =4
A =PA_P (1<k<n-2)

1 0
ou P; est la matrice définie en Q2 et pour k=2, -, n — 2, P, :[ ;l 0 ), en
k
désignant par [; ; la matrice identit¢ d’ordre k—1 et par O, la matrice
orthogonale associée par le procédé de Q2 a la matrice extraite ((a.’f ’1))

Yy k<i,j<n

Le passage de A, ; a Ay est décrit par la procédure suivante.

procédure Transformation_Householder(Entrée n, k : Entier;
Entrée _Sortie A : Matrice) ;
Début
y=0;,v=0;
pour i allant de k + 1 a n faire
Début
Vi = Qi
Fin ;
ek
Si 11> 0 Alors
s=1;
Sinon Si a1 = 0 Alors
s =0;
Sinon
s=-1;
Fin si;
Fin si ;
Virr = Qrri 8%, S
1

S, = 5
v
y=s *y .
Qrr 1k = —S™87 7
Pouriallant de k + 2 a n faire
Début

aijk = 0 N
Fin ;
Pouriallant de k + 1 a n faire
Début
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Pourj allant de k + 1 a n faire
Début
vi =vitagty;;
Fin ;
Fin ;
sy =(r[v)
v=v—s3%y;
Pouriallant de k + 1 a n faire
Début
Pourj allant de k + 1 a n faire
Début
a; = a;— 2*v*y; vty )
Fin ;
Fin ;
Fin ;

Et la procédure de tridiagonalisation par la méthode de Householder s’écrit
comme indiqué ci-dessous, une matrice symétrique et tridiagonale étant stockée
sous la forme d’un vecteur de dimension n, D; représentant la diagonale
principale et un vecteur de dimension n—1, D, représentant la diagonale
supérieure.

procédure Householder(Entrée A : Matrice; Sortie D1, D2 :Vecteur) ;
Début
Pour k allant de 1 a n — 2 faire

Début
Transformation_Householder(n, k, A) ;
Fin ;
Pouriallant de 1 a n — 1 faire
Début
DI;=a;;
D2 = a1 ;
Fin ;
Dl,=au,;
Fin ;

Probleme 21 : Méthode de Givens pour les matrices tridiagonales

Ce probleme utilise les résultats du probleme 9.

Si A est une matrice symétrique réelle d’ordre n =3, alors elle est semblable a
une matrice tridiagonale T. L’algorithme de Householder (probleme 20) permet
de calculer effectivement la matrice T. Le calcul des valeurs propres de T nous
donne donc celles de A. La méthode décrite ci-dessous est la méthode de Givens
ou de « bissection ».
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a b 0 0
b a, b 0
Soit A=]| . . . . . . une matrice, a coefficients réels,
0 - 0 bn—2 a, bn—l
o - 0 0 b, a,

tridiagonale symétrique et supposée irréductible, c’est-a-dire telle que :
Vie{l,2,,n—-1} b #0
Q1. Montrer que A admet n valeurs propres réelles simples.
Pour tout k = 1, 2, =+, n, on note A, = ((aij )) la k™ sous—matrice

1<i, j<k
principale de A et P,(A)= Dét(Ak A1 d) son polynome caracteéristique. Py
admet donc k racines réelles distinctes que [’on range comme suit :
A< << Ay
Les valeurs propres de A sont les A; = A', pourj =1, 2, -, n.
Q2. Montrer qu’on a la relation de récurrence :
B(A)=1 R()=a,-4
{Pk(/l) =(a = A)B(A)=bp Ba(A) (k=2,.n)
Q3. Montrer que pour toutk =1, ..., n,ona :
Lim B, (1) = +eo

et que, pour k = 2, -, n, les racines de P, _, séparent celles de P, dans le sens
ol :

A< A

AT < X, <A (1£)<k=-2)

A <A

On note, pour tout réel A et tout entier k>0 :
()= Signe(Pk(l)) si P()#0
s () siP(1)=0

et N, (/1) designe le nombre de changements de signes entre deux termes
consécutifs de la suite (so (A),5,(A),-,s, (/1))

1si A€o0, 4]

-lside ]/111,+oo[
1si A€ |-eo, 2]
s(A)=3(-1) siae |2, (1sj<k-1)

(=1)" si Ae A Ao

0A4. (i) Montrer que s, (/1) = et pour toutk =2, - n:
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(ii) Montrer que N, (/1) est égal au nombre de racines de P, qui sont strictement
inférieures a A.
05. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont dans l'intervalle

[a,.b,] = [_||A| A”m]'
Pour tout réel A, on désigne par N (/1) le nombre de racines de P, qui sont

oo 2

strictement inférieures a A.
L , a, +b, .
06. Soient i €{1,2,---,n} fixé. On note ¢, = % le milieu de [ao,bo].

(i) Montrer que si N(c,)>i alors A, €[a,,c,], sinon A, €[c,,b,].

(ii) Montrer qu’on peut construire une suite d’intervalles emboités ([ak,bk ])kew

telle que :
b —a, = by =4
Vkz04 "t Tt 2f
A €la,.b]
(iii) Ecrire la procédure correspondante de calcul des valeurs propres de A.
Q7. Calcul des vecteurs propres par la méthode de la puissance inverse — Soient
i€ {1,2,' --,n} fixé et A un réel qui vérifie :
0<|a-2|<Inf{i-4,
On se donne un vecteur xo non orthogonal au sous espace propre associé a A;
et on définit la suite de vecteurs (xk ) oy Par:
Vk20, (A=A-1,)x,,, =x,
Signe(A, — A)"
Calculer Lim & ( : )
S,

;1Sjsmj¢&

X

Solution

Q1. Voir probléme 9, Q5 (c).
Q2. 11 suffit de développer P, (A) suivant la derniére ligne.
Q3. Le coefficient dominant de P(A4) est (-1)*#. On a alors
Lim P,(2) = Lim(=1)' Z = +eo.

Pour k=1, ona P(A)=a,— A qui admet une racine réelle A, = a,.

Pour k=2, on a P(A)=(a,—A)a,-A)-b’, avec ﬂl{l, P,(A) = +oo,
Pz(/l'l) =P(a,)=-b’<0 et ﬂ[ﬁﬂ P,(A)=+co. Avec le théoréme des valeurs
intermédiaires, on déduit donc que P, admet une racine réelle £ <A1, et une

racine réelle 45 > 4,. On a donc montré que la racine A, de P; sépare les deux
racines de P, avec PO(/?I) =1>0. Ce qui est schématisé par la figure 3.1.
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)

2 1 2
)1 )1 )\2
PO
Figure 3.1

Supposons le résultat vrai pour p = 2, -+, k—1, avec P,_, (1’;‘1) du signe de
(~1)"" pour toutj =1, -+, k— 1.

Avec /gﬂf}{(ﬁ) = +oo et P(A)==b,_*P_,(X7)<0, on déduit qu’il existe
une racine de P, A <A™ telle que P, (ﬂﬁ)> 0, puisque P2, (1)>0 sur
Fot]

Pourj=1,2, -, k—2,0na I’,{(ﬁﬁ.—l)z —bk_lch_z(ﬂ’;"l) du signe de (-1) et

ﬂ(ﬂi}ﬁ) =-b_’P,_, (ﬂkil) du signe de (—1)""". On en déduit alors que Py admet

j+l1
une racine A, € [, A7 | (figure 3.2)
Jj+l j 27 j+ g : N
F’k_ik)
Pk— S_A)
k-1 k k-
}LI +1 }\i 1 )Lk
j+1
k-1 k
/)\] J +%
j inpair j pair

Figure 3.2
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)< 0 et sij est pair alors B_, (/1" )> 0. C’est-a-

Si j est impair, alors P,_ (4 o

1

dire que Pk_l(/ikjﬂ) est du signe de (—1)’.
Enfin = P(X7)=-b_2P_,(X) et du signe de (-1)" et
Lim P,(A)=(~1)" +o. On a donc une racine de P, A e]/lijll,+w[ telle que

P_ (%) dusigne de (-1)*"". D’ou le résultat.
Q4. On remarque que si P,(A)=0 alors P_,(1)#0. Donc, pour tout k=0, 1, -,

n, la fonction s, est bien définie et a valeurs dans {-1,1} avec so(ﬂ) =1 pour tout

réel A.
(1) Le résultat sur s est évident.

Avec /1Lim P,(1)=+co on déduit que P,(1)>0 sur ]—oo,l'j[ pour tout entier
k=1,2, n Etavec A <A, on conclut que s,(4) =1 sur ]—oo,/i"l].

Pour tout k=2, 3, -, mettoutj =1, 2, -, k— 1, Py est du signe de (—l)j sur
]ﬂ'},ﬂﬁﬂ[. En considérant que A, e]ﬂ’}’l,ﬂ'};'l[, on déduit que s, (4)=(-1)" sur
]/1"1.,/1"].“] pour tout k=3, -, nettoutj=1, 2, -, k— 1. Pour k=2, le résultat est
encore valable puisque s, (&) = 5,(£) = —1.

. k , . k k

Enfin, avec ﬂi”i P.(1)=(=1)" + o, on déduit que s,(4) = (~1)" sur ]ﬂk ,+<>o[.

(i1) On montre le résultat par récurrence sur k > 1.

L1)sid<a =4
Pour k=1, on a (so(ﬂ),sl(ﬂ)):{( ) N . “ l 0 ©
(1,-1)siA>a, =4,

0si A< A,
1sid> A

uvm:{

Le résultat est donc vrai pour k£ = 1.

Supposons le résultat vrai pour k —1>1 et soit A € IR.

Si A<A <X (=1,2, -, k- 1), alors Pj(/1)>0 pour tout j = 1, 2, -, k et
(so(/l),sl(/l),---,sk (/1)) =(L1,--,1). C’est-a-dire que N,(1)=0 et c’est bien le
nombre de racines de Py strictement inférieures a A.

Si le ]ﬁ’},/l’}+1] pour un entier j €{1,2,---,k —1}, on distingue alors deux cas
en fonction de la position de A par rapport a 4" € ]/ll‘j ,/1’_‘/.“].

Si le]ﬂ’},ﬂ'}‘l], alors on a j— 1 racines de P;_; strictement inféricures a A.

C’est-a-dire avec I’hypothéese de récurrence que N ,H(/i) = j—1. En tenant compte
de sk_l(/l)=(—1)'/_1 et 5,(4)=(=1)", on déduit que N,(1)=N, (A)+1= et
¢’est bien le nombre de racines de P; strictement inférieures a A.
Si ﬂe]ﬂ’;’l,ﬂﬁﬂ], alors on a j racines de P;_; strictement inférieures a A.
C’est-a-dire avec I’hypothése de récurrence que N, ,H(ﬂ) = j. En tenant compte de
s,(1)=(=1) et s,(4)=(=1)’, on déduit que N, (1)= N, ,(4)= et c’est bien
le nombre de racines de Py strictement inférieures a A.
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Enfin si A> A% > A alors, avec I’hypothése de récurrence N, (A)=k—1.
Avec s, (A) = (—l)k_l et s,(1)= (—l)k, on déduit que N,(1)= N, (A)+1=k et
c’est bien le nombre de racines de Py strictement inférieures a A.

Q5. Résulte immédiatement de p(A) < ||A||m ou p(A) désigne le rayon spectral de

A.

Q6. (i) De Q4, on déduit que si 4, €[c,,b,], alors N(c,)<i—1 etsi 4, €[a,,c,],
alors N (co) >i.D’ou le résultat.

(i1) La construction est immédiate par récurrence en appliquant le raisonnement
du (i) a intervalle [a, b, ].

(i11) Pour la programmation, on stocke une matrice tridiagonale et symétrique
dans deux vecteurs a et b. On désigne par c¢ le vecteur de /* ' défini par ¢ =b’

pour touti =1, 2, -, n— 1 (on évite de calculer plusieurs fois les bl.z).
On définit tout d’abord la fonction A+ N(A).

fonction Changement Signe(Entrée n : Entier ; a, ¢ : Vecteur ; A : Réel) : Réel ;
Début
NA = 0, {Nombre de changements de signes}
PyA=10;
P]ﬂ, =daj— /1 5
Ay ],'
Si (Signe(P; /) = —s;) alors
Sp=—841,
NA =NA+1;
Fin Si;
Pour i allant de 2 a n faire
Debut
P2/1 = (a,‘—ﬂ)*P]ﬂ—C,‘_]*P()/i,'
Si (Signe(P>A) = —s,) alors
Sp=—54;
NA=NA+1;
Fin Si ;
Pg/l = P]ﬂ N
P]/l = Pgﬂ N
Fin ;
Changement Signe = NA ;
Fin ;

On définit ensuite une procédure qui permet de calculer la valeur propre
numéro i.

procédure Une Valeur Propre(Entrée n, i : Entier ; a, c : Vecteur ;
Entrée_Sortie ak, bk : Réel ; Sortie A : Réel) ;
Deébut
Reépéter
A= (ak + bk)*0.5 ;
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Si Changement Signe(a, ¢, A) =i alors

bk=A;
Sinon
ak=A;
Fin Si ;
Jusqu'dla, —b,|< €,

Fin ;

Et la procédure de Givens de recherche de toutes les valeurs propres de 4
s’écrit alors comme suit.

procédure Givens(Entrée n : Entier ; a, b : Vecteur ; Sortie A : Vecteur) ;
Début
Pouriallant de 1 a n— 1 faire
Deébut
Ci = b,‘*b,‘ N
Fin ;
M =a|+|p,] ;
Pouriallant de 2 a n — 1 faire
Début
M = Max (M,
Fin ;
M = Max (M R
ak =-M ;
bk=M;
Pour i allant de 1 a n faire
Début
Une Valeur Propre(n, i, a, c, ak, bk, A;) ;
ak = bk ;
bk=M;
Fin ;
Fin ;

a. |+

i

) ;

b, |+

bi

bn—l‘) ;

+

a

n

Q7. On remarque que si x,,, =0, alors x, = 0. On déduit donc par récurrence que
st x, # 0 alors x, # 0 pour tout entier £.

Soit { 1., f,,--,f,} une base orthonormée de vecteurs propres avec Af, = A, f,
pour touti=1, 2, -, n.

n
3 _ k
Pour tout entier k, on note x, = E x; f;-
J=1

g 1 .
Avec (A—A-1,)x,, =x,, on déduit que x;‘“ =mxf et par recurrence
=
1
xf=—x

J (ﬂj—ﬂ)k J*
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Pourj allant de k + 1 a n faire
Début
vi =vitagty;;
Fin ;
Fin ;
sy =(r[v)
v=v—s3%y;
Pouriallant de k + 1 a n faire
Début
Pourj allant de k + 1 a n faire
Début
a; = a;— 2*v*y; vty )
Fin ;
Fin ;
Fin ;

Et la procédure de tridiagonalisation par la méthode de Householder s’écrit
comme indiqué ci-dessous, une matrice symétrique et tridiagonale étant stockée
sous la forme d’un vecteur de dimension n, D; représentant la diagonale
principale et un vecteur de dimension n—1, D, représentant la diagonale
supérieure.

procédure Householder(Entrée A : Matrice; Sortie D1, D2 :Vecteur) ;
Début
Pour k allant de 1 a n — 2 faire

Début
Transformation_Householder(n, k, A) ;
Fin ;
Pouriallant de 1 a n — 1 faire
Début
DI;=a;;
D2 = a1 ;
Fin ;
Dl,=au,;
Fin ;

Probleme 21 : Méthode de Givens pour les matrices tridiagonales

Ce probleme utilise les résultats du probleme 9.

Si A est une matrice symétrique réelle d’ordre n =3, alors elle est semblable a
une matrice tridiagonale T. L’algorithme de Householder (probleme 20) permet
de calculer effectivement la matrice T. Le calcul des valeurs propres de T nous
donne donc celles de A. La méthode décrite ci-dessous est la méthode de Givens
ou de « bissection ».
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a b 0 0
b a, b 0
Soit A=]| . . . . . . une matrice, a coefficients réels,
0 - 0 bn—2 a, bn—l
o - 0 0 b, a,

tridiagonale symétrique et supposée irréductible, c’est-a-dire telle que :
Vie{l,2,,n—-1} b #0
Q1. Montrer que A admet n valeurs propres réelles simples.
Pour tout k = 1, 2, =+, n, on note A, = ((aij )) la k™ sous—matrice

1<i, j<k
principale de A et P,(A)= Dét(Ak A1 d) son polynome caracteéristique. Py
admet donc k racines réelles distinctes que [’on range comme suit :
A< << Ay
Les valeurs propres de A sont les A; = A', pourj =1, 2, -, n.
Q2. Montrer qu’on a la relation de récurrence :
B(A)=1 R()=a,-4
{Pk(/l) =(a = A)B(A)=bp Ba(A) (k=2,.n)
Q3. Montrer que pour toutk =1, ..., n,ona :
Lim B, (1) = +eo

et que, pour k = 2, -, n, les racines de P, _, séparent celles de P, dans le sens
ol :

A< A

AT < X, <A (1£)<k=-2)

A <A

On note, pour tout réel A et tout entier k>0 :
()= Signe(Pk(l)) si P()#0
s () siP(1)=0

et N, (/1) designe le nombre de changements de signes entre deux termes
consécutifs de la suite (so (A),5,(A),-,s, (/1))

1si A€o0, 4]

-lside ]/111,+oo[
1si A€ |-eo, 2]
s(A)=3(-1) siae |2, (1sj<k-1)

(=1)" si Ae A Ao

0A4. (i) Montrer que s, (/1) = et pour toutk =2, - n:
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(ii) Montrer que N, (/1) est égal au nombre de racines de P, qui sont strictement
inférieures a A.
05. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont dans l'intervalle

[a,.b,] = [_||A| A”m]'
Pour tout réel A, on désigne par N (/1) le nombre de racines de P, qui sont

oo 2

strictement inférieures a A.
L , a, +b, .
06. Soient i €{1,2,---,n} fixé. On note ¢, = % le milieu de [ao,bo].

(i) Montrer que si N(c,)>i alors A, €[a,,c,], sinon A, €[c,,b,].

(ii) Montrer qu’on peut construire une suite d’intervalles emboités ([ak,bk ])kew

telle que :
b —a, = by =4
Vkz04 "t Tt 2f
A €la,.b]
(iii) Ecrire la procédure correspondante de calcul des valeurs propres de A.
Q7. Calcul des vecteurs propres par la méthode de la puissance inverse — Soient
i€ {1,2,' --,n} fixé et A un réel qui vérifie :
0<|a-2|<Inf{i-4,
On se donne un vecteur xo non orthogonal au sous espace propre associé a A;
et on définit la suite de vecteurs (xk ) oy Par:
Vk20, (A=A-1,)x,,, =x,
Signe(A, — A)"
Calculer Lim & ( : )
S,

;1Sjsmj¢&

X

Solution

Q1. Voir probléme 9, Q5 (c).
Q2. 11 suffit de développer P, (A) suivant la derniére ligne.
Q3. Le coefficient dominant de P(A4) est (-1)*#. On a alors
Lim P,(2) = Lim(=1)' Z = +eo.

Pour k=1, ona P(A)=a,— A qui admet une racine réelle A, = a,.

Pour k=2, on a P(A)=(a,—A)a,-A)-b’, avec ﬂl{l, P,(A) = +oo,
Pz(/l'l) =P(a,)=-b’<0 et ﬂ[ﬁﬂ P,(A)=+co. Avec le théoréme des valeurs
intermédiaires, on déduit donc que P, admet une racine réelle £ <A1, et une

racine réelle 45 > 4,. On a donc montré que la racine A, de P; sépare les deux
racines de P, avec PO(/?I) =1>0. Ce qui est schématisé par la figure 3.1.
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)

2 1 2
)1 )1 )\2
PO
Figure 3.1

Supposons le résultat vrai pour p = 2, -+, k—1, avec P,_, (1’;‘1) du signe de
(~1)"" pour toutj =1, -+, k— 1.

Avec /gﬂf}{(ﬁ) = +oo et P(A)==b,_*P_,(X7)<0, on déduit qu’il existe
une racine de P, A <A™ telle que P, (ﬂﬁ)> 0, puisque P2, (1)>0 sur
Fot]

Pourj=1,2, -, k—2,0na I’,{(ﬁﬁ.—l)z —bk_lch_z(ﬂ’;"l) du signe de (-1) et

ﬂ(ﬂi}ﬁ) =-b_’P,_, (ﬂkil) du signe de (—1)""". On en déduit alors que Py admet

j+l1
une racine A, € [, A7 | (figure 3.2)
Jj+l j 27 j+ g : N
F’k_ik)
Pk— S_A)
k-1 k k-
}LI +1 }\i 1 )Lk
j+1
k-1 k
/)\] J +%
j inpair j pair

Figure 3.2
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)< 0 et sij est pair alors B_, (/1" )> 0. C’est-a-

Si j est impair, alors P,_ (4 o

1

dire que Pk_l(/ikjﬂ) est du signe de (—1)’.
Enfin = P(X7)=-b_2P_,(X) et du signe de (-1)" et
Lim P,(A)=(~1)" +o. On a donc une racine de P, A e]/lijll,+w[ telle que

P_ (%) dusigne de (-1)*"". D’ou le résultat.
Q4. On remarque que si P,(A)=0 alors P_,(1)#0. Donc, pour tout k=0, 1, -,

n, la fonction s, est bien définie et a valeurs dans {-1,1} avec so(ﬂ) =1 pour tout

réel A.
(1) Le résultat sur s est évident.

Avec /1Lim P,(1)=+co on déduit que P,(1)>0 sur ]—oo,l'j[ pour tout entier
k=1,2, n Etavec A <A, on conclut que s,(4) =1 sur ]—oo,/i"l].

Pour tout k=2, 3, -, mettoutj =1, 2, -, k— 1, Py est du signe de (—l)j sur
]ﬂ'},ﬂﬁﬂ[. En considérant que A, e]ﬂ’}’l,ﬂ'};'l[, on déduit que s, (4)=(-1)" sur
]/1"1.,/1"].“] pour tout k=3, -, nettoutj=1, 2, -, k— 1. Pour k=2, le résultat est
encore valable puisque s, (&) = 5,(£) = —1.

. k , . k k

Enfin, avec ﬂi”i P.(1)=(=1)" + o, on déduit que s,(4) = (~1)" sur ]ﬂk ,+<>o[.

(i1) On montre le résultat par récurrence sur k > 1.

L1)sid<a =4
Pour k=1, on a (so(ﬂ),sl(ﬂ)):{( ) N . “ l 0 ©
(1,-1)siA>a, =4,

0si A< A,
1sid> A

uvm:{

Le résultat est donc vrai pour k£ = 1.

Supposons le résultat vrai pour k —1>1 et soit A € IR.

Si A<A <X (=1,2, -, k- 1), alors Pj(/1)>0 pour tout j = 1, 2, -, k et
(so(/l),sl(/l),---,sk (/1)) =(L1,--,1). C’est-a-dire que N,(1)=0 et c’est bien le
nombre de racines de Py strictement inférieures a A.

Si le ]ﬁ’},/l’}+1] pour un entier j €{1,2,---,k —1}, on distingue alors deux cas
en fonction de la position de A par rapport a 4" € ]/ll‘j ,/1’_‘/.“].

Si le]ﬂ’},ﬂ'}‘l], alors on a j— 1 racines de P;_; strictement inféricures a A.

C’est-a-dire avec I’hypothéese de récurrence que N ,H(/i) = j—1. En tenant compte
de sk_l(/l)=(—1)'/_1 et 5,(4)=(=1)", on déduit que N,(1)=N, (A)+1= et
¢’est bien le nombre de racines de P; strictement inférieures a A.
Si ﬂe]ﬂ’;’l,ﬂﬁﬂ], alors on a j racines de P;_; strictement inférieures a A.
C’est-a-dire avec I’hypothése de récurrence que N, ,H(ﬂ) = j. En tenant compte de
s,(1)=(=1) et s,(4)=(=1)’, on déduit que N, (1)= N, ,(4)= et c’est bien
le nombre de racines de Py strictement inférieures a A.
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Enfin si A> A% > A alors, avec I’hypothése de récurrence N, (A)=k—1.
Avec s, (A) = (—l)k_l et s,(1)= (—l)k, on déduit que N,(1)= N, (A)+1=k et
c’est bien le nombre de racines de Py strictement inférieures a A.

Q5. Résulte immédiatement de p(A) < ||A||m ou p(A) désigne le rayon spectral de

A.

Q6. (i) De Q4, on déduit que si 4, €[c,,b,], alors N(c,)<i—1 etsi 4, €[a,,c,],
alors N (co) >i.D’ou le résultat.

(i1) La construction est immédiate par récurrence en appliquant le raisonnement
du (i) a intervalle [a, b, ].

(i11) Pour la programmation, on stocke une matrice tridiagonale et symétrique
dans deux vecteurs a et b. On désigne par c¢ le vecteur de /* ' défini par ¢ =b’

pour touti =1, 2, -, n— 1 (on évite de calculer plusieurs fois les bl.z).
On définit tout d’abord la fonction A+ N(A).

fonction Changement Signe(Entrée n : Entier ; a, ¢ : Vecteur ; A : Réel) : Réel ;
Début
NA = 0, {Nombre de changements de signes}
PyA=10;
P]ﬂ, =daj— /1 5
Ay ],'
Si (Signe(P; /) = —s;) alors
Sp=—841,
NA =NA+1;
Fin Si;
Pour i allant de 2 a n faire
Debut
P2/1 = (a,‘—ﬂ)*P]ﬂ—C,‘_]*P()/i,'
Si (Signe(P>A) = —s,) alors
Sp=—54;
NA=NA+1;
Fin Si ;
Pg/l = P]ﬂ N
P]/l = Pgﬂ N
Fin ;
Changement Signe = NA ;
Fin ;

On définit ensuite une procédure qui permet de calculer la valeur propre
numéro i.

procédure Une Valeur Propre(Entrée n, i : Entier ; a, c : Vecteur ;
Entrée_Sortie ak, bk : Réel ; Sortie A : Réel) ;
Deébut
Reépéter
A= (ak + bk)*0.5 ;
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Si Changement Signe(a, ¢, A) =i alors

bk=A;
Sinon
ak=A;
Fin Si ;
Jusqu'dla, —b,|< €,

Fin ;

Et la procédure de Givens de recherche de toutes les valeurs propres de 4
s’écrit alors comme suit.

procédure Givens(Entrée n : Entier ; a, b : Vecteur ; Sortie A : Vecteur) ;
Début
Pouriallant de 1 a n— 1 faire
Deébut
Ci = b,‘*b,‘ N
Fin ;
M =a|+|p,] ;
Pouriallant de 2 a n — 1 faire
Début
M = Max (M,
Fin ;
M = Max (M R
ak =-M ;
bk=M;
Pour i allant de 1 a n faire
Début
Une Valeur Propre(n, i, a, c, ak, bk, A;) ;
ak = bk ;
bk=M;
Fin ;
Fin ;

a. |+

i

) ;

b, |+

bi

bn—l‘) ;

+

a

n

Q7. On remarque que si x,,, =0, alors x, = 0. On déduit donc par récurrence que
st x, # 0 alors x, # 0 pour tout entier £.

Soit { 1., f,,--,f,} une base orthonormée de vecteurs propres avec Af, = A, f,
pour touti=1, 2, -, n.

n
3 _ k
Pour tout entier k, on note x, = E x; f;-
J=1

g 1 .
Avec (A—A-1,)x,, =x,, on déduit que x;‘“ =mxf et par recurrence
=
1
xf=—x

J (ﬂj—ﬂ)k J*
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. 1 \
On peut alors écrire que x, = W Y, ou yi est le vecteur de composantes
A-A) |
k i 0
A=A
. |0sij#Ei 0 . o
Onaalors Limy; =4 | ,avec x; # 0. C’est-a-dire que Lim y, = x; f,.
k—>+eo” - X; 51j =1 k—>+co

. k
On déduit alors que Lim Slgne(ﬂi 4 x, = Lim Lyk = Signe(xl.0 )fl
. ==y

Remarque 1 — Si la matrice A n’est pas irréductible, on peut alors la découper en
blocs de matrices irréductibles et 1’algorithme de Givens permet de calculer les
valeurs propres.

Remarque 2 — Pour calculer les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice
symétrique réelle la méthode de Givens et Householder consiste a réduire la
matrice sous tridiagonale dans un premier temps puis a rechercher les valeurs et
vecteurs propres de la matrice tridiagonale obtenue par la méthode de Givens et
de la puissance inverse (les systémes linéaires a résoudre sont tridiagonaux).

Probléme 22 : Une méthode homotopique de calcul des
valeurs propres d’une matrice tridiagonale

Ce probleme utilise les notations du probleme 21 et les résultats des problémes
9et2l.
Q1. Montrer que la matrice A admet les mémes valeurs propres que la matrice :

a, b° 0 0 - 0
1 a, b> 0 - 0
B= .
0 - 0 1 a_ b
o -~ 0 0 1 a,
Dans tout ce qui suit, on suppose que :
a b 0 0 - 0
1 a b 0 - 0
A=
0 0 a,_, b_,
0 0 0 1 a,
avec :
a;,belR, b,>0

On note :
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O - 01 0 1
O - 00 1 0

On définit alors une « homotopie » de D vers A en posant :
vt e[0,1] A(¢)=(1-¢)D+14
Q2. Calculer les valeurs propres de D.
Q3. Montrer que, pour tout t dans [0, 1], A(t) admet n valeurs propres réelles

simples.
Q4. Montrer qu’il existe une fonction continiiment dérivable
f=(f,f,) [0,1]— IR"

telle que le polynome caractéristique de A(t) s’écrive :

n

v e[0,1], P(A,1) = H(/l— a0)
ph
Pour tout t dans [0,1] etj=1,2, -, n, onpose:
0,(t)=P1,(0).1)

et on a alors (pj(t) =0 sur [0,1].
05. Montrer que pour toutj =1, 2, -, n, f, est solution sur [0, 1] d’une équation
différentielle avec condition initiale (probleme de Cauchy).
Q6. En utilisant la méthode Runge—Kutta d’ordre 4, donner un algorithme de
calcul de toutes les valeurs propres de la matrice A.
Q7. En déduire un algorithme de calcul des valeurs propres et des vecteurs
propres d’'une matrice symétrique réelle n’ayant que des racines simples.

Solution

Q1. Le polynéme caractéristique de B se calcule en utilisant la méme récurrence
que celle qui définit le polyndme caractéristique de 4 (probléme 9, Q5).
Q2. Dans le probleme 3 Q5, on a vu que les valeurs propres de D sont les

A, =2Cos(k6) (1< k <n) ot ="

n+1
Q3. Pour tout  dans [0,1], on a:
ta, 1—t+th 0 0 - 0
I ta, l—t+th, 0 - 0
Alr) =] . : . . .
0o .- 0 1 . l-t+th
0 0 0 1 ta

Cette matrice admet n valeurs propres réelles simples puisqu’elle est
irréductible avec 1—¢+tb, > 0 pour tout 7 €[0,1] et tout i = 1, 2, ..., n (probléme 9,
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Q5, (¢)).
Q4. Soit ¢, € [0,1] et A, une valeur propre de A(to), on a alors :
aP
P(/%ato) =0, a(ﬂwto) #0

Le théoréme des fonctions implicites nous dit alors qu’il existe un voisinage
ouvert ¥, de £y dans [0,1] et une fonction continiment dérivable :

f=(fnf,): Vo> IR

tels que :

n

viet,. P20 =10~ 1£.0)

k=1
Les valeurs propres de A(t) étant toutes simples, on peut supposer que

fi (1)< fs (1) << fn(t). Avec cette condition la fonction fest unique.
L’intervalle [O, 1] étant compact, on peut trouver une partition du type :
[0.1] =[ag.b,[ U[a,.b [0 U]a,.b,]
ou :
0=a,<by=a,<b=a,<-<b,, =a,<b, =1
telle pour tout k=0, 1, -, p, il existe une unique fonction continiment dérivable
fk = (flk""afnk): [ak’bk]ﬁ IR

avee ©

n

PAt)=T1\A- F (¢
vielab,], (4.) H(~ﬂ“)
RO < f )<< f10)
La fonction f définie sur [0,1] par :
f(t) = (fik(t)a"':fnk(t)) sit€ [akabk]
est alors continiment dérivable.
QS. En dérivant la relation (oj(t) =0 par rapport a ¢, pour tout j = 1, 2, ---, n, on
deduit alors que f; est solution du probléme de Cauchy :

/,(0)=aq,

oP

Z(1,(e).1)
£ == """ eo,1]
T Pr04)

a J

La simplicité des valeurs propres de A(¢) nous garantit que %( S ].(t),t) #0

sur [0,1].
Q6. Le calcul du polyndme caractéristique P(A,7) se fait en utilisant la
récurrence :

P(A4,0)=1; P(A.1) =ta, = A
(1) {Pk(/l,t):(tak ~A)P_(A.t)-(1=t+2b, )P,_,(A,t) (k=2,---,n)
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En dérivant (2) par rapport a A et ¢, on obtient 1’algorithme suivant de calcul
des dérivées partielles de P :

%(ﬂ,z) =0; %(ﬂ,,t) =0;
%u,z) —1: %u,t) —a
2) %u,f) ~ (1a, _z)%u,t)_ PO -(1=t+1b, ) ”’;2 (4.1)
(1) = (ta, - 2) 910?;[—1 (A)+a, P (A1)
(=t ) B (4,0) (b, )P (A1)

Pour la programmation, la matrice tridiagonale symétrique est définie par deux
vecteurs a et b. Une fois ces vecteurs entrés on fait les transformations b, = b,
pourtouti=1,2, -, n—1.
daP (

P ﬁ(
)

Le calcul des dérivées partielles P, = At) et P = ) A,t) se fait avec la

procédure :

Procédure Dérivées Polynome_Caractéristique(Entrée n : Entier; a : Vecteur(1..n);
b : Vecteur(l.n— 1), t, A: Réels;,
Sortie P, P;: Réels) ;
Début
Po =] 5
P,{)g =( )
Pt,() =0 5
P] = t'd] — /1 5
Pyy=—-1;P;=a;;
Pour k allant de 2 a n faire
Début
Py=(tax—A)P;—(I-t+tb) Py,
Py,=(tay—A) P —P—(I-t+tbi) Py,
Py = (tay—A) P+ ayP;—(byy—1)Py— (It + tb )Py,
Py=P;,; P=P,;
Pio=Py;; Py =Py,
Po=P Py=P;
Fin ;
Py=P;,;, P,=P,;;
Fin ;

On peut ensuite définir la fonction F° définissant 1’équation différentielle a
résoudre.

Fonction F(Entrée n : Entier, a : Vecteur(l..n); b : Vecteur(l..n— 1), t, A : Réels) : Réel ;
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Début
Dérivées Polynome Caractéristique(n, a, b, t, A, P, P;) ;
F=-P,/P,;

Fin ;

Pour la résolution des équations différentielles, on se donne un pas de calcul

1 : ..

h=— sur [0,1] ou p est un entier positif. En vue de tracer les graphes des
P

fonctions valeurs propres ¢+ fj(t), on peut stocker les valeurs propres des

matrices A(¢, ), ot ¢, =k-h (0<k<p), dans un tableau L a p + 1 lignes et n
colonnes. C’est-a-dire que L, | zfj(tk) (0<k<p, 1<j<n).

Procédure Valeurs Propres(Entrée n : Entier ; a : Vecteur(l..n) ; b : Vecteur(l..n-1) ;
Sortie L : Matrice(0..p,1..n)) ;
Début
h=1/p;
hy,=0.5h;
O=mmn+1);
60,
Pour j allant de 1 a n faire
Debut
t=0;
6-0+0;
Loy = 2Cos(6) ;
Pour k allant de 1 a p faire

Debut
Ky =hFm a bt Ly,
t=t+ h2 )

K2 = hF(}’l, a, b, t, Lk—lz/‘ + 05K1) )
K3 = hF(}’l, a, b, t, Lk—lz/‘ + 05K2) )
t=t+ hg 5
K4 = h'F(I’l, a, b, t, kal,j + K3) N
Lij=Lig;+ (K;+ 2(K; + K3) + Ky)/6;
Fin ;
Fin ;
Fin ;

Les valeurs propres cherchées sont alors les L, ;, pourj =1, 2, -+, n.
Q7. Pour calculer les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle on
commence par réduire la matrice sous forme tridiagonale en utilisant la méthode
de Householder, puis on calcule les valeurs propres en utilisant 1’algorithme de
Q6. Le calcul des vecteurs propres de la matrice tridiagonale obtenue se fait en
utilisant la méthode de la puissance inverse (probléme 21, Q7). Les systémes
linéaires a résoudre étant tridiagonaux).
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Probleme 23 : Méthode Q-R. Agrégation 1981, extrait

C" (Resp. IR') est l’espace vectoriel sur C (Resp. sur IR) des matrices a
coefficients complexes (Resp. réels) a n lignes et p colonnes.
C"" (Resp. IR"") est muni de la topologie associée a une norme, 1’élément de la
ligne i et de la colonne j d 'une matrice M est noté m;.
e, € IR™ est la matrice colonne dont tous les éléments sont nuls, excepté celui
de la ligne p valant 1.
Une matrice M € C"" (Resp. M € IR"") est dite tridiagonale si m; =0 pour
tout couple (i,j) tel que |i —j| >2.
Une matrice M € C"" (Resp. M € IR"") est dite triangulaire supérieure si
my; =0 pour tout couple (i, ) tel que i > j.
[ est la matrice unité d’ordre n.
* . . . .
M est la matrice adjointe de la matrice M.
Q1. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, d la distance associée a
la norme, (x.) _ une suite bornée de E.
S/ seIN
Démontrer que si :
(a) la suite (d(xs,xm))sem a pour limite 0,
(b) la suite (xS )SE v @ un nombre fini de valeurs d’adhérence,
alors la suite (x, )SE v @ une limite.
Q2. Soient A,B,Ce C"" trois matrices hermitiennes telles que C= A+ B. On
désigne par o, za,2--2a, [ zZp2-2p6, y,2V,22y, les valeurs

propres respectives de A, B et C.
Démontrer que :
a+B, <y, <a+pf,i=12,..,n
On utilisera le fait que si M est une matrice de C"" hermitienne et de valeurs
propres A, 2 A, 22 A, ona:

X Ms
A = Max —;
xec"-{0} x x
. x Ms
A, = Min  Max ——, pours=2,3,.--,n
(prpa)el ) 2ECT A0} x
p; x=0

1<i<s-1

Soit O€ IR, (k,l)EIN2 tels que 1<k <I<n et Sk’l(é’):(s(".l(ﬁ)) la matrice

L]
carrée d’ordre n définie par :
kl(ﬁ):lpourz zhketi#l

4(60)=5t(6) = Cos(0)
/(6) =-s/{(6)=—Sin(6)
i

6) = 0 sinon

Skk
Skl

S
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n
Q3. Soit x = le.el. une matrice colonne réelle, soit p un entier compris entre 1 et
i=1
n.
Montrer qu’il existe une matrice Q,, produit de matrices S*'(0, ) et o € IR
q » P (3] p
tels que :
p-1
0,x= Zx,.ei tae,si2<ps<n
i=1
Ql(x) = sip=1
04. Soit A€ IR"" symétrique. Montrer qu’il existe une matrice U, produit de
matrices S*' ((9,{’,), telle que la matrice U” AU soit tridiagonale.

05. Soit H I’ensemble des matrices A € IR"" symétriques, tridiagonales et telles
que :

a,,#0pouri=23,--,n
(a) Montrer que pour tout A€ H, il existe une matrice Q, produit de matrices
S («9,{,]) telle que Q" A soit une matrice triangulaire supérieure R.

(b) Etudier le rang de A. Démontrer que 1, , #0 pour k =1, 2, -, n— 1 et que 1y,

est nul si et seulement si A est singuliere.
(c) Démontrer que :
{qk,k—l #0 pourk =2,3,---,n

4, =0pourk=>/+2

(d) Soit PeIR™ une matrice orthogonale telle que P"A soit une matrice
triangulaire supérieure S. Démontrer que P'Q est une matrice orthogonale
diagonale. Comparer les matrices RQ et SP.

Q6. Soit A € H, montrer que [’on peut définir une suite de matrices (AS)SE W par:

A, =4
sid =) a-dli=or,

U 1<i, j<n
avec Qs matrice orthogonale et Ry matrice triangulaire supérieure, alors
_ (s)
As+1 - RSQS + ann I
Q7. Démontrer que toutes les matrices As sont orthogonalement semblables,

symétriques, tridiagonales et que afjll est non nul pour s€ IN, 2<i<n-1.

Q8. Démontrer que pour tout s € IN :
(s+1) _ (s) _(s) (s)
an,n—l qn n—lqn—l,nan,n—l

(s)

n,n—1

) a une limite L.
seIN
Q9. Dans toute cette question, on suppose L = (.

(a) Démontrer que la suite (a(ﬁl) —a(s)) @ pour limite 0. En déduire que la

n,n n,n

En déduire que la suite (a

suite (affi) a pour limite 1.
77 seIN

(b) On note :
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F. G, F eIR"™™', K eIR""
A = avec 0 0
H, G, €eIR",H eIR"

S T S e IR U, e IR
0. =\ " |avecs 0 _—
u, V, T eIR", V elR"
Démontrer qu’il existe sy tel que s = s,, on ait :
(i) ‘l a,m a®

n n—1
(ii) a,m non valeur propre de la matrice Fi.

En utilisant les notations précédentes et en écrivant que Q.\ A ( —a,sn)] ) est

et (US )S sont

triangulaire supérieure, démontrer que les suites (];) oy

seIN

convergentes.
En déduire qu’il existe une constante k > 0 telle que pour tout s = s,,, on ait :
s+l
nn 1 < k nn 1‘
Solution

Q1. Voir le probléeme 19, Q5.
Q2. Soit {a,,a,,--,a,} une base orthonormée de vecteurs propres de 4 avec

Aa, = a,a, et V; I’espace vectoriel engendré par {a, ,a,,,, --,a, } pour tout k=1,
-

Avec I’indication (théoréme de Courant—Fischer, probléme 7, Q1), on a :

Ve < Max{ xCr ev, - {O}}
x'x
soit :
x*Ax
Vi < Max{ * eV, - {0}}+ Max{ ev, - {0}}
XX x'x
Pour x = Zxa eV,,onax Ax —ZO{‘ ‘ <0{k2‘ ‘ = a,x x. Donc :

j=k

*

VesSa, + Max{x Bx
XX

. xel, - {o}}wkwl

En appliquant ce résultat 8 4 = C— B, en tenant compte du fait que les valeurs
propres de —B sont —f3, 2:-->—f3,, on dedult que &, <y, —f,.0On adonc bien :
ak+ﬂn SyeSo+p (ISkSn)
Remarque — Ce résultat est le théoréme de monotonicité de Weyl.

Pour tout x = Z xe, € IR"', 0
SH(6)x = Zx e + (Cos(H)xk Sm(ﬁ)x,)ek + (Sin(@)xk + Cos( 49)x,)e,

1<i<n
i#k,i#l
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Q3. Pourp=n,onprend O, =1 =5"(0)et @, =x,.
On suppose donc que pe{l 2, n—l}L et on écrit x € IR"" sous la forme
x'=) xe, xe,s12<p<n-1
x=x"+x",ou z o Z P .
x'=0,x"=x, 51p:1
Pour p<k <I<n,onaalors $*(6)x" = x’, pour tout &€ IR.
Enprenantk=pet/=p+1,ona:
S"”(Q)x”— x e +xp+1 e, + zle ,s11<p<n-2
- i=p+

x) +xle,sip=n-1

nlnl n-n>

avece |
x} = Cos(6)x, —Sin(O)x,,,,

x = Sln(é’)x +Cos(l9)x

p p+l

On pose r, = (') +(x p+1) et on définit 0= 6, ., € |- 7, 7] par:

P

0,,.=0,si po =0
1 1
X X
_7p - _ p+l
COS(Hp,pH) =—", Sln(Hp,pH) =———,si po #0
v r
P P
etona:
I _ 1 I _
xp—rp,s1xp+1¢0,xp—x 51xp+1—0
p+l =0
Soit, en définitive :
x+xe + > xe,sil<p<n-2
pp+1 i
S ﬁp’pﬂ X = i=p+2

x’+x;,ep, sip=n-—1
En prenant ainsi de suite (k,/)=(p, p+1),(p, p+2),---,(p,n), on peut trouver
des réels 0, € |-z, 4], pour p+1<I<n tels que:

n
) x'+x;pep+2xl.ei,SilSlSn—l
Y=

i=l+1

p,l( ) p,p+1(
§*\0,,) S 0,1
x’+x1],_”ep, sil=n

En posant Q, = Sp’"(H )~--S”+1(6’

o
- p,pﬂ), onaQx=x"+a.,

Remarque — On a Q e, =e;, pourj=1,2, -, p—1,s1 2< p<n. La matrice O,

etant orthogonale, on a également O, *e. =e;,pourj=1,2,,p—1.

Q4.0n a, pourtoutj=1,2, -, n Ae, —Zayl
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D’aprées ce qui précede, on peut trouver une matrice orthogonale
0, = Sz’”(ﬁzgn)-uSm(ﬁzﬁ), laissant e; invariant telle que O, de, =a,,e, +ase,. Bt

* P * 2
avec O, e, = ¢,, cela peut s’écrire 0,40, e, = a, e, +a,,e,.

La matrice Q,4Q," étant symétrique (4 est symétrique), on en déduit que :

n
* 2 ( 2 _ 2)
0,40, ¢, = Zaizei app =4y

0,40;'¢, —Za,, e, (3<j<n)

Supposons que, pour tout £k = 2, -+, p, on ait construit une matrice orthogonale
Q, =8 Hkﬁn)---Sk’k“(Gk ..1), laissant ej, e, -, e invariants et telle que si

A, :Qp"'QzAQz*"'Qp , alors :

_ 2
A L6 = ay, taze

Ae; —a] e tay e, +a1+1]el+1 (ZSjSp—l)

Ae _aplp pl+za1pl

Ae; —Z% l(p+1<]<n)

On peut alors trouver une matrice orthogonale
+1, +1,p+2 . : :
0,,=5" ”(Hpﬂ,n)---S” b (9p+1,p+2)’ laissant ey, ey, -, e, invariants et telle que
_ p+l * _ [P
O,nde,=a) e, +aje +ay e, . Avec O, e =e, cela peut s’écrire

— p+l1
Qp+1Apr+1 ep - p lp p-1 +appep +ap+1,pep+1'

* *
Op+1 €t Q,,, laissant invariants ey, ez, -, ¢y, ona 0,,4,0,,, e, = 4,¢e,, pour
j=1,-p-1L
.. * , .
Enfin, avec la symétrie de 0,,,4,0,., , on en déduit que :

p+l
Qp+1A Qp+1 ep+1 Zaz p+le

0,.4, Qp+1 e = Za”“el. (p+2 San)
i=p+l

On a donc ainsi montré par récurrence que la matrice Q, - QZAQ2 ---Qn , est
tridiagonale.
Remarque — Cette technique de tridiagonalisation est due a Givens. Elle
nécessite deux fois plus d’opérations que celle de Householder (probléme 20). On
peut accélérer ce procédé (voir Théodor et Lascaux, p. 357).
Q5. (a) En reprenant le raisonnement du début de Q3 avec x = Ae,, on peut
trouver 6,, € ]—7[, 72[ tel que :
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Sl’z(el,z)Ael = alllel

1,2
S (Gl’z)Ae Zauel+a]+lj €,,812<j<n-1

i=j-1

12 _
S (91,2)Aen - Zam €
i=n—1
2 2
avec a,, =+a,;” +a,’ >0.

Supposons que, pour tout k = 1, 2, -+, p, on ait trouvé 6, ,, € ]—ﬂ',ﬂ'[ tel que si
on pose AP:S”’“(H )-'-Sl’z(ﬁlgz)A,alors:

J

p.p+l

J
— p 1 ;
Ae; = E aje,stl<j<p

i=1

Ae—Zae+a

i Jj+Lj /+1’

Ae —Zaml

sip+1<j<n-1

avec aj.';. >0.

Toujours avec le raisonnement du début de Q3, on peut trouver

_ p+1,p+2( ) p+l
9p+1,p+2€] 7[772[ tel que S 9p+1,p+2 14 p+1 Zal p+1e +ap+1p+lep+l’ avec

2=l ) +la,.,) >0
Apiipr1 =\ \4pp Apirp :

. . p+l,p+2 (
La matrice de rotation S 0p+1, 2

)Ape Ae.,pour j£p+1, j#p+2.

P J°

) laissant invariants les e; pour j # p+1,

J # p+2, on déduit que S”“=1’+2(9

p+Lp+2
Enfinpourj=p+2,ona:

p+l,p+2( ) p+l p+l
S Hp+1,p+2 P p+2 az p+2e + ap+l p+2 p+l + ap+2 p+2 p+2 + ap+3,p+28p+3

On a donc ainsi montré qu 11 existe 0= §2(-6,)---8""(-6,_, ) tel que Q" 4

n—1,n
soit triangulaire supérieure.

Remarque — Les colonnes de O forment un systeme orthonormé. Elles se
déduisent de celles de A4 par le procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt
(voir Lascaux et Théodor, p. 342).

(b) On a n—1< Rang(A4) <n (probléme 9, Q2).

Avec Dét(Q)=1, on a Dét(A) = Dét(R) = ﬁrkk our, =al >0 pourk=1,2,
k=1

, n— 1. On déduit alors que =0 si et seulement si Dér(A4)=0.

(c)Ona,pourj=1,2, -, n

nn
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Qc, = g2 (_912)“.Sn—1,n (_Hn—l,n)ej _ P (_912)...Sj,_/+1(_9j’j+l)ej
=§" (_‘912)' "Sj_l’j(_ej—l,j)(cos( ‘9j,1+1)ej - Sin( 9j,j+1 ej+l)
soit :
Qe, = Cos( 0, i )S12 (-6,,)- S«""f(—e_/._l’j )e_, - Sin(e/,m)em

Ce qui s’écrit sous la forme :
J
Qe; = Zqij i _Sln(aj,j+l)ej+1
i=1
avec :

)= 0 (1< j<n—1)

Vi

sin(

J.j+l
On a donc bien :
G4 =—Sin(6_,, ) #0 pourk=23,-,n
g, =0pourk >/+2
C’est-a-dire que Q est une matrice orthogonale de Hessenberg supérieure et
irréductible (probléme 9).
(d Si S=P'4 et R=0 A sont triangulaires supérieures, avec P et Q
orthogonales alors D= P'Q est une matrice orthogonale qui vérifie DR=S.

J
Avec 0=s; = Zdikrkj pour 1< j <i<n,on déduit que :
k=1

mdy, =0 (i =2,"',”)
{rljdﬂ try,d,++r,d, =0 (j=2,n=1i=j+1:,n)
Et avec 1, #0 pou k=1, 2, =+, n — 1, on déduit que d;, =0 pour 1< j<i<n,
C’est-a-dire que D est triangulaire supérieure et orthogonale. En écrivant que

D'D =1, on déduit alors qu’elle est diagonale. En effet on a deidkj =0 pour

k=1

I<i<j<n. Et avec Hdﬁ =Dét(D)=+1, on déduit que d; =0 pour
i=1

I€k<j<n.

La matrice D est donc diagonale et orthogonale. C’est nécessairement une
matrice diagonale avec d,; = 1 pour touti =1, 2, ---, n.

Ona PS=QR, D'=D"=D et DSPD= P'QSPP'Q=0Q PSQ=0 A0 = RQ.
Soit en définitive QR = D(SP)D, c’est-a-dire que les coefficients de QR et SP
sont identiques en valeur absolue avec :

ij i jj

—(SP) sid.d, =-1

i aj

(SP)A sid.d. =1
(QR)i. =d.d (SP) ={

Remarque — La matrice R est triangulaire supérieure et O est orthogonale et de
Hessenberg supérieure. On en déduit que B = RQ est aussi de Hessenberg
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supérieure. En effet, on a b, = Zrl.quj =0 pour 1< j<i—-2<n du fait que g,;, =0

pour k= j+2,---,n. D’autre part, B est semblable & 4=0R=0(R0)Q" avec

B" =B. C’est-a-dire que B est de Hessenberg et symétrique, elle est donc
tridiagonale. Enfin avec b, | =r,q,,_, # 0, pour tout i = 2, -, n, on déduit que B
vérifie les mémes propriétés que 4.

Q6. Si on pose A, = A, alors Ao—a( )[ vérifie les mémes propriétés que A

nn

(tridiagonale, symétrique et irréductible) et on peut la décomposer sous la forme

4, —a,(lg)l =Q,R,, avec Ry triangulaire supérieure, (O, orthogonale et de
(0)

nn

Hessenberg supérieure irréductible. La matrice 4, = RO, +a,, I vérifiant les
mémes propriétés que 4.
Supposons construite les matrices Ao, ‘-, 4 vérifiant les mémes propriétés que

A. On peut alors écrire A, —a(nl OR et A, =RO, +a,5f1)l vérifie les mémes

n

propriétés que A4, on peut donc écrire la decomp0s1ti0n A, - a(ffl)l =0.,.R..

n

La suite (AS)Se v de matrices tridiagonales symetriques et irréductibles est donc

bien définie.
Q7. Montrons le résultat par récurrence sur s=>0. Pour s=0, c’est clair.
Supposons le résultat vrai pour s = 0.

On a vu que R O, est tridiagonale symétrique et irréductible (remarque de Q5)

s+l T R Q +ann
Enfin avec 4,,, =Qf(QSRS)QS+am,I=QJ(AS Y1)o,+al)1=0, 40,

déduit que A, est orthogonalement semblable a AS. Donc tous les 4, sont
orthogonalement semblables a A4.

Q8. Avec 4 :RSQS.+a,SZ)I , on déduit que a
R =Q§*(As—a,(,f1)1 ), on déduit que rn()—q,(, )ln ,(,)1,, Ce qui donne, en tenant

et il en est de méme de 4

(s+1) _ () o (s)

s+1 na—1 — nn Qn n-1-* Puls avec

compte de la symétrie de A; :
gt = g o6 0

nnl qnn 1qnln n,n—1
La matrice Q; est orthogonale, donc ses colonnes forment un systéme

orthonormé et en particulier, on a ‘qé.s)‘ <1 pour tous i, j compris entre 1 et n et

tout entier s.
(s+1)

n,n—1

(s)

n,n—1

(s)

n,nfl

On a donc |a <l|a ) est décroissante

seIN

, ¢’est-a-dire que la suite (‘

et minorée, elle est donc convergente.

Q5. () Avec =gl va) =g abl g+l on deauit que

a(s+1) _ a(s) }5 ’)l |

n,n n,n

<

— 0.

S—>+oo

D’autre part, avec A4, =Q AQ ou Q est orthogonale, on déduit que
=||A|| (st Q est orthogonale alors ||Q||2 =1 — probléme 1,

nl’l

Q7 —) Il en resulte que la suite ( (s )) . est bornée.
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Avec le résultat de Q1, il reste @ montrer que cette suite n’admet qu’un nombre
fini de valeurs d’adhérence.

On remarque que Dét(AS ()I ) Det Hrkk D’autre part, on peut

k=1

‘2_

) est bornée. Et il en est de méme de chaque
SN2 7seIN

R

s

On

<[4, +

=lorla i) <fa .
en déduit alors que la suite (

suite (rk(lj))se[N’ pourk=1,2,, n

O 2], 40

- qn—l,n n—1,n

écrire que | a,, a,|.

(s)

n—1,n

Enfin avec <l|a

r

nn

, on déduit que ler()—O et

nn

Lim Dét(AS —a,(;)l ) =0. En considérant que 4, est semblable a 4, on peut écrire

s—>+oo

que Lim Dét(A —aflfl)l ) 0 et si ( ,(H(f( ))) est une suite extraite de (a,(l‘;)) qui
S—>+oo seIN seIN

converge vers A, alors Détf(A—Al) =0, ¢’est-a-dire que A est une valeur propre

de 4. La suite (a,sfl) ) W donc au plus n valeurs d’adhérence.

On a donc ainsi montré que (a,(;)) converge vers une valeur propre / de 4.
seIN

(b) On rappelle que A étant tridiagonale symétrique et irréductible, elle est
diagonalisable avec toutes ses valeurs propres réelles et simples A >4, >--> 4

(probleme 9, Q4).

On note 5=Min{ 1<i,j<n, i# j1>0.

Comme le a, =1, avec l valeur propre de 4, on peut trouver s, € IN tel que :
Vs>s,, |V —l‘ <§
2

Pour toute valeur propre de 4, A, #/,ona:

2|4 -1 |i-a) 0

>§——=§>‘l—ai‘f]
2 2

<isnj

Vs2s,,

; —da

nn

C’est-a-dire que :

Vs2s,, l—ai‘;)‘ = Minﬂli —a,(,f,) ;

On écrit :

F 0 0 G,
A = + =B +C,,avec C, =

0 K 0 S . (S.)
0O -0 0 wa,_,
0 - 0 a’, 0
La matrice A, est semblable a A4, elle admet donc les mémes valeurs propres.
Les valeurs propres de C; sont —aii <0< ,(”)11 = a,(f_)l,n. Enfin, on note
U, (s)> u, (5)>--> ,un(s) celles de B;.
Les inégalités de Q2 s’écrivent alors : ‘ ot | S A, —u.(s) < a,,. 1‘ Soit :




102 3 Valeurs et vecteurs propres

est valeur propre de B;, on peut trouver un indice i € {1,2,- - ,n} tel
(s)

n,n—1

Vie{l,2,--

a® ‘

nnl

Comme a,(,‘;)

a . On déduit alors que :

(s)

que ‘/L - a,(l‘;)‘ <

S 0(3)71

nn

[-a,

(1)

Si " est valeur propre de F§, pour un indice s = s,, alors a

nn

Vs 2s,,

,(m) est valeur propre

double de By et, les valeurs propres de 4, étant toutes simples, il existe deux
indices i # j dans {1,2,---,n} tels que :

4, —al)|<|ab). |
A, —af,i) < af,f,l_l

On a alors

(s)

n,n—1

Mais avec Lzma

s>+

=0, on peut choisir s¢ tel que I’on ait aussi ‘a,(f,),_l‘<5

pour tout s > s,, de sorte que ‘/1,. -A j‘ <o aveci# j, ce qui contredit la définition

de 0.
On a donc montré que a

Avec ‘/1 - u s )‘ a®

nn 1
I’ordre imposé sur les valeurs propres de A, (ou A4) et B;, on déduit que
Lim,tti(s)=/1i,p0urt0utie{1,2,~~-,n

(s)

nn

n’est pas valeur propre de F pour tout s> s,.

, pour tout le{l 2, n} et en tenant compte de

Les valeurs propres de 4, (ou 4) sont toutes distinctes, /= /11.0 est une valeur

propre de A4 avec i, 6{1,2,---,11} et a,(;;)

est valeur propre de B;. On peut donc
trouver une constante M > 0 et un entier s, = s, tels que :
Vs2s,, ,ul.(s) ,(m) >M(1<i<n, 17&10)

Ce qui est résumé par la figure 3.3.

1Al 1AL 1
i T L i T L i T L
() ) al?

Figure 3.3
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D’autre part, avec QS*(AS —a%1 ): R triangulaire supérieure, on déduit que

T:(FS —aifl)[ )+ V.K, =0 dans IR"""'. Par transposition, en tenant compte du fait

£

que F| est symétrique et que V, € IR, on a (F; —a,(,fl)l)]; =-VK, .

Pour s>, F, - a1 est inversible (alsj) n’est pas valeur propre de F§), on peut

N nn

1 "
donc écrire T, = —VS(FS —a,(,f,)l) K, et:

s

1

M

(s)

n,n—1

(s)

n,n—1

<

2 Min

i#iy

T

S

<
2

Vi

IR

(7 -ait) &

(O est orthogonale, donc |VS| <.
On déduit donc que Lim T, =0.

s—too

Avec O, orthogonale, on déduit que S T+VU, =0, soit
vu, =8 (F-al1) vk epu| <|s ] (7 -al1)"] P
2

Avec VLim(VS)2 = Lim(l— T*I:,) =1, on déduit que V, # 0 pour s assez grand et

s

*

K

s

2.

. . 1
avec HSS H2 <1 (Qs est orthogonale), on conclut que HUS , <— ai‘j_l et
LimU_ =0.
s—>+o0
En écrivant ue‘ (s <‘U ‘| etlg™ |<|T]., on déduit que |g"! <L a®
q qn,n—l - s lp qn—l,n — I"sllp? q Qn,n—l - M n,n—1
1
et Qr(ls—)l,n Sﬁ ar(,f,),—1 .
Enfin avec a,(f;_l)l = ,(,‘f,),_qu,“_)l’naif,),_l, on déduit qu’il existe une constante £ > 0
telle que :
Vs>s,, < kla®

n,n—1 n,n—1

Probleme 24 : Rayon spectral et majorations de normes matricielles.
Agrégation 1980, extrait

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C, muni de la norme notée

Soit r un entier supérieur ou égal a 1 ; on désigne par E" [’espace vectoriel des
u,

matrices colonnes a r lignes U =| : | avec u, € E, 1<i<r. L'élément U de E'

sera noté U = (ul,-~~,ur)T.

On munit [’espace E" de la norme || ||1 définie par :
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YU =(u;, -,

,
T
u ) Ul = 2]
i=1

On note L(E) [Resp. L(E r) | l’espace vectoriel sur C des opérateurs linéaires

de E [Resp. de E'] dans lui méme. On munit ces espaces des normes encore

notées || || et || ||1 respectivement, définies par :
|¢()]
Vge L(E M.
g L(E). |g|= Max, B
vBeL(E), |8] = Max 12V

UeE" U#0 ”U”
Soit A une matrice carrée d’ordre r d’élément genérique a; € C, 1<i,j<r ;

on lui associe [’opérateur linéaire, noté encore A, appartenant a L( ) défini

par:
Si U=(ul,--~,u,)r et si V:(vl,m,v,)T appartiennent a E" alors V = AU

équivautd[Vizl,---,r, v, —Zal/ 1]

Q1. Montrer que, pour un tel opemteurA

= S|

Q2. Etant donnés r nombres réels a,,a,,--,a, on leur associe la matrice carrée
d’ordre r notée R, d’élément générique r; :

1, =0, ,,ta0, 1<i<r,1<j<r

lsii=]j
g=1 """
Yo 0sii# ]

(a) Montrer que si R admet une valeur propre de module 1 et de multiplicité
supérieure ou égale a 2, la suite (R”) . des puissances de la matrice R n’est pas
ne

bornée ; (on pourra pour cela préciser la dimension de l’espace propre associé a
cette valeur propre de module 1).
(b) Montrer que, pour qu’il existe une matrice carrée H d’ordre r a coefficients

dans C, inversible et d’inverse H', telle que HH_IRHH1 <1 il faut et il suffit que

les valeurs propres de R soient toutes de module inférieur ou égal a 1 et que les
valeurs propres de module 1 soient simples.
(c) On suppose maintenant que la matrice R vérifie la condition ;

( ) {1 est valeur propresimple de R et les autres valeurs propres

de R sont de module strictement inférieur ou égala l,

et on considere [’ensemble S des matrices carrées d’ordre r a coefficients
complexes telles que :
VAeS, Aé&=¢

ou &désigne la matrice colonne de IR dont tous les éléments sont égaux a 1.
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Montrer que si R vérifie la condition (D), il existe une matrice inversible H et
un nombre réel positif € tels que les conditions
AeS et |A-R| <& entrainent |H AH| <1.

Solution

Q1. La démonstration est analogue a celle faite dans le probleme 1, Q6 (b).

Q2. La matrice R associée a (a,,a,,-,a, ) est définie par :
al a2 “ee ar
1 0 e 0
R={0 1 0 -~ 0
0O -0 1 0

Si A€ C est une valeur propre de R, alors le sous espace propre associé est de
dimension 1. En effet ce sous-espace vectoriel est défini par :
Za X, =4
j=1
X, =Ax, (2<j<r)
C'est-a-dire que c’est le sous-espace vectoriel de C" de dimension 1 engendré
T
par le vecteur e, = (/1“1,/1"22;--,/1, 1) eC.
On en déduit, en particulier, que la matrice R est diagonalisable si et seulement
si toutes ses valeurs propres sont simples.
(a) Si R admet une valeur propre A de multiplicité supérieure ou égale a 2, alors

elle n’est pas diagonalisable et est semblable a une matrice réduite de Jordan de la
forme :

A 1 0 0 - 0
0 A & 0 - 0
00 A, & - 0
J= (¢ =00ul)
0 - 0 0 A_ €.
0 - 0 A
C'est-a-dire qu’il existe une base {e,,e,,---,e. } de IR telle que :
Re, = Je,
{Re2 =e + de,
Par récurrence, on déduit alors que R"e, =nA'"'e, + A'e, (n>1) et :
T [Res]| A |12 e

Je.| Je.|
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ou || || désigne une norme quelconque sur IR ainsi que sa norme matricielle

induite (sur un espace vectoriel de dimension finie elles sont toutes équivalentes).
Dans le cas ou |/1| =1,ona:

et la suite (R") _,y estnon bornée.

tlefled

—>+oo
eoll

Rl’l

(b) La condition HH “'RH Hl <1 entraine que toutes les valeurs propres de H'RH ,

et donc celles de R, sont de module inférieur ou égal a 1 (probleme 1, Q1).
Les majorations :

|&"| =|(H" RE) B
1

entrainent que la suite (R”) W SSt bornée et donc que les valeurs propres de
ne

< r

n
1

#7 < |, |,

module 1 sont simples (d’apres (a)).

Réciproquement, supposons que toutes les valeurs propres de R soient de
module inférieur ou égal a 1 et que celles de module 1 sont simples. Dans ce cas R
est semblable a une matrice réduite de Jordan de la forme :

et 0. N
L &” 0 .0
J=H RH =
o J,, 0 - 0
0 0 J,
A, 10 0
avec 6.€IR (1<j<p), J = d’ordre >1
; A<j<p)h J=\ o . A1 i
0 0 A,
(p+1<k<gq)et|d|<Ll.
Si tous les 7 sont égaux a 1, alors HH “'RH Hl = ||J||1 < 1. Sinon, pour les indices
1 00 - 0
0 € 0 - 0 .
k tels que r, 22, on pose P, = avec |/1k|+ <1 et la matrice
0 0 0 &
A, € 0 0
Ji est semblable a la matrice J, , = P.”'J P.=| S ' ' ui vérifie
k k,e £ kT e 0 0 ﬂk € q

0 A,
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HJ,C’S . <1. En notant J, . =J, pour les indices k tels que ;= 1, on voit que la
matrice R est semblable a la matrice :
e 0. . .. 0
. 0 &0 .0
J,=H, RH,=
0 0 J,. 0 - 0
0 0 J

qui vérifie ||JE||1 <1.
(c) Si A=1 est valeur propre de R, alors ’espace propre associé est de dimension
1 engendré par le vecteur £=(1, ---, l)T. Si, de plus, 1 est valeur propre simple

de R et les autres valeurs propres de R sont de module strictement inférieur ou
égal a 1, alors le raisonnement du (b) permet de trouver une matrice inversible

1 h, - h 1 0 - 0
. . . 0
H= telle que J=H 'RH=| . =(e, R’), en
1 hrZ hrr 0
notant e =(1, 0, --, O)T.
Pour A€ S,ona A¢é=Cet H'AHe, = H'A¢= H 'é=e,, de sorte que :
1 af, - a]
_ 0o . . .
H'AH =| . =(e, 4)
0 a, - a,
On a alors HH”AHH1 = Max{L,| 4’ 1}, avec :
A, <|la =R +|R|, = |E (4= R)H| +| R, <|[&| [ £ [ 4= BRI, + ][R
Et pour 0< €<1:#, A—R”lsfs, on a ||A’||1<1, ce qui entraine
|7 b

HH-IAHH1 <1.



CHAPITRE 4

Equations et systémes
d’équations non linéaires

Exercice 25 : Polynomes orthogonaux et matrices tridiagonales

On désigne par IR[x] [’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et
pour tout entier n =0, IRn[x] est le sous-espace vectoriel de IR[x] constitué des
polynomes de degré n au plus.

On se donne un intervalle réel ]a,b[, avec —o < g <b<+oo et une fonction

. b
poids intégrable m]a,b[ — IR, telle que 0 <J. ‘xk‘ﬁ(x)dx < 4o pour tout entier
a

k=0.
On définit un produit scalaire sur ]R[X] en posant :

b
VP,Qe IR[x], <P| Q> = L P(x)0(x) 7 x)dx
On désigne par {Pk; k € IN} une famille orthonormée de polynémes pour ce
produit scalaire avec Degré(Pk )=k pour tout entier k >0 (une telle famille peut

étre obtenue par le procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt).
Enfin, on note pour tout entier k >0 :

Pl)=Y

avec Ofkk) #0.

Q1. Montrer que la suite (ﬂ) vérifie la relation de récurrence :

P()=0, B()=al =L
L ﬂ(x)dx
b)) 55,2 (5) =58, ) (20

avec .
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2

a,=——", b,=0

A"’
aﬁf‘) Otﬁf”)
a, = -1 Tk
ZAs
o

b, =—+
o

(k>1)

(k>1)

109

Q2. Montrer que, pour tout entier k 21, le polynéme P admet k racines réelles

simples dans l’intervalle ]a,b[.

Q3. On désigne, pour tout entier n=1, par T, la matrice réelle, d’ordre n,

tridiagonale et symétrique définie par :

a b 0 0 - 0
b a b 0 - 0
r=|. . . . . .
O e 0 bn—2 an—2 bn—l
o - 0 0 b, a,
et pour tout réel x, u, (x) désigne le vecteur de IR" défini par :
£ (x)
P
uo)=| 7
R,—1(x)

(a) Calculer T u (x) pour tout entier n =1 et tout réel x.

n-—n

(b) Montrer que les racines de P, sont les valeurs propres de T,.
Q4. On rappelle que la fonction gamma d’Euler est définie par :

Vx>0, [(x) = J.OM e 't dt

et qu’elle vérifie la relation fonctionnelle T'(x+1) = xI'(x). En particulier, on a

!
[(n+1)=n!et F(n +%) = ;22:1)‘ 7, pour tout entier n>0.
n!
La fonction béta est définie par :
Vp.q>0, B(p.q) = " (1=1)" " dr
L(p)r(g)

etonaB(p,q)z .
T(p+q)

Enfin, on pose, pour tous réels x et y tels que —1< y <x :

L I'(x+1)
T (y+)(x—y+1)

Montrer que pour tous réels a>—1, f>—1 et tout entier n>1, ona :



110 4 Equations et systemes d équations non linéaires

l) z C:+ac:+,§ 2nn+a+ﬁ

(ii ch" Cra=(n+a)Cyl s

n+a~n+ff

Q5. Pour cette question, on prend ]a,b[ = ]—1, 1[ et ﬂ(x) = (1 - x)a(l + x)ﬁ ou
a>—1 et f>—1 sont des réels donnés.
On définit alors les polynomes de Jacobi par :

(—1)’1 1 ( d )n n+o n+f
Vnz20, Vxe |-L1|, O,(x)=— - 1-x 1+x
Ll e.0= 5 ) (0 0
(a) Montrer que Q, est un polynome de degré n et que ses coefficients de degrés n
et n — [ respectivement sont donnés par :

ﬁg)) =1, lgnn) _nC2nn+a+,6’ (n 2 1)
PR

2n+a+pf

(b) Calculer < | x* > pour 0 < k <n. Que peut-on conclure du résultat ?

=(0,

On définit les polynomes de Jacobi normalisés par :

VnelN, P = o)

el
(d) Ecrire la récurrence vérifiée par les P,.
Q6. On reprend les notations de Q5 avec a=f. Les polynomes orthogonaux
obtenus sont appelés les « polynomes ultrasphériques ».
Ecrire la récurrence verifiée par les P, ainsi que la matrice T, associée.

n> pour tout entier n.

1
Q7. On reprend les notations de Q6 avec o= ﬂz—z. Les polynomes

orthogonaux obtenus sont appelés les « polynomes de Tchébychev de premiere
espece ».

(a) Ecrire la récurrence vérifiée par les P, ainsi que la matrice T, associée.

(b) Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de T,.

(c) Calculer P, (Cos(t)) pour tout réel t € [0, 72'] et en déduire une autre expression

des polynomes de Tchébychev.
Retrouver de manieére plus simple les valeurs propres et vecteurs propres de
T,.

1
08. On reprend les notations de Q6 avec o= ff= 5 Les polynomes orthogonaux

obtenus sont appelés les « polynomes de Tchébychev de deuxieme espece ».
Reprendre les questions de Q7.
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Solution

Q1. Avec ||PO|| =1, on déduit que P,(x)= 0((0 —_——
J. ﬂ(x)dx
Ona xP, € IR, [x] et {B; k=0,1,---,k +1} est une base de IR,, [x] puisque
k+1

Degré(Pj): j pour tout entier j. On peut donc écrire xP, :zaij avec

j=0
o, = <ka ‘Pj> = <Pk ‘xPj> =0 pour j+1<k puisque xP; est combinaison lin¢aire
des Py, P, ..., Pj+; qui sont orthogonaux a Py pour j+1< k. Il reste donc :
xbo =0, Bt P +ao, b,
pour k >1.

En identifiant les coefficients de x*"! et x* respectivement, il vient :
k)

Gy =
T
ijkl Ofkkﬂ)
O, =———( —a,
o dl

En écrivant que ¢, _, <P |ka 1> avec xP,_, = 0} ——=P +Z P., on déduit

Jj’

_bk+1 %0

kl)

que o, | = 0((" =b, #0.

Pourk=0,0na:

xPO(x) = alH(x)-l_ aopo(x) = 0{1(0!5)1) + agl)x)"' CYOO!E)O)
o) ol

0 _

et a, =ﬁ:bl #0, a, =—W—a0.
1 1

Q2. Soit k=1. Si P, garde un signe constant sur l’intervalle ]a,b[, alors
<Q|%>=J:ﬂ(x)ﬂ)(x)dx)dx¢0, ce qui contredit 1’orthogonalité de Pj et Py

pour k>1.
11 existe donc une racine x; de P; dans ]a,b[.

Si x; est de multiplicité p =2, on peut alors écrire P,{(x):(x—xl)2 0,.,(x)
avec O, , €IR, , [x]
Mais on a alors 0= <P |Qk 2> _[ X - xl) Qk_z(x)2 a(x)dx>0, ce qui est

impossible.
On a donc montré que toutes les racines de Py qui sont dans ]a,b[ sont simples.

Notons x,,x,,:--,X, ces racines.
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P
Si p<n, on peut alors écrire P, (x H x=x,)0,_ p ,avec O,_, € IR, [x]
i=1

de signe constant dans Ja, 5[ .

ﬁ > J]_l[ )0, (x)7(x)dx 0, ce qui est

i=1

On a alors 0=<Pk

impossible.

On a donc nécessairement p =n, c'est-a-dire que toutes les racines de Py sont
dans Ja,b[ et sont simples.
Q3. (a) Pour n et x fixés, on note v = Tun(x). On a alors :

Vo =a,F, ( )+b P( )
v, =b Pk—l(x)+akpk(x)+bk+lpk+1(x) (1 <k< n—2)
n 1 bn IP ( )+an—1Pn—l(x)
Soit en utilisant la récurrence vérifiée par les Py :
v, =xP.(x) (0<k<n-2)
v, =xP,_(x)-b,P(x)
C'est-a-dire que :
T, (x) = xu,(x)=b,F,(x)e,
ou on a noté {el N ,en} la base canonique de IR'.
(b) Si R,(x) =0, alors YZ,un(x) = xun(x), c'est-a-dire que x est valeur propre de P,
et u, (x) est un vecteur propre non nul associé (Po(x) #0).
Le polyndme P, admettant »n racines simples, on a ainsi toutes les valeurs
propres de T,.
Remarque — On retrouve le fait que les valeurs propres de la matrice tridiagonale
symétrique et irréductible 7, sont simples et réelles (probleme 9, Q5).
Q4. Pour |x| <l,ona:
n+a +a +a_l +06—k+1
oy g sk
k=1 .

" I(n+a+1)
B ;F(k+l)f‘(n+0:+1—k)

x"+R, (x)

On a donc :

(1+x)"" ZC" x*+R (

n+ao

l+x Z ﬁx +S

et en faisant le produit des deux séries entleres :

x>2"+”+ﬂ:i(zc:+ac:+;)x ()

p=0\_k=0
ce qui donne la formule (i) en identifiant les coefficients de x".
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Par dérivation, on a (n+ a)(1+x)"*" z Jox* ™+ R (x) et

k=
(n+0() nml z kC*, x +xR( )

n+o

On en déduit alors que :

(n+ @)el1+2)" " = z( Kt o 42,00

k=0
ce qui donne la formule (ii) en identifiant les coefficients de x".
Q5.(a)Ona Q, =1, donc ,BE)O) =1.

Pour n>1, on pose R, (x) = (di) {(1 - x)nm(l + x)“ﬂ}.
x

Avec la formule de Leibnitz, on a :
" I(n+a+l) T(n+p+1) - Bk
R(x)=Y(-1)"c* 1- 1
) ;( s C(n+oa-k+1) F(,B+k+1)( K7 ()
ce qui donne :
R, (x) =n!(1=x)"(1+x)" > (=1)" €L .G (1=x) ™ (1+x)"

k=0
On en déduit donc que O, est un polyndome de degré n avec pour coefficient de

n,
X

16{1,1) = Li C:JraC:Jrﬂk 21 Cnn+0(+ﬂ %0

n
2"

En remarquant que :
n-2
(1—x) ™ (140" = ()™ =)™ () = ()™ e+ k) + 3y 0
J

on déduit que le coefficient de x” ~! dans Qn est :

By = S ok-n)ct o = 23t et -l |
soit :

n 1 n n
ﬂnf)l = 2 (2(7’l+ Q)CZnJiOHﬁ 1 nCZrHaHﬂ)
2n+a+f

. n na- n
Etavec G, .5 = TC;” +ae 1 ON déduit que A = ﬁ'ﬁi ),

(b) On rappelle la formule d’intégration par parties :

[ dx—[i(—1)"+1f(”"’)(x)g("”(X)} [ () (e

j=1
valable pour 1< p<n.

n—k
On remarque, d’autre part, que (d_j {(1—x)"+a(l+x)"+ﬂ } s’annule en
x

x=-letx=1pour1<k<n.
Pour 0<k<n,ona:
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<<2_nf§i 0, H ;xk(%y{(l—x)"”(nx)"*ﬁ}dx

Et apres k intégrations par parties, il reste :

<(2_HS,!, 0, x"> =) J k'(%) (=) (2" s

=(-1)" k!{(i)n“ {(1 —x)"(1+ x)'“ﬂ}}1 =0

dx
-1

On en déduit donc que les polyndmes de Jacobi forment un systéme
orthogonal.

(c) Pour n=0, on a ||Q0||2 = J:l(l—x)a(1+x)ﬁdx. En faisant le changement de

variable ¢ = %(1+x), ona:

wop D@+ )T(B+1)
2 I(a+6+2)

n—1
Pour n>1, on écrit Q(x)= ,Bi")x” + Z v,9, (x) e on a
=0
Q,,> — ﬂnn) <xn
Q 2

lo,[" = 2" B(ar+1,8+1) =

2

Qﬂ

Q”>. Puis avec n intégrations par parties :

0o,
= %J_ll(l —x)"(1+ x)"+ﬁdx

=(0,

Ce qui s’écrit aussi :
o+l
o = 2 C(n+a+1)T(n+pB+1) (1)
n(2n+a+p+1)  T(n+a+p+l)

(d) Avec les notations de Q1, les coefficients dominants des P, sont donnés par :
0{(0) ,3(0 1 \/ (0(+,3+ 2)

' ||Q0|| “P\ Da+1)r(B+1)
A = Vs 1 2n+a+f+1
5 AT (n+ a+)T(n+ B+ 1) (n+ a+ f+1)n!
g B nla=p)

ol 2n+a+B "

On en déduit alors que la suite (2,)

L(2n+a+p+1)

des polyndmes de Jacobi vérifie la

\/ [(a+4+2)
a+ﬁ+1 (

=~ a+1)T(6+1)
bk+ch+1(x)+akPk(x)+kac—1(x) = xP, (x) (k 2 0)

kelIN
relation de récurrence :

P,(x)=0, B(x)=d) =

avece ©
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o) _ p-a
aO = — C%I) = , bO = 0
Vo 2+a+p
dkk—)l Ofkkﬂ) ﬂz p

%;:aw-_¢$U:(2k+a+ﬁm2k+a+ﬁ+2)(kZD

_d)_ 2 [(1+a)(1+p)

AV 2+ at B\ 3ta+p

b, = a5 2 k(k+a)(k +B)(k + a+ ) (k22)
A 2k +a+ B\ 2k + o+ B-1)2k + a+ f+1)

Remarque — La formule donnant les by pour k& > 2 n’est pas valable pour k£ =1 si
a+[+1=0.

Q6. Dans le cas particulier ou =4 , tous les coefficients a; sont nuls et les
coefficients b; sont donnés par :

b =

bl

1

N3+2a
k(k+2c)
4k+a) -1

La matrice 7, s’en déduit immédiatement.

. 1
Q7. (a) Dans le cas particulier ou a= f= 5 ona:

(k>2)

;" =

Ce qui donne la récurrence :

_ U _ |2
Po(x)_”QO” 7[’ Pl(x) \/;X

La matrice 7, est alors donnée par :
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0 V2 0
201

0O -~ 01 0 1
o - 00 1 O

(b) On sait que les valeurs propres de 7, sont comprises entre —1 et 1, donc celles
de A4, sont comprises entre —2 et 2. De plus 4, admet les mémes valeurs propres
0 2 00 -0

1 010 -0
que la matrice B, =| . . . . . .| (probleme9, QS5 (b)).
0O - 01 0 1

O - 00 1 0
Les valeurs propres de B, sont de la forme A=2Cos(a) avec ae 10,4. Six

est un vecteur propre non nul associé¢ ses composantes sont solutions de la
récurrence :
x, =1
X, = Cos( Ot)xl
x,_, —2Cos(@)x, +x,,, =0 (2<k<n)
xn+1 = O
Le polynome caractéristique de cette récurrence est P(r) =2 —2Cos(a)r+1,
soit P(r)=(r—e)(r—e™*). Les racines sont donc 7 = e et r, =™, Ce qui
donne x, = c,e®* +c,e ™ (1<k<n+1).
-0 i0
- e e o
Avec x, =1 et x, = Cos(), on déduit que ¢, = - etc, = o C'est-a-dire que

(2j+1)

n

X, = Cos((k—l)oc) etavec x,,, =0 on déduit que o= mavec 0< j<n-—1.

n+l

Les valeurs propres de 7, sont donc :
2j+1 .
ﬂj:COS( ﬂj (0<j<n-1)

2n

, <o . , ()
L’espace propre associ¢ a A, est la droite engendrée par le vecteur v’ de

composantes :

vl({f) = Cos((k -1) 2£;1 ﬂj (1<k<n)

(c) On vérifie par récurrence que P, (Cos(t)) = \/z Cos(nt) pour n>1.
V4

On en déduit alors que P, (x)= \/ECos(n ArcCos(x)) pour |x| <lI.
/4

Les résultats du (b) se retrouvent alors facilement.
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Q8. (a) Pour 0{=ﬂ=% ,ona:

Ce qui donne la récurrence :

Rl(x): 0, Po(x) :m:\/%

S P4 P () =P () (k2 0)

La matrice 7, est alors donnée par :
0 1 0O
1 0 1

O - 01 0 1
O - 00 1 O

(b) Dans le probleme 3 Q5 on a vu que les valeurs propres de 7, sont :

J7 .
4, =Cos(n+1) (1<j<n)

L’espace propre associ¢ a A, est la droite engendrée par le vecteur W ode

composantes :

p) =sm(k il ) (1<k<n)
n+1

Si 1)t
(c) On vérifie par récurrence que P, (Cos(t)) = \/Z M pour n>1.
/4 Sln(t)
Si 1) ArcC
On en déduit alors que P, (x)= \/z 1n(('n +1)Arc os(x)) pour [x|< 1.
V4 Sm(ArcCos(x))

Les résultats du (b) se retrouvent alors facilement.

Probléme 26 : Inégalités de Newton et racines réelles d’un polynéome

Pour tout entier n>1, on désigne par Cn[x] [Resp. IRn[x] | [’espace vectoriel
des polynomes a coefficients complexes [Resp. réels] de degré au plus n.
Les fonctions symétriques élémentaires sont définies par :
s C” - C
(x,%,,,x,) le.lxiz...xl.k (1<k<n)
1<i) <-+-<iy <n

On a alors les « formules de Viete » :
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ou on a posé so(x) =1
Les fonctions symétriques élémentaires normalisées sont définies par :

vxecn,sk(x)=ésk(x> (0<k<n)

Q1. Calculer Sk(x) pour x=(a,---,a) e C" et k €{0,1,---,n}.
Q2. Soit x = (xl,-u,xn)e C", avec x, # 0 pour touti = 1, 2, -+, n.
1 1 1
Exprimer S, [—,—,‘ - ,—] a l’aide de fonctions symétriques de x.
X, X, RS
n—1
03. Soit P(x) =x"+ Zakxk eC, [x] de racines complexes x,,x,,"--,x, et
k=0

n

1 ’ A roe 7 . 7 .
Q =— P’ son polynéme dérivé normalisé de racines complexes y,,¥,,**,V,_,.
n

Montrer que Sk(xl,xz,-u,xn) = Sk(yl,yz,---,yn_l) pour 0<k<n-1.
Q4. Montrer que pour tout x € IR" et tout n=2, ona:
Sl(x)2 25, (x)
[’égalité étant réalisée si et seulement si S, (x) =3, (x) =0 ou tous les x; sont
identiques.

n—1

05. On suppose que n=2 et que P(x) =x" +Zakxk € IRn[x] admet n racines
k=0

réelles x, < x, <---<x,.

(a) Montrer que :
2
Sk(xlaxza"'axn) 2 Sk—l(xlaxza"'axn)SkH(xlaxza'"9xn) (1<k<n-1)
[’égalite étant réalisée si et seulement si les deux membres sont nuls ou tous les x;

sont identiques.

(b) Montrer les « inégalités de Newton » :

2>I’l—k+1k+l

_WTaHakﬂ (1 < k <n- 1)

a

[’égalite étant réalisée si et seulement si les deux membres sont nuls ou tous les x;
sont identiques (on a posé a, =1).
n—1
Q6. On suppose que n=2 et que P(x) =x" +Zakxk € IRn[x] admet n racines
k=0
complexes x,,x,,--,x, telles que Ré(xi) <0 pourtouti=1,2, -, n.
(a) Montrer que a, =0 pour toutk =0, 1, -+, n.
(b) On suppose que P admet une racine réelle négative d’ordre p =2 et on veut
montrer qu’il existe alors un indice k € {1,2, e n— 1} tel que :
a,” —4a, a,, <0
(i) Montrer le résultat pour n = 2 et n = 3.
(ii) Montrer le résultat pour n > 3.
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Q7. Soit P Zakx € C avec a, # 0. Montrer que pour toute racine A de

P oona:

a a

n n

|/1|<Max{| % 1+| al ; 1<i<n-— 1}

08. Soit (P,)

oy une suite de polynomes unitaires a coefficients réels de méme

degré n>1 et scindés sur IR. On note P,(x Za X" e C[x] avec aé =1 et
=0

on suppose que pour tout j = 0, I, -+, n— 1, la suite (aﬁk))k |, converge vers

a; €IR.

n
Montrer alors que le polynéme P(x)= ZQix"” (ap = 1) est aussi scindé sur
J=0

IR
Q9. On suppose que n=>2 et on se donne P Zakx e IR [x] a coefficients

k=0
strictement positifs avec a, = 1.

On se propose de montrer que si a,’ —4a, a,, >0 pour tout
ke {1,2, R 1}, alors toutes les racines de P sont simples et réelles.
(a) Montrer le résultat pour n = 2.

On suppose que le résultat est vrai pour n—122 et pour P vérifiant les
conditions ci-dessus, on note Q(x) = P(x) —a,.
(b) Que peut-on dire des racines de Q?

Pour tout réel t=0, on pose Q(t,x) = Q(x) +t et on désigne par N(t) le
nombre de racines réelles distinctes de x> O(t,x).

On pose S = {t e 0 ao n}
(c) Montrer que S admet une borne supérieure a>0 avec N(a)=n.
(d) Montrer que a, = & et conclure.

(e) Donner un contre-exemple dans le cas ou les coefficients de P ne sont pas tous
de méme signe.

Solution

Q1. Si tous les coefficients de x sont identiques, alors on a :
s, (x) = Card{(ii iy, ,i,) € IN*;1<i, <i, <---<ik <n}d =Crot
On a donc S, (x)= ", pour tout k=0, 1, -

Q2. Soit P Zakx eC [x] admettant x,,x,,---,x, pour racines. On a alors

S () s ).

n
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Pour x#0, on a P(lj=2ak lk =%Zan_kx" et x”P(lj admet les ——
X k=0 X k=0

X X.

l

X

pour racines. On en déduit donc que 2=t =(-1)"* CfSn_k(i,---,ij, ce qui

a, X n
donne :
Sk( L ,L)= Ss (%)
‘xl ‘xn Sn (x)
Q3.0na P(x)=TT(x=x)="(<1)' C*S, (x,,---,x,)x"*, donc :
i=1 k=0
n—1
Q(x) = lP'(x) = Z(_l)k n-k C’:Sk (xls > Xy )xn_k_l
n k=0

Mais on peut aussi écrire que :

n—1

Q(x) = ll[(x—yl_) = Z(_l)k Cf—ISk (y1 ’.“,yn_l)xn—l—k

i=1 k=0
Et en identifiant les coefficients de x , pour tout k =1, 2, -, n—1, on
déduit que S, (x,,x,,,x,) =S, (¥, 9,,-»,_,) pour 0<k <n—1.
Q4.0Ona:

n—1-k

sl(x)z_sz(x)=;) (n_l)@xi]z_zn Tx

2
n (I’l -1 I<i<j<n

i=1

2
L’inégalit¢ de Cauchy—Schwarz nous dit que (Z xi) < nz xiz, 1 *égalité
i=1
¢tant réalisée si et seulement si tous les x; sont identiques.
QS. (a) Montrons le résultat par récurrence sur n > 2.
. . 1 2 . :

Pour n=2, il s’agit de montrer que Z(x1 + xz) > Xx,x,, ce qui équivaut a
(x1 - X, )2 =0, I’égalité étant réalisée si et seulement si x, = x,.

Supposons le résultat vrai pour n—1>2.

Le polyndme P ayant toutes ces racines réelles, le théoréme de Rolle nous dit

i=1

1 .
que O =— P’ admet n — 1 racines réelles y, <y, <---<y  telles que x, <y, <x,,
n

pourtouti=1,2, -, n—1.

En écrivant que Sk(xl,xz,---,xn) = Sk(yl,yz,---,yn_l) pour 0<k<n-1, on
déduit les inégalités souhaitées pour k=1, 2, -+, n — 2.

Si les x; ne sont pas tous identiques, il en est de méme des y; et les inégalités
sont strictes ou réduites a 0 = 0.
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Il reste a prouver le résultat pour k= n — 1. 1l s’agit de montrer que :

n
2
Sn—l(xlaxz""sxn) 2 Sn—z(xl’xzf"vxn)Hxi (1)
i=1

avec ¢égalité si et seulement si tous les x; sont identiques ou si les deux membres
sont nuls.
Si I’un des x; est nul alors 1’inégalité est évidente ainsi que le cas d’égalité. On

1 .
suppose donc que tous les x; sont non nuls et on pose x; =— pour touti =1, -, n.
X.

Snfk(xl’XZ’.“’xn)
Sn(xl’XZ"..’xn)
Et I’inégalité (1) équivaut a S, (xl’,xé,---,x;)z > 8, (x{,x,~+-,x’) qui a été montrée

en Q4.
(b)Onaa, , =(-1)"C;S,(x) et:

En Q2, on a vu que =S, (x{,x5,-+-,x/) pour tout k=1, ---, n.

2 1 2 1
Sk (x) _Sk—l(x)SkH(x) = (Ck )2 an—k _Wan—kﬂan—k—l
1 2> n—k+1lk+1
- (Ck )2 i k n—k Ay k1 Dpg-
. +1ln-k+1 L
On déduit alors que a,_,” —%% a, ,.4a, ., =0, cequiéquivaut a :
n —
2 n—-k+1k+1

a, — Tak_lakHZO (1<k<n-1)

Remarque — Pour n =2, on retrouve la condition nécessaire et suffisante sur le
discriminant A = a,” —4a,a, >0, pour avoir deux racines réelles distinctes. Dans
les questions qui suivent on se pose la question de savoir si les inégalités de
Newton sont aussi des conditions suffisantes pour que le polynéme soit scindé sur
IR. La réponse est non, mais on va donner une autre condition suffisante.
Q6. (a) En regroupant les racines complexes non réelles avec leurs conjugués (P
est a coefficients réels) et en notant —¢,,—¢,,-- =1, les racines réelles avec ¢, >0,
ona:
q 5 P
P(x)= H(x2 - 2Ré(xl. )x + |xl.| )H(x + ti)
i=1 i=1
avec —2Re’(xl.) >0 pour tout i = 1, -+, ¢. Il en résulte que tous les coefficients de
P sont positifs.
(b) Pour n =2, le résultat provient du fait que si P admet une racine double alors
son discriminant A = a,” —4a,a, est nul.
Pour n=3, on a P(x)=a,+ax+a,x* +x° =(x+x,) (x+x,) avec x, >0 et
x, >0.
Supposons que a,” —4a,a, >0 et a,” —4a,a, >0. On a alors xf(x1 —4x2) >0 et
x,(x, —4x,)>0, soit en tenant compte de la positivité de tous les coefficients
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x,—4x,>0 et x,—4x,>0. Ce qui donne x, >4x, >16x, >0, c'est-a-dire une
impossibilité.

n n=2
(c)Ona P(x)=>ax" = (x+x1)2Zbkx", avec a, 20, b, >0 et x, > 0.

k=0 k=0
Par identification, on a alors :

a, =b,_,+2xb,_ +x’b, (0<k<n)
ouonaposé¢ b, =0pouri<Oeti>n—2.
Supposons que ak2 —4a,_,a,,, >0pourtoutk=1,2,-,n—1.Onaalors :
x'b+b,," —4x’bb,_ —4xpb_b_, >,
ou on a pose :
r, =14x’°bb,_, +8x,’b, b, , +4x,’b, b, 5 +8xbb,_,+4b,_b,_ +4x'b,_b,. >0
Ennotant p, =x,b, —4b,_,etq, =b,_ ,—4xb,,ona:
px’b, +q,_b_,>0 (1Sk<n-1)
Pour k=1, on a px’h >0 et p =xb—4b,>0, ce qui entraine
q, =b,—4xb <0.
Pourk=n-1,onagq, ,b _,>0etgq, ,>0.
On désigne par j le plus petit entier compris entre 2 et n — 2 qui vérifie g, > 0.
On a alors pjx13bj +q;.b,,>0 avec g, , <0, ce qui entraine p; >0, soit
x,b,—4b, , >0 et nécessairement g, =b, | —4x,b, < 0. C'est-a-dire qu’on aboutit a
une contradiction.

(-1)"

Q7. —— P est le polynome caractéristique de la matrice de Frobénius définie
0 0 -+ 0 b
bl
par A=|. . . . . ,oﬁonanotéb,.=—ﬂpourOSiSn—1(probléme
0 - 1 0 b, @
0O -~ 0 1 b

n—1

9, Q1). On sait alors que le rayon spectral de 4, ,O(A), est majoré par ||A|| pour

toute norme matricielle induite par une norme vectorielle (probleme 2, Q1). En

particulier on a, pour toute racine A de P :
1< ol4) <[ 4] = ax{p,

(probleme 1, Q6 (a)).

Q8. Les suites a(k)ikem étant convergentes sont bornées par une constante M > 0.

j
En notant x*) = (xl(k) ,xgk),--',x,(f)) la suite des zéros de Py, on a alors avec Q7 :

(k)

J

c1<i<n-1}

, 1+/p,

SMaxﬂaé") 1<i<n-1}<1+ M

, 1+‘ai(k)

X

C'est-a-dire que la suite (x(k))k " est bornée dans IR" et on peut en extraire une
€
(w(k)))

keIN

sous suite (x qui converge vers x € IR".
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Avec aﬁk) :(—l)j sk(x(k)) et la continuit¢ des fonctions symétriques

¢lémentaires, on déduit que a, = (—l)jsk(x) et P(x)= H(x - xi).
i=1
Q9. (a) On a P(x)=a,+ax+x* avec A=a’—4a,>0, donc P admet deux
racines réelles distinctes.
n=2
(b) Ona O(x)=xR(x) ot R(x)=x""+>bx" avec b, =a,,, et:
k=0
b’ —4b,_b,., =a,.’ —daa.,,>0 (1<k<n-2)
Avec I’hypothese de récurrence, on déduit que R admet n — 1 racines réelles
simples.
De plus, on a R(x) 2a, >0 pour tout x 2 0. On en conclut alors que Q admet n

racines réelles simples, la plus grande étant 0.
(c) S est majoré par o et non vide (0 €.S), il admet donc une borne supérieure
a€[0,a,].

On a 0(0,x) = O(x) qui admet n racines réelles xl(O) < xz(O) << xn(O) =0.

Pour chacune de ces racines, on a Q(O,xj(O)) =0 avec %Q(O,XJ(O)) #0. Le

théoréme des fonctions implicites nous dit alors qu’il existe £, >0 et une fonction
continue xj:[O, &‘j] — IR telle que Q(t,xj(t)) =0 pour tout ¢ € [0, gi].
On en déduit alors qu’on peut trouver £>0 tel que pour tout 7 €[0,¢] le

polynéme x> O(¢,x) admet n racines réelles distinctes, ce qui entraine que

a>0.
On peut écrire que = Limt, avec t, €S pour tout entier k. Avec QS8, on

k—>+oo

déduit alors que x> Q(a,x) est scindé sur /R. En tenant compte du fait que
O(a,x)= >0 pour tout x>0, on déduit que toutes les racines de x — O, x)
sont réelles et négatives.

Si xl—)Q(O{,x)=chxk admet une racine multiple alors il existe
k=0

ke{l,--,n—1} tel que ¢’ —4c,_c,., <0.
Si k=1, alors on a 012 <4c-a,<4a,a, et si k> 1, on a ak2 —4a, ,a,, <0.

C'est-a-dire que dans tous les cas on aboutit a une impossibilité.
On a donc N(a)=n.

(d) Si a<a,, on déduit alors, en reprenant le raisonnement du (b) (continuité des
racines), qu’il existe €>0 tel que N(t)=n pour |t—04 <€ et te[O,aO], ce qui
contredit le fait que « est la borne supérieure de S.

On a donc = a, et P admet n racines réelles simples.
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(e) Le polynéome P(x) =x’—5x>+6x+1 admet deux racines complexes non
réelles et les inégalités sur les coefficients sont vérifiées.

Probleme 27 : La méthode Newton—Maehly

Pour tout entier n>1, on désigne par IRn[x] [’espace vectoriel des polynomes

a coefficients réels de degré au plus n.
On suppose dans ce probleme que toutes les racines du polynome P e I&[x]

sont réelles. On note A, >A,>-->A les racines distinctes de P dans IR La

P
racine ﬂj étant de multiplicité m; 2 1 pour toutj =1, 2, -, p, avec ij =n.

J=1
Q1. Montrer que le polynéme dérivé P’ admet les A,,A,, -+, A, pour racines de
multiplicités respectives m,—1, my, =1, =+, m, =1 (une multiplicité nulle signifie
que A, n’est pas racine de P’) et des racines simples ;€ ]ﬂj,ﬁjﬂ[ avec
1<j<p-1.
Q2. Montrer que pour tout x > A, ettoutk =0, 1, -, n, on a anP(k) (x) >0.
03. Pour tout x, > A,, on définit la suite (xk )kelN par:
P(xk)
P,(xk)
Montrer que cette suite converge vers ﬂl en décroissant et donner une

Vk=20,x,, =x,—

majoration de l'erreur.

04. Soit P(x) = Zakxk € C’[x] avec a, # 0. Montrer que pour toute racine A de
k=0
P ona:

Lﬂﬁﬁﬂm{hd,l+kﬂ11SiSn—l}
a a

n n

n-1
|/1| < Max{l, Zm}
i=0

al’l

05. Comment utiliser ce qui précede pour calculer toutes les racines de P.

Solution
Q1. Si, pour 1< j< p, onam, 22, alors A, est racine d’ordre m, -1 de P’. On a

P
donc ainsi Z(m = 1) = n— p racines réelles pour P’.
j=1
D’autre part, le théoréme de Rolle nous dit que pour 1< < p—1 il existe

,uje]/l_/.,/ijﬂ[ tel que P’(,uj)=0, ce qui donne p-1 racines réelles
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supplémentaires pour P’. On a donc un total de n—1 racines réelles pour P’ et les
4; sont nécessairement simples.

En particulier les racines de P’ sont réelles et contenues dans 1’intervalle
[4,.4]-

Q2. On peut supposer, sans restreindre la généralité, que a, > 0.

)

En Q1, on a vu que pour 0< k <n-1 les racines de P"“ sont dans I’intervalle

[ﬂp,ﬂl]. On en déduit alors que P est de signe constant sur ]4,,+eo[. Soit avec
a, >0, P(x)>0 pour x> A, etk=0,1,,n—1.
Pourk=n,ona P(")(x) =nla, >0.

Q3. On pose :

A six =4,

Vx> A4, = P .
x2 4., &) x—ﬂ six>A,
P'(x)

et on définit ainsi une fonction indéfiniment dérivable sur [4,,+e9[.

P
Pour x > 4,,ona ﬁ >0 (d’aprés Q2) et g(x) < x.
P'(x)
Avec la formule de Taylor a I’ordre 2, on a :
P”(C)
Vx> A4, g(x)_ﬂl = (x_/ll)z 2P'(x)

P"(c)

ou ¢ est un réel compris entre x et A,. Et avec m> 0 (Q2), on déduit que
X

g(x)> A, pour tout x>A,, clest-a-dire que g([/ll,+oo[)c[/11,+oo[ et la suite

(xk )keﬂv est bien définie.
On a donc :
Vk>20, A, <x,,, <x,

c'est-a-dire que la suite (xk)kelN est strictement décroissante et minorée. Elle

converge donc nécessairement vers A, .

’

PP p)

Pour tout x>A,, on a 1-g’(x)= = , c'est-a-
X 1 g (-x) P,(x)z (P/jz(x)
P
P . p
dire avec P(x):anH(x_ﬂj) et P'(x) —a,Ym, P(x) :

j=1 o x— 4,
i m;
-l (x - /11, )2
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Avec I’inégalité¢ de Cauchy—Schwarz, on peut écrire :

BB S gty

J=1 =
Il en résulte que :
1
Vx>A,,0< g (x)<1——
n
Et avec le théoréme des accroissements finis, on a :

k20, 05— A, :g(xk)_gul)s(l_%j(xk 4)
ce qui entraine par récurrence : )
Vk>0, 0<x, - 4, 5(1—%) (x,—-4,)
Remarque 1 — Avec le théoréme des accroissements finis, on a :
Vk>0,0<x, -4, <M (x,~4,)
g'(x)

ou M, = Sup{ ]} :
En tenant compte de g’(x) =

1

P(x)P"(x)
P’(x)2

une racine simple, on a g’(/ll) =0 et la convergence est d’autant plus rapide que

, on déduit que dans le cas ou A, est

xo est proche de 4,.

-\ o . 1

De maniere plus générale, on a Lnﬂn g’(x) =1-—-.
x—A m

1

Q4. Voir le probleme 26, Q7.
QS. Le calcul des autres racines peut se faire en appliquant ce qui précede a

P(x)= % et en remarquant que :
R P
R(x) P(x)- P_(’;)

La limite de la suite (xk) correspondante sera encore A, si m, >1 et A4, si

m; =1.
De maniére plus générale si & > &, >---> & sont les n racines réelles de P et si
on dispose de valeurs approchées des m — 1 premiéres racines & >---> & | alors

keIN

le calcul de &, se fait en remplacant P par P, (x)= (- )P(EC) ) avec :
X=o )\ X~ 6
P P
P,_I(X) , m—1 1
" P(x)=Px)D
=R

C'est-a-dire qu’on considére la suite (x,(cm))k définie par :
eIN
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X" = x,

P ( x('”))
(m) _ \(m) _ Zm7IATK
Xt = Xi T ) (k>0)
m-1\Xg
qui converge en décroissant strictement vers ¢, .
Remarque — Pour accélérer la convergence, on considere tout d’abord la suite

( y,Em))kelN définie par :
¥ =x,

m m Rn—l(yl({m))
yl(eri = yl(f : _2 P’;_l(yl((m))

On utilise cette suite tant que y,({"j)l < y,(c'") (la suite est théoriquement croissante,

mais dés qu'on est trés proche de la solution cela peut ne plus étre vrai a cause des

erreurs d'arrondis), puis deés que y,(c'ﬂ > y,((’") pour un indice ko, on utilise la suite

(k>0)

(x,({m))k , avec y,({'o") comme point de départ.

Probléme 28 : Perturbation d’un polynome. Influence
sur les racines. Agrégation 19935, extrait

Q1. Soit D un disque fermé du plan complexe, I" son bord, [ une fonction
holomorphe sur un voisinage de D, qui ne s’annule pas sur I. Montrer que le

nombre de racines de f contenues dans D est égal a L f—(z)dz.
i) . f (2)

Q2. Soit D un disque fermé du plan complexe, I'son bord, f et g deux fonctions
holomorphes sur un voisinage de D, telles que Vzel, f(z)—g(z)‘<‘f(z)‘.
Montrer que f et g ont le méme nombre de zéros dans D. (Ce résultat est connu

sous le nom de théoréeme de Rouché).
0s. On suppose que la racine z, #0 du  polynome

_.n n—1 n=2
P(z) =z'+a,,z" +ta,,z

+ - +a, est simple. Soit €€ ]0, ZO|[ tel que le disque

fermé de centre zy et de rayon € ne contienne aucune autre racine de P. Soit k <n
un entier fixe. Montrer qu’il existe p> 0 tel que pour tout h € C tel que |h| <ple

polynome Q(z) = P(z) +hz" ait une racine et une seule ¢ dans le disque de centre

zg et de rayon & et que l’application h+> ¢ est holomorphe. Calculer Z—i au point
h=0.
Application au polynéme (z+1)(z+2)(z+3)---(z+19)(z+20) pour k = 19.

dg

Estimer numériquement p pour la racine z,=-20. Que conclure de ce

résultat ?
04. Soient z,,z,,--+,z,_, h complexes distincts. On pose :



128 4 Equations et systemes d équations non linéaires

2

P(Z) = (Z_Zo)(z_zl)"'(z_z,,_l) =z"+a, 2" +a, 2"+ +a,

1
Montrer qu’il existe p>0 et €€:|0 5 Mzn‘z -z, ‘[ tels que pour tout élément

i#]

(O‘i)ogs,1_1 de C" vérifiant Yie{0,1,---

-, | <p, le polynome
n—1

0(z) = P(z) + z a,z" ait pour tout i une racine {; et une seule dans le disque de
k=0

centre z; et de rayon & Montrer que [’application de la boule de centre (al.) et de

rayon p de C" dans C" définie par () () est de classe C™.

Solution

Q1. On rappelle que si £2 est un ouvert connexe de C, f est holomorphe non nulle
sur 2 et K un compact de 2 alors fn’a qu’un nombre fini de zéros dans K (voir
Cartan, p. 41).

En notant z,,z,,---,z, les zéros distincts de f dans D, de multiplicités

respectives m,,m,,---,m, et en utilisant le théoréme des résidus, on a :

s - el 75

Le cercle 7/ étant parcouru une seule fois dans le sens direct.
En écrivant que f(z)= (z—z ) g(z) et f(z)= (z z, )mﬁlh(z) avec g et h
holomorphes au voisinage de z; et telles que g( ) #0, h( ) # 0, on déduit que :
f(z)_ m, o)
flz) z-z

la fonction ¢ étant holomorphe au voisinage de z;.

Il en résulte alors que Res(f—(z) j m; et:

()
217Jf &= Zk:m_n

ou n est le nombre de zéros de f comptés avec leur multiplicité, dans I’intérieur de
D.

z)‘ > ‘f(z) - g(z)‘ > 0, nous dit que f ne s’annule pas

sur /'
En écrivant que, pour tout zeI',on a:

lg(2) 2]/ (2)| =]/ (2) - glz)| > 0
on déduit que g ne s’annule pas sur /.
)
g(2)

En utilisant Q1, il s’agit alors de montrer que J f—(z)dz = J dz.
- f(2) .
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On pose h = £ &t on définit ainsi une fonction méromorphe sur un voisinage

de D et continue sur/

g(z)-1(2)
f(z)

te [0,27[] > hoT'(¢) a son image contenue dans le disque ouvert de centre 1 et de

rayon 1 et en particulier 0 n’est pas a I’intérieur de ce lacet. On déduit alors, avec

27
h'(T(¢))T7(¢ ’
le théoreme des résidus que J du =0, soit J ( ( )) ( )dt =J h (Z) dz=0
. (1) . h(z)

hol U h(l—‘ , h

(cette intégrale est I’indice de % o I" par rapport a 0).
En remarquant que LS =& _ L, on déduit que J f—(z)dz = J &dz,
hog f S ) ele)
c'est-a-dire que f et g ont le méme nombre de zéros a I’intérieur de /.
Q3. (i) zp étant une racine simple non nulle de P, on peut trouver €€ ]0,

Pour tout z€I', on a ‘h(z)—l‘: <1, c'est-a-dire que le lacet

zo|[ assez
petit tel que P(z) # 0 pour |z - zO| Seetz#z,.
On note I', le cercle de centre zj et de rayon &
Pourtout zel',,ona 0< M < |z|k <M,ouM,= (|zo|— g)k et M, = (|zo|+ s)k.
La fonction P est continue et ne s’annule jamais sur le compact I',, il existe

donc une constante m, > 0 telle que :
vVzel,,

P(z)‘ =my,>0
En choisissant p> 0 tel que p- M, < %, on a pour |h| <petzel,:
‘Q(z)‘ = ‘P(z) + hzk‘ > ‘P(z)‘ - ‘hzk‘ > %
On a donc, pour |h| <p:
vzel,,

m
0(z)- P(z)‘ = ‘hzk‘ < 70 < ‘Q(z)‘

On déduit alors de Q2, que les polyndomes P et O ont le méme nombre de
racines a D'intérieur de I',, c'est-a-dire que le polynome ( admet une unique
racine simple dans le disque de centre zj et de rayon &.

(i1) On note D(O, p) le disque ouvert de centre 0 et de rayon o dans C.

20'(z)
0(z)
disque fermé de centre zj et de rayon & avec un pdle simple en = é(h) (ce disque

fermé ne contient pas 0 si z, # 0).
Avec le théoréme des résidus, on a alors :
L (200G, L. [200) ) _1()_
— | ——~~dz=Rés| ——=,{|= =¢
2iz ), O(z) 0(z) o(¢)

C'est-a-dire que pour tout /4 tel que |h| <p,ona:

Pour |h|<p, la fonction z >

est méromorphe dans un voisinage du
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Jd
Z—Q(h,z)
_ 1 & 2
é(h)_zm O(h,z) d

ou on a noté Q(h,z) = P(z) +hz*. :
20'(z) _z20'(z) _0'(2)
0(z) zR(z) R(z)

voisinage du disque fermé de centre z et de rayon & et avec la formule de Cauchy,

Remarque — Si {(h) =0, alors est holomorphe dans un

d
Z—Q(h,z)
1 & 0=
ona.zm_ Q(h,z) dz=0 é(h)

I

€

La fonctioh (h,z)+ O(h,z) est continue sur D(0,p)x I', et pourtout zel',, la
fonction /> Q(h,z) est holomorphe sur D(0,p). L’intégration se faisant sur un
compact de C, on déduit que I’application 4 é(h) est holomorphe sur D(O, ,0).

Enfin en dérivant par rapport a /4 I’identité P(é(h))+h§(h)k =0, on déduit
que :
dn)

—P(dn)hek- )

(1i1) Soit P(z) =H(z+j). Pourzy=-netk=n—-1,ona:

J=1

Vhe D(0,p), {(h)

n n

n e

20
e

V40

20
En écrivant, pour / voisin de 0, que {(h)={0)+4{(0)= _(20+h 22%, ]’ on

En particulier, pour n =20, k=19, on a ‘C(O)‘ = =4.32%10".

voit qu'une petite perturbation sur un coefficient de P va entralner une grosse
incertitude sur une racine.

Q4. (i) Pour €€ }0,% Min

i#]

z, -z, [, les disques fermés D(z,,€) de centre z; et de

rayon € sont deux a deux disjoints et P admet z; comme unique racine dans
D(zl.,g) pour chaque i =0, 1, -, n— 1.
P est continue et ne s’annule jamais sur le compact I', bord de D(zl.,s), il

existe donc une constante m, > 0 telle que :
vzeT,, |P(z)|zm (0<i<n-1)

n—1
Soit M, >0 tel que |z| < M; sur I, et p>0 tel que pz Ml.k <%.
k=0
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n—1
Si 0(z) = P(z)+20{kz" est tel que |0¢k —ak| <ppour tout k=0, 1, -, n—1,

k=0

\\+

on a alors :
1

:

‘v’ZeF

s ‘ "‘ |Czk a, |23| > -EE-

et:

Vzel,, akz

\— <7 <lot:)

On déduit alors du théoréme de Rouche que Q admet une unique racine
£ eD(z,e).
(11) Cette racine peut s’exprimer a I’aide du théoréme des résidus :
7
ZfQ(amO(n"':an—nZ)

1
ézé’i(amals'”van—l): %

- dz
2im ey, ., ,z)
r,

Ce qui définit une fonction C” et méme holomorphe de la boule ouverte
Bla,p)={ae C"; Max|e, —a,| < p} dans C.

On en déduit alors que I’application o> @) est C* de B(a,p) dans C".

Probleme 29 : Transformation de Schur et localisation des zéros
d’un polynome complexe. Agrégation 1995, extrait

Ce probleme utilise le théoreme de Rouché du probleme 28, Q2.
On appelle polynéme de « degré formel » d, un polynéme du type
d

= Zajzj, ou ay peut étre nul. Si d’<d est le degré effectif de Q, on dit
=0

1 1
alors que o est racine de Q avec la multiplicite d —d’. On pose 0 =oo et —=0.

oo

Pour tout polynome Q, on notera Z(Q) le nombre de zéros de Q de module
strictement inférieur a 1.

Soit d un entier positif et O(z) Za -z un polynome de degré formel d. On

Jj=0

appelle polynome d-réciproque de Q le polynome Q Za 277 et on appelle

transformée de Schur d’ordre d de Q le polynome de degre formel d — 1 :
T,0=a,0-a,0 . On utilisera aussi les itérés de la transformation définis par
récurrence par T/'Q =T, ,T'Q, ot k est un entier positif.

Dans ce probleme, n est un entier strictement positif fixé et P un polynome de
degré n.
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Q1. Montrer que si w,,w,,---,w, sont les zéros d’'un polynome de degré formel n,

x 1
les zéros de Q sont les —, les ordres de multiplicité étant conservés.
Wi
z| =1= ‘P*(z)‘ = ‘P(z)‘
Q3. Verifier que pour tout k > 0, ];kP(O) est réel. Montrer que si P n’a pas de
< 1}, alors si 1<k <n, 7;" P(O) est strictement

Q2. Montrer que Vz,

racines dans le disque D = {z;

positif.
On pourra montrer d’abord que EP(O) > 0 puis montrer a [’aide du théoreme

Z|

de Rouché que T P ne s’annule pas sur D.
Q4. Réciproquement, montrer que si pour tout k € {1,2,---,11}, ];kP(O) >0, P ne
s ‘annule pas sur D. On pourra commencer par étudier T" P.
05. Montrer que si Y;”P(O) # 0, aucun des polynémes T* P, 0< k <n ne s ’annule
sur le cercle I': |z| =1.
Q6. Montrer que :

7, P(0)> 0= 2(1} P) = Z(1}"'P)

74 P(0)<0= 2(1* P) = 2((7'P)')

Q7. Onnotek;, j = 1, 2, -, m, les indices k pour lesquels Z,P(O) < 0. Montrer que
si tous les T" P(0) sont non nuls :
N ()
7(P)= Z}(—l) (n+1-k,)
=
08. Soit P(z)=a,+az+--+a, z"" +2z" un polyndéme unitaire de degré n a
coefficients complexes. Montrer qu’il existe un unique R>0 tel que
R" = |a0|+|a1|R+ o +la, ,|R"". Montrer que tous les zéros de P sont contenus
dans D(0,R).
Déterminer un majorant de R s’ exprimant de fagon simple en fonction des a;.

Solution

Si O # 0 est de degré formel n, alors :
n q
0(z)=>az'=>az
Jj=0 Jj=p

oul0s<p<g<neta,#0,a, #0.

p est la « valuation » et q est le « degré effectif » de Q.

Avec ces notations, 0 est racine d’ordre p de QO (une valuation nulle signifie
que 0 n’est pas racine) et oo est racine d’ordre n — g de O (un degré effectif égal au
degré formel signifie que oo n’est pas racine).

Le polyndéme n—réciproque de Q est :
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n
— Py R T N oy
Z)—Z(ljZ —an + +apz

C’est un polyndéme de degré formel n, degré effectif n — p, de valuation n — g et
on a I’égalité :

Vz#£0, Q'(z)=2" Q(é)
z
Q1. Si 0 est racine d’ordre p >0 de Q, alors Q" est de degré effectif n — p et oo est
racine d’ordre n — (n ~ p) =p de Q.
De méme si oo est racine d’ordre n — g de Q, alors Q* est de valuationn — g et 0
est racine d’ordre n — g de 0.

m

D’autre part, en notant Q =a,z H z— z " ou les z; sont non nuls, deux a

deux distincts et Zni +p=qg,onapourz#0:
i=1

0'(z)= ﬁqz"_pn(i—fi) = a,z"™ | Z(_l—zJ

1 ) . '
et — est racine d’ordre n; de Q , pour touti =1, -, m.
Z.

1

Q2. La condition |z| = 1 équivaut @ —=z. On en déduit alors que :
zZ

z P( )
1 en résulte que tout zéro de module 1 de P est aussi zéro de P~ (cas particulier
de Q1).
Q3. (i) Pour k=0, on pose T'P = P.
Pourk=1,ona:

[P'(2)]= |P(2)

n—1

I;IP(Z): T;IP(Z)ZJOP( (aoa n n j)Zj :za]lzj

Jj=0 j=0
enposant 7'P=0sin=0.
De maniére plus générale, on a pour tout k € {0, 1,...,n} :

n—k
_ k_Jj
= Z a;z
=0

avece :

a

af a; (OSan)
f=ay 'l —a ga ., (1Sk<n, 0< j<n—k)

Pour k>n,ona T'P=0.

k-1

2
a, | €IR, pour tout k 1,2,-,n}.

(11) Si P n’a pas de racines dans le disque fermé D de centre 0 et de rayon 1, alors
a, # 0.

En particulier, on a T* P(0) = ‘aé‘ 1‘
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Le polynome P étant de degré effectif n, on a a, #0 et P admet n racines
complexes de module strictement supérieur a 1. Le produit de ces racines étant

2
al| >0.

n

4>1 etTP ):|a0|2—

¢gal a (=1)" 22, on en déduit que |22
a a

n n

Remarque — Si le degré effectif de P est strictement inférieur a n, alors a, =0 et
on a encore EP(O) = |ao|2 >0.

D’autre part, on a :

|z|:1:>‘];P(z)— ‘<aP )‘

On déduit alors du théoréme de Rouche (probleme 28,Q2) que 7 P ale méme
nombre de zéros que P dans le disque D. C'est-a-dire que 7, P ne s’annule pas sur
D.

Par récurrence, on déduit alors que T* P(0)>0 et T* P ne s’annule pas sur D
pour toutk=1,2, -, n
Q4. Avec les notations introduites en Q3 (i), les conditions 7¥P(0) >0 pour tout

n

afﬁk‘z pour tout k € {O,2,~--,n — 1}.

ke {1,2,--~,n} sont équivalentes a ‘a(’f‘z >
On en déduit alors que :
2| =1= |1 P(2)-a, T} P(z)| =

ar (T P) (2)= 2)|<|a; 7 P(2)

Et avec le théoréme de Rouché, on conclut que 7°*'P et T'P ont le méme
nombre de zéros dans D.

Par récurrence, on en déduit que les 7' P ont le méme nombre de zéros que
T"P dans D, pour tout k=0, 1, ---, n. Comme 7:,”P(z) = 7:,”P(0) >0, on déduit que
les TnkP ne s’annule pas dans D, pour tout k=0, 1, -, n

On a donc ainsi montré que :

(P n’a pas de zéros dans D) & (Vk €{1,2,---,n}, T*P(0)>0)
= 1} est racine de 7:1"P pour un indice k € {0,1,-~,n— 1},

n—k

alors z est aussi racine de (ﬂkP)* (d’aprées Q2) et avec I’égalité
77 P(z) =@ T P(z) —a*, (T P) (2), on déduit que z est aussi racine de T%*'P.
Par récurrence on aboutit alors a E"P(z)zO, ce qui contredit I’hypothese
7" P(z) = T"P(0) # 0.
On a donc ainsi montré que :
(77P(0) 20) = (Vk €{0,1,---,n}, VzeT, T"P(z) % 0)

2
+ ()| » ce qui entraine :

LT P) (2) <[ T Pz

Et avec le théoréme de Rouché, on conclut que T'P et T*"'P ont le méme
nombre de zéros dans D, c'est-a-dire que Z(TkP) Z(Tk 1P)

Q6. (i) La condition 7* P(0)> 0 équivaut a \a"-lf >a

2| =1= |1} P(z)-a, T} P(z)| = |a)"

2

“! |, ce qui entraine :

(ii) La condition T* P(0) <0 équivaut & ‘a(’)‘ ’1‘ <|a, (i
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Lo (T7P) (2)

Et avec le théoréme de Rouché, on conclut que 7P et (Z,k_lP) ont le méme

‘lekIP ‘<

|z|:1:>

T} P(z)-aly (T p)(

nombre de zéros dans D, c'est-a-dire que Z(T*P) = Z ((Tnk‘lP)*).

Q7. Avec Q1, on déduit que Z ((Y;HP)*) est égal au nombre de zéros de 7' P en

dehors du disque unité fermé. C'est-a-dire que :
(1 P) )= deg(1' )~ Z( P) == (k=1) - 2(7 P)
On déduit alors de Q6 que :

Z(7*P) si T P(0) >0
Vke{1,2,--,n}, Z(T"'P) =
n+1-k-Z(T"P) si T* P(0) <0

On range les k; dans D'ordre croissant, c'est-a-dire qu’on suppose que
1<k <k, <-<k,.
Par définition de &, on a :
Z(P)=2Z(1°P)=---=Z(T"'P) = n+1-k, - 2(T" P)
avec Z(Z;"‘P) n+l-k, Z(T"ZP) Ce qui donne par récurrence :

(P) ( ) (n+1_kj)

puisque Z(T” ) 0(I"P(z)=T" ( )#0
Remarque — Avec :

1=1

0 si m est pair
{n +1 si m est impair
on déduit que :

i(—l)‘/ k; sim est pair
zZ(P)=1"
”+1+Z k si m est impair

Q8. (1) St a, =0, alors P(z)=z"0(z ) avec p>1 et O(0) # 0. Et on raisonne alors
avec (. On suppose donc que a, # 0.
Soit :
f: IR" — IR'

" +a e+

t > a a, |t

n—1
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La fonction f est continue, strictement croissante avec f (O) =0 et
Lim f(t) = +oo. Elle réalise donc une bijection de IR" dans IR". En particulier, il

t—>+o0

: . . . . 1
existe un unique réel £ > 0 tel que f(z)=1. Ce qui équivaut a dire que R = P >0

est 'unique solution de R" =|a,|+|a,|R+ -+ +|a,_|R"".
(i1) Pour tout £> 0 et tout z € C tel que |z| =R+¢&,0na:
‘P(z)—z”‘ <la|+|a,[(R+ &)+ +|a,_|(R+ &)

an_1|R”_1 )( R;— 8) = (R + g)" =

Avec le théoréeme de Rouché, on déduit alors que P a le méme nombre de zéros
que z" dans le disque ouvert |z| < R+ ¢. Ce résultat étant valable quel que soit
£>0, on en déduit que P a tous ses zéros dans le disque fermé de centre 0 et de
rayon R.

(ii1) Si R > 1, on peut écrire que :
R" =|a|+|a|R+ -+
et R<|ag|+|a,|+--+

n—1

n

z

<(|a0|+|a1|R+---+

a,_, |R"—1 < (|a0| + |a1 | +-+a, |)R7H

an_1|. On déduit donc la majoration :

R< Max{l, a0|+|a1|+ et Cln_1|}
On peut aussi montrer que :
R< Maxﬂa0 ,1+|a1 o, 1t an_1|}

(probleme 27, Q4).

Probleme 30 : Méthode de Newton—Kantorovich

Dans la méthode de Newton—Raphson classique, le calcul a chaque étape de la
matrice jacobienne df (x(k)) va ralentir les calculs. L’idée de Kantorovitch

consiste a utiliser la méme matrice jacobienne df (x(o)) a chaque étape. La

méthode obtenue est convergente pour x” convenablement choisi.

IR' est muni d’une norme quelconque qui induit une norme matricielle
(probleme 1).

On se donne un ouvert non vide Q C IR", une application différentiable
f:Q— IR", un convexe ferme C C £ et un point X

On suppose que la différentielle df vérifie dans le convexe C une condition de

interieur a C.

Lipschitz de parameétre A >0 et que df (x(o)) est inversible.
On note :

4,=df (<), a=|4). p=]4,s(x")

B

‘ ety=a-f-A

1
On suppose que B+ 0 et que y < ry
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On désigne par t, < t, les racines de I’équation y* —t +1=0 et on suppose que
O et de rayon [3-t, est contenue dans C.
Enfin on désigne par g I’application définie sur Q par :

VxeQ, g(x)zx—AOf(xf

la boule fermée B de centre x

0O1. Montrer que :
vereC () () -ar e 2e-of

Q2. Montrer que g(BO) C B,.
03. Montrer que :

o) - gy < T2y

04. On définit la suite (x(k))k " de points de By par :
Vi >0, x = ) - Aof(x(k))

Vx,y € B,

(a) Montrer que la suite (x(k))k converge vers ['unique solution x € B, de
eIN

I"équation f(x)=0.
(b) Montrer qu’on a la majoration de ’erreur :

vk 20, [¢ - o < Lo st
1-6

1-1-4y
5 :
05. On suppose que le convexe ferme C contient la boule fermée B de centre x

et de rayon t,.
(a) Montrer que :

=5 =t <" <=

(b) En déduire que [’équation f (x) =0 admet une unique solution dans B.

ot on a posé d=

(0)

Solution

Q1. Soit ¢[0,1]— IR" définie par ¢(¢)= f(y+(x—y)). Cette fonction est
différentiable avec ¢’ (t) =df ( v+ t(x - y))(x - y) et I’hypothése df lipschitzienne

sur C entraine que :
Vi €[0,1],

?(1)- @ (0) < A-t]x—)

Et en écrivant que :

F()= () =df ()x=) = A1) - 0) - ¢/(0) = [ ((£) - 7(0) e

0

on déduit I’inégalité souhaitée.

Q2. Pour xe Bj,ona:

g(x) —x W =y —xO- Aof(x) = Ao{df(x(o) )(x - x(o))— 7(x)+ f(x(o))} - Aof(x(o))
Avec B, C C et QI, on déduit que :



138 4 Equations et systemes d équations non linéaires

le(x) =< @2 fr— +p< @2 (81 +5

soit, avec la définition de #; :
le(x)- 2 < ﬁ(gz; + lj <Ani+1)=4,

C'est-a-dire que g(x) e B,. On a donc g(BO) C B,.
Q3. La fonction g est différentiable avec :
VreQ, dg(x) =1, - Adf(x) = 4,(ar(x?) - ar ()
Et avec la condition de Lipschitz sur df, on déduit que :
VxeC, dg(x)” < OMHx - x(O)H

e,

En particulier, pour x € B, on a “dg(x)” < aAp, = n, avec t, = 5
4

Avec le théoréme des accroissements finis, on déduit alors que :

g)-gl)] =L

Vx,y € B,,

=1

1-J1-4y 1 o .
En remarquant que 0= ———-< 5 on déduit que g est une contraction sur

2
By.
Q04. La suite (x(k))kem est bien définie dans By, puisque X = g(x(k)) et
g(B,)c B,.
(a) gvec QO3, on déduit que pour tout k >1,ona:
Hﬁmn_gwwwg@wg_gmemsqhw_xwﬂH

et par récurrence :
Yk >0, |x"* —x(k)H < 5’“Hx(l) —x(O)H < B,

Pour ¢ > p dans IN, on a alors :

-5

Hx(q) — xlP) H < Hx(q) _ x(q—l)H_|_..._|_Hx(p+l) _ x(p)H < ﬁt0{5q71+--'+5’]} = f3t,6" —

C'est-a-dire :

(Pl < ﬂgp (1)

1-6

wla —

Vg > p,
avec Lim & =0.

Pt

On a donc ainsi montré que la suite (x(k))k " est de Cauchy dans IR, elle est

donc convergente vers x € B,.
Des égalités X = g(x(k) ), on déduit que x= g(x), ce qui équivaut a
f (x) =0.
Si x” € B, —{x} est une autre solution de f(x)=0, alors en écrivant que :
||x - x’” = Hg(x) - g(x’)” < ﬂ|x -x’

<||x—x’
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on aboutit a une contradiction.
Donc I’équation f (x) = 0 admet une unique solution dans B,.
(b) En faisant tendre g vers 1’infini dans les inégalités (1) du (a), on déduit que :
(p) By
Vp>0, [x—x HS 1_55"
Remarque — La convergence est moins rapide qu’avec la méthode de Newton—
Raphson classique.
Q5. (a) En Q2, on a vu que pour tout xe C,on a:

Jeto) -5 a3 =T +5< =T 5

_ 0
iy -] <y alors 1= ; |

€ [to,tl] et > —t+1<0, c'est-a-dire :
A I
"F

2
ou encore Ofﬂux — x(O)H +B< Hx _ x(O)H'

+1<0

On a donc, en définitive :
sl = o) e
(b) On a déja vu qu’il y a une seule racine de f(x)= 0 dans By.
Si x” € B, est une autre racine avec [, < Hx - x(O)H <ft,, alors :
=) -

x'=x
ce qui est impossible. On a donc une seule racine de f(x) =0 dans B,.

Probleme 31 : Calcul de ’'inverse d’une matrice.
Meéthode de Schulz

On désigne par Mn(C) [’espace vectoriel des matrices complexes d’ordre

n=1. Il est muni d’une norme matricielle induite par une norme vectorielle
(probleme 1). Pour toute matrice M € Mn(C), on désigne par p(M ) le rayon

spectral de M (probleme 2).
Pour toute matrice inversible A, on désigne par (Ak ) iy la suite de matrices

définie par la récurrence :
4,€ M,(C)
{Akﬂ = 4, (Id +Ek) (k Z 0)
ou 1, désigne la matrice identité et E, =1, — A- 4,.
Q1. Montrer que :
Vk>0, E, =E,>
02. (a) Montrer que la suite (Ak)

si (E,) <1.

Loy Converge vers l'inverse de A si et seulement
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(b) Donner une majoration de [’erreur ” A, —-A" H
1 t

’ZH A assure la convergence de la suite

03. Montrer que le choix de A, =

4]

(Ak )kelN'
04. On écrit la matrice A sous la forme A=1,— B et on suppose que oAB)<1.

En prenant A, =1, montrer que :
2k-1
Vk20,4, =) B’
j=0

et que la suite (Ak) converge vers A~

keIN

Solution

Q1.0na:
E., =1, _A'Ak([d +Ek): E -A-AE, = Ek2
et par récurrence E, = E,” pour tout Vk > 0.

Q2. (a) Avec les résultats du probleme 2, Q6, on a les équivalences :
Lim 4, = A" & Lim A4, =1, & LimE, =0 dE,)<1

k—>+o0 k—>+oo —+oo
(b)Ona A" — A4, =A"(I,-A-4,)= A"E, et:
- - - 2k
e BV A 2
t
Q3. La matrice 4- 4, = m A- A est symétrique définie positive puisque 4
est inversible, avec p(A . AO) <1 (probléme 2, Q1).
On en déduit donc que toutes ses valeurs propres sont réelles contenues dans
I’intervalle ]0,1]. Il en résulte que celles de E, = I, — A- 4, sont réelles contenues

dans I’intervalle [0, 1[. Ce qui entraine ,O(EO)<1 et la convergence de la suite

(Ak)keIN vers A™.
2k-1
Q4. Pour k=1,0na 4 =1+ B. En supposant que pour k>1,ona 4, = ZBj,

J=0

j=0 j=0

2k_1 2k+l_1
on déduit que 4,,, = [ZBj j(I+B2 )= ZBJ, ce qui démontre le résultat par

récurrence.
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Probleme 32 : Racine carrée d’une matrice complexe

IR désigne [’ensemble des réels négatifs ou nuls.

C" désigne [’ensemble des nombres complexes de partie réelle strictement
positive.

L’espace vectoriel MH(C) des matrices complexes d’ordre n=1 est muni
d’une norme non nécessairement induite par une norme vectorielle.

Pour toute matrice M € Mn(C), on désigne par Sp(M) [’ensemble des
valeurs propres de M.

On dit que M € Mn(C) admet une racine carrée s'il existe X € Mn(C) telle
que X° =M.

Dans tout le probleme, A désigne une matrice complexe d’ordre n telle que :

Sp(A) =14, Ay A, f CC—IR™ (A, # 2, sii# j)
A cette matrice, on associe la fonction f Mn(C) — Mn(C) définie par :
vXeM,(C), f(X)=X"-4

Q1. Montrer que pour tout a € C—IR", il existe un unique complexe z€ C" tel

que z* =a. On note z=+a.
02. SoitacC-IR et g: C > C défniepar

VzeC", g(z ( a)
z
On prolonge g a Cu{oo} en posant f( = oo =oo et on définit les suites
(xk )kelN et (yk )kelN par.
x,€C

o —a
L

(a) Exprimer yy en fonction de yy, pour tout k = 0.
(b) Montrer I’équivalence :

(gﬂxk :\/Z)@(XOEIPJr)

ot IP" est un demi-plan du plan complexe stable par f a préciser.
(c) Montrer que pour tout x, >0 dans IR, la suite (xk) est bien définie dans C

Vk20, x,,, =g(x,),

keIN
et converge vers Ja.

Q3. (a) Donner un exemple de matrice qui n’admet pas de racine carrée.

(b) Donner un exemple de matrice qui admet une infinité de racines carrées.
4. Soit T e Mn(C) triangulaire supérieure telle que Sp(T) cC-IR".

Montrer qu’il existe une unique matrice triangulaire supérieure X € Mn(C)
telle que Sp(X):{\/z; ﬂ»eSp(T)}CC+ et X*=T. Onnote X =+T.
05. Comme indiqué en préambule, A€ M, (C)est telle que Sp(4) < C—IR".
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Montrer qu’il existe une unique matrice X € Mn(C) telle que
Sp(X)=1{\A; AeSp(A)f cC* et X* = A. On note X =~/A.

Q6. Dans cette question, on suppose de plus que A est diagonalisable

(a) Montrer que :
LA
V- ZLLL y
i=1

ou L(t =1£[(t ﬂ)pourtoutz—l 2, p.

Jj=1
i

(b) Pour n =p = 2, donner une expression simple de VA, moyennant certaines
hypotheses sur les valeurs propres de A.

Q7. Montrer que la fonction f définie en préambule est indéfiniment dérivable et
calculer sa différentielle df (X) en tout point X € MH(C).

08. Montrer que pour tout M € M (C) ona:

Spldf (M) ={A+u ApeSp(M)}

Q9. Montrer [’équivalence :
(df (X) est inversible) < (X n’admet pas deux valeurs propres opposées)

Q10. On note of A)= ou df(\/Z)_l est la norme induite par la

—1

e
norme choisie sur M, (C).
Pour tout X € MH(C), on note e(X)= XA et si de plus df(X) est
inversible, on note g(X)= X —df (X)” £(X).
(a) Pour tout X € MW(C) telle que df (X) soit inversible, montrer que :
(i) (e(x)-X)" = g(x) - 4.
(ii) (g(X) - x )2 e(g(x)) +e(X )" = elg(x))e(x) - e(x)e(g( X)).
i) el A)Jel e 0N < (VA)el g )] < e 2+ 20l el e )

o A)

(b) Montrer que si Xy est dans la boule ouverte de centre VA et de rayon

alors on peut définir la suite (Xk) de [’algorithme de Newton par

keIN
X = g(Xk), pour tout k =20, et cette suite converge vers V4.
Q11. Dans cette question, on suppose de plus que A est diagonale.

Montrer que si dans [’algorithme de Newton associé a la résolution de
f(X)=0 on prend X, =1,, alors la suite (X,),_ définie par X, = g(X,) est

aussi définie par :

keIN

VE20, X, = %(Xk +4-x,.7)

et qu’elle converge vers JA.
Q12. Montrer que le résultat de Q11 est encore vrai pour A diagonalisable.
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Solution
Q1. a e C— IR s’écrit de maniére unique a = pe'’, avec p>0 et € ]-7z,7]. En
0
posant z = \/,Be 2,onazeC’ (Re(z) :,OCOS(EHJ >0)etz’ =a.

Si yeC* vérifie aussi y* =a, on a alors y° —z> =0 et y=*z. La solution
y =—z donne Re(y) <0, ce qui est exclut, donc y = z.

On a donc ainsi montré que @ admet une unique racine carrée dans C".
Remarque — L’application a +—> Ja définie sur le plan coupé C—IR™ est la

« détermination principale » de la racine carrée complexe. Elle définit une
fonction holomorphe.

Figure 4.1

Q2. (a) Six, #0 et x, # oo, on a alors :

x,—2+ax, +a (xk
2
+2 + (
X +2Vaxgta (x4

)2
a 2

\/_ —
\/2)2 Vi

yk+1 =

Six, =0o0ux, =c0,alors y, =y,,, =1.
Donc, dans tous les cas, on a :
Vk20, y,, = yk2
et par récurrence :
Vk20,y, =y,
(b) Si I'un des x; est nul alors la suite diverge.
Si kL_fﬁ X, = Ja, alors gﬁyk =0, ce qui équivaut a |y0| <1, soit
2
v, ~a[ <[x, +a
1P ={ze C; Ré(Naz)> 0} ={z=x+iye C; ax— >0}

ol on a noté Va = a+iff avec a> 0 (figure 4.2).

2
, c'est-a-dire que xy est dans le demi-plan :
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Figure 4.2

== al &) |o-Jaf _
‘z+\/5‘ ‘f(z)+x/5‘ 24+ a|

on déduit que f(z) € IP*. Clest-a-dire que IP" est stable par f.
est bien définie puisque

< 1. Puis avec

Pour z€IP", ona z#0 et 1,

L . ) . )
Réciproquement si x, € I[P", alors la suite (xk )kEIN

f([P*) C IP". De plus on a |y0| <1, ce qui entraine kLim v, =0, soit kLim x, =va.
—+oo —>oo
(c) Résulte de IR" C IP".

0O 1 0 - 0
0 0 1 0
Q3. (a) Soit A=|. . . . .| Cest une matrice nilpotente d’ordre n
0O - 0 0 1
0O -0 0 0

(A" =0et A” #0 pour p <n).

Si A= X’, alors X est aussi nilpotente. Soit p€ {2,- --,n} son ordre. Si
p =2k, alors A* = X? =0 avec k < n, ce qui n’est pas possible. Donc p =2k +1
et A= X" =0aveck+1<nsin>1,ce quiest encore impossible.

Donc 4 n’admet pas de racine carrée.
(b) Si X est une matrice de symétrie, alors X* = I,. C'est-a-dire que /, admet une
infinité de racines carrées.
Q4. On procede par récurrence sur n > 1.

Pour n = 1, le résultat est montré en Q1.

Supposons le résultat vrai pour n—12>1.

T

0
triangulaire supérieure avec Sp(X Yo C-1IR,t

T
On décompose 7 par blocs, soit T:( t"_lj, ou T'e MH(C) est

eC-IR etT_ eC".

nn
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. X/ anl 2 \
I1 s’agit alors de trouver X = 0 € Mn(C) telle que X° =T, c'est-a-
xnn
dire :
X/2 — TI
le}’lz = tnn

(X'+x 1 )Xn =T

nn= n—1 -
Les deux premicres équations admettent pour unique solution X' = JT7 et
X, = \/Z e C" avec Sp(X’) = {ﬂ, Ae Sp(T’)} cC.

La matrice X' +x,, 1, _, est triangulaire supérieure avec pour termes diagonaux

nn= n—

les \/Z +4/t,, € C* © C—{0}, elle est donc inversible et la troisiéme équation a
pour unique solution X, , = (X" +x, I, ) T

nn= n—1 n-1*

Q5. On peut écrire A= PTP™', ou T est triangulaire supérieure et P inversible.
Comme Sp(T)=Sp(4), la matrice T vérifie les hypothéses de Q4 et admet donc
une unique racine carrée Y= JT triangulaire  supérieure telle que
Sp(Y) = {ﬂ, Ae Sp(A)} cC*'. En posant X=PYP™', on a X°=A4 avec
Sp(x)=sp(¥).

Supposons que X* = A=Y, les valeurs propres de X et Y étant dans C". On
désigne par Py et Py les polynomes minimaux de X et Y respectivement. On a

alors P, (t)PY(t) = ﬁ(z — U, )mj avec les u; deux a deux distincts tels que les y_/.z
j=1
soient aussi deux a jdeux distincts et non nuls.

On peut alors trouver un polynome P tel que P(t2 ) —¢ s’annule en chaque u;,
ainsi que ses m,—1 premicres dérivées (polyndme d’interpolation d’Hermite,
probléme 33). Le polynome P(tz) —t est donc un multiple de P, P, et il annule X
et Y. On a donc :

x=P(x?)=P(4)=P(Y*)=Y
ce qui prouve I’unicité de la racine carrée de A.
Q6. En reprenant le raisonnement de Q5, on voit qu’on peut écrire A = PDP' et
JA4=PJDP', avec P inversible, D et /D diagonales et
Sp(\/g ) = {ﬂ, Ae Sp(A)}. C'est-a-dire que 4 et JA se diagonalisent dans une

méme base, ou encore que :

C" :éKer(A—/lk]d), avec E, =Ker(A—/1k]d):Ker(A_\/,1_k]d)
k=1
Pour tout x € E,, on a alors :
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(4-2,1,)x=0siizk

.:_G

Jj=1
J#i

* 0

S

(2 -2, =L, )xsii=k

=~

#

~~

d’ou I’égalité cherchée.
(b) Pourp=2etn=>2,ona:

1
NA=——+—A+ A, JA, 1
\/ﬂ_l"'\/ﬂ—z( 1 2 d)
Dans le cas particulier ot 7 =2, on a 4,4, = Dét(A) et A, + A, = Trace A). Si

A A, € C—IR", on peut alors écrire (\//1_14—\/1_2)2 = Trace A)+2,/Dét(A) et en

supposant que cette derniére quantité est dans C— /R ,ona:

VA= ! (4+Dér(A)1,)

| Tracd 4)+2[Déi( 4)
Remarque — Cette égalité est valable, par exemple, pour 4 matrice réelle
symétrique définie positive.
Q7. En identifiant Mn(C ) a C", on voit que I’application X > X* est
polynomiale homogene de degré 2, elle est donc de classe C”.

Pour X, H dans Mn(C), ona:
fF(X+H)=(X+H) -A= f(X)+ XH + HX + H’

c'est-a-dire que la différentielle de f'en X est I’application linéaire :

df(X): M,(C) - M,(C)

H —  XH+HX
Q8. Si A,ueSp(M), alors ,ueSp(’M) et il existe x, y dans C"—{0} tels que

Mx = Ax et "My = uy. La deuxiéme égalité s’écrivant aussi ‘yM =u'y. La matrice

H=x'y= ((xiyj )) est alors non nulle et on a :

1<i,j<n
df (M)H =x'yM + Mx'y = (u+ A)H

C'est-a-dire que A+ u € Sp(df(M)) :

Réciproquement, soit ve Sp(df (M )) et H un vecteur propre associé¢ non nul.
On a alors MH = H( 75 — H) et par récurrence sur p >0, M?H = H( VI, ~-H),
de sorte que :

VPeCl[t], P(M)H=HP(vI, - H)

En prenant pour P le polynéme caractéristique de M, on a 0= HP(vI —H ).
Comme H # 0, la matrice P(V/ ,—H ) ne peut étre inversible et elle admet 0 pour
valeur propre. En considérant que Sp(P(B)) = {P( V), ve Sp(B)}, pour toute
matrice B (il suffit de réduire B sous forme triangulaire), on déduit qu’il existe
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AeSp(M) tel que P(v—1)=0, cest-a-dire qu’il existe ueSp(M) tel que
v—A=u et v=A+u avec A, ue Sp(M).

On a donc ainsi prouvé que Sp(df ) {/1 +u; A UE Sp(M )}
Q9. df (X) est inversible si et seulement si 0 ¢ Sp(df (x )), ce qui équivaut a dire

que pour toutes valeurs propres A,u de X, on a A+ u#0, c'est-a-dire que X n’a
pas deux valeurs propres opposées.

Q10. On a vu que Sp(ﬂ)CCJr si Sp(A)C C-1IR", donc VA ne peut avoir
deux valeurs propres opposées et df (\/Z ) est inversible, de sorte que la définition
de Oc(A) est légitime.
(a) () Ona (g(x) - X) = g(X)"+ .4 - xg(X) - g(X)X.

D’autre part, avec la définition de la fonction g, on a :

df (X)g(X)=df (X)X - f(X)
soit avec les expressions de df (X) et de /(X) :
Xg(X)+g(X)X=2X"-f(X)=X*+4

et:

(i1) Il suffit d’écrire que :
(g(20)=x)" = ((g(20)~va) = (x =) = (el g(x)) - elx)
(1) On a:
df(Va)elg(x)) =VA(g(x) -V a) +(g(x) - VANA = ag(xX)+ g( XA -2
Soit :
af(Va)elg(X)) = g(X) - 4=(g(x) V4]
Ce qui donne, avec (i) :

df(Va)e(g(x)) = (g(x) - ) - e(g( X))’
Puis avec (ii) :

df(VA)e(g(x)) = e X)" - el g(xX))e(X) - e X)e(g( X))
On en déduit alors I’inégalité :
i (VA)el )] < e 0 + 21l 1)
D’autre part, pour toute matrice H, on a :

| =[ar (V) ar (Vi) <

Ja) Jart )
et:
oA A)| ] <|d

Cette inégalité est vraie, en particulier, pour H = e( g(Xx ))

3

i

(b) On suppose que HXO —\/ZH <
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Pour tout H € Mn(C), ona:
df (NA)H = AH + HVA =(NA - X,)H+ H(V4A - X,) + X, H + HX,
soit :
df(Va)H=df(Na-x,) H+dr (X,)H
On en déduit alors que :

lar(Va HH def X, HH Jar (o, ) H| < 2N = x| 1]+ Jar (x, ) ]

Xo)H]|

En (a) (iii), on a vu que, par définition de Ot( ) on a a(A ||H|| de HH

Il en résulte donc que :

VH e M,(C), of A)|H|<2 oA4)

[#1]+ar (x,) ]

Ce qui entraine de (XO) >0 si H#0. On déduit alors que

df (X, 0) est inversible et que X; est bien défini.
L’inégalité (iii) du (a) s’écrit alors :

e, ~a] -l .- 7]

<A, -l -}
Ce qui donne HX1 —\/ZH < HXO —x/ZH

Par récurrence, en supposant que X, X,,---,X, sont définis avec
|, -] <<
est bien défini avec || X H kﬂ—\/_u Xk—\/ZHSHXO—\/E.

(HX —+/ A4 est donc décroissante minorée et elle
kelIN

La suite ek LN

converge vers une quantité L e [0, X, — VA H] (= {0,# .

L’inégalité (iii) du (a) nous donne of A)e,,, <e,” +2e,e,,,, et en faisant tendre

k vers I’infini, on aboutit & of 4)L <312
of 4)
3

. o A4 .
SiL>0,alors L> ( ), . On a donc nécessairement

ce qui contredit L <
L =0, c'est-a-dire que kL_f?i X, = V4.

Q11. On remarque d’abord que si X = Diag(x1 Xy, --,xn) est diagonale avec
x; +x; #0 pour i # j, alors df()()_1 est définie par :
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TR
2x, X, +x,
-1 . .
VHe M,(C), df(X) H= K :
nl Znn_
X, +x 2x,

Ce qui donne :
g(X)=x-df (x)" f(X) = Diag(y,,y,,.»,)

x'—A 1( /L.J
Yi=X— =< %t

avee ©

2x. 2

1

si A= Diag(A,,A,,,4,).

n

On déduit alors que (X ) 1oy St une suite de matrices diagonales definie par
X, :Diag(x1 ,x2 yr s X )

x-(k+1)=%[x§k)+ A, )(k O) (1SiSn)

RO

l

En Q2, on a vu que chaque suite |x; (k ) est bien définie et converge vers
A, si xl.(o) >0.
C'est-a-dire que la suite (X ' ) Ly CSt bien définie et converge vers JA.

De plus la récurrence ci-dessus s’écrit :

X, =1
1 -1
{Xkﬂ ZE(Xk +A4X, ) (k 2 0)

Q12.0na A= PDP"', avec D = Diag(A,,A,,---,A,) et P inversible.

On pose ¢(Y)=Y>-D.

Pour X = PYP ', ona:

df (X)H = XH + HX = P(y(P"'HP)+(P'HP)Y)P™ = Pdg(Y)(P" HP) P
et df (X) est inversible si et seulement si dg(Y) est inversible (ce qui peut aussi
se voir en remarquant que X et Y ont les mémes valeurs propres).

Z=g(X)=X-df(X)" f(X) est solution de df(X)Z=df(X)X-f(X),
soit  Pdp(Y)(P"'ZP) P = Pdp(Y)(P"' XP)P"' —(X*> - 4). Clest-a-dirc que
P~'ZP est solution de dg(Y)(P~'zP) = dp(Y)(P~' xP)-(Y* - D).

Onadonc P'ZP=Y—-dp(Y)" o(Y).

On en déduit alors que la suite (X . ) ey

Vk>0, X, = PY, P’

est définie par :
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ou (Yk)keIN est la suite des itérations de 1’algorithme de Newton associé¢ a la
résolution de ¢(Y)=Y>-D=0.

Si on prend X,=1,, alors ¥, =1, et la suite (Yk)kelN est bien définie et

converge vers VD. 1l en résulte alors que la suite (X k)keIN est bien définie et

converge vers v 4 .

De plus, ona X,,, = %P(Yk +DY, )P = %(Xk +4x,7).

Remarque — La suite (X k) ne donne un procédé numériquement stable que si

keIN
le conditionnement de A, relatif & une norme matricielle induite (probléme 6) est

inférieur 4 9. Un algorithme stable est donné en considérant les suites (X f ) ey €t

(Yk)kem définies par :
Xy=4; Y, =1,
1 _ 1 _
X :E(Xk-l_Yk 1); Y ZE(Yk + X, 1) (kZO)

Onaalors Lim X, = VA4 et kLim Y = \/Z_l (Schatzman, p. 243).

k—+oo —+too



CHAPITRE 5

Approximation polynomiale
des fonctions numériques

Probléme 33 : Polynomes d’interpolation d’Hermite

On désigne par IR[x] [’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et
pour tout entier m=1, IR [x] deésigne le sous-espace vectoriel de IR[x] formé des

m
polynomes de degré inférieur ou égal a m.
On se donne un entier n>1, une suite de réels deux a deux distincts

X:(xo,xl,-u,xn)eIR"+1 et une suite d’entiers 0‘:(050,051,'-',05,7)61N”“,
Onnote m=3( +1) et 7,(x) = T (v=x)""
=0 i=0

On désigne par H: IR[x] — IR" ’application linéaire définie par :
vPe IR[x], H(P)=(P(x,), P'(x,), -, P (x,), -+, P(x,), P'(x,), -, P)(x,))
Pour toute fonction continue a[a,b] — IR, on note :
lol. = Supi o)) ¢ € [a.0]}

Q1. Calculer le noyau de H.
Q2. Montrer que IR[x]= Ker(H)® IR, [x]

03. Montrer que pour toute suite de m réels Y = (yojo,---,yoﬂ0 Ve 0 Ve ) il

existe un unique polynome P € IR, _[x] tel que :
PY(x)=y, (0<i<n0<k<a,)
On dit que P est le polynome d’interpolation d’Hermite associé a ¢, X et Y.
Dans le cas ou =0 dans IN", P est le polynome d’interpolation de Lagrange
associé a X et Y.
Q4. Pour ie{O,l,-'-,n} et k 6{0,1,---,0,’1.}, on désigne par H;y le polynome de
IR, [ x] défini par :
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{0 si (p.q)#(i.k)
1 si (p.q)=(i.k)
(a) Montrer que B,, = {sz ,0<i<n,0<k< 0{1.} est une base de IR,_[x].

(b) Donner une expression des L, = H,,, pour i =0, 1, -, n, dans le cas ou a=0.

HY(x,)=

P

(c) Donner une expression des H,,, pouri =01, - n, k=0, 1, dans le cas ou
a=(11,---,1).
(d) Ecrire le polynome d’interpolation d’Hermite associé a o, X et Y dans la base
Buy.
QI; On se donne un intervalle fermé [a,b] contenant tous les x; pouri =0, 1, -, n
et une fonction f :[a,b] — IR de classe C".

Le polynome d’interpolation d’Hermite de f associé a o et X est défini par :

{do(Pn)Sm—l

PY(x)=f"(x) (0<i<n,0<k<a)

L’erreur d’interpolation est définie par :
Vx e [a,b], E, (x)= f(x)- Pn(x)
(a) Montrer que si g:[a,b]% IR est une fonction de classe C" qui s’annule en
m+1 points distincts ou confondus, alors il existe £e [a,b] tel que g("’)(f) =0.
(b) Soit x € [a,b]—{xo,xl,n-,xn} et On+1 le polynome d’interpolation d’Hermite
de f associé a (050,051,---,04
(i) Montrer que :

O) et (xo,xl,u-,xn,x).

no

f(x _Rl(x) m(t)
7,,(x)

(ii) Calculer Qnﬂ('").

(iii) Si on pose g = f —Q,,,, montrer alors qu’on peut trouver & € [a,b] tel que

g(m)(gx) — 0
(c) Montrer que pour tout x € [a,b], on peut trouver &, € [a,b] tel que :
1 m
E,(x)=f(x)=P(x)=—7,(x) /" (£)

06. On garde les notations de Q5 en supposant de plus que la fonction f est
b-a

. . a
analytique au voisinage de c = avec un rayon de convergence R >

b-a
(a) Montrer que pour tout r € }T’R[’ on peut trouver une constante C, telle

que :
mlr-C,

- ( b_ajmﬂ
’/‘_
2

Vme IN, | f™
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(b) En déduire que si R>%(b—a), alors la suite (P )n21 des polynomes

n

d’interpolation d’Hermite de f converge uniformément vers f-

Solution

Q1. Tout polyndme P e Ker(H ) vérifie :
PYx)=0 (0<i<n,0<k<e)
C’est donc un multiple du polynéme 7. Ce qui montre que :
Ker(H) = IR[x]- z, ={0- 7,; 0 € R[x]}
Q2. Avec le théoréme de division euclidienne, on peut écrire de manicre unique
tout polyndme P € R[x] sous la forme :

P=0-7,+R (R=00ud°(R)<m)
Ce qui donne le résultat.
Q3. Avec Q2, on déduit que Ker(H / anH[x]) = {0}, c'est-a-dire que la restriction de
Ha IR, [x] est injective. Les espaces étant de méme dimension, on en déduit que
¢’est un isomorphisme de /R, [x] sur IR". D’ou le résultat.
Q4. (a) La famille By est I’image réciproque par 1’isomorphisme H / 1”4 de la
base canonique de /R". C’est donc une base de IR, [x].
(b) Si =0, alors les L, = H,, sont définis par :
dO(Ll.)Sm—lzn
L e
Isii=j
On en déduit alors que :

L(x) =Wﬁogn(x—xj) (0<i<n)

0<j<n J#
J#i
En écrivant 7, (x)=(x- xi)ll[(x - xj), on déduit que 7, (xi) = ll[(xl. - xj)
o o
et:
7, l(x) .
L(x)= - (0<i<n)

7 (6 )(x - x,)

(¢)Sia=(1,,1), alors les H,, sont définis par :
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d°(H,,)<m—1=2n+1
)| 517
H,,(x,)=0
H,(x,)=0
)= {) o

(1) Avec Hi’o(xj) = Iﬂfo(x_/) =0, pour j #1i, on déduit que :

H,o(x) = C)[ T -x, ) = o)1, (x)

j=0
J#i

avec Q de degré inférieur ou égal a 1.
Puis avec H,, (xl.) =1= Li(xl.), on déduit que Q(xl.) =1, c'est-a-dire que

Q(x)=1+ﬂx—xl.).

Enfin avec 0= H/,(x,)=0'(x,)L(x,) +20(x ) L(x) L(x,) = p+2L{(x,), on
déduit que :
I_Ii,O(x) = {1 - 2Li,(xi )(x - X )}Li (x)2

1

o<jsn Xp TX;
#i

avece |

Li/(xi ) =

(ii) Avec Hl.,l(xj)= I-Iifl(xj)= 0, pour j #i, on déduit que :

H,,(x)= D[ T (x=x,)" = R(:)L (x)’

J=0
J#i

avec R de degré inférieur ou égal a 1.
Puis avec Hi’l(xi) =0, on déduit que R(x) =yx- xi).
Enfin 1= }Lfl(xi) =y- Li(x[)2 donne y=1. Soit :
H,(x)=(x—x)L(x)"
(d) Le polynéme d’interpolation d’Hermite associé a ¢, X et Y s’écrit dans la base
By, sous la forme P(x)= Zn:ici’kHi,k (x).

i=0 k=0

Et avec P(")(xp) = Zn:ici,kl-li,k(q)(xp) =c,, = ¥,,» on déduit que :

i=0 k=0

Px)=22 v, H(x)
i=0 k=0
Pour =0, le polyndme d’interpolation de Lagrange est défini par :
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{a"’( )<
P(xl.):yl. (OSiSn)
et il s’écrit :
=2 »iLy(x)
Pour o =(1,---,1), le polyndme d’intel:‘z)olation d’Hermite est défini par :
d°(P)<2n+1
P(xl.):yl. (OSiSn)
P’(xl.)zyl.' (0<i<n)
et il s’écrit :
=3 {12000 )0 )} () + 2ot 1, o)

QS. (a) Le théoréeme de Rolle nous dit qu’entre deux racines de g on peut trouver

une racine de g’. La fonction g’ admet donc m racines comptées avec leur

multiplicité. Par récurrence, on déduit alors que la dérivée d’ordre m, g(’”)

une racine dans [a,b].

, admet

(b) (1) En utilisant la somme directe de Q2, on peut écrire que O,,, =@+ Y- 7,
avec Qe IRm_l[t] et welR (do(QnH) =m= d°( m)).
Pouri=0,1,,netk=0,1, -, o, on a f(k)(xl.): Q(k)(xi): ga(k)(xl.), avec
d o((o) <m-1. Clest-a-dire que @ est le polyndme d’interpolation d’Hermite de f
associ¢ a oret X. Ona donc ¢=P,.
En prenant f=x, on a alors f(x) = Qn+1(x) = P(x)+ v ﬂm(x) et
/(x) - P(x)

7, (x)

()—()

(i1) Le polynome Q,+; est de degré m, avec ——————=¢" pour terme dominant.

On adonc:
(S (x)=P(x)
0," (1) = ===~
7, (x)
(ii1) Pour tout i = 0, 1, -+, n, le réel x; est racine d’ordre supérieur ou égal a ¢; de g.
Le réel ¢ = x est racine d’ordre supérieur ou égal a 1 de g. La fonction g admet
donc au moins m + 1 racines comptées avec leur multiplicité. L’existence de &,
découle alors de (a).
(c) Si x est I'un des x;, alors 7, (x,)=0= E, (x,) et tout réel £, de [a,b] convient.
On suppose donc que x €[a,b]~{x,,x,, -, x, }.
Le résultat de (b) (i) s’écrit £"(&)=0,,"(£)=0, soit avec (b) (ii)

gy S)-Pl)
r(E) a0

m!

=0, c'est-a-dire :
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1 m
f(x)-PB(x)= %ﬂm(X)f( (&)
Q6. (a) Pour tout x € Jc— R,c+ R[, on peut écrire :

fx)=Ya(x=c)f

k=0

b-a . L
En prenant r € }T,R[ et x = ¢ + r, on obtient la série convergente Za s
k=0
On a alors, en particulier, kLim (a krk) =0 et on peut trouver une constante C, telle
—+oo
que :
C.
k=0, |a|<=—
La série ci-dessus peut étre dérivée indéfiniment sur [a,b]CJc—R,c+R[,
avec :

£ =Y a —(x— )"

=" (k—m)!
()< S L__K!
) SO W ey

k—m
|X—C| , aveC

On a alors, pour tout xe[a,b],

|x—c|€[0,b_a]
2

En écrivant que pour ¢ € [0,

b—-a
2

}C[O,r[,ona:
(m)

k

(m)
1 k', t 1 m!r m!r
Z (k —m)! (Z] A NPT ( b_ajm“
PR

7

on déduit :

( b_a)mﬂ
ry—
2

(b) La majoration de I’erreur d’interpolation obtenue en Q5 (c) nous donne :

If -2l <]z,
“ m! © >
Avec ‘ﬂm(x)‘:‘li[(x—xl.)ai+l <(b—a)" et la majoration obtenue en (a), on
i=0
déduit que :
”f_Pn”mS(b_a)m I"'Cr _ I"'Cr b—a
b-a
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. .. .. b—a
La convergence uniforme est assurée si on peut choisir 7 € T,R tel que

b—a<r-

a , soit 7 > %(b—a). Ce qui est possible si R >%(b—a).

Probleme 34 : Polynomes d’interpolation de Fejer—Hermite

Ce probleme utilise les notations et résultats du probleme 33.
Pour tout entier n>1, on désigne par X =(x,,---,x,) la suite des racines du

polynome de Tchébychev T, défini sur [—1,1] par Tn(x) = Cos(n . ArcCos(x)).

On note T, (x) = H(x—xl.) et pour 1<i<n, on désigne par
i=1
L(x)= ! H(x—x j), le i polynéme de base de Lagrange associé a
[Tl )z
liji?n
X
Si f :[—1,1] — IR est une fonction continue, on définit alors le polynome

d’interpolation de Fejer—Hermite associé a f et X par les conditions :
P €IR,, [x]
B (x)=f(x). Blx)=0 (1<i<n)

Q1. Montrer que :

Q2. Montrer que :

avec .

Fi(x):{l—m,(xi)(x—xi)}Li(x)z (1<i<n)

7 (x,)

n 1

Q3. Montrer que, pour 1 <i <n, on a les identités suivantes :

2 V=5 1)

(a) L,(x)=

) E(x)=(1—x-xf)( L) J

Q4. Montrer que :

05. Montrer que :
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vxe[-1,1] v&o—aomsﬁyﬂw—fuwﬁu>

Q6. Soient £>0 et n> 0 tels que :

x,x’e[—l,l] et |x—x’ <E&

<n = |f(x)-rK)
Pour tout xe[—l,l], on note Ix,gz{ie{l,2,-~-,n};

K, = {121,

(a) Montrer que :

x—xl.|< 77} et

Slrx)-rx)F(x)<e

i€l ,

(b) Montrer que :

[;Jf(x)—f(xi)‘ Flx)< %

(c) En déduire que la suite (Pn)n21 des polynomes d’interpolation de Fejer—

Hermite converge uniformément vers f sur [—1, 1].

Solution

Q1. Cette identité a été établie au probléeme 33, Q4 (b).
Q2. En utilisant I’expression du polyndome d’interpolation d’Hermite obtenue au
probleme 33, Q4 (d) et les conditions Pn’(xl.) =0 pour tout i =1, 2, -+, n, on déduit
que :
P(x)= 3 f (e ){1=22/(x)(x = )} L, (x)
i=1
D’autre part, avec QI1, on peut écrire :
7, (x) = Li(x)ﬂ;(xi)(x - xi)
7,(x) = L(x) 7, (x, )(x
7(x)

x)7, X
n x)ﬂi,z(xi)(x_xi) 2Li/(‘x)ﬂ:r(‘xi)

|

=
~—
I~
—~

=
~—

N
—~

ﬂ:z,(xi) = 2Li/(xi)7zi/1 (‘xi)
C'est-a-dire que le polynome d’interpolation de Fejer—Hermite peut aussi
s’écrire sous la forme :

<mw=§ﬂ&$—ﬁ“%wm%uwz

:Ll,
:Ll,

et:

7, (x,)

n n

Q3.(a)Ona ﬂn(x)z(x—xi)H(x—xj) et nfq(xl.):H(xi —xj) de sorte que :

j=1 j=1
i i
L (x) _ 7, (x) T, (x)

(1<i<n)

"2 )x-x) T )(x-x)

n n 1 1
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Sin(nArcC
D’autre part, pour tout xe]—l,l[ on a T( ) n m(n re os(x))

n \/l—xz
C(2i-1
nSin (2 ﬂj n(_l)i—l

1 :
ﬂ,aveclSlSn,ona];’(xi): = , ce

\/l—xl.z \/l—xiz

et pour

X=x,= Cos(zl —
2n

qui donne en définitive :

Li(x) = :
n xX—X,
(b) On a T(x)=n xSin (nArcC(;S(x)) _ n];(x)1 ot Tx) = n xl.(—l): On en
(1-x) (1-x) (1-%2):

%'(xi)zTn'(xi)z X; _%’xi)(x_x)zl—x-xl.
ﬂ;(xi) E/(xi) l_xi2 722(%-) i l_xiz.

Ce qui nous donne I’expression suivante des fonctions de base F; :

E-(x)—ll X () (1—x.xl.)(n(2(_xi)]z

déduit alors que

i

Q4. Les fonctions de base F; sont définies par les conditions :

F €IR,, [x]
lsij=i
Flx. )= Flx. )= 1<<
() ={g o2l =0 02n)
Le polynome Q ZF est donc I'unique polyndme de degré inférieur

ou égal a 2n—1 qui Verlﬁe O(x )—1 et Q’(xi)=0 pour i = 1, 2, -, n. Le
polyndme constant égal a 1 vérifiant aussi ces conditions, on a ZE(x) =1, pour

i=1
tout réel x.

Qs On peut erire que /()= £(x) = (x) 3 ()2 /(1) F(x) e

£ (x)-P, \— /(x))E, () Z\ £ = ()] F()

Avec D’identité obtenue en Q3, (b), on déduit que E(x)ZO pour tout
e[-1,1]. On peut donc écrire que :

vxe[-L1] \f(X)—B(X)\Sg\f(x)—f(x,-)\Fi(x)

Q6. La fonction f étant uniformément continue sur 1’intervalle compact [—1,1], on

peut trouver, pour tout réel £> 0, un réel 7> 0 tel que :

x,x" €[-11] et |x—x’ ‘f(x)—f(x’)

<€
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(a) Pour touti e /

X,E

0na|x—xl.|< net ‘f(x)—f(xl.)‘<€, de sorte que :
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S - B <€ Ex) = e

iel, i=1

(b) Pour x €[-1,1] et EK ona:

X,

O0<l-x-x <2, ‘T(x)Sl,

n

|x—xi|2 n
de sorte que :

OSE00=U‘X“”(m291i]S"if
Ce qui donne :

< 24/l
2| ()= £l )|F () < Z%szﬁ Z%ﬁmZ#— =

i€k, . iek,
(c) Avec (a) et (b), on déduit que pour tout £> 0, on peut trouver 7> 0 tel pour
tout n>1 et tout x €[-1,1], on ait :

4
- Rz er AL
On peut alors trouver un entier 7, tel que :
4L
Vn2 -
n nn, = 772
On a alors :
VnZl’l,,a vxe[ 11 ‘f (x)‘<2€

C'est-a-dire que la suite des polyndomes d’interpolation de Fejer—Hermite
converge uniformément vers f sur [-1,1].

Probléme 35 : Polynomes de Bernstein

Pour tout entier n 21, on désigne par IRn[x] [’espace vectoriel des polynomes
réels de degré inférieur ou égal a n.

On munit IR [ x| de la base canonique {el.; 0<i< n} définie par :

el.(x) =x' (OSiSn)

L’espace vectoriel E = CO([O, 1];IR) des fonctions continues de [0, 1] dans IR

est muni de la norme de la convergence uniforme définie par :
v ek, |f].=su{f(x)
Pour tout entier k €{0,1,---,n}, on désigne par B, le polynome défini par :
B, (1)= Gt (1-2)
On désigne par B, ’application linéaire de E dans IRn[x] définie par :

wes. 5(1)=37(% ).,

Ol. Soit y€ IR et f, € E définie par fy(x) =




Probleme 35 161

(a) Calculer B, (fy).
(b) On désigne par @, la fonction définie sur IR® par :

V(x.y)e IR, ,(x.)=B,(/,)(x)
Montrer que :

Vie N, Bn(ei)(x) =—""(x,0)

(c) Calculer Bn(l), Bn(x) et Bn(xz).
Q2. Soient f € E £€>0, n>0 tels que :
x,x' € [0,1] et |x— x’

Lf(x)-f(x)
Pour tout xe€ [0, 1], on note [ ., = {k € {0,1,~-~,n};

Kx,€ = {0’1’“.’}1}_1)(,6'

X ——

1<)
<n et
n

(a) Montrer que :
I ORV LY ENERE
(b) Montrer que : ” ”
k f
Py e

(c) En déduire que la suite (Bn ( f ))n>l des polynomes de Bernstein converge
uniformeément vers f sur [0, 1].
Q3. Montrer que toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b] peut

étre approchée uniformément par une suite de polynomes (Pn)n>1 avec les

Px,)=f(x,) (1<i<n

ou, pour tout entier n=1, X, = (xl uot ,x”) est une suite de n réels distincts

dans [a,b] (théoréeme de Walsh).
Q4. Soit [ € E continument dérivable.

conditions :

(a) Montrer que :
/ n—1
f,(gkn) n 1,k )
k=0
01/‘{ gk,n € :|£9k+1|:, pour tOutk = 0, ]’ N — 1
n n

(b) Montrer que la suite (Bn (1) ) converge uniformément vers [ sur [0,1].
nzl1

05. Montrer que si f € E est de classe ¥, avec p >0, alors la suite (Bn (f)(p))

n=1

converge uniformément vers f W) sur [O, 1].
Q6. On suppose, pour cette question, que | € E convexe.
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(a) Soient x,<x, dans [0, 1] et Be IRl[x] le polynome d’interpolation de
Lagrange de f défini par :
Pl(xl) = f(‘xl)’ Pl(xz) = f(xz)
Montrer que :
Vx e [xl,xz] P(x)-f(x)=0

(b) Pour tout x € [0,1[, on pose t =

1-

1 x {Bn 1 f) X B } Zak
avec o, = 0.
(c) En déduire que la suite (Bn ( f ))nZI est décroissante.

(c) Déduire de (c) que la suite (B (f))nZl converge uniformément sur [0, 1].

Q7. Soit f € E de classe C°.
Montrer que pour tout x € [0, 1], ona:

LimalB,()() = £(x)) =5 (x=27) ()

n—+oo

(théoréeme de Voronovsky).

Solution
Ql.(a)Ona: |
Bl )= Fe e 1 <3 c:[xﬁ] (1)
Clest-a-dire : . =

5,(£,)(0) = ( . ]
(b)Ona:

0.(5.5)= S 8,2
et pour tout entier i 20 : k=0

%“’ =S (4] 5.0
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(/)n(x,y) = (xej +1- x]

n—1
%(x,y) = xe% (xei +1- x]

82 y y n—1 1 2y ¥ n=2
@qz)'—’ (x,y)=fe"(xe" +1—xj + 2y | xer +1-x
n n

Et en faisant y = 0, on obtient :

” &
Bn(ez)(x) = %(X,O) :%+ n; ! x?

Q2. La fonction f étant uniformément continue sur 1’intervalle compact [0,1], on
peut trouver, pour tout réel £€> 0, un réel 7> 0 tel que :

x,x" €[0,1] et |x—x' <n = ‘f(x)—f(x’)

On remarque, d’autre part, que les fonctions B, , sont positives sur [0, 1].

(a) Par définition de /

2.

kel, .

<€

ona:

X,E2

f(x>—f(")3n,k<x><ean,k<x)<s§Bn,k<x>:an<eo><x)=e

n kel

(b) Si x—k > 1, alors lsi(x—ﬁ) et:
n s n
ORI NGEETID W NOEETID 1= PR AW e

Et en écrivant que :

i(x—ka B, (X) = szn (60)(x) _2XB,,(€1)(X) n B,,(el)(x) _ x(l—x)

r-r[(4)

on déduit que :
Avec x(1-x) S% sur [0,1] (le maximum est atteint pour x = %), ona:
k .
> =14 ) <L
kekK, . n

" 2nif
(¢) Pour tout x €[0,1], on a:

Bn,k(x)S%x(l—x)

2

kek, .
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15)=8,00) = 115,032 (4 9= 3 1)1 %) )

k=0
et avec ce qui précede, on déduit que :

‘f(x)_Bn(f)(x)‘ < 5+%

Puis, avec Lim % =0, on conclut qu’il existe n, , € IN tel que :
n—+ee )y
Vnzn,,, Vxe [0,1], f(x) - Bn(f)(x)‘ <2¢

Ce qui prouve la convergence uniforme de la suite (Bn ( f ))n>1 vers f sur [0,1]
(Ie réel >0 ne dépend que de £> 0 donné). )
Q3. Soit f € CO([a,b];]R). La fonction g définie sur [0,1] par :

Vte [0,1], g(t) = f(a +1(b- a))
est continue et limite uniforme de la suite (Bn( g))n>l de ses polynomes de
Bernstein. En posant, pour tout n > 1 et tout x € [a,b] -
0,)=5,(s)( 3¢
b-a

on définit une suite de polyndmes qui converge uniformément vers f sur [a,b]

(c’est le théoréeme de Weierstrass).
Soit e>0et Qe IR[x] tel que ||f - Q||m <E.

Si X = (xl,---,xn) est une suite de points distincts de [a,b], on désigne par
PelR _, [x] le polynome d’interpolation de Lagrange défini par :
P(xk) = f(xk)_Q(xk) (1 <ks I’l)
On a alors (probleme 33, Q4 (d)) :

P(x) = Z(f(xk)_ Q(xk ))Lk (x)

k=1

avec L,(x) = 1 H(x—x/.),pour 1<k<n.
H(xk_xj)ISan '
1<j<n J#k
J*k
En posant M = ZH:”Lk _,ona:
k=1

Vxe [a,b],

P(x)‘ < Z‘f(xk)— Q(xk )HLk (x)‘ < gank ||m =Me
soit | P|_ < Me.
On pose alors ¢p=P+Q etona:
o) = Pr)+0(x,)=f(x,) (1<k<n)
l7=dl. <|f -0l +]Pl. < (1+ m)e

D’ou le résultat.
Q4. (a) Pour k=0,1, -, n,ona:
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soit :

Ce qui donne :

OROW] LY PRI R ¥ 1 (e B (3 PONE

Et avec le théoréme des accroissements finis, on peut écrire :

f(%)—f(f}%f’(fm) (Keg, <22

et:
) (=5 (.8,
(b)Ona: -
HB,,<f>'—f' < B.() =) #1801,
avec’{;iﬂBn_l(f’)—f’W:O,pourf’eE. )

B,(f) =B,.(f’)

11 suffit donc de montrer que Lim

n—+oo

Pour tout x €[0,1], on a:

B,(f) (x)-B,,

g (6008037 £ )B

'<fk?n>-f'(§)8fik<x>

La fonction f” étant uniformément continue sur I’intervalle compact [O, 1], on
peut trouver, pour tout réel £> 0, un réel 7> 0 tel que :

x,yE[O,l] et |x—y|<77 = f’(x)—f’(y)‘<6

1 k| 1
De sorte que pour n>—, on a fkn ——|<—<net:
n Toon| on
’ n—1
B,(f) (x)=B,,(f)x)<e) B, (x) =B, \(e)x) = ¢
k=0

’

On a donc |B(f) -B,_(f")| <& pour n>l. C'est-a-dire  que

o

’

B,(f) -B,.(f) )

converge uniformément vers f” sur [0,1].

Lim

n—>+oo

=0. On peut donc conclure que la suite (Bn (f ) j
n=1
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Q5. Un simple raisonnement par récurrence sur p prouve le résultat.

Q6. (a)

Par définition de la convexité, la
courbe est sous la corde qui joint
les points M, et M,. Ce qui se
traduit par :

Vxe[xl,xz], Pl(x)Zf(x)

Figure 5.1

(b)Ona: k
B,,l(f)(x)—B,,(f)(x)=(1—X)""”lf(nliljcfl(lxx) (-2 ( ) ()

Soit :

k=1
Ce qui peut s’écrire aussi :

(1=2)" (8,4 (/)(x) = B,(/)x) = X ent

avec :
= C:—lf(Lj + C:—_llf(ﬂj - C:f(kj
n—1 n—1 n
=k )k (k=1 (K
_C"{ n f(n—lj—i-nf(n—l) f(n)}
Enprenantxl=;1<x=£<x2=Ldans(a),ona:
n—1 n n—1
L e P o e RO
X, — X, X, — n n-1) n” \n-1 n

C'est-a-dire que tous les coefﬁ01ents o, sont positifs.
(c) De (b), on déduit que :
vn 2 2’ vx € [O’ 1[’ Bn—l (f)(x) 2 Bn (f)(x)
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Par continuité ces inégalités sont aussi vraies pour x =1 (ce qui peut aussi se
vérifier directement).

On peut donc conclure que la suite des polynomes de Bernstein de f est
décroissante.

(d) Pour tout x€[0,1], la suite (B,(f )(x))m est décroissante minorée par

11[1({’1 : f (x), elle est donc convergente. Le théoréme de Dini nous permet alors de

conclure a la convergence uniforme.
Q7. Avec la formule de Taylor a I’ordre 2, on peut écrire, pour tous x, y dans

[0, 1] :
1) =50+ =)+ U ) )y
avec Lim (u(y) =0.

yoXx

En prenant y = k et en multipliant les deux membres de 1’égalité obtenue par

n
B, , (x), pour tout k € {0,1,---,n}, puis en faisant la somme de toutes ces égalités,
on déduit que :

B,,<f><x>:f<x>§B,,,k<x>+f'<x>i(ﬁ—x)zsn,k<x>

k=0 \ "

A ”2(x) Z( % _ sz B,,(x) +; %)(f_ sz B,,(x)

k=0 n

Soit :
B,(f)(x)= £(x)B,(e))(x) + f/(x)(B,(e)(x) - xB,(e,)(x))
I (5, )(5) - 28, e )3) -8, ()] B, ()
ot on a posé g(y) = Ay)(y—x)".
Avec les calculs de Q1, (c), cela peut s’écrire :

5,01 = 1)+ () ()

Avec Lim ¢(y)=0, on déduit que pour tout £>0, on peut trouver 7>0 tel

y—x

+

que :
y-xl<n = |oly)<e
On pose alors :

Ixygz{ke{o,l,m,n};

< 77}’ Kr,b‘:{o’l’“.’n}_lx,b‘

k
x——=
n

etona:
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Lo 22

kel, . K
n k 2

<3 - ) el 3 (+-4] 8
k=0 kek,

18,(g)(x)| <

Soit :
By 5 ) > (- j
k
<_+ _ B
. 2 (<=3
k kY
Pour k€K ,,ona |[x——|2 net1<—( — | de sorte que :
n n
kY 1
2[5 m=g -t e
= Bl 4B, (e +65'B,(e)) 4B () + '8 (c,)

Etavec QI, (b),ona:

Bn(e3)(x) = (1—§+%)x3 +(§—%)x2 +i2x
n o n n

n n

Ble))=(1-+ 1S o8- BBy (LT ey L
n non n non nn n
Ce qui donne :

i(x _5)4 B, (x)= %xz(l_x)Z +i3x(1—X)(6x2 —6x+ 1)

k=0 n n n
cs3 1 11 1
n’16 n*4  2n?
sur [0,1].
Soit en définitive :
£ 1
B,()x)|< ~+[el. 5=

Et:

(5, () - o) < £ L

2 4
pour n assez grand. D’ou le résultat.
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Probleme 36 : Théeoreme de Korovkin

On utilise les notations du probleme 35.

Pour f, g dans E, la notation f >g signifie que f(x) > g(x) pour tout
X€E [0, 1].

On désigne par L(E ) [’espace vectoriel des endomorphismes de E.

On dit que u € L(E ) est un endomorphisme positif si :

(feE.f20) = (u(f)20)

On rappelle que pour tout entier j € IN, e; est la fonction définie sur [0, 1] par
ej(x) =x’.
Q1. Montrer que si u € L(E ) est un endomorphisme positif, alors :

VgeE, |u(g)<ulg|)

Q2. Soient u e L(E) un endomorphisme positifet [ € E.

Montrer que pour tout X€ [0 1] ona:

x)eo ) ()| + 71 ule) e,

X
03. Soit f € E.
Montrer que pour tout réel £>0, on peut trouver un réel >0 tel que :

Vx ye[Ol ‘f )‘<6+2”f”°° y x)2

Q4. Soient u e L(E) un endomorphisme positif et [ € E.
Montrer que pour tout réel £>0, on peut trouver un réel n>0 tel que pour
tout x € [0, 1], on ait :

\u(f—f(X)eo)\SEM(eo)+2”];!°° (e, - xe,)?)

05. Soit (un)n21 une suite d’endomorphismes positifs de E telle que la suite

(un (f ))n21 converge uniformément vers f sur [0, 1] pour toute fonction
fe{eanlaez}~
Montrer alors que la suite (un ( f ))n21 converge uniformément vers f sur [0,1]

pour toute fonction f € E (théoréeme de Korovkin).
Q6. Montrer que pour toute fonction f € E, la suite (Bn ( f ))n>1 des polynomes de

Bernstein de f converge uniformément vers f sur [0, 1].

Solution

Q1. On a —|g|£ S|g| et avec la linéarité et la positivité de u, on déduit que

(|g|) <u(g)< u( , Soit ‘u ‘ = Max{ } < u(|g|)
Q2. Pour x €[0,1] fixé, on peut écrire pour tout y € [0 1] :
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u( 1)) = () =ulf = £ (x)e )(r)+ £ (Jule,)(¥) = £ (V)en ()

ou f—f( )eo est ’application y f( ) f(x)
En particulier, pour y x,ona:

(1 )0) = 1 ()| < = 1 () ) o) 1 ()| (2 ey) = ) ()
<‘ f- f eo ‘ ”f” H eo eo”

Q3. La fonction f étant uniformément continue sur 1’intervalle compact [0,1], on
peut trouver, pour tout réel £> 0, un réel 7> 0 tel que :
x,ye[O,l] et |y—x|<77 = (y)—f(x)‘<8
Pour x,y 6[0,1], on a soit ‘f(y)—f(x)‘ < &, soit ‘f(y)—f(x)‘ > ¢. Dans ce

(y—=x)’
7h

dernier cas, on a |y - x| >1n,donc 1< et:

0<|f(y)-f(x)|-e<[fy)-r(x)<2f]. <27==

D’ou le résultat.
Q4. Pour £> 0 donné, on choisit 7> 0 comme en Q3. On a alors, avec Q1 :

u(f = f(x)e,)| <l f - 1 (x)ey))

D’autre part, les inégalités de Q3 peuvent s’écrire sous la forme :

‘f f eo‘<€e0+2” ||°° —xeo)2

Et avec la linéarité et la positivité de u, on dedult que :

u(‘f—f(x)eo‘) (e0)+2”];7!°° ((e1 —xeo)z)

Q5. Pour tout entier 7> 1 et tout réel x € [O 1] on a avec Q2

un(f)(x)_ f f eo eo”

un(eo)—eouw =0. Il nous suffit donc de montrer que

avec Lim

n—>+oo

Limu, (/= f(x)e,)(x) = 0, 1a convergence étant uniforme sur [0,1].

Pour £> 0, on peut trouver 7> 0, ne dépendant que de & et de f, tel que pour
tout entier n > 1 et tout réel x €[0,1] on ait :

(1 = 1 (x)e,)| < au,(e,) yealley (e,

On a alors, en particulier :

u, (/= 1 (x)e,)(x)| < &, (x)

2
—2xe, +x eo)

avee ©
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R, (x) =é&u, (eo )(x) + Zmun (e2 —2xe, + x2e0 )(x)

/8
= E(“n(eo)_eo)(x)"' €
+2|

f7”m{(“n (ez) ) )(x) - 2'x(un (el) - 61)(x) +x (un (eo) - 60)(x)}

puisque e, (x)- 2xe, (x)+ xzeo(x) =x>-2x"+x>=0.
Ce qui donne :
1.

R, (x) < 4

Et avec Lim
n—+

un(eO) - eouoo}

=0, pourj =0, 1, 2, on déduit qu’on peut trouver

un(eo)—eouw +&+2

”n(ez ) - esz + 2H“n (el ) - ele +

n un(ej)—ej
assez grand tel que :
Vn>n,, Vxe[0,1], 0<R (x)<3e

Ce qui achéve de prouver la convergence uniforme de la suite (un ( f ))n>1 vers f
sur [0,1].
Q6. 11 est clair que pour tout entier n > 1, I’opérateur B, est positif.

D’autre part, on a vu (probléme 35, Q1 (c)) que :

1
Bn(eo)= €> Bn(el) =é€, Bn(eZ) =6 +;(61 _ez)

B, (e g ) —e;
le théoreme de Korovkin pour conclure.

On en déduit alors que Lim
n—>+e0

=0, pourj=0, 1, 2 et on peut utiliser

Probléeme 37 : Interpolation spline cubique

Pour tout entier m>1, IR" est muni de la norme définie par :
X
Vx=| i |€IR", |x|= Max{|xl.

X

m

;ISiSm}

Cette norme induit une norme sur [’espace vectoriel des matrices réelles
d’ordre m encore notée || || (voir le probleme 1).
On désigne par IRm[x] l’espace vectoriel des polynomes réels de degré
inférieur ou égal a m.
Pour toute fonction continue g:[a,b] — IR, on note :
lel. = Supie(x)}: x e[a.]t
Pour tout entier n 21 et toute subdivision
a=x,<x <-<x,_,<x,=b
de [intervalle [a,b], on appelle « fonction spline cubique » une fonction

s:[a,b] — IR qui vérifie les propriétés suivantes :
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(i) s est de classe C* sur [a,b]
(1) {Gi)Vie{o,1,--,n—1},Vxe[x,x,,],
s(x)=R(x)=a(x—x) +B(x-x) +r(x-x)+3

Dans tout le probleme, on se donne un intervalle [a,b] et une fonction
f:[a,b] — IR de classe C*.
Pour chaque subdivision a=x,<x, <---<x,_,<x,=b de lintervalle [a,b],
on note :
h=Max{h =x, —x;0<i<n-1}
Q1. On se donne une subdivision a=x,<x,<---<x,_,<x,=b de lintervalle
[a,b] et on veut montrer qu’il existe une unique fonction spline cubique s telle

" (2) Vie{oLmnb o) = f(x)
() sla)=ra). b)=r)

(a) Montrer que si une fonction spline cubique s veérifie les conditions (2), alors
les coefficients ., f,, v, et O, qui interviennent dans (1) peuvent s’exprimer en

fonction des f(xj), hjetz, = s”(xj).

(b) Montrer que si une fonction spline cubique s verifie les conditions (2) et (3),

Z, S”(xo)
alors le vecteur z=| : |= : est solution d’un systeme linéaire Az =v,
z) (s"(x,)
avec :
2 A4 0 0 - 0
u 2 A, 0 - 0 Vo
A=\ . . ) ) CoLv=|
0 - 0w, 2 A, v,
o - 0 0 u 2

ou les coefficients u,, A, et v; sont a déterminer.
(c) Montrer qu’il existe une unique fonction spline cubique s vérifiant (2) et (3).
Q2. On reprend les notations de Q1 et on pose :

Y ()
yi=|: |= o r=v=Ay”
) \f(x,)

Montrer que :

() ”r” < %Hf(zx)uwhz
® 41

(c) |lz—»"

2w
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03. Soit g:[a,ﬂ]—>1R de classe C° et he]Rl[x] définie par h(a)=g(a),
h(pB)=g(6).

Montrer que :

”

(B-a)
3

le=#]. <

Q4. On reprend les notations de Q1 et Q2.
Pour tout i € {O,l,---,n - 1}, on désigne par h. € IRl[x] le polynome de degré 1

défini par hi(xi) = f”(xi) et hi(le) = f”(xi+1)'

Montrer que :
Sup{ S”(xi ) - hi (xi)

05. On reprend les notations de Q1.
Montrer les inégalités suivantes :

@ =52
o Lr=sls oL

B3 @
_ <=
© r-ss s
Q6. Toujours avec les notations de Q1, monter qu’on a l’inégalité :

o <l

h
ou on a posé o= Max{h—;OSiSn—l}.

i

=

s X € [xi:xm

]}S%Hf(“)umhz (0<i<n-1)

h.

Solution

Q1. (a) Les conditions s(xl.):f(xi) pour tout i = 0, 1, -, n— 1 nous donnent
immédiatement :
8 =/(x) (0<i<n-1)

D’autre part, sur chaque intervalle [x,,x,,,] ona:

”

s"(x)= B (x)=60,(x-x)+24
ce qui donne en prenant respectivement x = x, et x = x,,, :

B = %S”('xi) = %Zi
_ S”(xiﬂ)_s”(xi) _ Zi+1 _Z,'

: 6h, 6h,
Enfin les conditions s(x,,)= P(x,,)=f(x.,) pour tout i = 0, 1, -, n—1

(0<i<n-1)

donnent les égalités ach’ +Sh’ +y.h +6, = f(x.,,) qui permettent de déduire les
coefficients y,. Soit :
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zl.+l+2zi} (0<i<n-1)

Vi I
(b) La fonction s étant continliment dérivable sur I’intervalle [a,b], on doit avoir

_ f(xiJrl)_f(xi) _ﬁ{
6

en particulier les égalités :

’ ’

P, (x)=P(x)=5(x) (1<i<n-1)

Ce qui s’écrit aussi sous la forme :
30{1‘—1}11'—12 +20 b+ VL =7, (1 Sisn-— 1)

C'est-a-dire :

ﬁhi—l +Z,‘—1hi—1 + f(Xi)_f(Xi_l) _L(Zi +2Zi—l)
2 i1 6
_ f('xi+l)_f(‘xi) _ﬁ(zm +2Zl-)
h. 6

1

Ce qui donne le systéme linéaire de n — 1 équations a n + 1 inconnues :

h_, h_, +h, h, _ f(xi+l)_f(xi) _f(xi)_f('xi—l) (ISiSn—l)

it Ltz =
6 3 6 h; h,_,
En posant, pouri=1,2,--,n—1:
— h_,
# hi—l + hi
h
A = L =1-u.
1 hl_l +hl lLll
Vo= 6 f(xi+1)_f(xi) _f(xi)_f(‘xi—l)
i hi—l +hi hi hi—l

ce systeme s’écrit :
Uz +2z+Az =v, (1<i<n-1)

Les conditions (3) vont nous donner les deux équations manquantes. Ces
conditions s’écrivent :
S/(xo) =K (xo) =V = f,(xo)
’ ’ 2 ’
s (xn) = 1)}171 (xn) = 3an71hn71 +2ﬂn71hn71 + ynfl = f (xn)
soit :

Sn)=(x) (e 422) = 113,

hy
S o T L) e 22 )= ()

h

n—1

C'est-a-dire :
{220 + Az, =V,

ﬂnznfl +2Zn = vn

ou on a pose :
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0 hO
6 ’ ‘xn - xll—
hn—l hn—l
2
Avec ces notations, on conclut que le vecteur z=| : | est solution du systéme
z

n

linéaire de n + 1 équations a n + 1 inconnues Az =v, avec :

2 A4 O 0 - 0
u 2 A, 0 - 0 Vo
A=| . . . ) ) o Lv=l
0 -« 0 4., 2 A, v,
o - 0 0 u 2
(c) Avec les relations A +u =1<2 pour tout i = 0, 1, -, n (en posant

U, =0=2A4)), on déduit que la matrice 4 est a diagonale strictement dominante.
Cette matrice est donc inversible (probleme 3 Q6 (a)) et le systétme Az =v admet
une unique solution.
On a donc ainsi montré 1’existence et 1’unicité de la fonction spline s vérifiant
les conditions (2) et (3).
Q2. (a) Pour touti=1,2,-,n—1,ona:
1

61, — w,
h4+h{lh W}

r}:

ou on a pose :

i i—1

W, = hi—lf”(xi—l)-l_z(hi—l +hi)f”(xi)+hif”(xi+l)

Avec la formule de Taylor a I’ordre 4 en x; appliquée a f, on peut écrire que :
2

0= PO ) e ) e )

Ve e Y ey B
fhﬂzf(J 6f(J+Mf(®

et avec la formule de Taylor a I’ordre 2 en x; appliquée a f” :

w;, = hi—l {f”(xi)_hi—lf///(xi)+hi71f(4)(l//i)}+2(hi—1 +hi)f”(‘xi)

e n)+ o)

Ce qui donne :
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O S L PR R P R VR
) e ) o )

On en déduit alors les maj orations :

<3l

hliz (1<i<n-1)
Soit :
| < %wauw{hi_f —hoh+h (1<i<n-1)
Et:
O T RURE S B T (TR

Pouri=0,ona:

1
To :_{6”0 _Wo}
hO
ou on a pos¢ :

fx)-10x)
uo=h—0—f(xo)

Wo = ho{zf//(xo)+f”(x1)}

Avec la formule de Taylor a I’ordre 4 en xy appliquée a f, on a :

h ” h ? ” h ’
w =0 ()42 )+ 2 )

et avec la formule de Taylor a I’ordre 2 en xy appliquée a f” :
” ” 7’ h ?
w21 ) i)+ )

Ce qui donne :
2 2

h h
Ty :%fw(wo)_%fm(l//o)
Et:
3 pt 3 ¢t
3 <2 e
De maniére analogue, pouri =n, ona:

R

On peut donc conclure que :

— 3 (4) 2
I= <Zrl
(b) Si w= Az, on a alors :
W=z, +2z,+ Az, (0<i<n)

enposant 4, =z ,=A, =z, =0.
Pour i €{0,1,---,n} tel que ||z|| |z ona:
(2w 2 20z| - e[ = Al 2 (2= 1= 2 )] = 2] = |

[w
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puisque A4, + i, =1.

Ce qui peut s’écrire ||z|| = , encore équivalent a HA_IH <I.

(c) En considérant que v = Az, on peut écrire avec (a) et (b) que :
lz—»"|= HA_I(V —A4y”)|= HA_II’H < HA_IHHFH <[
<3l
Q3. On pose @=g—h et on définit ainsi une fonction de classes C* sur [a, ,3]

avec ¢ =g”.
La fonction ¢ est de classes C' sur le compact [a,,b’], elle admet donc un

minimum et un maximum en des points et 7avec ¢'(£)=0= ¢( 7). On a donc :

[l = Sup{elx); x e[ Al = S)
avec {e{&ntca.flet ¢({)=0.

Si e [0{, %ﬁ} on peut alors écrire avec la formule de Taylor a I’ordre 2 :

0= )= )+ (a0 0+ (g)
Soit (0(4)):_(05—2{)2 g”(&) et:
e e CO

De fagon analogue, si {'e [ a;—ﬂ

”

=

, ,6’}, on écrit alors :

0= A= A&+ (-0 0+ LD ()
et on aboutit encore a ‘dﬁ‘ < %(,6’;_0()2

On a donc bien :

g//

o

”

(B-a)
3

le=#]. <
Q4. La fonction s” — A, étant affine, on a :
supd[s”(x) =, (x)}; s (i) = A (x)
Ce qui donne, avec les conditions #, ( )= ( ) pour j =5i+1:
Sup{s (x)—h (x); Max{ 0<1 <n}
Soit avec la majoration de Q2 (c¢) :
Sup{s”(x)—hl.(x) ;X e[xl.,xl,rl Sé“f(4)“ h’

QS. (a) En utilisant les notations de Q4, on peut écrire pour tout x € [x, , X,

77 (x) =" () <[ 17 (x) = 1y o) [, () = 57 (x)

=

j

X € xl’lerl }

X € )CZ,XZH

i+1] *
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Avec Q3 et Q4, on déduit alors que : X

75 AL
On peut donc conclure que :

P I

(b) Avec les conditions s(xi) =f (xl.) pour 0<i<n et en utilisant le théoreme de

Rolle, on déduit qu’on peut trouver des points &, €]x,x,[ tels que

S’(fiﬂ) = f,(é:m) pour 0<i<n-I.
D’autre part, en posant &, =a et &, =b, on peut écrire les égalités

s’ (&)= 1"(&) pour 0<i<n+1.
Pour tout réel x €[a,b], on peut trouver un indice i €{0,1,---,n+1} tel que

|x - x,.| < h. On écrit alors que :

£(x)=5(x) =

On conclut donc que :

” ”
)

<h|f

I (050

’

=51 s gl Lw

(c) Pour 0<i<n,ona s(x,) = f(x,) et pour tout réel x €[a,b], on peut trouver un

indice i € {0,1,- N 1} tel que |x - x.| < g On peut alors écrire que :
‘J' ))dt|< —|

b=l <5l Lo

Q6. Pour xe[xl.,xl.+1], avec 0<i<n-1,ona:

de sorte que :

7)) = ()6, = (o) - i) )

Ce qui peut s’écrire :

1) =s(0) = o) - e el SRR

Avec la formule de Taylor a I’ordre 2 en x appliquée a f”,ona:
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h h, h
5 = ) Lo gy = g (2
h, 2h, Yoo 2h, ?
B TR e AR M AR
2h, : 2h, 2

1 1

Ce qui donne :

15

(xm - X)2 (4) (xl- - x)z (4)
_Z—hlf (931)+ . f (52)

1

Et avec les notations de Q2 :
s=rrof= =l <23 L

Ce qui donne :

”r V{4
[ =
.

<(3ar+1)| Y]

Probléme 38 : Fonctions splines d’ajustement.
Agrégation 1974, extrait

Soient a et b deux réels tels que a < b. On désigne par :
1°) Ho[a,b] (ou simplement H°) I’ensemble des (classes de) fonctions y a valeurs
réeelles, définies sur [a,b] et de carré sommable sur [a,b].

Muni des lois usuelles d’addition et de multiplication par un scalaire, H est
un espace vectoriel sur IR. Muni, de plus, du produit scalaire habituel :

<y1 |y2>0 = ijl(t)yz(t)dt

1
et de la norme associée ||y||0 = [<y|y>0]5, H" est un espace de Hilbert réel.

2°) Hz[a,b] (ou simplement H*) I’ensemble des fonctions x définies sur [a,b], a
valeurs réelles, admettant sur [a,b] :

— une dérivée premiere absolument continue,
— une dérivée seconde définie presque partout sur [a,b] et de carré
sommable.
Muni comme en 1°), des lois usuelles d’addition et de multiplication par un
scalaire, H* est un espace vectoriel sur IR..
On munit H* du produit scalaire :

(), = J] o))+, o) (6) e o) (0
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1
et de la norme associée ||x||2 = [<x|x>2]2.

H? est ainsi un espace de Hilbert réel.
3°) Soient alors, pour toute la suite, n + 2 valeurs réelles t,t,,---,t,,t,., telles
que :
ty=a<t <t,<-,t, <b=t_
(on suppose que n=2).
On considere I’ensemble S des fonctions s, définies sur [a,b], a valeurs réelles,
telles que :
(a) Dans tout intervalle [tl.,tm] (i=1, -, n—1), s coincide avec un polynome
de degré <3 :
Ve[t i,], s()=re+yd ity
(b) Dans chacun des deux intervalles [a,tl] et [tn ,b], s coincide avec un
polynome de degré <1 :
viela,t,], s(t)=yit+7;
vielt, b], s(t)=7yit+y
(les y! sont des réels).
(c)s, s’, s” sont définies et continues sur[a,b].
Q1. Montrer que S est un sous espace vectoriel de H*, de dimension finie.
Pour tout réel o on pose [Ot]+ = Sup(a, 0).

Q2. Montrer qu’un élément s de H* appartient a S si et seulement si :
n 5[ 3
vtela,b], s(t)=cy+ alt+;§[(t—ti) L

ou &, a,, 0, (i=1, -, n) sont des réels tels que :

3820, Y640
i=1 i=1

En déduire la dimension de S dans H*.
On désigne par B, l'application de H* dans H° qui a tout x de H’ fait
correspondre sa dérivée seconde :
B(x)=x"
On note ¢ l'application de H* dans IR' qui a tout x de H* fait correspondre le
vecteur des valeurs de x en t,,---,t

>%n *

() = (x(8,). x(1,), -+ x(2,))

On note d ['application de S dans IR' qui a tout s de S fait correspondre le
vecteur de IR" :

d(s)=(6,,9,,+,3,)
ou O, (i =1, -, n) représente le saut de la dérivée troisieme de s en t..
On remarquera a ce propos que, s coincidant avec un polynéme de degré
inférieur ou égal a 3 sur tout intervalle [t,,t,,], la dérivée troisicme de s est
définie et constante sur ]ti,tm[ (i=01, -, n).

On note < | > le produit scalaire usuel sur IR :
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Vu=(u,-u)elR" ,Yv=_(v, v, )€ IR" < | > Zulvl

On note || || la norme associée sur IR" :

I\J»—

Vu=(u,,-,u,)eIR",

1
-3 -t
Q3. Montrer que B, c et d sont linéaires et continues.

Sont-elles surjectives?
Q4. Montrer que pour tout x dans H* et tout s dans S on a :

(B(x)| Bls)), = {c(x)]d(s))

05. Montrer que pour tout z = (z1 L ,Z”) € IR", il existe un élément o unique dans

c(o)+d(o)=

Q6. Montrer que l’éléement o défini en Q5 vérifie :
[B(o)],” +le(o) == = Min{|BC,” +elx) -

Soit Zy le sous-espace vectoriel de IR', de dimension n — 2 formé des vecteurs
z=(z,,+,z,) tels que :

S tel que :

Zz =0et Zth =

On désigne par (7//.)1 _,_, une base de Z().
E <j<n-

On pourra par exemple prendre pour Yy, le vecteur de composantes y,

suivantes :
1 ca
(t_/ - tj+1)(tj _t_/+2) n
1 c.
Vi= (tj+1_tj)(tj+1_tj+2) A
1 ca
(tj+2_tj)(tj+2_tj+1) g
0 Sii<jousii>j+2

On rappelle que pour tout x € H on a (developpement de Taylor) :

x(¢) = x(a) +( +_[ [ t-¢ &dé

Q7. Montrer que pour tout j (j = 1, 2, -, n—2) il existe unefonctzon B, € H° telle

(7, |etx)) = (8] B()).

Expliciter les fonctions 3, pour le choix de vecteurs y, proposé ci-dessus

que pour tout x € H? on ait :

(montrer en particulier que f3; vérifie alors B, (1)=0, lorsque t ¢ [tj ,tj+2]).
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Soit s arbitraire. D'apres Q2, il existe des réels w, (j = 1, 2, =+, n — 2) tels

que :
Q8. Montrer que l’on a alors :

On se propose de déterminer numériquement [’élément o€ S qui vérifie
c(o)+d(o)=z. Pour cela on calcule d’abord B(o)=0"€e€H’ et

C(O'): (O(tl)’ O'(tz)a""a(tn))EIRn'

Q9. Montrer que l’'on a :

n=2
do)=z-2 uy,
j=1

oules u; (j =1, 2, -, n—2) sont solutions du systeme d’équations linéaires :

n=2
Youu,=n (1<k<n-2)

J=1

avec
Wy = <'6k ‘,6’].>0 +<7/k ‘ 7/«">
et
= <Z| yk>
Solution

Rappels — Une fonction f :[a,b] — IR est dite absolument continue si :
ve>0,3n>0; Y (B-a)<n= Y|f(B)-fla)<e
i=1 i=1

pour toute famille de segments disjoints ]O‘f , ,8,[ dans [a,b].

Une fonction absolument continue est uniformément continue.
Si (a[a,b] — IR est Lebesgue—intégrable, alors la fonction f définie par

Vte [a,b], f(t) = J: (o(u)du

est absolument continue. De plus elle admet une dérivée définie presque partout

par :
pptelab], ['(t)= (1)
Q1. (a) Montrons tout d’abord que S ¢ H>.
Une fonction s € S est de classe C? sur [a,b], en particulier sa dérivée seconde

s” est continue et elle est donc de carré intégrable sur [a,b].
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Pour toute suite (], ﬂi[)l« d’intervalles ouverts deux a deux disjoints dans
[a,b] ,ona:

" \Zﬂ @)

(a)|= 3|[ s (o)< sy
E

“(0)]

Sup

tefa,b]

Donc s’ est absolument continue sur [a,b].

On a donc bien S ¢ H”.
(b) Montrons que S est un sous-espace vectoriel de dimension finie de H>.

L’ensemble des fonctions de classe C* et I’ensemble des polyndmes réels de
degré inférieur ou égal a p (donné dans IN) étant des espaces vectoriels, on en
déduit que S est un espace vectoriel.

S est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel P des fonctions
polynomiales par morceaux qui coincident avec un polynome de degré inférieur
ou égal a 1 sur [a,tl] et [tn ,b] et avec un polynome de degré inférieur ou égal a 3

i=1

dés que Zn:(ﬂl —a)<n
i=1

sur chaque intervalle [tl.,tm] (i=1, -, n—1) (onne s’occupe pas des conditions
de continuité de s, s”, s” pour les fonctions s de P).
Une fonction de P étant uniquement déterminée par les coefficients y/ définis
en 3°) (a) et (b) de I’énoncé, on déduit que Dim(P)=2+4(n—1)+2=4n et:
Dim(S) < Dim(P) = 4n
En conclusion, S est un sous espace vectoriel de dimension finie de H>.
Q2. Soient (e, @,,6,,--,6,) € IR™* et g[a,b]— IR définie par :

viela,b], glt)=a,+ait+ Z%[(r - tl.)3]+
i=1 .

Une telle fonction est définie de manicre équivalente par :
s(t)= 0{0+atsite[to,t ]
(*) Vtela,b|,
[a.] s(1) = 0(0+0{1t+z (t-1,) sitelt,1,,] (1<i<n)
k=1 '
(a) Montrons tout d’abord que pour toute fonctlon spline s € S, il existe un unique

vecteur (e, a,,0,,+-,0,) € IR"? vérifiant les conditions 251 =0 et Zé'iti =0
i=1 i=1
et tel que s soit définie par (*).
Pour t€[t,,t,], on a s(t)=yyt+7), ce qui détermine le couple de réels
(ao , 051) de maniere unique. Soit :
(05()’0{1) (7/0,7/0)

Pour ¢ € [tl ,tz], on doit avoir :

s(t)= i’ + 1 +}/1t+}/1—050+0(1t+§(t—t)

Ce qui donne en identifiant les coefficients de A pourk=0,1,2,3:
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bo)
a2 ()
a+ 2=y (i)
2
o
—?ltl =y (zzz)
o, .
5— 7/? (W)

La derniére équation donne &, =3!7;.
Les autres équations traduisent en fait les conditions de continuité de s, s”, s”
en f.
En effet, en notant pour tout i = 0, 1, -, n s5; I’expression polynomiale de s sur
Iintervalle [7,,7,,], ona:
S(k)(tl) = So(k)(tl) = Sl(k)(tl) (k = 0,1,2)

Ce qui donne pour k=2 :

31y

o ! 0, e
c'est-a-dire —T‘tl = y;, ou encore —?ltl = y7, soit I’équation (iii).

0=317t+2)

’ ’

Les conditions (if) et (i) sont équivalentes respectivement a s, (#,)=s, (¢,) et
SO(tl) = Sl(tl)'
Montrons par récurrence que pour ie{2,---,n+1}, il existe des coefficients
uniques 0,,---, 0, , tels que :
i-1
vielt,t], s(t)=a,+ alt+zi[(t—tk)3]
i1 3! *
avec :
(a’oaal):(yga yé))

5, =3y -y.,) (1<k<i-1)
otonaposé ¥, =y =0.
On vient de vérifier cette propriété pour i = 2 et il s’agit de montrer qu’elle est
vraie pour i + 1 si on suppose qu’elle est vraie pour i € {2,---,71}.

Avec I’hypothése de récurrence, on a :
Vie [tiflﬂti]9 S(t) =V YL Lt L = ot + %(t_tk)3

Ce qui donne en identifiant les coefficients de A pourk=0,1,2,3:
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Si la propriété est vraie pour i + 1, alors on a nécessairement :

1< .
0 _azdktk3 = 71(') (1)
Ly

a,

1 i—1 )
@, _az 5ktk3 = y?—l (1)
* k=1
1i4 N
Q +Ez5ktk2 = 7/;71 (”)
k=1

S
_Ez5ktk =¥ (”l)
k=1
1 i—1
5 =V (iv)

o k
33

1 .
0{1+Ezé‘ktk2:7/; (”)

k=1

_%Zéktk = Vlz (ﬁi)
Yo=r W

1
3-k1

En utilisant (**) (iv), ’équation (iv) ci-dessus donne alors :

(***) S =3y —2@ =3!(7’,-3 - };i—l)

”

”

La condition s”(z.)=s._, (z.)=s, (¢,) se traduit par :
3yt 42y, =3yt +2y;

!
C'est-a-dire —%(yf — ¥ )t + 7>, = ¥*. Ce qui peut s’écrire avec (**) (ii) et

(***):

(5' 1 i—1
-t —— ot =v
2 i 2 ;é; k" k y?

Ce qui donne bien I’égalité (iii).

’ ’

185

De facon analogue, on voit que les conditions s,_, (ti) =, (tl.) et si_l(t[) = Si(li)

donnent les égalités (i7) et (7).
En particulier, pour i =

s’écrivent respectivement z 0, =0cet Z o,t, =0.

k=1

(b) Réciproquement, on doit montrer que si s € H* s’écrit sous la forme :

s(t) =

k=1

o+ a1t+§%[(t—ti)3]+

avec Z5k =0et Z5ktk =0, alors s€ S.
k=1 k=1

n,ona y =y.=0 et les conditions (iv) et (iii)
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Sur [#,,1,] s est bien une fonction affine.

Sur [tl.,tm], pour i = 1, -, n, la fonction s est polynomiale de degré inférieur
ou égal a 3.

En particulier, pour i = n, les coefficients de 7 et * sont donnés respectivement

1< 1< . .
par 7, :gz 5,=0 et .= _EZ 0,t, =0. Clest-a-dire que s est bien une
* k=1 k=1
fonction affine sur [tn - ] .
Comme s est dans Hz, elle est de classe C'.
Il est clair que s est de classe C* sur chaque intervalle ouvert lt..t..[, pour i =

0,1,--, n avec:

veel ., ()= Z S (t—1,)= Siﬂ(t)
k=1

” il ”
Onaalors s, (¢,)=>8,(t,—t,)=s (t) etsestde classe C* sur [a,b].
=1

(c) Il reste enfin a calculer la dimension de S.
Ce qui précéde montre que S est isomorphe a I’espace vectoriel :

V:{v:(a07a1951:'”3§n)61Rn+2;Zn:é‘k:0’i5ktk=0}=Ker(¢)
k=1 k=1
ou:
¢ IR — IR
vy (iak,iaktk]
k=1 k=1
oo 1 1 - 1
0 0 ¢t t, - t)

Les #; étant deux a deux distincts, la matrice 4 est de rang 2. On a donc
Dim(Ker((p)) =n. On en déduit donc que :

Dim(S)=n
Q3. (a) L application B: x > x” est clairement linéaire de H* dans H'.

La matrice de cette application linéaire est 4 = (

n

Pour tout x € H*, ona:

G, = [ @) de < [ (x(e) + /() +x7(0) Jar = o],
On a donc :
Vxe H?, ||B(x)||0 < ||x||2
C'est-a-dire que I’application linéaire B est continue de norme inférieure ou
égalea 1.
Pour toute fonction y € H°, on peut écrire en utilisant le fait que la fonction
constante ¢gale a 1 est intégrable sur [a,b] et I’inégalité de Cauchy—Schwarz :

[ 1y @ar = (l]1), <[l 1, <+

C'est-a-dire que y est intégrable sur [a,b]. On peut alors définir la fonction
z[a,b]— IR par:
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Vit e [a,b], z(t) = J: y(u)du
La fonction z est alors absolument continue sur [a,b] et admet une dérivée
définie presque partout par z’(t) = y(t).
La fonction x:[a,b] — IR définie par :

Vit e [a,b], x(t) = J: 2(u)du

est alors de classe C' avec une dérivée absolument continue donnée par x’ = z.
Cette fonction admet aussi une dérivée seconde définie presque partout par
x"(t)=z2'(¢t) = y(¢) avec y e H.

On a donc ainsi montré que pour tout y € H’, il existe x€ H" telle que
Blx)=x"=y.
C'est-a-dire que B est une surjection de H* sur H'.
(b) 11 est clair que c:x > ¢(x) = (x(tl),x(tz),~ - ,x(tn)) est linéaire de H* dans IR’
La fonction x € H* étant de classe C', on peut écrire pour tout i € {1, e ,n} :
t;
x(2.) = x(¢) +J. x"(u)du
t

Ce qui donne :

x(t,. )2 = x(t)2 + 2x(t)jt

t

"x"(u)du + Utt x’(u)a’u)2

avee ©

2x(t)J.ti x(w)du<x(1)’ + (J.:i x’(u)a’u)2

t
D’ou:

() < z(x(t)z o x’(u)du)zj

D’autre part, avec 1’inégalité de Cauchy—Schwarz on peut écrire :

(J.:i x(u)- ldu)2 < (f x'(u)zdu)(f ldu)
(in x’(u)- la’u)2 <(r- ti)j:[ x’(u)zdu <(b- a)j; x’(u)zdu

On a donc :

soit :

) < z(x(t)z +(b—a) j:x’(u)zdu)
et:
J.jx(ti )2 du < 2“: x(u)zdu + Jj((b - a)fx’(u)zdu)dt)
Ce qui peut aussi s’écrire :

x(tl. )2 < 5 % » Jj x(u)zdu +2(b- a)ij’(u)zdu < Max{b 2

—-a

2=

Ce qui donne en définitive :
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4 2
Hc(x)”2 = Z:x(ti)2 < nMax{b — ,2(b— a)}”x”z2 = /1||x||22

ou encore :
Vxe H*, “c(x)” < ﬂ||x||2

Ce qui prouve que ¢ est une application linéaire continue de H* dans IR".

Pour tout y = ( Vis s yn) € IR", on sait qu’il existe un unique polynéome P de
degré inférieur ou égal a n—1 tel que P(t,.) =y, (i =1, -, n) (polyndme
d’interpolation de Lagrange — probléme 33 —). Un tel polyndme est dans H* et
vérifie c(P) =y.

On peut donc conclure que ¢ est une surjection de H* sur IR’

(c) Pourtout se S,ona:
Vie 0, n},Veel, [, s7()=31y
avec 7, =7, =0.

Le saut de s™ en ¢; est donc donné par :

Vie {1""’”}’ 5; = 3'(7/? - y?—l)
On retrouve bien les coefficients J, définis en Q2.

Les applications s+ y, étant linéaires, on en déduit que d est une application
linéaire de S dans IR".
Les espaces S et IR’ étant de dimension finie, I’application d est continue.

n
On a vu que pour toute fonction s€S§, on a Z5k =0, donc un vecteur
k=1

y= (yl,- A )€ IR" tel que Zyk # 0 ne peut pas étre dans I’image de d.
k=1
En conclusion d n’est pas surjective.
On peut aussi remarquer que

Im(d)={5eIR”; >.8=>Ydt, :0}
=1

est de dimension n — 2.
Q4.Pour xe H* et se S,ona:

n—1

(B@)|B(s)), = [ ()" (1) = 3. [ & (0)s" (o)

i=1
du fait que s” = 0 sur [#,,7,] et[¢,.7,,,].
En faisant une intégration par parties (s” est dérivable sur ]t. t [), ona:

P97+l
[ 505 ()t = x(t,) (1) = (1) (1) = [ ()5 (e)

et:

(B(x)|Bs)), = ¥()s"(t,) ~x(8)s"(6) - 3!2;@3 [ o

n-1

3l
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(s"(1,)=5"(2,)=0).
En écrivant que o, = 3»'(;/3 v, ) on déduit que :

(B(x)|B(s)), = —3!21: yix(t,,)+ 3!;%3x(t,.) = 3!21: yix(t,) - 3!2%3 ()

(}/0 yn = 0)
Ce qui peut aussi s’écrire :

(B B(s), = D is{n) = ()] a(5)

QS. 11 s’agit de montrer que I’application linéaire c+d:S — IR" est surjective, ce
qui équivaut a montrer qu’elle injective puisque les espaces de départ et d’arrivée
ont la méme dimension.

Soit s € Ker(c+d), avec Q4 on peut écrire que :

0< ||B(S)||02 = <c(s)|d(s)> = —||c(s)||2 <0
Donc |B(s)], = |c(s)| =0 et c(s) =d(s)=0.
Avec Q2, on déduit que la condition d(s) = 0 entraine que s(¢) = o, +a,t pour
tout t € [a,b].
D’autre part la condition ¢(s)=0 entraine que s est un polyndome de degré

inférieur ou égal a 1 qui s’annule en n =2 points distincts et nécessairement s est
le polynéme nul.
On a donc Ker(c+d)={0} et ¢ + d est un isomorphisme de S sur IR".

Q6. Soit z€ IR" et oe S définie par c(0)+d(0) =
Pour tout x € H*, on a:
1Bx)l,” = |B(x - 0) + B(o,” = |Bx - 0|2 + 2(Blx - 0)| B(o)), +|B()],
En utilisant Q4, on a :
(B(x-0)|B(0)), =(c(x~0)|d(0))
D’autre part, on a :

2
o[ =[el)=lo)=d(o)] =[e(x - o)-a(ol]

= el H —2< (x~o)|d(0))+ Hd l

Ce qui donne :
[B(x)l +le(x) =" = [B(x = o),* +Bo),* +[e(x~ o) +a(o)

> |B(o)],” +la(o)l

B2+ elx) - =)

On donc montré que :
|B(6) +le(o)~=|" = ai
Q7. (a) Pour tout j € {1,--~,n —2}, ona:

O@d@=2%ﬂﬁ

En écrivant, pour tout i € {l,m,n} :
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x(t,) = x(a)+(t, —a)x +J.[t— x”
et en utilisant les égalités Z Yi= z y;t; =0, on aboutit a :
=1
(1)t} = X, [ (0 -4 (Gaz= [ o ar =5
ou fest la fonctlon de H, définie par :
Viela,b], B, z;/ﬂt—t
On a donc ainsi montré 1’existence d’une fonctlon B, eH * telle que :

Vx e H?, <7/,- ‘C(x)> = <ﬂ/ B(x)>0

(b) Par définition des coefficients 7, ona:

vtela,b], B Z;fﬂt—t

B(x))

0

Pourt>tj+2,0nat,.—t<0p0urz =j,j+ 1,]+2, de sorte que ﬂj(t):
]+2 n n
Pour <t on a ,8 Zyﬂ t.—1t) Z}/ﬁti—tz ¥ =0 par définition de
i=1 i=1
Zy.

On a donc bien :
Vte[j j+2] ﬂj(t)zo

Pourte[t t ] ona:

o j+2 J+2 Jj+2
t = z}/ji(ti _t): zyjiti —fZVﬁ :_yjjtj-l_ty/j
i=j+1 i=j+1 i=j+1
Jjt+2 Jjt+2
du fait que z Yi= Z ¥ ;t; =0. Ce qui donne :
i=j i=j
=t
\ . \t)=\t—1t.)y,
te[tj’tm]’ ﬂ/(t) (t tj)yﬂ (t —tm)(l‘ tj+z)
Pourte[th /+2] ona:
t,.,—t
B(0)=7,(t5.-1) = 8
’ R (tj+2 - tj )(tj+2 - tj+l)
n-2

Q8. L’¢égalité B(s z 4B, estéquivalente a :

Vze H, <B(s)—z/¢jﬁj z> =

L’application B étant une surjection de H* sur H’, il est équivalent de montrer
que :
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Vxe H’, <B(S)—Z wh B(x)> =0

Pour se S et x € H*, on a avec Q4 :

(B(s)|B(x)), = (c(x)|d(s)) =
}’j> = <,6j B(x)>0 d’apres Q7.

On en déduit alors que :

ﬂj<c(x)

7/1>

n=2

Jj=1

avec <c(x)

Soit :

D’ou le résultat.
Q9. Soit z € IR" et oe S définie par c(0)+d(o0)=z.
Le vecteur d(0) € Z, s’écrit de maniere unique :

n-2
d(0)=2 1,7,
=1

Avec Q8, on a aussi :
n=2

B(o) =2 up,

j=1
Avec ¢ 0') +d (0') =z, on déduit que :

n-2
C(O)::Z"EZlQJQ
j=1

Avec Q7, on a pour tout k=1, -, n _ 2, <7/k ‘C(O')> = <,6’k ‘B(O‘)>0. C'est-a-dire

que :
<7k

n

Z“i?lh?3>::<ﬁﬁ

n=2
Zﬂ(,ﬂj>
j=1 0
Ou encore :

-2
. 1(<ﬂ,{‘,6’j>0+<7/,{‘2/,->)u‘, =(zl7)

=

Clest-a-dire que (g,,---,4,,) est solution du systéme linéaire de n—2

équations a n — 2 inconnues :
n—=2

ouu =n (1<k<n-2)
j=1

avece |

Wy =<ﬁk‘ﬂj>0+<yk‘yj> et 7, =<Z|7k>



CHAPITRE 6

Calcul approché des intégrales

Probleme 39 : Méthodes de Newton—Cotes

Pour tout entier n =0, on désigne par IRn[x] [’espace vectoriel des polynomes

a coefficients réels de degré au plus n.
Dans tout le probleme on se donne un intervalle réel [a,b] avec a <b et pour

tout entier n 2 1 on définit une subdivision de cet intervalle en posant :

h=2"9 « —avi-h (0<i<n)
n
Pour une telle subdivision, on désigne par 7,,, € IR, [x] le polynome défini

par:

n

ﬂ-n-%—l(x) = H(x_xi)

i=0
On rappelle le théoreme de la moyenne qui nous dit que si w est une fonction
continue de signe constant sur un intervalle [05,,5], alors pour toute fonction f

continue sur [Ot, ,B] il existe un réel c € ]Oc, ,q tel que :

B B
[/ wla)dx = £(c)] wlx)dx
Q1. (a) Montrer que pour tout entier n>1, il existe des coefficients réels uniques
AnosAnsstsss Ay, indépendants de Uintervalle [a,b] tels que :

(1) vPelR[x], j" P(x)dx = b-a é‘/lwp(x,.)

n
(b) Montrer que les coefficients A,; (0<i<n) définis en (a) sont des nombres
rationnels et qu’ils vérifient :

n
Z /111,1‘ =n
i=0

A =i (0<i<n)

n,n—i n,i



Probleme 39 193

(c) Montrer que si n est un entier pair, alors la propriété (1) est encore valable
pour P€ IR, [x]

Q2. Pour cette question, on suppose que n est un entier pair (n=2p).

On désigne par vy, , € IR [x] la primitive de 7, ., qui s’annule en x=a et

n+2 +1

pour tout k €{0,1,---,n—1}, on pose I, = J.Xk+1 T, (x)dox.
Montrer que :
(@) Vke{0,1,--,p-1}, I, <0<I,,.
(b) Vik 6{051,”"p}’ l//n+2(xn—k): 1//n+2(xk)'
(C) Vke{oala'”ap_l}a |Ik+1 S|Ik|
(@) Vxela,b], ,.,(x)20.
Pour tout entier n 21 et toute fonction continue f :[a,b] — IR, on désigne par

P e IR”[x] le polynome d’interpolation de Lagrange de f associé aux points Xx;
(0<i<n) (probleme 33, O4).
On désigne par E, [’erreur d’interpolation définie par :
Vx €[a,b], En(x) = f(x)-P(x)

n

et par g, la fonction définie par :
Vx €[a,b]-{x,,x,,x,}, g (x)= E,(x)
ﬂn+1 (.X)

03. (a) Montrer que si f est de classe C° sur [a,b], alors la fonction g, définie ci-
dessus peut étre prolongée en une fonction de classe C' sur [a,b].

(b) Montrer que si f est de classe C" sur [a,b], alors pour tout x € [a,b] il existe
¢ ela,b] et n, €la,b] tels que :

(&)

&%) = (n+1)!
oy ")
& (x): (n+2)!

Q4. (a) On suppose que n est un entier pair (n =2p) et on se donne une fonction f
de classe C"*? sur [a,b].
Montrer qu’il existe ne [a,b] tel que :
n (n+2)
ij(x)dx _b . a ;ﬂn,[f(x[ ) +Jznf2()’?)(-|‘: 2(t=1)--(¢ - n)dt)h'”3
(b) On suppose que n est un entier impair (n =2p+1) et on se donne une fonction
fde classe C"™ sur [a,b].
Montrer qu’il existe ne [a,b] tel que :
n (n+1)
ij(x)dx _b . a ;ﬁmf(xi) +%§)7!7)U: f(t=1)-- (- n)dt)h"+2
05. Dans cette question on se fixe un entier n > 1.
Pour tout entier p =1 on définit une subdivision de [a,b] en posant :
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5=b;a’ t,=a+k-8 (0<k<p)
p

Pour toute fonction continue f :[a,b] — IR, on pose :
p-1

() 7.()=25 > 4.0 (x)

k=0 i=0

. , N ,
ot on a posé x, ; =t, +i— (méthodes de Newton—Cotes composées).
’ n

(a) Montrer que L_f?l, 7;,(f) = ff(x)dx.

(b) Donner une majoration de [’erreur de quadrature

J.jf(x)dx - YI,(f) dans les

deux cas suivants :
(i) n=2p et fest une fonction de classe C*** sur [a,b].

(i) n=2p+1 et fest une fonction de classe C"™" sur [a,b].

Solution

Q1. (a) On désigne par {L,; 0<i <n} la base de Lagrange de IR [x] (probléme 33
Q4, (b)) définie par :

L €IR [x]
Vie{o,1,---,n}, Isij=i

Lix. )=

,(x]) {0 sij#i

Oou encore par :

n

ViE{O,l,m,n}, Li(x):Hx_xk
T

On vérifie facilement que {Ll.; 0<i<n} forme une base de I’espace vectoriel
IR [x].
La propriété (1) est vérifiée pour tout P € IR [x] si et seulement si elle est

vérifiée pour tous les L; (0<i<n), ce qui équivaut a :
b b—
Vie{O,l,---,n}, J. Li(x)dx= a

A

n,i

Ce qui détermine de maniére unique les coefficients 4, (0<i<n), avec :

Vie{0,1,--,n}, A, = L IbLi(x)dx
" b-a’

Le changement de variable x = a +¢(b—a) donne alors :
vie{o,l,---,n}, Api = nJ.Ol Ll.(a +t(b— a))dt
avec :

L[(a+t(b—a))=%q§(n-t—k)
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Ce qui donne en définitive :

. 1 . n
_1 n—i A n _1 n—i ) n
vie{od ﬁn,,.:%C;nJ [ - kit = )' c,;J [Tk
0

k=0 n k=0
k#i 0 i

C'est-a-dire que les coefficients A, ne dépendent que de n etde i € {0,1,- z ,n}.

(b) Pour tout i €{0,1,---,n}, le polynéme wn,l.(t) = ﬁ(n-t—k) est a coefficients
i

entiers, donc J.Ol wn,i(t)dt €eQetd, €0.

En prenant P =1 dans (1),onab—a = Jba’x _bra Zn:ﬂn,l. et Zn:ﬂn,l. =n.

a i=0

n i=0

On pose wn(t)=ﬁ(n-t—k) et pour tout i €{0,1,---,n}, ona W,,,i(f)= w, (1) )

k=0
Le changement de variable ¢ = 1—u sur [O, 1] donne w, (t) = (—1)’Hl wn(u) et :

len’n_i(t)dt =JIL),)dt = (—1)"L1 AC dt

0 n-t—(n—l n-u—i

n-t—i

Ce qui donne A,, =A4,, pour tout i€{0,1,---,n}, en tenant compte de

n,n—i

c=C.

(¢)Sin=2p,alors x, =612Lb, a-x,= a;b :—(b—xp) et par symétrie :
) 0 (x_x )2p+2 b
L(x—xp) dx = ‘217# =0.

En considérant que pour tout i€{0,1,---,p}, on a Apei = Ay et

2p+l 2p+1 L. , & ( )n+1
(xn_i—xp) =—(xi—xp) , on déduit qu onaaus51z/1 x,—x,) =0.

i=0

n,i

Donc la propriété (1) est vérifiée sur la base {(x—xp)i;OSiSn+l} de

IRHl[x], elle donc vraie sur tout IRnH[x] par linéarité.
Q2. Pour n=2p, on a le tableau de variations 6.1 pour v, ,, :

X Xo X1 Xn—-1 Xn
o+ 0 - ~ |0 - 0
l//i1+2 - ”n+1

Tableau 6.1
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(a) Du tableau 6.1 on déduit que pour tout k € {O, l,---,p— 1}, ona:
Ly =V¥,., (x2k+1 ) Vi (xzk) >0

Ly = Wois (x2k+2)_ ) (x2k+1) <0

C'est-a-dire que la suite (1 ) ocpen St alternée.

(b) Pour tout k €{0,1,---,p},ona w,,,(x, ,) - ¥,..(x,) I 7,

b ¢tant le milieu de [a,b])

Le changement de variable x=x,+¢ (x, =

donne :
(p-k)h 2, (p=k)h -,
[ maie= [ TTe (e = J NG
—(p=k)h i=0 (p=k)n J=1

par symétrie. C'est-a-dire que v, ( X, k) 1//n+2(xk)
(c)Pour k=p-1l,onal, =1,=-1,,=-1I,donc |]k+1|—|]|
Pour k € {0, L, p— 2} , le changement de variable x =¢—/ donne :

TT-x)ar= [ TT-n- x)df_j ()N
. i=0

t—x,

Xk Xy =0

Le polyndme 7,,, gardant un signe constant sur [x,,,,x,,,], on peut utiliser le

X1

théoréme de la moyenne pour écrire que :
¢, —h—Xx, (ue ¢, —h—x
— _k _ "k
Ik - - J. 7Z.n+1(t)dt - - Ik+1
c, — X,

X+l Ck — xO
avec ¢, € ]xk+1,xk+2[.
Pour k €{0,1,---,p—2},0na ‘ck —(xn +h)‘ >|ck —x0| et donc |Ik| > |Ik+1|.
(d) D’apres le tableau de variations 6.1, pour montrer que la fonction i, reste
positive sur [a,b], il suffit de montrer que :

Vk e {0’1""917}’ wn+2(x2k) 20
D’autre part en considérant que v, ,, (xn_z,c): /780 (ka), il suffit de montrer
que ¥,,,(x,,)2 0 pour 02k < p.

x)dx = Iy+1+--+1,, ,, avec I,, 20,

n+l

Dans ce cas, on a 1//+2 xk f

L, <0 et ‘2,+1 ‘12

W, (x4) 2 0.
Q3. (a) Si f est de classe C' sur [a,b], alors g, est de classe C' sur

[a,b]—{xo,xl,---,xn} etpourtoutie{O,l,--',n}, ona:

Limgn(x):Lim[E"(x)_En(xi) x—X, (x‘)J:f( )—’Pn( x,)

X—X; X—X; X — -x,' 7z;1+1 (x) - 7["‘*'1 ﬂ-n+l (‘xi)

X-f-X‘- X#X‘-

pour j=0,1,---,k—1. Il en résulte alors que

ce qui permet de prolonger g, par continuité sur [a,b].
Pour tout x €[a,b]-{x,,x,,-+,x,},ona:
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’ ’

g, (x)= 7,.(x)E, (x)- E,(x)7,,, (x)

ﬂnJrl (X)Z
Si de plus fest de classe C alors E, est aussi de classe C* et avec la formule

de Taylor le numérateur de g, (x) sécrit :

(x_xi)z{” /(x,-)E,,”(X,-+ﬂx)+En/(xi)w—Eﬂ/(xi)ﬁ ”(x.+é‘)—7; ’(Xi)EM}

n+l 2 n+l i X n+l 2

+ (.X _xi)3 { ” ” ” ” }

2 ”n+1 (xi + ax)En (xi +ﬁx)_En (xi + }/x)”nﬂ (xi +5x)

et le dénominateur :

’ ”

(=) )+ 5%, (v

avec ., ., V., 0, qui tendent vers 0 quand x tend vers x;.
Ce qui donne :

’ ” ” ’

Limgn,(x)= iz (xi)En (xi)_ﬁnﬂ (xi)En (x[)

X—x;

/ 2
X#X; 27z-n+l (xl)

En utilisant le théoréme des accroissements finis, on en déduit alors que g, est
de classe C' sur [a,b].

(b) (i) Pour x donné dans [a,b]—{x,,x,,--,x,}, on désigne par Q,,, € IR, [x] le

polyndme d’interpolation de Lagrange de f associé aux n+2 points
Xos X150y X, , X.

n’

Les polyndmes Q,, —P, et 7z, sont dans IR, [x] et s’annulent en
Xy, X;, ", X, , 11s sont donc proportionnels. C'est-a-dire qu’il existe une constante
réelle c telle que :
viela,b], 0,,()-F(t)=cnm,,(¢)
D’autre part la fonction ¢t = f(t)— Qn+1(t) est de classe C" "' et s’annule en
n + 2 points distincts x,, x,, -, x,, x. Le théoréme de Rolle nous dit alors que sa

dérivée ¢’ s’annule en n+ 1 points distincts et par récurrence que la dérivée
d’ordre n + 1 (p(””) s’annule en un point & € [a,b].

En écrivant que ¢(t)= f(1)-P(t)-cx

n n+l

(/) et que P"V()=0,

n

n

7, ") = (n+1)!, on déduit que ¢ = Lf(nﬂ)(fx)-
(n+1)'

Puis avec ¢(x) =0, on déduit que :

E,(x)=f(x)-P(x)= e (&), (x)

et:
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f(n+l) (t)
Enfin en notant m ,, = Inf et M, = Sup , on peut en
as] (n+1)! e (n+1)!
déduire que :
VxE[a’b]_{'X’-O’xl’”.’xn}’ mn+lsgn(x)SMn+l
La fonction g, étant continue sur [a,b], on déduit que cet encadrement est

encore vrai sur tout I’intervalle [a,b].
La fonction f

1 . r \ . ;g .
™) &tant continue, le théoréme des valeurs intermédiaires nous

| | o r0(E)
dit que pour tout i €{0,1,---,n} il existe &, €la,b] tel que g (x)=

 (n#1)
On a donc bien le résultat souhaité pour tout x dans [a,b].
(ii) Supposons maintenant que f'est de classe C" "% sur [a,b].
Soient x dans [a,b]- {x0,%,,,x, } ' €IR ,[x] le polyndme
d’interpolation d’Hermite de f défini par :
R,(x)=f(x) (0<i<n)
R,.(x)=f(x)

R, (x)= /()

(voir le probléme 33).

On a alors :
vie[a,b], R,.(1)-F(1)=oalt-P)z,.(1)
D’autre part la fonction y:¢ > f (¢ ) M(t) est de classe C" 7 et s’annule en
n + 2 points distincts x,, x,, -, x,, x. Le théoréme de Rolle nous dit alors que sa
dérivée y’ s’annule en n+ 1 points distincts de [a,b]-{x,,x,, --,x,}. Elle
s’annule également en x, c'est-a-dire qu’elle s’annule en # + 2 points distincts.
Par récurrence, on déduit alors avec le théoréme de Rolle que sa dérivée

d’ordre 7 + 2 ¢"*?) s’annule en un point 7, € [a,b].

En écrivant que y(t)= f(t)-P(t)-olt-Px,.,
((t —ﬁ)ﬂm )(M)(t) = (n + 2)!, on déduit que o=

R
(n+2)!
)—clt-Am,., (1), w(t) = E, ())-am, (1)~ ot - P, (1)

(¢
y’(x), on déduit que
E,(x)=alx-p)z,,,(x)

E, (x)= o, (x)- o x- Bz, (x)

(t) et que P"?(¢)=0,
f(n+2) ( nx ) )

Puis avec :

y(t)=E,
et w(x):Oz

ce qui donne :
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")
g (x)=a= (n+2)!
(n+2) (n+2)
En notant m,, = Inf /70 et M,,,=Sup A (t), on peut en déduire
ias] (n+2)! elad] (n+2)!

que :
‘v’xe[a,b]—{xo,xl,---,xn}, m, ., Sgn (X)S Mn+2

La fonction g, étant continue sur [a,b], on déduit que cet encadrement est

encore vrai sur tout I’intervalle [a,b].

Comme en (i), le théoréeme des valeurs intermédiaires et la continuité de f (+2)

permettent de conclure que pour tout x€[a,b] il existe 7, €[a,b] tel que
. ,(x)z fn+2 (nx)
" (n+2)

Q4. SiP,estle polynéme d’ interpolation de Lagrange de f associé aux points x;

z&,“f _b- aZﬁn,P J P (x)dx et avec les

(0<i<n), alors

notations de Q3,on a:

=J.:f(X)dx_b—ClZn“ﬁn’if(x,-):J‘j(f(x)—[-:l(x))dx
_J I n( ) n+1(x)dx

avec g, de classe C' si f est de classe C°.
(a) En reprenant les notations de Q2, on désigne par y,,, la primitive de 7,,, qui
s’annule en x =a.

En Q2 (b),onavuque ¥,,, (b)= /80 (a)=0sin=2p.

Une intégration par partles nous donne alors

_[ gn n+2

En Q2 (d), on a vu que la fonctlon v,., est toujours positive si n=2p, on peut
donc utiliser le théoréme de la moyenne pour écrire que :

R(1)=-8, (] v.(x)dx

avec £€[a,b.
Une deuxieéme intégration par parties donne :
b

[ ¥ (0)ds =[(e= @)y o] - [ (v=a) 7, (s =]

et:

(x— a)ﬁ (x)dx

n+l

’

R(f)=g, (O] (x-a)z,.,(x)dx
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, (12)
avec g, (&)= f(n+2()?) ou nefa,b].

Enfin le changement de variable x =a +¢-h donne :

.[f(x—a) 7, (x)dx = h"ﬁj:tz(f—l)”'(t_”)dt

D’ou le résultat.
2p+1 2p

(b) On note 7,,,(x) =] [(x- H Jx=b)=7,(x)(x=b) (n=2p+1) et
i=0 =0
on désigne par ¥, ,, la primitive de 7z, qui s’annule en x =a.
Comme en Q2, on voit que ¥, +1(x2p) l//n+1(a) =0et I//M(x) >0 sur [a,xzp].
L’erreur de quadrature peut s’écrire sous la forme :

=J.XZPE dx+J. E a’x

On désigne par P_ € IR, 1[x] le polyndme d interpolation de Lagrange de f
aux points x,, x,, -+, X,
Ona:

P

" E, (x)ax = [ (f(x)- Pn,l(x))dx +[7 (B (%)= B ()
nlf+J.2[ nl n ))dx

Le polynome P _(x ) P (x) est dans IRn[x] et s’annule en x,, X, X,,,

donc P _, aH X— x ( ), de sorte que :

J.:ZI (RH(X)_ ﬂ(x dx = O(J.a ”n X dx = a{l/ln+l(x2p)_ l//n+1(a)} =0

On a alors, en utilisant le résultat de (a) :

E,(x)dx=R_(f)= —%J Wy ()elx

Une intégration par parties donne :

j Vo (X)ex =[(x=0) ()] = [ (x =)z, (x)ex == 7,.,(

et

*2p f(”‘*’l)(g) *2p
i En (X)dx = Tl)]'[i 7 (x)dx
D’autre part, la fonction 7,,, étant négative sur I’intervalle [x2 , ] on peut

utiliser le théoréme de la moyenne pour écrire que :

5 (n+1) .
R O e

Ce qui donne en définitive :
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_SNED p &)
R, (f) = W , n+l( )dx LA — (n N 1)! sz T (x)dx

=a, /" NE)+ B (E)
avec o, et 5, négatifs pour n impair. En effet, avec une intégration par parties, on
a:

[ () = jf"ﬂ,xx)(x—b)dx

=[(x=b) . (x) J Wy (x dX——j W, (x)dx<0

et 7,,, est négative sur I’intervalle [x2 p,b].
En notant m,,, = IFJZ]f(M)(t) et M, = Sf,tgg]f(””)(t), on déduit que :
t€|a, tela,
R
mn+1 S ”(f) S Mn+1
a’l +16n
La fonction f 1) &tant continue, on déduit avec le théoréme des valeurs
intermédiaires qu’il existe 7€ [a,b] tel que R, (f)=(a, +8,)f (1) 1), soit :
(n+1)
)
R ="
) (n+1)!
Enfin le changement de Variable x=a+t-h donne :

[ 7 (et = 12 [t = 1) (1= m)a

ﬂ-n-H (X)dx

D’ou le résultat.

p-1
Q5.(a)Ona T Zlnl lp , ol Sl.jp(f) = §Zf(x,u.) est une somme de
k=0
Riemann de f'associée a la subdivision de [a,b] définie par les # (0< k < p).
On a alors Lim S \f)= be(x)dx pour tout i€ {0,1,---,n}. Et avec

z&m n, on déduit que Lzm T f)= Ibf(x)dx.

i=0

(b) (i) Pour n=2p et fde classe C"? sur [a,b], on a d’aprés Q4 (a) :

jjf(X)dx— 7;,(f) = (n -Ii-nZ)! ) f(n+2)(77k )(tkﬂn_ tk)

avec I, :j:tz(t—l)-~-(t—n)dt, ty—1,=0= bma m €[ty tin]-
Ce qui donne en notant M, = S[MIZ] f (’”z)(t)‘
b LM, (b-a)(b-a)"
af(X)dx—Y;(f)‘S e

(i) Pour n=2p+1 et fde classe C""' sur [a,b], on a d’aprés Q4 (b) :
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' k=0

PPy v
avec J, = _[:t(t—l)---(t—n)dt et g‘fk E[tk,tk+1]

Ce qui donne en notant M, ,, = Sy, b]‘f "H ‘ :
tE

_T(f)‘g nmn(;(fl—)a)[b;a)nﬂ

Probleme 40 : Méthode de Romberg

Ce probleme utilise certains résultats du probléme 39.
Dans tout le probleme on se donne un intervalle réel [a,b] avec a<b et une

fonction continue f:[a,b] — IR.
Pour tout entier m =1 on définit une subdivision de [a,b] en posant :
b-a

b=

m

, X, =a+ti-h (OSiSm)

b
Le calcul approché de J 1 (x)dx par la méthode des trapézes composée se fait
en approchant cette intégrale par le réel T(h) défini par :

(k) = h{w+§f (xi)}

(voir le probleme 39, Q5 avec n = 1).
On définit la suite de Romberg (R,, i )ke]N par la récurrence :
" nzk

R —T(bz “) (n=0)

1
4k+1 _1
Q1. Montrer que les termes de la suite (RH,O)”>0 peuvent se calculer par la

R, = (4k+1 R,,—R —l,k) (k >20,n>2k+ l)

n

recurrence :
\/ (@) +£(b)
2

Rn+1,0 = %(Rn,o + Rn,O’) (l’l 2 0)

’ _ 2" _
oil R,, = bzn“ Zf(a+(i—%)b2naj.
i=1

b
Q2. Montrer que, pour tout k20, ona LimR, , = j f(x)dx

n—>+oo
nzk

:(b—a

Q3. (a) Montrer qu’il existe une suite double ( ) e telle que :
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k
(b) Montrer que z o ;=1 (k > 0).
J=0
(c) Montrer que pour tout k =1 et tout x€ IR, on a :

k ) k 4_/ _
ZO(k’ij = H 41’ _)lc
=0 j=1

‘ 4T gy
J —

z‘ak’J‘x _H4_/_1

j=0 J=1

(d) Montrer que pour tout entier j 20, ona Lima,, ;=0.
n—+oo o
nzj

Q4. Pour cette question, on suppose que f est de classe C° sur [a,b].

R, — J.;f(x)dx

Donner une majoration de [’erreur de quadrature , pour tout

entier k > 0.
05. Montrer que, pour toute fonction continue f sur [a,b], on a

LimR,, = J-bf(x)dx.

n—>+oo

Solution

Q1. Pour n =0, on a bien R, = T(b-a)= (b—a)w.

b—a
2}7

OnaR,,= T(h,, )= T(h—”) = };—”{M+ zilf(xj/)}, avec :

2 2

Pour tout entier n >0, on pose h, =

a+i-hsij=2i (1<i<2"-1)

’

X =atjh., = 1 A o
at|i=— Jhsij=2i-1 (1<i<2")

’

C'est-a-dire que les x,, sont tous les points qui interviennent dans le calcul de

2" ,
R, ;. Ce quidonne bien R, , = %{RH,O +h, Zf(sz )}
i=1

C'est-a-dire qu’une fois calculé¢ R ., le calcul de R, , ne nécessite que le
+1
calcul de 2" nouveaux termes et non pas 2" .
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2—1

1 . b—a <

Q2. On a Rnoz—{S0,1+Sln}, ou SOW— et Sln:—Zf(x)
s 2 o s 5 2)1 = » 2)1 =

sont des sommes de Riemann associées a la subdivision (xi) osicyr - ON en déduit

donc que Lim R, , = J-bf(x)dx.

b
Si on suppose maintenant que Lim R, , f f (x)dx, pour k=0, alors la

n—>+oo
n=k

1

formule de récurrence R

_ k+1 ~
nkat = g 1(4 R, . —Rn_l’k) entraine la convergence

de la suite (Rn’,(+1 - lversJ. £(x)dx.
Q3. (a) Pour k=0,0na ¢, =1.

Supposons construits, pour k=0, les coefficients (O(kj)o . tels que
> <j<

k
R, = z a, R, ;, pour tout n >k (ces coefficients ne dépendent pas de n).
=0
Pour tout entier » > k +1, on a alors :
k+1

_ k+1 _
Rn,k-H - 4k+1 [4 Z ak i n—j,0 Z ak jin=1-j, 0) - Z ak+1,_jRn—_j,0
7=0

avece :

o =0
k+1,k+1 k+1 k.k
4511

Ce qui détermine de maniére unique les coefficients ¢, ; (k20,0< j<k).
(b) Les coefficients ¢, ; ne dépendant ni de la fonction f ni de intervalle [a,b],
on peut prendre /= 1 et [a,b] =[0,1], de sorte que R, , =1 pour tous n >k > 0.
k k

Les relations R, , = Z o, R, ;, donnent alors z a, ;=1
=0 =0

k f k
47 —
(c) Posons, pour tout entier k£ > 1 et tout réel x, (ok H 2 = Z_(‘;

J=1

- X L :
T @, (x), on vérifie que les coefficients /3, ;
pour £=1,0< j <k vérifient la méme récurrence que les ¢, ; avec les mémes

.. .. 1
conditions initiales = =06, = 0= et a, = =06, = —5

En remarquant que ¢, _, (x) =

On déduit donc que ¢, ; = ,Bk’j, pour £k >21,0< j<k.Onadonc:
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k k 4j
4 -X
J —
Zak’jx _H4/ 1
Jj=0 j=r
k

Remarque — En prenant x = 1 dans 1’identité ci-dessus, on retrouve Z a, ;=1
j=0
D’autre part, en utilisant les formules de Viete, le numérateur de gok(x) peut
k k
5z e i _ J i \ _ i+t
s’écrire sous la forme H(4’ —x) = Z(—l) S, x’,ouS, = 24‘ > 0.
j=1 j=0 1Si1<---<ik,jsk

On en déduit alors que (—l)j a,;>0et:
k

4 +x & T ;

¢?k(—x)=H K :Zak,j(_l) X =z‘0{k,j‘x
Jj=1 4/ -1 j=0 j=0

(d)Pourn=j, a, ;  estle coefficient de x" dans @, (x) C’est donc :

(_l)nfj Z 4il+---+ij

<ij<<i <
I<ij<---<i;<n

s Az;(_l)n_ij: n
(4 1) [T -1
. i=1
On a alors :
j (=t )4 tn } ,,,j_j(jz—l)
< G4 LG
[T@-)  [1-)
=l i=1
D’autre part, la convergence du produit infini ﬁ J
j=1

Ly

1 (prendre le logarithme)

J

nous garantit I’existence d’une constante 4 > 0 telle que H < A4 pour tout

j=1 4j _1
. | A A
nZl.CequldonneH — < == St
i 4./ _1 ﬁ4] 4n n2+
j=1
o ‘ A C,{ —y
n=jj| =  j(j-1) ntl ) Tnj
4] J2 4”(7_1]
u., .

avec Lim—L=0. On en déduit donc que Lim c,_, , =0.

n—+eo 1y n—>+oo ’

n2j n,Jj n>j

Q4. Pour n=0, ona R ,= T(bz;naj. Dans le probléme 39, Q5 (b) (ii), on a

obtenu la majoration suivante de I’erreur de quadrature dans la méthode des

trapezes composee :
< |J1|M2(b—a)(b—a)2

b
dx—R
J.a f(x) X n,0 2 271
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1 1 ’”
avec J, = J.O t(t=1)dt = —g et M, = ;S'E[%]‘f (1)

3
M)
12

Pour k>21,0ona R, , Zakj -0 Ctavec Zak =1, on peut écrire que :

Jj=0 Jj=0
3
S M2 (lbz_a) 4—}12]{:‘“]{,]‘4]
Jj=0

| ( [ r(x)dx-r, m)

k 4 L4+ 4
avec Z‘O‘k j‘4’ =g, (-4)= H ——. Le produit infini H ,
= =1 4/ -1 47 -1

Jj=1

étant

J

k
o +4
convergeant, il existe une constante B > 0 telle que | | " < B pour tout £ >1

J=1

I” F(x)dx—R,, SW

Remarque — Si on suppose que f est de classe C”, on peut alors montrer en
b
_[ f(x)dx—R | estun 0(4 k“)")

Q5. Si on suppose que fest de classe C?, alors le résultat découle de Q4.
b
Ona J- f(x)dx_Rn,n nn j(J‘ f dx )
D’apres Q4, pour tout £> 0 donné on peut trouver j, € IN tel que :
be(x)dx - R_/.,O‘ <€

et:

Vn=k, 4™

utilisant la formule d’Euler Mac—Laurin, que

Vi 2 Jo»

Pour n> j,, on a alors :

[ (e - [ r(x)ds-R,,

+gz

J=jo+1

n,n— j‘

an,n—j‘

J

Le produit infini H 4/ +]

étant convergeant, il existe une constante C > 0

]
tellequez Mj‘— j/ 1SCpourtouthIet:
Jo
V> j,, U f(x)dx-R,,[<DY|a,, |+C-e
a =0
ouonanoté D= Max{J‘bf(x)dx—Rj,O; OSijO}.

b
Etavec Lima, ;; =0, on en déduit que Lim R, , J 7 (x)dx
nzj
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Probleme 41 : Meéthodes de Gauss

Ce probleme utilise les notations et résultats du probleme 25.
On rappelle qu’on définit un produit scalaire sur IR[x] en posant :

b
VP,Qe IR[x], <P| Q> = L P(x)0(x) 7 x)dx
ou —o<ag<b<+oo et ﬂ‘.]a,b[ — IR, est une fonction poids intégrable telle que
0<J-b‘xk‘7z(x)dx<+oo pour tout entier k=0. La norme associée a ce produit

scalaire est notée P+ ||P|| =, /<P| P>.

On deésigne par {Pn; neiIN } une base orthonormée pour ce produit scalaire et

on note pour tout entier n >0, P.(x)= z ij")xj avec Oé") #0.
=0

Dans le probleme 25, on a montré que la suite la suite (P) W verifie la

n/pe

relation de récurrence :
P(x)=0,B(x)=d = —L

(1) || #fx)ax

b Po(x)+a,P(x)+b,P_ (x)=xP,(x) (n=0)

n+1" n+l

avec .

et que, pour tout n =21, P, admet n racines réelles simples dans [’intervalle ]a,b[.
Q1. Montrer la formule de Darboux—Christoffel :

n n)
VneIN, Vx,y € IR, (x—y)Za(x)a(y)=%{aﬂ(x)a(y)—Iz,(x)m(y)}

n+l
Q2. Dans cette question, on se fixe un entier n=1 et on cherche des réels
X, <X,,<-<x,, dans lintervalle ]a,b[ et des coefficients réels

ApisAnasses Ay, tels que :

(2) vPeR, [x]. [ P(x)r{x)dx= 2ln’iP(xn,i)

(a) Montrer qu’il existe des coefficients A, (1<i<n) tels que (2) soit vérifié si et
seulement si les réels x,; (1<i<n) sont les racines de P,.

(b) On suppose maintenant que les x,; (1<i<n) sont les racines de P,.
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Montrer que les coefficients A,; (1<i<n) vérifiant (2) sont donnés par :

)‘I) 1
&w:(jzw ; (1<i<n)
n-1 R’l (xn,i )Pnfl (‘xn,i )
Les coefficients A,; (1<i<n) sont appelés coefficients de Christoffel.

Q3. Pour cette question, on prend |a,b[ = ]-1,1[ et 7(x)=1. La base orthonormée

{Pn; nelN} est alors formée des polyndmes de Legendre normalisés définis

par.
_ [2n+1 1 i" > )
Vn=0,VxelR, Pn(x)—J > 2"n!(dx) {(x 1) }

1ls sont également définis par la récurrence :

P (x)=0, B(x)=—

NG

(x)+5,P_(x)=xP,(x) (n=0)

b..P

n+1" n+l

avec .

n
b,=0, b = >1
‘ 2n—12n+1 (n21)

(voir le probleme 25, Q5).
(a) Calculer Pn(l) pour tout n = 1.

(b) Montrer que :
Vnz0, (x2 - I)Pn (x) =h 'bn+1Pn+1(x) _(n + l)ann—l(x)
(c) Montrer que les coefficients de Christoffel correspondants sont donnés par :

(2n-1)(1-x,7)

n,i

= (1<i<n)

A
(”Pn—l (xn,i ))2

Q4. Pour cette question, on prend ]a,b[=]—1,1[ et 7Z(x):

. La base

1
V1-x*
orthonormée {Pn; nelIN } est alors formée des polynomes de Tchébychev

normalisés de premiere espéce définis par :

B(x)=—

g

Vnz1,Vxe [—1,1], Pn(x) = \/zCos(nArcCos(x))
T

1ls sont également définis par la récurrence :

R)=-, Pl=
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(voir le probleme 25, Q7).

Calculer, pour tout entier n=1, les racines de P, et les coefficients de
Christoffel correspondants.
05. Pour cette question, on prend ]a,b[ = ]O,+oc>[ et 7{x)=x%", ot a>—1 est
un réel donné. On définit les polynomes de Laguerre par :

Vn>0,VxelR, O (x)= x e (i) {x’”“e‘x}
n! \dx
(a) Montrer que {Qn; nelN } est une base orthogonale de IR[x].
(b) Etablir la récurrence vérifiée par les polynomes de Laguerre.
(c) Calculer ||Q || pour tout entier n.
(d) Montrer que :
V20, x0, (x)=n0,(x)=(n+ )0, ,(x)

(e) Calculer, pour tout entier n 21, les coefficients de Christoffel correspondants.

Q6. On se place de nouveau dans le cas général avec umne fonction poids
m]a,b[ — IR, et une base orthonormée {P;; ne IN}. Chaque P, ayant n racines

reelles distinctes auxquelles on associe les coefficients de Christoffel.
On se donne une fonction f de classe C" sur [a,b] telle que Ibf(x)ﬂ(x)dx soit

convergente.
Montrer qu’il existe ne ]a,b[ tel que :

) e REAUC)
[ 7= 2+

n

Solution

Q1. Pour tout entier £ >0 et tout réel x, on a :
xP, (x) =b B (x) +a, b, (x) +b, B, (x)
En multipliant les deux membres de cette égalité par P, ( y), pour y € IR, il
vient :
xP, (X)Bc(y) = bk+1Pk+l(x)Ec(y) + ach(x)Pk(y) +kak—l(x)Pk (y)
Ce qui peut aussi s’écrire en permutant les roles de x et y :
xP, (y)Pk(x) =bi P y)Pk(x) + akpk(J’)Pk(x) +kak—1(y)Pk(x)
En faisant la différence des deux égalités obtenues, on obtient alors :
(x=»)B(x)A(»)

= bk+l(Pk+1(x)Bc(y) - Pk(x)Pkﬂ(y)) —b, (Pk(x)Bc—l(y) - Pk—l(x)Pk(y))
Et la somme pour £ allant de 0 a » donne :

(x—y)gl’k(x)ﬂ(y) =b,. 1B () B (») = B(x) B, (0} - 5,1 B (x) P, (») - P, (x) B ()}

n+l) 2

En considérant que b, =0, P, =0etbh ,, = a(” on déduit que :
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<x—y>§a<x> _ A (9R0O)- ()P0}

n+1

Q2. Supposons qu’il existe des coefficients A, (1<i<n) tels que la propriété (2)
soit vérifice.
On désigne par @, le polyndme unitaire de degré n qui s’annule en chacun des

Xni (150 <n), soita)( ) ﬁ(x—x )
Pour tout polynome QEIR L[x],ona w,0€IR,, [x]etavec (2):

0)= [ @,(x)0(x)alx)dx = Zﬂn, @,(x,,)0(x,)=0

C'est-a-dire que @, est orthogonal a IR 1[)c] Ce polynome est donc

proportionnel a P, et les x,,; (1<i <n) sont racines de P,,.
Réciproquement, on suppose que les x,,; (1<i <n) sont les racines de P,.
Par division euclidienne, tout polyndme Pe IR, [ ] s’écrit sous la forme

P=Q-P +Ravec QIR _[x ]etReIR 1[x] On a alors :
J| PO)(x)ax = (| @)+ [ R(x)afx)etx = [ Rx)afx)ax
puisque P, € (IRn_l[ ])L
En remarquant que P( )= R( m) pour tout i =1,---,n, on déduit qu’il suffit

(@

n

de vérifier la propriété (2) pour tous les polyndmes P € IR, [x], ce qui équivaut a
prouver ’existence de coefficients 4,; (1<i<n) solutions du systéme linéaire de

n équations a n inconnues :

7

i(xn’i)kfl/ln’i = bek_lﬂ(x)dx (1 <k< n)

i=1
Le déterminant de ce systéme est de type Van Der Monde égal a
H(xn’l. -X, j) # 0, ce qui assure 1’existence et I’unicité d’une solution.

1<j<i<n
(b) On désigne par {Ll.; 1<i Sn} la base de Lagrange de IRn_l[x] (probléeme 33
Q4, (b)) définie par :

ViE{l,---,n}, L,-(x)=ll[ X=X,k _ f}(x) ,]

k=1 xn,i - xn,k X = xn,i P ('xn i)

On a alors Jb L (x) 7 x)dx = Z/ln,kL[(xn,k) =A,,;,soit :

= ! bP”(x) x)dx <i<n
=y | A asis)

P (xn,i B xn,i

n

Avec I’identité de Darboux—Christoffel, on a :

(x5 PR (5=~

Ce qui donne, pour x # x,;
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et:
— an-”) 1 1 « I)k (‘xn,i)
" dnn) Pn+1(xn,i) P

n

Avec I’orthogonalité de la famille {Pk; 0< k <n}, on déduit alors que :
n+l)
/In’iz_“i;l) 1 L (1<izn)
an ])n+l(xni) })n (xn’i

En utilisant la récurrence (1), on a bn+1R.+1( )+ann 1( ) =0, donc :
0((") P (‘xn i) a(i’i l) Pn—l (‘xn,i)

n :b __b n-1 H_ -l

aElTil) e ! 1)n+l(xn,i) afzn) 1)n+1 (xn,i)
o 1

Ay =—= (1<i<n)
’ 0(51 11) P ( nz)I)n—l(xn,i)

et:

Q3.(a)Ona Po(l) = % et par récurrence sur n = 0, Pn(l) = 2n+1 .

(b) Pour n = 0, I’'identité se réduit a 0 = 0. On suppose donc n>1.

Le polynome (x* - I)Pn, est dans IRM[x] il s’écrit donc :
(x _1) Zﬂk

Pk>pour0SkSn+1.

e ==
Une intégration par parties donne :

== B0 =R (s

Pour 0<k<n-2,o0na di{(x —I)Pk(x)}e IR, \[x] et u, =0 puisque P, est
X

orthogonal a IR, _,[x].
D’autre part, avec la récurrence (1), on déduit que P, est de méme parité que n,

donc  que la. fonction (x2 - 1) Pn’ (x)P(x) est  impaire et

u,=[ (2 =1)B ()P, ()i =0.
Il reste donc :
(xz - I)Pn (x) =M, B (x) +/un—1Pn—1(x)
En prenant x = 1 dans cette derniére égalité, il vient, compte tenu de (a) :

/Lln+1B1+l (1) + ll’ln—le—l (1) = 0
Ce qui donne :
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Pn+1(1) V2n+3

M = mﬂm = _ﬁﬂnﬂ
Enfin, en identifiant les coefficients de x" ™', ona n- 0{51”) = umaf

o 3 n(n + 1)

n

n :n—:n-bn+ =
Hort =1 e Y20 +12n+3

n(n+l)
V2n-12n+1

n+l)

et :

=—(n+1)b,

/Lln—l ==

Ce qui donne bien :
Vn 2 0’ (x2 - I)P ( ) n: bn+lP}'t+l( ) (l’l + 1)bnl)n 1( )

(c) Avec (b) et la récurrence (1), on a :

(xni2 - l)f)n,( ) n- bl’l+lRl+l( nl)_(n + l)ban—l(xn,i)
bn+1Pn+1( )+ban 1( ):0
Ce qui donne en éliminant P,Hl(xn’i), (xm2 —I)P/(xm) ~(2n+1)b, P ( )

n n= n-1
de sorte que :

—x 2 2n-1)1-x 7
_ 1 xn’l :( n )( xn,t ) (ISlSn)

(2n + 1)(bn b ('xn,i ))2 (nPn—l (xn,i )2

Q4. Les racines de P, sont les :

X, = Cos(zi_1 72') = Cos(& ) (1 <i< n)

n,i

2n n,
i-1
Sin
donne :
A,=2 (1<i<n)
n

QS. (a) Avec la formule de dérivation de Leibnitz, on a :
n (n+a)(n+a- 1)~~-(n+ a—(n—k—l))

0.(x)=2 K(n—k)! (-1

k=0

n (<) T(e+n+l)
= Z X
~ [ T(a+k+1)(n—k)
ou /'désigne la fonction gamma d’Euler.
En utilisant les notations du probléme 25 Q4, cela peut encore s’écrire :

C (_l)k k+a_k
0,(x)= ;T CiraX
On en déduit en particulier que le polyndme O, est de degré n, pour tout entier
n, et donc que le systéme {Q,; n € IN} est une base de IR[x].
Pour n>1et 0<k <n—1, on obtient apres k intégrations par parties :
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o)1 J [ij{ L= (21) ’LJ( d j Lo Ly

n! dx n! E

+oo

_ (1) k_[(dij{}} ~o

0
Avec Q, € IR [x], on déduit alors que (Q,|Q,)=0 pour 0<k <n-1. Ce qui

prouve que la famille {Qn; neIN} est orthogonale.
(b) Le polyndme xQ, est dans IR, [x], il s’écrit donc :

xQ, (x) = :Z:i:quk (x)

<xQn Qk>

avec U, =—————pour 0<k<n+l.
o
Pour 0<k<n-2, o0n a <xQn Qk> = <Qn ka> =0, puisque x0, € IR,_[x] et
O, est orthogonal & IR, _[x]. Ce qui donne #, =0 pour 0<k <n-2.
On a donc :

(%) x0,(x)=,,0,.,(x)+1,0,(x)+1,.,0, ., (x)

En utilisant le développement de Q, établi en (a), on voit que les coefficients

. o (1)
de x" et x" ' dans O, sont donnés respectivement par ﬁ() ( )

n |

1
+ 1

A = (-1)"

= (n—l)! et x" dans (*)

(ar+n). L’identification des coefficients de x”

A
Ib{nﬂ)
n+l

Enfin en prenant x = 0 dans (*), on a 4,,,0,.,(0)+,0,(0)+x,,0, ,(0)=0,
avec 0,(0) = CZ, pour tout k > 0. Ce qui donne u,_, =—(n+a).
En définitive, les polyndmes Q, vérifient la relation de récurrence :

{Q—l(x) =0, Qo(x) =1

donne alors y,,, = =—(n+1), u, =2n+a+l.

~(n+1)0,,,(x)+(2n+ a+1)0,(x)-(n+ )0, ,(x) =x0,(x) (n20)

(c) On a, en reprenant les calculs de (a) avec k=n :
0, ?= ,Bf,")<xn Q,,> = (—1)",651")J-0+mx”+“e_xdx = (—1)",3,1")F(n +a+ 1)

C'est-a-dire :

, T(n+a+l)
jof = ety
(d) Pour n = 0, I’identité se réduit a 0 = 0. On suppose donc n > 1.
En utilisant le développement de O, obtenu en (a), on a :
, n _ k n—1(__ k
w0, (1=3 W cnent 2 0,0-5 EL et
i k! o k!

Etavec CX**(n—k)=C"% (n+ ), on déduit que :

n+a n-l+a
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() Pour 1<i<n, on a A,,=—"~— , avec P =——0 et
aﬁ’_ll) Pn (xn,i )Pn—l (xn,i) Qn
n)
Ofn") = L,Bi”), ce qui donne A, = i 0, e ! :
Qn ’ 'gnn:ll) 1 Qn (xn i )Qn—l ('xn,i )
Enfin avec Qn,(xn,i) -_nra 0. 1( ) on déduit que :

n,i

F(n + 0{) X,

(n * Ot)n! (Qn—l(xn,i ))2

Q6. Soit H,, | le polyndme d’interpolation d’Hermite de f associé aux x,; défini
par :

ni

H,,_ € IRZn—l[x]
H,, "(x,) = fW(x,;) (k=01 1<i<n)

Dans le probléme 33, Q5 (c), on a vu que I’erreur d’interpolation est donnée
par :

o) (& elat])

En considérant que J HZH X )ﬂ(x)dx = iﬂnJHZn_l(xn,i) = Zn:ﬂn,if(xm), on
i=1 i=1

déduit que I’erreur de quadrature dans la méthode de Gauss est donnée par :

Lbf(x)ﬂ(x)dx—2/1n’if(xn’i) = J.:(f( ) H,,_ 1( ))ﬂ(x)dx
- (B £ (E ) A x)ax

0,(0) = (e amp LI ) (g g )

n

Avec f( ) H,,_ 1(x) = (x_xn,i)zhn (x), ou Limh, (x) = f/’(x”’i)_HZiz—l (xn,i)

XXy 2

on déduit que :

Lim =Li
XX, (P (x))2 XX,

C'est-a-dire que la fonction g, se prolonge par continuité sur ]a,b[
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D’autre part, la dérivée £ est continue sur [a,b] (i. e. continue sur ]a,B]

avec des limites finies en a et b), donc il en est de méme de g, et on peut utiliser le
théoréme de la moyenne pour écrire que :

(B 72 () x)d = £ ()] (B (2)) #lx)aix = £ (n)

avec 7€ ]a,b[.
Ce qui donne bien :

) L R AU
[ @t =34,,1(x,) (] @)

n

2

B =r""(n)

n

Probleme 42 : Transformation de Fourier discrete.
Algorithme de Cooley et Tukey

On désigne par LI(IR+) l’espace vectoriel des (classes de) fonctions

Lebesgue—intégrables sur [0,+c>0[. Cet espace est muni d’une structure d’espace
+oo

de Banach avec la norme f +> ||f||1 = JO ‘f(t)‘dt.

On rappelle que [’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et a support
compact dans ]0,+9[ est dense dans (L1(1R+), ”1)

La transformée de Fourier d’une fonction f €L1(1R+) est la fonction f

définie par :
vxelR, f(x)= ‘[Omf(t)e_z’mdt
On approche cette intégrale par la fonction fr définie, pour tout T > 0, par :

A T .
VxelR, f,(x)= IO 1(2)e™™ dt
Q1. Montrer que pour toute fonction f € L1(1R+), la transformée de Fourier f

est continue et nulle a l’infini.
Q2. Dans cette question, on se donne une fonction f € LI(IR+) continue et telle

que Lim f(t)=0.
t—>+oo
(a) Montrer que pour tout £>0, on peut trouver un réel T >0 tel que :
vexT, |[f()<e

Vx € IR, ‘f(x)—fT(x)‘ <€

(b) Pour tous €>0, T >0 définis comme en (a) et pour tout entier n>1, on note

o= T et X = %5 (fréequence de Nyquist).

n
Montrer qu’on peut choisir n assez grand de sorte que :

(2) |x|2X:>‘f(x)‘Se
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(c) Pour & T, X et n = 2p entier pair choisis de sorte que (1) et (2) soient vérifiés,
on définit des subdivisions de [0, T ] et [—X , X ] en posant :

T . .
5:;, t,=j-o (0<j<n-1)

=X« —kn (—ESksf)
n 2 2

Montrer, en utilisant la méthode des rectangles, que le calcul approché des

A n n . g
f(xk)pour tout k € {—5,---,—} se ramene au calcul des quantités :

¥, =Z(a)n)j'kf_/ (0<k<n-1)
=0
2izm

ou on a posé w, =e 7 (racine n°me de l'unité) et S/ =f(tj) (0<j<n-1)

2irx
Dans ce qui suit, n désigne un entier positif non nul et @, = e " une racine
néme de ['unite.
La transformation de Fourier discrete est l'application linéaire F:C" — C" qui
associe a tout vecteur x =(x,,x,,--,x,_) € C" le vecteur y =(y,,y,,---,y,,) €C"

dont les composantes sont définies par :

n—1

Vs =Z(a)n)jvkxj (0<k<n-1)

=0
Q3. (a) Montrer que la transformation de Fourier discrete est un isomorphisme
de C" et calculer son inverse.
(b) Montrer que si y = F(x), alors :

n—1 2 1 n—1 )
Z‘xj‘ __Z|yk|
=0 N =0

(Formule de Plancherel).
(c) Donner un algorithme simple de calcul de la transformée de Fourier discrete
ne faisant intervenir que les opérations d’addition et de multiplication de
nombres complexes.

On calculera le nombre d’opérations éléementaires (additions et multiplications
complexes) que nécessite un tel algorithme.

Dans ce qui suit, on suppose que n =2" avec p > 1.

On note, pour tout entier r € {O, l,---,27 — 1} :

-1

r=yr2" (refo})
0

son écriture en base 2.
Un nombre complexe indexé par [’entier r sera noté z, =z, .. et une

SIp-1

somme sur r allant de 0 a n — 1 peut alors s’écrire :
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Zz D) IED 1N

17,=071=0 rp1=0

Q4. Soient xe(C", y= F(x) eC" et ke {0,1,- 27— 1} d’écriture binaire
p-1
k= Zk,li . Montrer que :

i=0

1 1
207k L 27k, (o +241) ] o207 )
_ p-1J0 0 1 0 -1
(3) Ve = an Za)n ZCU xj St

Jo=0 71=0 Jp-1=0
05. Déduire de (3) un algorithme rapide de calcul de la transformée de Fourier
discrete.
On calculera le nombre d’opérations élémentaires (additions et multiplications
complexes) que nécessite un tel algorithme.

Solution

=izt

Q1. Pour presque tout ¢ € IR*, la fonction > f(¢)e est continue sur IR et

‘f(t)e"z”m = ‘f(t)‘ avec |f|e L'(IR*). On en déduit alors que la fonction / est
continue sur IR (théoréme de Lebesgue).

Si la fonction f est indéfiniment dérivable a support compact dans I’intervalle
]O,a[ , alors une intégration par parties donne, pour x # 0 :

:J‘Oﬂf(t)efzmx;dt _ |:f(l‘) e‘zl.'mrz :| N .1 Jaf’(t)e’Zim’dt

—2i7mx o 2i7mc 70

Soit :

P

Si fel'(IR*), alors f = Lim f, dans (L1(1R+),
n—>+oo
de fonctions indéfiniment dérivables a support compact. Pour tout réel x # 0, on a

alors ‘f(x)‘ < An (x)‘

Pour £> 0, on peut trouver n, € IN tel que || S =71l

( )e—Ziizxtdt‘ <

LTINS

1) ou ( fn)nE v €St une suite

< et X, >0 tel que pour

|x|2X on ait |/ (x)‘sf,de sorte que ‘f x‘SSpour|x|2X0.

On a donc ainsi prouvé que Hle f ( )=0.

Q2. (a) Comme thm f(t) =0, on peut trouver 7, > 0 tel que ‘f(t)‘ <éepourt=T,.
D’autre  part, pour tout 7>0 et tout xe€lR, on a
f(x) - fT(x)‘ < J;m‘f(t)‘dt = 0, on peut donc trouver 7, >0 tel que :
VxelR, VT>T,, ‘f(x)—fr(x)‘ <e
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11 suffit donc de prendre T = Max{T,,T,}.
(b) On a vu en Q1 que ‘%im f(x)=0, on peut donc trouver 4 >0 tel que

‘f(x)‘ < € pour |x|2 A. 11 suffit alors de prendre n>27A4 pour avoir X = 4 et
‘f(x)‘ﬁepour|x|ZX.

(c) Chaque f(xk), pour —§Sksg, est approché (a & pres) par fr(xk).

Lutilisation la méthode des rectangles a gauche pour le calcul approché de
f T(xk) donne alors :

k-j . .
avec x,1, =—=. Ce qui s’€crit aussi :
n

A & n n

Heg=ar s, (k-22)
- 2 2

Avec la 27z-périodicité de la fonction ¢+ €, on voit que les y, sont définis

pour tout k& dans Z et qu'ils forment une suite n—périodique (y,,, =y, pour tout
keZ).

I1 nous suftit donc, pour déterminer complétement cette suite, de calculer les y,
pour k € {0,1,---,n—1}.

Du point de vue pratique, les valeurs approchées des f (xk) sont données par :
k=0 pour x, =0

k=1, 2, g—l pour x, €]0, X[

k:§+l,-~-, n — lpour x, €|-X,0

kzg pour x, = Xetx, =—X
Q3. (a) La matrice de F dans la base canonique de C" est :
1 1 - 1
1 w ces a)”_l
A=
1 a)n—l . a)(n—l)z

C’est une  matrice de Van Der Monde de déterminant
Dét(A) = H (a)n" ~w,’ ) # 0. On déduit donc que F est un automorphisme.

0<j<i<n—1

Pour tout je{O,l,---,n—l}, ona:

n—1 ” n—1 " n—1 ” n—=1( n-1 ( ')k

-J _ - ik _ i-j
Z a)n Vi = wn wn X = z a)n X;
k=0 0

k= i=0 i=0 \ k=0
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Pour i # j dans {0,1,---,n—1}, ona 0<|i—j|<n et a)n"*j # 1, de sorte que :
n-l (i=j)n
i 1-w
an( ])k: ni_. :O
k=0 lI-w,™
Pour i =, cette somme vaut n. On a alors, en définitive :
n—1
z wn_rkyk =n- xi
k=0

C'est-a-dire que la transformation de Fourier discréte est un isomorphisme de
C", d'inverse F' définie par :

(=0 = (5=15075 (=)

(b) Pour tout ke{O,l,-'-,n—l}, ona:

) n—1 I n—1 i n—=1( n-1 (j—i)k—
A =2.0,"x,2 o, xi:Z Za)n X, |x;

j=0 i=0 7=0 \'i=0
Et:
n—1 n—1
2 -k |—
2l = ( o, Jx,x,
k=0 0<i,j<n \ k=0
Avec :
o (i=jn
-l -0, =0sij#i
(j-i)k _ 1 imj J
n - - a)n
k=0 )
Osij=i
On en déduit alors que :
n—1 n—1
2 2
>l =]
k=0 j=0

(¢) Tout d'abord, on écrit une procédure de calcul des ,", pour r € {0, 1,---,n— 1} ,

ces valeurs étant stockées dans un vecteur w de C".
Ce qui donne, en disposant d'opérations sur les nombres complexes :

PROCEDURE PuissancesOmega(Entrée n : Entier ; Sortie w : VecteurComplexe) ;
Début

wo=1;w; = Cos(2mn) —i-Sin(27n) ;

Pourrallantde 2 an - 1 Faire wy. = wy_jwj ;
Fin ;

Ce calcul nécessitant n — 2 multiplications complexes.

En remarquant que pour 0< j,k<n—1,0ona a)nk'j =w,", ou r est le reste dans
la division euclidienne de j-k par n, on déduit la procédure suivante de calcul du
vecteur y :

PROCEDURE FourierDiscret _1(Entrée n : Entier ; w, x : VecteurComplexe ;
Sortie y : VecteurComplexe) ;
Début
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Pour k Allant de 0 a n — 1 Faire yj, = x( ;
Pourj Allant de 1 a n— 1 Faire yp =y + Xj
Pour k Allant de 1 a n— 1 Faire
Début
Pourj Allant de 1 a n — 1 Faire
Deébut
r =j+4 Modulo n ;
Yk = Vit Wrxjs
Fin ;
Fin ;
Fin ;

Le calcul de y, nécessite n — 1 additions complexes. Pour k € {0, l,---,n— 1}, le
calcul de chaque y, nécessite n — 1 multiplications complexes et n — 1 additions
complexes. Ce qui donne en ajoutant le nombre d'opérations nécessaires au calcul
de w un total de (n—2)+(n—1)+2(n- 1)2 opérations complexes.

Remarque — On peut aussi utiliser 1’algorithme de Horner pour évaluer chaque yy
considéré comme un polyndme en a)nk. La encore le nombre d’opérations

élémentaires est de I’ordre de 7°.
Q4. On a, pour tout k € {O,l, - n— 1} :

ZZ Yo

Jo=0/,=0 Jp1=0
p-1
En remarquant que, pour j = 21121 et k= Zk 2" dans {0,1, n—l}, ona:
i=0 i=0

J"kEko(fo"""+jp—12p_l)+2k1(jo+"'+jp—22p_2)+"'+2p_1kp—ljo (MOd n)

on déduit que :

w5 = gy ¥ o gy 2 k(o2 g Kol s2 )
n n n n
et donc que :
1
277! J Z 2772 k- (i +2j Z j 2Pl )
— , -1Jo p-2\Jo 1 0 p-1
yk z a)n a) w xlo,"':(/p-l
Jo=0 J1=0 Jp-1=0

Q5. Avec les formules (3), on déduit le schéma de calcul suivant.
Etape ) — On pose X =
Etaper + 1 (r=0,1, ..., p— 1) — L'étape précédente a donné le vecteur X" de

+1
composantes x( wdyorkaedy  ©6 0N veut calculer celles de XY notées

(r+1)
xj()"”’jpfr72’kr7”"k0 '
Avec (3), on déduit que :
2P
NED EZQ’ gt F%ng) . )

Jos lp— 25 k 10:"',]p_y_1»k,-_1:“'» 0
.]p— =0

On pose alors :
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n
= 2r+1
L= jyteetp, 227 €10, m=1]

— 2p—r—1

m

h=k 4+ +hk,2" e{o,---,zf —1=i—1}
2m

[=job4), 20 0277 ke, 2P 4k 2P = L+ 2-m-h
J= ot A, o212 k2P 4k 2P = m
et les formules précédentes vont s'écrire :

X = U x_s.') (k. =0)

x§r+1) _ wnz”in(r) +wnzr(L+2F*”‘)xY) (kr _ )

Avec a)nzw_'_l =—let a)nzy =®,,,,on déduit alors que :
xi(r+l) — xi(r) + x.Er)
(r+1) _ L( ") _ m)
x; =0, \x-x;

Et au bout de p étapes, on a x,(j’i)I ks = Volh)s ou o est l'inversion binaire définie

par o(k0+---+kp_12p‘1) =k, etk 277

Pour retrouver les composantes du vecteur y dans le bon ordre on devra donc
faire une inversion binaire sur celles de x'?'.

L’algorithme ainsi obtenu est dii a Cooley et Tukey.

En notant, pour p 21, 4, le nombre d’additions complexes et M, le nombre de
multiplications complexes dans cet algorithme, on a la récurrence :

{Al =2; M,=0
— p. — p-1
A4,=24,,+2"; M,=2M,  +2
Ce qui donne :
{Mp =4,
— p
A,=p2

C'est-a-dire qu’on a un nombre d'opérations ¢lémentaires de 1'ordre de
n-Log, (n)
Remarque — Cet algorithme peut également étre utilis¢ pour le calcul des
coefficients de Fourier d’une fonction périodique.

Si f:IR — C est continue par morceaux et T—périodique alors ses coefficients
de Fourier complexes sont définis par :

o= f(e T ar= L[ p)ear =L 7(s) (~Leks<t
foT T T’ 27 72

en notant encore f la fonction coincidant avec la précédente sur [0, T ] et nulle
ailleurs.
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Probleme 43 : Transformation de Fourier discrete.
Agrégation 1993, extrait

) . . \ N
On désigne par n et N des entiers supérieurs a 1, tels quen = 2" — 1.
’ + 1 roN . .
L’espace C" " * est rapporté a sa base canonique et muni de la norme usuelle

définie par ||x||2 = /Zn:|xk|2 .
k=1
2ir

On convient de noter w,,, = e™' et d’appeler :
— Polynoéme associé a un élément a = (ao,al,- . ,an) de C" "' le polynéme :
A(x) = ay+ax+-+a,x"
— Transformation de Fourier discréte de C"*' application @, +; associant a
tout élément a =(ay,a,,"-,a,) de C' “1élément suivant de C" 7

¢n+l (a) = (A(l)’ A(a)nﬂ )’ ERE) A(wn+1p)’ ) A(a)nﬂn ))
Q1. (a) Etablir que @, + | est un automorphisme de l’espace vectoriel C" ™ !
(b) Exprimer pour tout a € C"*' la norme de ¢n+1(a) en fonction de la norme de a.

(c)Expliciter la matrice M, + | de I’automorphisme @, + ; dans la base canonique.
En déduire que l'inverse de @, + ; est défini par :

-1 1 -1 - -n
¢n+1 ((1) = m(A(l)’ A(a)n+1 )’.“’A(a)nﬂ p)’n.’A(a)nH ))
Q2. Etant donné un éléement a = (ao,al,-u,an) de C""1 on lui associe les deux

n+l

. . _ e )
éléments notés b—(ao,az,a4, ,an_l) et c—(al,a3,a5, a) de C?* et l'on

>¥n

considere alors leurs transformées de Fourier discrétes, notées respectivement :

¢ﬂ(b) = (ﬁo’ﬁla'“ugn—lj

2 2

¢n+1(a) :(a(),al,"’,an) et

¢n+l(c) :(7/037/19"':7”1)

2 2

(a) On suppose connus ¢n+1(b) et ¢,1+1(c) et l'on considere [’algorithme suivant
2 2
(dans lequel la notation A < B indique que [’on affecte a la variable complexe A
la valeur complexe B) :
E«1;
pourpde0a (n—1)/72 faire :
début
F«Eyp,a—p+F, a ., «B-F, E—w-E;
pt——

2
fin.
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Prouver que 1’élément (0{0,0(1,---,0( Oln) de C"*' ainsi obtenu est égal a

¢n+l(a) N

(b) Soit uy et vy les nombres des additions et multiplications complexes
nécessaires au calcul de ¢n+1(a) par l’algorithme récursif décrit ci—dessous (et ne

n-1°

tenant pas compte du calcul des nombres @, + |, supposés connus) :

— Si N = 1, on calcule ¢,(a,,a, ) = (ao +a,,a,—a,) etdoncu; =2 etv; = 0.

— Sinon, on calcule récursivement (,/inﬂ( ) et ¢,..(c) en effectuant pour

2 2

chacun d’eux uy_ ; additions complexes et vy _ ; multiplications complexes et l’on
obtient ¢n+1(a) par l’algorithme développé ci—dessus a la question (a).

Exprimer uy et vy en fonction de uy_ ;, v et N.

En déduire en fonction de N, puis de n, le nombre d’additions et
multiplications complexes (resp. réelles) nécessaires au calcul de ¢n+1( )

(c) Comparer enfin ces nombre d’opérations a ceux qui résulteraient du calcul de
¢n+1(a) par utilisation répétée de [’algorithme de Horner.

On rappelle que le calcul de P(x) =a,x"+-+a, par cet algorithme s effectue
de la fagon suivante :

P(x) = (~--((apx+ap71)x +apfz)~-~+al)x+ao

Solution

Q1. (a) Comme dans le probleme 42, Q3 (a) on peut remarquer que la matrice de
#,+1 dans la base canonique de C" "' est une matrice de Van Der Monde de
déterminant non nul, ce qui prouve que ¢’est un automorphisme de C" .

On peut aussi calculer le noyau de @, + ;. I est formé des vecteurs a € C**' tels
que le polynéme associé A s’annule sur les n + 1 racines (n+ 1)™ de lunité 1,
@, O, ,cesta-dire que 4 est un polyndme de degré au plus n qui s’annule

en n+1 points distincts, c’est donc le polynome nul et a=0. Donc
Ker( M) {0} et @+ est un automorphisme de C"*

(b) On a la formule de Plancherel (probleme 42, Q3 (b))
VaeC", ‘ ,.( H n+1 |a||

C'est-a-dire que ¢, + | est une similitude de rapport v/n+1.
(c) La matrice de ¢, dans la base canonique de C""! est une matrice de Van
Der Monde :
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1
La formule de Plancherel nous dit que I’automorphisme ———¢, ., est
q p il Dot

unitaire son inverse est donc ¢égal a son adjoint, de matrice

= —— (matrice complexe conjuguée).

\/F n+l \/_ n+l

<1 - . 1 — .
C'est-a-dire que ¢n+1 a pour matrice P M ., et son expression est :
n+

¢n+17l (a) = ﬁ(A(l)a A(E)rﬁl )a' T A(E)nﬂn )) = ﬁ(“l(l)s A(wmlil )" I A(a)nﬂin ))

Q2. (a) L algorithme proposé est dii a Cooley et Tukey (probleme 42, Q5).
En notant F, la valeur de la variable /' a 1’étape pe{O,l,-- - 1} de la

boucle « pour », on a :
F a)n+1 p° a ﬂ +a)n+1 yp
avec :

1)/ k % k
ﬂ B( n+l] zazk( W, ] s Vp = ( n+l] zazkn[ n+lj

En remarquant que @,,, = w,,,’, on déduit que :
2

”/ » )2 ("7% )2k n Ay »
a,= ZaZk( @, ) +Za2k+1(wn+l ) :Zaj(wnﬂ ) :A(wn+l )
k=0 =0

n—1
our =0,1,---,—.
pour p >

De fagon analogue, on voit que :

n n+l
ap_'_ﬂ _zaj( a)n+1p) = A(_a)n+1p) A(wan ;)
2 Jj=0
pour p+ ntl = n-1 L---,n
> s s

On a donc bien (050 TR Otn) = ¢n+1(a) en fin de boucle.
(b) Pour ¢,,,(b) et ¢,.,(c) connus, le calcul de ¢..,(a) par Ialgorithme du (a)

2 2
nécessite n + 1 additions complexes et n + 1 multiplications complexes.
s . A . :
C'est-a-dire que les suites (u,) vay €t (vy) vsy Verifient la méme relation de
récurrence :

Xy =2x,  +n+l1=2x, +2" (N2>2)
La suite ( v N) sy définie par y, = ;—% est arithmétique de raison 1.

Avec les conditions initiales u, =2 et v, =0, on déduit alors que les nombres
d’additions et de multiplications complexes sont données par :
uy, =2 N =(n+1)log,(n+1)

=2Y(N-1)=(n+1){log,(n+1)-1}
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On a donc un nombre d’opérations complexes de ’ordre de nlog, (n)
(¢c) Le calcul direct de ¢,,(a)= (A(l), Alw,,,), A(a)nﬂp),' - A(a),m"))

nécessite n + 1 évaluations du polyndéme 4. Chacune des évaluations A(a)nﬂp ) par

I’algorithme de Horner nécessite n additions et » multiplications. Ce qui donne un

total de Zn(n + 1) opérations complexes, soit un nombre d’opérations de 1’ordre de

2
n.



CHAPITRE 7

Systemes différentiels

Probléme 44 : Probléme de Cauchy. Méthodes a un pas

Dans tout le probleme, on désigne par I = [a,b] un intervalle fermé borné, p

un entier strictement positif, y, un vecteur de IR” et f:1x IR" — IR” une fonction
continue.
L’espace vectoriel IR' est muni d’une norme y > || y||

Le probleme de Cauchy associé a I, y, et f consiste a trouver une fonction y
dans l'espace C 1(1 ,IR? ) des fonctions continiiment dérivables de I dans IR’ telle

{y(a) =7,

(1)
veel, y(1)=/(6,(1))
Q1. Soient (E,d) un espace métrique complet et g.E — E .

que :

Montrer que s’il existe un entier k > 0 tel que l'itérée ¢ = @o @o---o@ (k fois)
soit contractante, alors @ admet un unique point fixe dans E.
On rappelle qu’une application w.E — E est contractante s il existe un réel
A€[0,1] tel que :
V(y,2) e ExE, d(ylz),ly))<2d(z,y)

On suppose de plus, dans tout ce qui suit, que la fonction f est lipschitzienne
par rapport a sa deuxieme variable, c'est-a-dire qu’il existe un réel 1> 0 tel que :
Vtel, V(y,z) € IR? x IR?, Hf(t,z)—f(t,y)” < ﬂ”z—y”

Q2. Montrer que pour tous t, € I et y, € IR”, le probleme de Cauchy :
(2 y(tO) = yO
veel, y/(6)=f(6x(1)
admet une unique solution y € C' (I ,IR” ) (théoreme de Cauchy—Lipschitz).

A tout entier n > 0, on associe une subdivision de l’'intervalle I en posant :



Probleme 44 227

h=""2 t =a+k-h (0<k<n)
n

n

Dans tout ce qui suit, on note J = [O,b—a] et on se donne une fonction
continue ¢.1xIR" xJ— IR”. On associe a cette fonction la « méthode a un
pas » définie par la relation de récurrence :

Yo=Y, t¢,
(3)
{ykﬂ =k +hn¢(tk7yk’hn) (OS k< ”_1)
ou ¢ est donné dans IR

Pour toute solution y du systeme différentiel y’(t) :f(t,y(t)) et pour tout

ke{0,1,---,n—1}, on pose :

£ == D(0) =20} o)1)

n

Cette quantité est appelée « erreur de consistance » de la méthode en t;.
On dit que la méthode a un pas associée a ¢ est :
— consistante avec le probleme de Cauchy (1) si :
Lim( Max ||&, ||) =0
n—+eo "0<k<n-1

pour toute solution y du systeme différentiel y’(t) = f(t,y(t)).

— stable s'il existe deux constantes M; et M, indépendantes de n, telles que pour
foutes suites ( Vi )0<k<n, (zk ) o<ien €L (5k ) o<kt veérifiant :

yk+1:yk+hn¢(tk=yk7hn) (0<k<n—1)
Zk+1=Zk+hn{¢(tk’zk9hn)+€k} o

avec yy et zg donnés dans IR, on ait :
Max||z, —yk” < M1||z0 —y0||+ M, Max

0<k<n 0<k<n-1 8k ||
On désigne par y la solution du probleme de Cauchy (1) et par ( Vi ) ocpe, UNE
suite définie par (3).
Q3. Montrer que si la méthode a un pas associée a ¢ est consistante avec le
probléeme de Cauchy (1) et stable, alors :
Vi _y(tk )H) = 0)

(Lm(e)=0) = (Lim{pax
On dit alors que la méthode a un pas associée a ¢ est convergente.
Q4. (a) Montrer que :

Lim( Max

n—+oo "0<k<n-1

s l) = S 2. (0) - oo, (2.0
pour toute solution y du systeme différentiel y’(t) = f(t,y(t)).

(b) Montrer que la méthode a un pas associée a ¢ est consistante avec le
probleme de Cauchy (1) si et seulement si :

Viel, YzelR", §t,2,0)= f(t,z)
05. Soit (xk )kem une suite de réels positifs telle qu’il existe deux constantes

réelles strictement positives o et [favec :
Vk=0, x,. <(l+a)x, +p
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Montrer alors que :

Vk>20, 0<x, < (xo +£)ek”—£
o o
Q6. Montrer que si @ est lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable, alors
la méthode a un pas associée a ¢ est stable.
On suppose de plus, dans tout ce qui suit, que :

— @ est lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable ;

—Vtrel, VzelR?, #t,2,0)= f(z,z).

Q7. Montrer que Lzm(Max

n—+oo " 0<k<n

avec Lim(£)=0.

H) 0 pour toute suite (yk) verifiant (3)

0<k<n

Q8. Pour tout entier n > 0, on désigne par @, la fonction affine par morceaux sur

1 définie par :
¢n(tk):yk (OSkSn)
@, affine sur[t,,t,.,] (0<k<n-1)

ou la suite (yk) est définie par (3) avec Lim(é’n) =0.

0<k<n

Montrer que la suite de fonctions ((pn )ne | converge uniformément vers y sur 1.

Solution

Q1. On montre tout d’abord que la fonction ¥ = ¢" admet un unique point fixe
dans E.
Soit (x, )ne v une suite d’approximations successives définie par :

{xer
n+1 y/(x) (l’l>0)
Pour m>n>1,onad(x, x )<d(x, x,  )+-+d(x,,,x,), avec :

Vj =0, d( Xjsr> X ) (‘V(x) w('xj 1)) (xj’xj—l)s'“Sﬂjd(xlﬂxo)

Ce qui donne :

m—1 n

d(xm,xn)sz}u"d(xl,xo)slﬂ—ﬂd(xl,xo) -0

‘ -
=n

si A€[0,1].

On a donc ainsi montré que la suite (xn )nE v st de Cauchy dans I’espace
métrique complet £ et qu’elle converge vers un ¢lément x de E.

Avec la continuité de  (une application contractante est continue), on déduit
que J//(x) = x, c'est-a-dire que x est un point fixe de y.

Si x” € E est un autre point fixe de y, alors :

0<d(x’,x)= d( w(x), w(x)) < Ad(x’,x)

et x #x’ donne d(x’,x) <d(x",x), ce qui est impossible, donc x = x” et y admet
un unique point fixe dans E.
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Avec l//((p(x)) = ¢ (x (o(l//(x ) @(x), on déduit que (o(x) est aussi point
fixe de et ¢(x)=x du falt de ’unicité de x. Donc x est aussi point fixe de .

Réciproquement si x est un point fixe de ¢, alors ¢ (x) = x et x est aussi point

fixe de w. D’ou 'unicité du point fixe de ¢.
Q2. On désigne par E ’espace des applications continues de / dans IR”.

Muni de la norme de la convergence uniforme définie par
zZH ||z||°° = Sup |z(1)|, ¢’est un espace de Banach.

te[a,b]
On définit ’application ¢ E — E par :
VzeE,Vtel, olz)(t) yo+jfxz

et on remarque que la fonction y € C' (I ,IR? ) est solution de (2) si et seulement si

elle vérifie ¢(y) =

Il s’agit donc de montrer que ¢ admet un unique point fixe. Pour ce faire, on va
montrer que I’une des itérées de @ est contractante.
Pour yy, y, dans E'et ¢ dans Lona:

[ )(6)= A )N < |1 Geon ()= 1 (o) e

Et par récurrence sur k > O

<’1|t_t0”|y1 y2||m

At Alb—-a
l(y) - oy, )| < u||y1 yl. < %H% -
k
Comme gﬂ@ =0, il existe k>0 tel que @ <1 et pour un

tel k, I’itérée ¢f* est contractante. Ce qui prouve que ¢ admet un unique point fixe
dans E et que (2) admet une unique solution.
Q3. En posant z, = y(tk), pour tout k € {0,1,---,n}, onaa:

Zrn1 T4 +hn{¢<tk’zk’hn)+ ‘9k}
et avec l’hypothese de stabilité de la méthode :
Max|z, — y, || <M ||Z0 y0|| + M, Max

0<k<n 0<k<n-1

&= M

&l
0<k<n 1 k

€k||) 0. Etdonc :

v = (2,) Yy —Zk||)=0)

Q4. (a) En appliquant la formule des accroissements finis a la fonction
S Cl([ ,IR” ) solution de (1), les erreurs de consistance peuvent s’écrire :

Tk)_dtk’y(tk)’h) (Tkay Tk ) ¢(tkay tk ) 0<k£n—1)
avec 7, €[t,,1,,,].

On pose :
{ak f(Tkay Tk ) ¢(Tkay Tk) O)

Avec I’hypothese de consistance, on a Lzm( Max

n—+oo 0<k<n-1

D Lim ( Max

n—+oo  0<k<n

(Lim(é’n) = 0) = (le(Max

n—>+oo —+oo " 0<k<n

(0<k<n-1)

B, ¢(Tk9y Tk ) ¢(tk’y )
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etona ¢, =a, +0,.
La fonction g:f+> H Fle,(8) - e, »(¢ )H est continue sur le compact [a,b],

elle est donc bornée et attemt sa borne supérieure en un point 7€ [a,b]. On peut
alors poser o= Sup”f t y ¢(t y H—

On a, de maniére évidente :
Vn=>1, Max

0<k<n-1
Pour tout £> 0, on peut trouver 7> 0 tel que :

<n = |elw-gl<e

o|<a

Soit n, € IN tel que h, < 77 pour tout entier n = n,.
Pour 1> n,, il existe k €{0,1,---,n—1} tel que 7€ [t,.t,,,]. On aalors :
Vielt, ] —e<glr)-glt)<e
On déduit alors que ||05k || = g( rk)> g(7)—e=a—cet Oj\klaxlnakn > a— € pour
<k<n—
tout entier n > n,.
On a donc prouvé que pour tout réel £> 0 il existe un entier ng tel que :

Vnzn,, a-¢e< Max|e|<a
0<k<n-1
Ce qui prouve que le( Max || )
q p q n—>+oo 0<k<n 1 k”
D’autre part, la fonction ¢(,4) ¢(t y(t ) est uniformément continue sur

le compact 7 x J. Pour tout réel £> 0, on peut donc trouver un réel 7> 0 tel que :
h,h |l n)— e, 1) < €
Soit n, € IN tel que h, < i pour tout entier n =n,. Pour tout entier n=n, et
tout ke{O,l,---,n—l}, on a alors |h |< n et |Tk —tk|<h < 1, de sorte que :
Vn>n,, Max|pB || k||< £

0<k<n-1
B.])=0

On peut donc conclure que Lzm( Max

n—+oo "0<k<n-1

Ce qui prouve que Lzm( Max

n—+oo “0<k<n-1

Ex ”)

(b) Si la méthode a un pas associée a ¢ est consistante avec le probléme de
Cauchy (1), alors Lzm( Max ||€k||) 0 et f(t (¢ ) ¢(t y(t )pour tout te /.

0<k<n—

Pour (x,z)eIxIR”, le probléme de Cauchy y'( )=f(t,y(t)) avec la
condition initiale y(x)=z admet un unique solution 7 € CI(I ,IR? ) (d’apres Q2)

f(x,2)= #x,2,0) = £ (x, 7(x)) - ox, 7(x),0) =

La réciproque est évidente.
QS. Par récurrence, on déduit que :

et:

-1 _ ko
Vk20, 0<x, <(1+@) x,+85 (1+a) (14 o) x g0 ]
i=0 o

QOu encore :
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Vk>0, 0<x, S(xo +£j(l+ a)k —ES(xO +£)ek'0’—é
o o

Ce résultat est le lemme de Gronwall.
Q6. Soit 4 >0 tel que :

Viel,V(y,z)eIR" xIR" ,Vhe J, |At.z,h)- Kt,y.h)|<Az-))|
On suppose que pour n=>1 donné, les suites ( yk)

0<k<n’ (Zk 0<k<n et (‘gk 0<k<n-1
vérifient :

{yk+1:yk+hn¢(tk=yk’h”) (0<k<n—1)

Zrr1 = %k +hn{¢(tk’zk7hn)+ gk}
On définit alors la suite (ek)osm par e, = ||yk —zk” pour tout k €{0,1,---,n} et
ona:
€1 = ||yk+l _Zk+1||
= Hyk T2 +hn(¢(tk’yk’hn)_ dtk’zk’hn))_hngku = (1+Z'hn)ek +h,
Soit e,,, <(1+ a)e, + 3, avec o= A-h, et f=h, Max|e,].

0<k<n-1

Al

Avec Q5, on déduit alors que :
k-a
-1

Vke{0,1,---,n}, 0<e, <%, +"——p
Ce qui entraine :
Maxle, =y | < Mz =yl + M, Max ||
e/l(b—a) -1 b—a

avec M, = ™) et M, = (ka=kA <Ab-a) pour 0<k <n).

n
C'est-a-dire que la méthode a un pas associée a ¢ est stable.

Q7. C’est une conséquence immédiate des résultats de Q3, Q4 (b) et Q6.

Q8. La fonction ¢, est définie par :

t—t
vt e[tk7tk+l]a (0,1(t)=yk +h—k(yk+l —yk) (OSkSn—l)

n

Pour tout 7 € [tk ,tk+1], ona:
@, (1) = )| <[y = (O] + [y = 2]

< H.Vk _y(tk)H+Hy(tk)_y(t)u+‘
On déduit alors que :
o, (t) — y(t)” <3 Max

0<k<n

+ Hy(tkﬂ) - y(tk)H + Hy(tk) - yk”

(1) =(¢)
b

La méthode étant convergente, pour tout réel £> 0, on peut trouver n, € IN tel

Vi1 — J’(tk+1)

Vi — y(tk )H +2 t;s%;b]

que Max

0<k<n

Vi — y(tk )H <§ pour tout entier n = n,.
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La fonction y étant uniformément continue sur le compact 7, on aura également

pour ng choisi assez grand, Supb]uy(t) —y(t’)” <§ dés que n=n,.
t,t'ela,

|t-t[<h,

Ce qui donne en définitive S[ujg]‘ %(t)— y(t)” < &, pour tout n=n,. On a donc
tea,

ainsi prouvé que la suite de fonctions ((an )ne v converge uniformément vers y sur
L

Probléme 45 : Ordre d’une méthode a un pas. Méthode RK4

Ce probleme utilise les notations et résultats du probleme 44.
On rappelle que :
— I = [a,b] est un intervalle réel fermé borné, p un entier strictement positif.

— f:IXIR" — IR” une fonction continue et lipschitzienne par rapport a sa
deuxieme variable.
— A tout entier n > 0, on associe une subdivision de [’intervalle I en posant :

h="%  —asken (0<k<n)

n

— On note J = [O,b—a] et ¢.1XxXIR" X J— IR est une fonction continue
lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable.

On désigne par y la solution du probleme de Cauchy (1) du probleme 44 et par
( Vi ) o<i<, Une suite definie par la relation de récurrence :

(*) {yo:ya-l-é’n
yk+1 :yk+hn¢(tk’yk’hn) (ngsn_l)
ou ¢ est donné dans IR

On dit la méthode a un pas associée a ¢ est d’ordre q s’il existe un réel y tel
que :
VYn=>1, Max

0<k<n-1
ou & designe l’erreur de consistance de la méthode en t,.
Q1. On suppose que la méthode a un pas associée a @ est d’ordre q.
Donner alors une majoration de [’erreur de discrétisation définie par :

Max||y, — y(tk )H

0<k<n

pour toute suite ( Vi ) o<i<, d€finie par (%).

&< v-n,"

Dans tout ce qui suit, on fait les hypothéses supplémentaires suivantes :
— p = 1 (pour simplifier les notations) ;
— flest de classe C? sur I, ou q est un entier strictement positif donné ;
— @ admet des dérivées partielles continues par rapport a sa troisieme variable h
jusqu’a l’ordre q.

On définit la suite de fonctions ( f U )0 par la relation de récurrence :
<j<q
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=7
, () ()
f(ﬁ'l) =%+f% (OS]SC]—I)

Q2. Montrer que la méthode a un pas associée a ¢ est d’ordre q=1 si et
seulement si :

o’
03. On suppose maintenant que f est de classe C*.
On peut définir une méthode de résolution approchée du probleme de Cauchy
(1) du probleme 44 en écrivant, pour tout entier k € {0, L, ,n— 1} :

y(tk-H) = y(tk)+ J‘:H f(tay(t))dt

et en utilisant une formule d’intégration approchée.
(a) Montrer que [’utilisation de la formule d’intégration approchée de Simpson
conduit a la méthode a un pas associée a ¢ définie par :

1
dtayah) = E{Kl(tayah)+2K2(tayah)+2K3(tayah) +K4(t7y7h)}

J
Viel, VzelR, fiQOJAD:f%TmeJ)(OSqu—D
J

ou :

K,(t,y.n)=f(t.y), Kﬂh%m=f@+gd*§KKh%mj

h h
Kxa%m=f@+5Jw5Kxa%m} K,(t,y,h) = f(t+h,y+hK,(,y,h))

Cette méthode est appelée « méthode RK4 ».
(b) Montrer que la méthode RK4 est consistante.
(c) Montrer que la méthode RK4 est stable.

(d) Montrer que la méthode RK4 est convergente.
(e) Montrer que la méthode RK4 est d’ordre 4.

Solution

Q1. La définition de I’erreur de consistance permet de prendre z, = y(tk) dans la
question Q6 du probléme 44. On a alors la majoration :

J’(tk)_J’kH < M1HJ’(¢1)—J/OH+ M, Max

0<k<n-1

(b-a)
)+ oy

Dans le cas particulier ou la valeur initiale y, est exactement y(a), on a une

Max, AR ")

0<k<n

erreur de ’ordre de 7.
Q2. Avec la formule de Taylor en & = 0, on peut écrire que :

=y h'
dtk’y(tk)’hn):Zﬁ ah?(tk’y(tk)’o)-l_ qn' ah?(tk’y(tk)’é:k)
=0 J* !

avec &, €]0,4,[.
Par récurrence, on vérifie facilement que :
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ye)= V- ( 1) (1<j<q+1)
En effet, pour j=1, on a y’( ( t, (1 ) f( )(t,y( )) et si on suppose le

résultat vrai pour j € {1, . ,q}, alors :

000 = 20000 = L )+ 200

ok %
(-1 (-1) ,
= Lol + L (0 1 (e(0) = £ 0500)
Un développement de Taylor en tk donne alors :
J’(tk+1) (t +h Z | f (k:y )) (;Zn_l_l)!f(q)(’?kﬂy(’?k))

avec 1, € ]tk ,tkﬂ[ (vestde classe Cq ! puisque fest de classe C9).
On déduit alors le développement suivant de I’erreur de consistance :

— S hnj 1 () OW¢
o= S 0 0)- 5 2000(0).0)

+ hq”j (ﬁf@(’ha)’( up ))_%?(tkﬂy(tk)7§k )J

Les conditions :

29 (1,2,0)= 1 U(2) (05jsq-1)

Vtel, VzelR, :
ah’ j+1

entrainent alors :
h 1 a
& = qn! (qu(q)(??k,y(??k))— é,h?(tk’y(tk)afk))

Avec la continuité¢ de la fonction ¢+ f (")(t, y(t)) sur le compact / et la

¢

continuité de (t,h) — %(t,y(t),h) sur le compact /X .J, on déduit qu’il existe

une constante réelle y indépendante de » telle que 0§k4<a)fl||£k || <y-h. Cest-a-dire
que la méthode est d’ordre g.
Réciproquement supposons que la méthode soit d’ordre g =1 et qu’il existe
. 1 ; .
JE {0,1,~--,q—1} tel que la fonction %(1,2,0)——1]‘(’)(@2) ne soit pas
+
identiquement nulle sur 7 X /R. On désigne par p € {O,l,~-,q - 1} le plus petit de

ces entiers.
Comme dans la question Q4 (b) du probléme 44, on voit que la fonction

0')h17

En utilisant des développements de Taylor, on a :

&qu(t,y(t),O) —ﬁf(p)(t,y(t)) n’est pas identiquement nulle sur /.
P
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_hL ) _9°¢
& = D! [p+lf (tk’y(tk)) Y (tk’y(tk)’o)]

AN G ST 9"
+(p+1)![p+2f (nksy(nk)) N (tkﬂy(tk)ﬂgk)j

Avec la continuité des fonctions considérées, on peut trouver un réel 0> 0 et
un intervalle non réduit a un point [, 5] c[a,b] tels que :

p
vie[af, %(f,y(t),O)—ﬁf(”)(t,y(t))

On peut également trouver un entier n, € IN tel que A, <f—a pour tout
n>n,. Pour tout n>ny, il existe k €{0,1,---,n—1} tel que [¢,,¢,,,]c[@f]. On
déduit alors que :

1 7
o< mf(p)(tk’y(tk ))_ &h?(tk ’y(tk)ao)

>0

p! h,
< —hnp AR (1 1) M,,
ou

£ (1) =221, (1), )

Mon = St o

p+2

- h .
<ply-h*™"+—-<M, , — 0, on aboutit a

(p 1) pl n—>+oo

M

p+l

Et avec L'|€ |+—”
B (p1)!
une contradiction.

J _
On a donc bien 8—?(t,z,O) —Lf(’)(t,z) =0 pour tout j€{0,1,---,g—1}.
o’ j+1
Q3. (a) La formule d’intégration approchée de Simpson peut s’exprimer par :

e e ]
On peut alors écrire :
J/(t/m) Ey(tk)"'%{f(tk Dy(tk))+4f[tk +%ay(tk +%)j+f(tk +hn’y(tk +hn))}

Le calcul approché de f (tk , y(tk )) se fait avec :
f(tkay(tk)) =K, = f(tk 5yk)

ou y; est une approximation de y(tk )
. h : . .
Un premier calcul approché de y(tk +§) peut se faire en utilisant la méthode

des rectangles a gauche. Ce qui donne :

y(tk +h7"j = y(tk)+J;1”§f(t,y(t))dt = y(tk)+h?”f(tk,y(tk)) =y, +%"K1

et:
h h h h
R S (R Y
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En utilisant la méthode des rectangles a droite, on obtient :

h h h h h h i
y(tk +7")5y(fk)+5”f(tk +?”,y(tk +5”D5yk +?"f(tk +2 +§Klj

1 hn ~ th .
soit y| ¢, +? =), +?K2 et:

h h h h
f(tk +?”,y[tk +?"D5K3 :f(tk +?”,yk +?”K2j

Enfin un calcul approché de f (tk +h, (1, +h, )) se fait en utilisant la méthode
du point milieu, ce qui donne :

o, +h,) = (1) + fh fe(6))de = y(t,) +h, f [tk +h?", y(tk +%D

h h
=) +hnf(tk +?nayk +?nK2jEyk +h,K,
et:

f(tk +hn’y(tk +hn)) = K4 = f(tk +hn’yk +hnK3)
Ce qui donne en définitive la méthode définie par :

1
A1, p,h) = E{Kl(r,y,h)+2K2(r,y,h)+21<3(r,y,h) +K,(t,y,h)}

avec les coefficients k; définis dans I’énoncé.
(b)yPour A=0,0na:
K\(1,7,0) = K,(1,,0) = K, (t,,0) = K,(1,,0) = f (¢,7)

Donc #t,y,0)= f(¢,y) et la méthode RK4 est consistante avec le probléme de
Cauchy (probleme 44, Q4 (b)).
(¢) Pour montrer que la méthode RK4 est stable, il suffit de montrer que
I’application ¢ est lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable (probléme 44,
Q6), ce qui résulte immédiatement du caractere lipschitzien de la fonction f.
(d) Avec le résultat de la question Q3 du probléme 44, on déduit que la méthode
RK4 est convergente.
() Onnote, pourj=1,2,3,4:

K, = Kj(t,y,h) = f(t+cjh,yj)
avec :
1

=0, ¢,=¢;=—, ¢, =1

2
K,=0, y, =y+chK,, (j=1273,4)
On remarque que :

K(.00)= f(6y) (j=1234)

7K _ (i=123)

Pouri=1,0ona:
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%(t,y,h)%{z ()42 2 1,y + 2 (r,y,h)}
avec, pourj=2,3,4:
K. A
0%/ (t,y,h) %(H—c h yj) O,j}(t+cjh,y_/)%(t,y,h)
b, K .
Ej(tﬂyah) chj 1(t yvh) j 0—,]1] (tayah)
Ce qui donne, pour 2=0:
211,30 = e,/ 0,9)
K.
0= L0 6) L (1)

et:

SIS

%(z‘,y,()) :%(ZCZ +2¢, +C4)(%(t,y)+f(t=y)

Pouri=2,ona:

J 1| J°K, aZK J2°K,
ah?(t yah)_ { 0%2 (t yah) ahz3 (t’y’h) ahz (t y’h)}

(1.0)|=5.1(2.)

avec, pourj=2,3,4:

J°K, d? a*f .
ER (t y,h) 2 O'th(H_Ch yj)+2c/ 0"0}(t+cfh’yj)j(t’y’h)
7 &, ’ Iy,
+ é’y]: (t+cjh,yj)(j(t,y,h)j +%}(r+c‘/h,y‘/) 0%21 (t,y,h)

2%y, K . J°K_
)= 225 ) n )
Ce qui donne, pour 2=0:

2%y, K.

0026 v 0) =20 [ G0+ 1) G er)

J’K 2

0= (LN 2 2L ) S )Y

e Lo Lo s )L er)

et:
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d? 1 J° J? d? 2
%(tayao) 28(2022 +2C32 +C42)( &t{ (tay) +2 é’t; (tay)f(tay) +&_)§(tay)f(tay) j
1
2o i) o o) ) L0
avece .

2¢," +2¢ +¢, =2, 2¢c, +ee, =1

Ce qui donne :
¢
0')h2

1
3
De manicre analogue, on peut aussi vérifier que ﬁ?(t’ y,O) :% f (3)(t, y) et
d'e |
—(t,y,0) %= t,v).
S (2,0) =< (1)

C'est-a-dire que la méthode RK4 est d’ordre exactement 4.

Probleme 46 : Méthode de différentiation rétrograde de Gear.
Agrégation 1980, extrait

Ce probleme utilise les notations et les résultats du probleme 24.
Soit T un nombre réel positif ; pour me IN, on note C" ([0, T];E) [’espace des

fonctions m fois continiiment différentiables de [O, T ] a valeurs dans E et
C’”([O, T ]XE;E) [’espace des fonctions m fois continument différentiables de
[0, T] X E a valeurs dans E.

On se donne une fonction f:(t,y) — f(t,y) appartenant a C' ([0, T] X E; E) et
on note Dyf(t,y) la dérivée partielle de f par rapport a y au point (t,y) ; on
supposera dans toute la suite qu’il existe un nombre réel positif L tel que :

vee[o.T], VyeE, |Df(ry)<L.

On se propose d’approcher la solution du probleme différentiel de condition
initiale suivant :

Déterminer y € C' ([O, T]; E) veérifiant ;
(P) qveefo,7] y(e)=£le,(0))
y(0) = ¥, donné dans E
ot y'(t) désigne la dérivée de la fonction y au point t.
Q1. Montrer que pour tout te[O, T], tout y et z de E, il existe un opérateur
g(t;:y,2) de L(E) tel que :
F(t.y)-f(1.2)=glt;.2)(y-2)

et
le(s:y.2)|< L
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On considere maintenant une subdivision :
O0=t,<t,<t,<--<t, <-<ty=T
de lintervalle [0,T] et on note, pour n=1,---,N, par h, =t, —t,_, le n"™™ pas.

On se propose de déterminer par récurrence des valeurs approchées
VosVis s Vs s Vy de la solution y() du probleme (P) aux points
ty,t,, 5t o+ ty. Pour cela on se donne un entier r avec 1<r < N et on suppose
déterminées les valeurs approchées y,,y,,"*, v, (r <n < N).

Q2. Soit 7, la fonction « polynomiale » de [0, T ] a valeurs dans E :

ﬂnr(t) = Zr:tkdknr
E prd S

ou les coefficients d, . appartiennent a E et sont déterminés par les relations :

kn,r

Vi:1,2,"',ra 7 (tnfi):y”*i

n,r

/4 (tn) =z donné dans E

n,r
. d ., .
(a) On pose z = d—ﬂn r(tn). Montrer que z et z" sont liés par une relation de la
;o

forme :

.
z= Z an,iyn—i + hnan
i=1
Calculer les coefficients a,; et b, en fonction des abscisses t

n’t11—17”"t;1—r'

T
(b) Montrer que lorsque le pas h, = h = v est constant les coefficients a,; et b, ne

dépendent que de i et r ; on les notera respectivement a; et b.
(c) Montrer que si la subdivision de [’intervalle [0, T ] veérifie la condition :

(l)ilexiste 0>0, tel que Vn=1,2,---,N —1, 0<lghs 5

n

alors il existe un nombre réel positif C1(5) tel que, pour tout n veérifiant
r<n<N,onait:

J=6(9). pbl<c(9)

(d) Etablir les relations :

ian,i = 1’ ian,i(tn - ZLnfi) = hnbn
i=1 i=1

(e) Montrer que si h,b L <1, il existe un élément unique y, de E tel que :

yn = Zan,iynfi + hnbnf(tn ’yn)

i=1

03. Soit ze C'"* ([0, T];E) ; on pose, pour r<n<N :

en<z>=z(rn>—:zlan,,z<rn,.>—hnb,,zf<rn>

ou z' désigne la dérivée de la fonction z.
(a) Montrer que, sous [’hypothese (1) de Q2 (c), il existe un nombre réel positif
C2(5) indépendant de n, tel que :
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e, () < G ([ [ o)

\ ’ <\ k ro. [ e .
ot on a posé h= Maxh, et ou P désigne la dérivée kK" de la fonction z.
I<nsN "

(b) Montrer que, sous [’hypothese (1), il existe des nombres réels C3(5)
(indépendant de n) et y,,, tels que :

O v < lon |

47n"n

z(’”)(t)udt

Donner une expression simple de ,, en fonction de t ,t,_ -t

., s préciser la

valeur y, de y,, lorsque le pas h, = h est constant.
On définit par récurrence des valeurs approchées y, de y(tn) par:

()

Y, =1, donnédans E, pour £=0,1,---,r -1

Y = zan,iyn—i +h,1b,,f(t,,,y,,), pourr<n<N
i=1

ou les valeurs de démarrage n,,1,,---,1,._, sont calculées par une autre méthode
que nous ne préciserons pas ici.
Nous supposerons dans tout ce qui suit qu’il existe un nombre réel positif v<1
tel que :
(2) Vn=r, hbpL<v
de sorte que le probleme (P;) admet une solution unique.
On considere maintenant deux suites (€n )rSnS v et (zn ) ey Vérifiant les

« équations perturbées » :
Zy,2y," 1., donnésdans E

n,i<n—i

(Qh) znzia z +hb f(t.z)+e, pourr<n<N
i=1

On pose :
T
un:yn_zn etUn:(un’unfl’.” u )

> n—r+l

04. (a) Montrer qu’il existe un opérateur G, EL(E”) ne dépendant que de

g(tn; Vo2, ), une matrice carrée R, d’ordre r ne dépendant que des coefficients

ay,; et un élément E, de E" ne dépendant que de &, tels que [’on ait :
(I-hbG)U, =RU, +E,, pour r<n< N

ou I désigne l’opérateur identité.
(b) Lorsque le pas h, = h est constant la matrice R, ne dépend pas de n ; on la
notera R. Calculer la matrice R pour v =2, 3 et 4 ; montrer que cette matrice
verifie la condition (D) de Q2 (c) du probleme 24.

On suppose désormais que r = 2, 3 ou 4.
(c) En déduire qu’il existe un nombre réel positif ¢, et une matrice carrée d’ordre
r inversible, notée H,, tels que si la subdivision de [’intervalle [O,T ] verifie la

condition :

hn

(3) Vn=2,--,N, [l-—|<a«

r

n—1

alors on a :
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Vn=r,--,N, HH,_IRHH, 1 <1 et la condition (1) de Q2 (c).
(d) Montrer qu’il existe un nombre réel positif C, tel que, pour r <n< N :
HH;1 (I-hbG.)"' HH <1+Ch L
(e) En déduire que, sous [’hypothese (3), il ;xiste un nombre réel positif Cs tel

que :
<G exp(C, Lt, )[ Tt Z”gzﬂ

05. On suppose maintenant que f EC’([O,T ]XE;E). Montrer que, sous

Vn=r,-,N,

UVI

Urfl

I’hypothese (3), il existe un nombre réel positif Cs tel que :

Vn=r,-,N, |y, —y(tn) =G exp(C4Ltn){rZ_l:Hyﬂ —y(tﬂ)H-i- CéhrJ’O’"‘
4=0

y(r+l)(l‘)Hdt:|

Solution

Q1. A t€[0,T], y€E et z€ E fixés, on associe la fonction ¢./R— E définie
par :
VxelR, ¢(x)= f(t,z+x(y—z))
C’est une application continiment dérivable de dérivée définie par :
Vx € IR, (o’(x) = D},f(t,z+x(y—z))(y—z)
On a alors :
S(e.9)=1(1.2) = 1) - A0) = [ ¢/(x)ax = g{12y.2)(y-2)
ou :
g(t;y,z) = J‘Ol Dyf(t,z + x(y —z))dx € L(E)
La condition de Lipschitz HDy 7(t,) ‘ < L sur[0,T]x E donne alors :
V(t;y,z)[O, T] xE?, Hg(t;y,z)‘ <L
est le polyndome d’interpolation de Lagrange associé a

Q2. Le polyndéme 7,

(¢t .t )et(z,y,_,,,, ) (voir le probléme 33, Q3).
On peut I’écrire sous la forme :

ﬂn,,<z>=L0<t>z+;zla<r>y,,_,.

ou on a pose :

pourf=t, ona:
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’ L(¢) L
L (t ={g[ntl_t = Ht"‘_:f (1<i<r)
t#t n n—i n j;zl n—i n—j

,
* \ r
etz= Zan’iyn_l. +h,b,z , ouon aposé :
i=1

MU B
hnLO (tn) h’li 1
Jj=1 tn - Z‘n—j
a,; =— Li,(t") = lr 1 g P (1<i<r)
LO (tn) (tn _tn—i) j:,l tn_i _tﬂ—j
Jj=1 tn _tn—j .
T

(b) Dans le cas particulier ou le pas est constant, on a A, =h=ﬁ, t,=i-h

1

(0<i<N).Cequidonne 7, —t, ;= j-hpour 1< j<ret:

’ &1
L (t,)=—2"~
0 h;}
de sorte que :

Pour 1<i<r,ona:

et:

(¢) L’hypothese (1) entraine 0>1 et :
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hn—1S&n—i+l = S5ihn

0<i<n-1
h_.zlh_,ﬂz---zi (05i<n-1)
n—i 5 n—i 51 n

En écrivant, pour j=1,2,---,r, que ¢, —t, ;= h, +hn_1+~--+hnf(j > on déduit

-1
que :
ho<t,—t, <h(1+8-+8") (1<j<r)

b=ty =h th o >h 2 i (1<i<j<r)
On déduit alors les majorations suivantes :

[ [ — ¢(6)

hnLO (tn) 1 -
1+ 5+
Li,(tn )‘ ’
n,i = ’ = nbn Li (tn)

LO (tn)

i—1 r
<C(O[T(+&+-+57) [T+ +57)s

Jj=1 J=i+l

r(r+l)

<C(8)1+8+-+57) "8 2 (1<i<r)
Ce qui donne en définitive les majorations :
Vi=1,2,-,r, <C(9), .= (s)

an,i

en posant :
r+l1 r
C,(8)= c(a){az(u 5+---+5f-1)}

) et
(z,yn_l,---,yn_r), avec y,_, =z#0 pour 1<i<r est I’'unique polyndme de degré

(d) Le polynome d’interpolation de Lagrange associé a (tn,t,H,--~ t

>%n-r

inférieur ou égal a r qui vérifie 7z, r(tn_[) =z pour 0<i<r. Le polyndome constant

égal a z convient, donc z = ﬂn’r(z‘) = (Zr: Li(t))z et:
i=0

r

Zr:Li(t):l, ZLi,(t):O

On déduit alors que :

D’autre part, on a i(tnﬂ. —tn)Li/(tn) = (z,), ot P(t) est le polynome de
i=1 i=1

degré r — 1 défini par :
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BQ)ZHT}? (1<i<r)
. n—j

= n—i
j#
,

Le polynéme P(¢)= ZR(r) est de degré inférieur ou égal a r—1 et vérifie
i=1

P(tn_k) =1 pour 1<k <r.]1l est donc identiquement égal a 1 eton a:

S (1, —1,)L (1,) =1

i=1

Ce qui donne :

r L
z (tn - Z‘nfi )an,i = (tnfi - tn) ’,(t") = ’1 = hnbn
i=l i=l LO (tn) LO (tn)
(e) Il s’agit de montrer que I’application ¢. E — E définie par :

vy € E’ ¢(y) = Zan,iynfi +hnbnf(tn ’y)
i=1

admet un unique point fixe dans /.
La condition HDy 7z, y)” <L sur [0,T]X E entraine que f est L-lipschitzienne

par rapport a sa deuxieme variable (conséquence immédiate de 1’inégalité des
accroissements finis) et pour y, z dans £, on a :

|y) - el2)| = np,| 1 (2,.3) - £(z,.2)| < B, Ly -7
La condition 4,b,L <1 nous dit alors que I’application ¢ est contractante sur
I’espace complet E et avec le théoréme du point fixe (probleme 44, Q1) on déduit
alors que @ admet un unique point fixe y, dans E.

Q3. (a) La formule de Taylor avec reste intégral a 1’ordre » permet d’écrire, pour
tout ¢ 6{1,2,---,r} :

c (fm-—fn)k (k) (e, —t) (r+1)
2(t,,) = =2 )+ | 2" (0)dt

i k!

Ce qui donne :

r r 1 r r an’i - ;o
;a"’iz(t"_i)zZF(Z‘I""‘(%—I‘_tn)ka(k)(fn)+27]tn (¢, —1) 2" (¢)dt

k=0 "™+ \i=1 i=1

On connait déja Zan’i(tn_[ - tn)k pour k=0et k=1 (Q2 (d)). Le calcul de ces

i=1

sommes pour k €{2,3,---,r} peut se faire en remarquant que le polyndme
d’interpolation de Lagrange associé a (¢ Loysest ) et (z,yn_l,.--,yn_,), avec

k . .. . L
z#0ety, = (tn_l. —tn) z pour 1<i<r est I’'unique polynome de degré inférieur
ou égal a r qui vérifie ”n,r(fn):Z et ﬂ'n,,(tn_i):(tn_[ —tn)kz pour 1<i<r. Le

polynéme (7 — tn)kz+ (H i)z convient, il est donc égal a ﬂn’,(t).

i=1 tn - tnfi

Et avec les égalités :
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on déduit que :

Zam —t)'=0 (2<k<r)

En définitive, I’erreur de consistance &, (z) peut s’écrire sous la forme :

—~,; r ,
= (o) 2 e
i=1 b

Avec I’hypothése (1), on a les majorations de Q2 (c¢) pour les coefficients a,,;

et:
H< Zj t—t )| Hdr <= ZJ ) (’”)(I)Hdz
< Clr(!5) (’”'h)r’”J‘t’:_ Z(M)(Z)Hdt
Soit :
5)h’f” Hz("”)(t)udt
en posant :

r

r

(r—11

(b) Un développement de Taylor avec reste intégral a ’ordre » + 1 donne :

1 a 1| (1
Sa,olt,)=l0) - 1)+ ﬁ[z<> jz< )

c\i=1

C2(§): C1(§)

r

3 el [ (=0

= (r+1)1
Le polynome d’interpolation de Lagrange associ¢ a (tn,tn_l,--~,tn_,) et

(z,y, sy, ),avecz#0et y  =(¢,_. — tn)r”z pour 1<i <r est donné par :

=== Tl o T )
)

n n—i

i= i L, —1
Et avec les égalités :

Z=x, (1,)= —(IL[(% 1)

a r+l1 *
z= z a,; (tn_i - tn) z+hb,z
i=1
on déduit que :
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Ce qui donne en définitive, pour I’erreur de consistance &, () :

hb - r+ X a,; I r+l (r+
) == e T =0 ) ) S [ =)
i=1 i= e

(r+1)! = (r+1)!

Soit :

r+1 (r+1) _ < an,i I _ r+l(r+2)
e,(2)= 7,62 (1) =3 I)Jtn_l(tn_i £ "2 (¢)dr

g \r+
ou on a pose :

1 - 1 ~t =t .
J/n,r:_ H(tn_tn—i):_ - =

B (r+1)!00 (re)l e —t
Avec l’hypothése (1),ona alors la majoratlon

e r 5 A [ e

<c,(o)h, lj

£+ (I)Hdt

z ’” (¢ Hdr

ou on a pose :

r+l

7

(r+1)!

Dans le cas particulier ou le pas est constant, on a h,=h et pour 2<i<r,
t,—t  =i-h=i(t,~t,,),desorte que :

C,(6)= C,(8)(1+ 5+ +8")

1
r+1

Vor =V, =7
Q4.(a)Ona:
U, =,z —Zan, 4 b, (£ (60,) - (2,.2,) - ¢,
Ce qui peut s’écrire, avec le résultat de QI :
u, —Zam u, +hb,glt,:,.2,)u, €,

Ou encore, sous forme matrlclelle
U=RU,_ +hbGU +E, (r<n<N)

n~ n—1 n-n—"n-"n
en posant :
anl anZ anr
S ’ t:y,z) 0 -« 0 —¢,
1 0 O g(}’lé}n Zn) 0 0 0
R=/0 1 0 0|,G = ' E =
o - 0 1 O

(b) Dans le cas d’une subdivision a pas constant, on a vu en Q2 (b) que :

i-1 i
a,, =a =(_1)—C’ (1<i<r)

n,i i
>

/1.]
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La relation Zai =1, obtenue en Q2 (d), montre que 1 est valeur propre de R

i=1

avec &= (1, TR I)T pour vecteur propre associé.
4 1 1
Pourr=2,ona R=|3 3|avecd =let4,= 3 pour valeurs propres et la
1 0

condition (D) est vérifice.

189 2
11 11 11

Pour r=3,ona R=| 1 0 0 | de valeurs propres A, =1, A, A3 avec
0 1 0

A+ A= Tr(R)—1=% et A,-A, =Det(R)=%. Les valeurs propres A, et As

sont donc complexes conjuguées avec |/12|2=%<1 et I’hypothése (D) du

probleme 24 est vérifice.
Pourr=4,ona:
48 36 16 _3
25 25 25 25
rR=|1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

Le polyndme caractéristique de R est :

23, 13 3}

PR(x):(x—l){—x3+Ex —Ex+g :(x—l)Q(x)

Comme Q’(x) <0 sur IR, on déduit que Q décroit strictement de + o0 & —oo et
donc qu’elle s’annule une seule fois en 4, €]0,1[ (0(0)0(1) < 0), les deux autres

racines A; et A4 étant complexes conjuguées. Avec Q(%]Q(l) <0, on déduit que

1 " .
A, € }l, l[ et |/13|2 = |X»4|2 _ 13 < 2 < 1. Donc la condition (D) est vérifiée.
3 2,25 25

(c) La relation Zanvi =1 entraine que 1 est valeur propre de R, avec & pour
i=1

vecteur propre associé, c'est-a-dire que la matrice R, est dans I’ensemble S défini

en Q1 (c) du probléme 24.

D’autre part, pour r € {2,3,4}, la matrice R vérifie la condition (D). On peut
donc trouver, d’apres Q2 (c) du probléme 24, une matrice inversible H, et un réel
£>0 tels que :

|

R—R|,<& = |H'RH,

<1
1
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Il s’agit alors de montrer qu’il existe un réel ¢ tel que la condition (3) entraine
R, -R| <e.

Pour ce faire, on remarque que la matrice R, est fonction des coefficients a,,;

, : . . h
(1<i<r) qui sont des fonctions rationnelles des y, =—"- (2<n<N).
n—1
Ces fonctions rationnelles étant continues au voisinage de y=(1, ---, 1), il
en est de méme de R,,.
Dans le cas ou tous les 7, sont égaux a 1 (pas constant), on a R, =R et par
continuité il existe un réel &, >0 tel que :

[‘v’n=2,---,N,

—
h

n—1

Sa,j |R,~Rl,<& = | 'RH,]| <1

. 1
On peut toujours prendre &, € ]O, l[ et en posant 5 =l-a,ona:

l=1—0(,< h, <l+a <6
5 n—1
C'est-a-dire que la condition (1) de Q2 (c) est vérifiée.
(d) On a |Gn 1=Hg(tn;yn,zn) <L (voir Q1) et avec la condition 4 b L< v<1
(n=r), on déduit que |hb G

n-n n
. ky k k
d’inverse E h'b G, .

<1 et que la matrice /—-hpb,G, est inversible

k=0
On a alors :
H ' (I-hbG) ' H =I+H 'MH,
avee M= h'b"G  =hbG > h'b G  =hbG (I-hbG,) .
k=1 k=0

Il reste donc a majorer ||M ||1 Ce qui se fait avec :

M), <15 |G|, X001 G, <hb LY (hb,L) <hp, LY v ="k
k>0 k=0 k=0 I-v
Ce qui donne :
HH,“(I —h,,b,,G,,)_lHrH <t+|m,"| |, LA
! ! 1-v

bn| < Cl(é') de Q2 (c), on déduit en définitive que :
HH;1 (1-hpG)" H,Hl <1+Ch L

¢ (9)
] ﬁ
(e) En utilisant le résultat de (a), on peut écrire que :
H'U,=H ' (I-hp,G,) H(H'RH)HU,_ +H (1-hbG,) H(HE,)

n-n-—n r n-n - n

Et avec la majoration 0 <

\ r -1
ouonaposé¢ C, = HH,

Les résultats de (c) et (d) entrainent que, sous I’hypothése (3), on a :
li7u,| <(+ca o) v, | +]a7E| )

n-1

Posons, a r fixé :
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xn = Hr_lUn an = C4hnL’ IBn = Hr_lEn

1 (r—lSnSN)

e
On a alors :
0<x,<(1+a,)(x, ,+B,) (r—1<n<N)
Par récurrence, on déduit que :
0<x <(l+e)l+a,)-(1+a)x,_,

+B(l+a)+f_ (1+a)l+a, )+ +B8(1+a)--(1+a)
et:

0<x, Sll[(1+0(l.)(x,_l +iﬂl)

Et en écrivant que H(l+0@)£He“" =e~ , on obtient I'inégalité de

Gronwall (voir le probleme 44, Q5) :
Sa .
0<x, <e~ (x,_l +Zﬂ,~) (r<n<N)
Avec les inégalités :

i o = C4LG:h,. =C,L(t,~t,_,)<C,Lt,

Sl Sled = el
on déduit que :
HrilUnHl SeCA;Ltn{ Hr—lUn_1 1+ Hrfl 12”61”}
Enfin avee [#,"U, | <[, |U,.|, et |u,|, =| #1170, <|m ) |10,
on déduit que :
o = {0} + Sl
ot onaposé C, =|H" 1 H| .

Remarque — Ce résultat montre que la méthode est stable (voir le probléme 44).
QS. Dans cette question on s’intéresse a la convergence de la méthode en donnant
une majoration de I’erreur y, — y(tn ).

Si fest de classe C', alors la solution y du probléme (P) est de classe C" ' et

I’erreur de consistance &,(y)=y(z,)- Zr:an’l.y(tn_i )- hnbnf(tn ,y(tn)) vérifie la
i=1

y(”l)(t)udt )

Enprenant u, =y, — y(tn) dans Q4, on déduit que :
< CSeC4L’"{

majoration de Q3 (a) Hgn (J’)H n Cz(é‘)hrj-:"

<|\U,

u

n

yn _y(tn) Ur—l

n

Sl
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avec ||Ur_1 ||1 = iz)uyﬂ —y(tﬂ)H et:
=

Yt con ]

on déduit qu’on a la majoration de 1’erreur :

stz e Sl [

ot on a posé C, = (N —r)C, ().

W (de < ¢, (S (W -r)]

0

y('+1)(t)Hdt

y(m)(t)”dt}



CHAPITRE 8

Analyse fonctionnelle

Probléme 47 : Théoréme de projection sur un convexe fermé
dans un espace de Hilbert. Applications

Dans ce probleme E désigne un espace de Hilbert réel. On note < | > un
produit scalaire sur E et || || la norme associée.

On désigne par E’ le « dual topologique » de E, c'est-a-dire [’espace vectoriel
applications linéaires continues de E dans IR

On rappelle que si E; et E; sont deux espaces vectoriels normés, alors une
application linéaire u: E, — E, est continue si et seulement si :

||u||=5up{”](,§[|)”; xea—{o}}«w

Une forme bilinéaire ¢. E X E — IR est continue si et seulement si

Sup{‘(p(x’y)‘ . (x,y)eEx E—{(o,o)}} < too

[/l
On dit qu’une forme bilinéaire @.E X E — IR est coercive s’il existe une

constante o> 0 telle que :
VxekE, ‘go(x,x)‘ > Oc”x”2

Pour toute partie A non vide de E, on désigne par A [’adhérence de A et par

A* ’orthogonal de A dans E, c'est-a-dire :
A" :{yeE; ‘v’xeA,<x|y>=0}
Q1. Soit F une partie convexe, fermée et non vide de E.
(a) Montrer que pour tout x € E il existe un unique y € F tel que :
||x—y|| =d(x,F)= Inf{”x—z ;Z € F}

On note y = PF(x) et l'application P.:E — F ainsi définie est appelée la
projection de E sur F (on dit aussi que y = P, (x) est la meilleure approximation
de x dans F).
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(b) Soit x € E. Montrer [’équivalence :
(y: PF(x)) & (yEFet VzeF,<x—y|z—y>SO)
(c) Montrer que I’application P est lipschitzienne.
Q2. Pour cette question, on suppose que E = IR" est muni du produit scalaire
usuel.
(a) On désigne par F « [’hyperoctant positif » défini par :
F={xer"; vie{l,2,---,n},x >0}
Calculer PF(x) pour tout x e E.
(b) On désigne par F un pavé de E défini par :
F=]][a.b]={xeR"; vie{1,2,,n},a,<x <b}
i=1
Calculer P, (x) pour tout x € E .
Q3. Pour cette question, on suppose que F est un sous-espace vectoriel fermé de
E.
(a) Soit x € E. Montrer [’équivalence :
(v=Px) & (veFety-xeF?)
(b) Montrer que l’application Pr est linéaire continue de E sur F.

Calculer sa norme et son noyau.
(c) Montrer que E = F ® F*.

(d) Montrer que (FL)L =F.
Q4. Pour cette question, on suppose que F est un sous-espace vectoriel de E, non

nécessairement ferme.
€1 . ’
(a) Montrer que F~ est un sous-espace vectoriel fermé de E.

n 1
(b) Montrer que (F ) =F.
05. Pour tout x € E, on désigne par ¢7(x) la forme linéaire définie par :
vyeE, @x)(y)=(x|»)

Montrer que @ définie un isomorphisme de E sur E’ qui conserve la norme
(isométrie).

Ce résultat est le théoreme de représentation de Riesz—Fréchet.
Q6. Montrer que pour tout opérateur linéaire et continu u:E — E il existe un
unique opérateur linéaire et continu 'uw: E — E tel que :

V(x,y)e EXE, <u(x)‘y> = <x [u(y)>
On dit que 'u est ’adjoint de u.
Montrer que H’u” = |u

Q7. L’exemple qui suit montre que le théoreme de Riesz—Fréchet est en défaut si
on suppose seulement [’espace préhilbertien.
Soit E = CO([O, 1],IR) [’espace préhilbertien des fonctions continues de [0,1]

dans IR, avec le produit scalaire (f,g) — <f | g> = folf(x)g(x)dx.

On définit sur E [Dapplication u:f +— u(f) = J: xpf(x)dx avec p>0 et
O<ax<l.
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(a) Montrer que u est une forme linéaire continue et calculer sa norme.
(b) Montrer qu’il n’existe pas de vecteur g€ E tel que u(f) = <f|g> pour tout
feE.
08. On désigne par F une partie convexe fermée non vide de E.
(a) Soient z€ E et v:E — E une application linéaire continue telle que la forme
bilinéaire l,//:(x,y) = <v(x)‘y> soit coercive.
Montrer qu'il existe un réel A >0 tel que ’application f:E — E définie par :
VxeE, f(x)= pF(ﬂz+x—ﬂv(x))
admette un point fixe.
(b) Soit ¢. E X E — IR une forme bilinéaire continue et coercive.

Montrer que pour toute forme linéaire continue u e E’, il existe un unique
x e F tel que :
VyekF, go(x,y—x)Zu(y—x)
(théoreme de Stampacchia).
(c) On suppose de plus que la forme bilinéaire ¢ est symétrique. Pour toute forme

linéaire continue u € E’, on définit ['application J.E — IR par :
vyeE, J(y) =%<ﬂ(y,y)—u(y)
Montrer [’équivalence :
(xeFet VyeF, (ﬂ(x,y—x)ZM(y—x)) = (xeFet J(x)z glggJ(y))

Q9. Soit ¢. E X E — IR une forme bilinéaire continue et coercive.
(a) Montrer que pour toute forme linéaire continue u€ E’, il existe un unique
x € E tel que :
vyeE, u(y)=e¢lx,y)

(théoreme de Lax—Milgram).
(b) On suppose de plus que la forme bilinéaire @ est symétrique. Comme en Q8,
(c), on associe a toute forme linéaire continue u € E’, I’application J:E — IR

Montrer I’équivalence :

(vek. up)=dry) & (J06)=mf0))

yeE

Solution

Ql. (a) La distance de x a F, 0=d (x,F ), est bien définie comme borne inférieure

d’une partie non vide et minorée (par 0) de /R. Par définition de cette borne
inférieure, on peut trouver une suite ( v, )n2 , de points de F'telle que :

Vnzl, & S”x—yn ’ S§2+l (1)
n

En utilisant I’identit¢ de la médiane (||a +b||2 + ||a —b||2 = 2(||a||2 + ||b||2)), on peut

écrire, pour ¢ > p =1 :
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(=)= (x=»,)

2

=2y, o+, )|

Uy =)+ (x=,)

: 1
du fait que E(yp + yq) € F (F est convexe).

qu _yPHZ :‘

avee |

2
2

=4 >

==l )f ==L, 0,

Onadonc,pourg>p=>1:

qu _ypH2 32(52 s +l)_452

q P
Soit :
Vg>p=1, ‘yq—ypuzsz(l+l]<i - 0
qg pP) prov

On a donc ainsi montré que la suite ( yn) est de Cauchy dans I’espace

nxl1
complet E, elle est donc convergente et sa limite y est dans £ qui est fermé.
Et en faisant tendre » vers I’infini dans (1), on déduit que ||x - y|| =0.

Il reste a montrer 1’unicité d’un tel point réalisant la distance de y a F.
Si ze F est un autre point de F réalisant la distance de x a F, on peut alors
écrire en utilisant I’identité de la médiane :

2
= =[(y=x)+ (e=2) =2(ly = xf +[x—2) -4 <48 -48 =0

e

iy . 1 . .
(la convexité de F entraine que 5( v+ z) est dans F). Et nécessairement z = y.

(b) Soit y = P, (x) On sait déja que y € F'. L’ensemble F' étant convexe, on a :
VzeF, Vte[0,1], v=(1-t)y+zeF
et:
b 3fF <l =l yff ~2(r-y|z-y)r+ 2 of
C'est-a-dire que :
VzeF, Vte [0,1], 2<x—y|z—y>t < l‘2||z—y||2

En divisant ces inégalités par ¢ € ]0, 1], puis en faisant tendre ¢ vers 0 (par

valeurs positives, on déduit que (voir figure 8.1) :
VzeF, <x—y|z—y>$0 (2)

Réciproquement supposons que y € F' vérifie (2). Pour tout ze F, on peut

écrire :
=z <[ =2) == 2) == 2= ylz =2}t oo 2 o

ce qui équivaut a dire que y = P, (x)
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Figure 8.1

(c) Soient x, x, dans E et y, = P.(x,), v, = P.(x,) (dans F).
En utilisant la caractérisation du (b) de la projection, on obtient les inégalités :
(i =nly=-n)=<0
(X2 =22y = 2,) <0
et en additionnant ces deux inégalités :
<(x1 _x2)+(y2 _yl)‘yz _y1> <0
Ce qui donne, avec I’inégalité de Cauchy—Schwarz :
”)’2 _y1||2 < <x1 - X |J/1 _y2> < ”xl —x2||||y2 _y1||
C'est-a-dire :
HPF(xz ) - PF(xl)H < ”xz - xl”
On a donc ainsi prouvé que Pp est lipschitzienne (et donc uniformément
continue).
Q2. (a) Soit x= (x1,~--,xn) € IR" et y € F défini par :
v, = Max{O,xl.} (1 SiSn)
Pour tout z€ F, on a alors :

n

<x—y|z—y>=2(x,- _yi)(Zi _yi): inzi <0

i=l x,<0
ce qui prouve que y = PF(x) (figure 8.2).
(b) Soit x = (xl,-~-,xn) € IR" et y € F défini par :
a; six; <a,
y, = Min{Max{xl.,al.},bi} =ix,;sia, <x,<b (1<i<n)
b sib <ux

Pour tout z€ F, on a alors :

<x—y|z—y>: Z('xi _ai)(zi _ai)+ Z('xi _bi)(Zi _bi)so

X;<a; x;>b;

ce qui prouve que y = PF(x) (figure 8.3).
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Figure 8.2

X

Figure 8.3

Q3.(a)Soit xe E et y= PF(x). Pourtout ze F ettout e IR,onat-ze F (F est
un espace vectoriel) et <x - y| t-z— y> <0. C'est-a-dire que pour tout z€ F,ona:
Vte IR, <x—y|z>t—<x—y|y>£ 0

et nécessairement <x - y|z> =0.

Onadonc yeFetx—yeF™ .

Réciproquement soit y € F tel que x—y € F*. On a alors :

VzeF, <x—y|z—y>:0

ety= PF(x) d’apres Q1 (b).
(b) Soient x;, x» dans E et oy, o dans [R. F étant un espace vectoriel, on a
o,P.(x,)+ a,P.(x,) € F. De plus pour tout z€ F,ona:
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<a1x1 T X, a’lpF(xl)_ aZPF(x2)|Z> = 051<x1 - PF(X1)|Z>+ &'2<x2 - PF(X2)|Z> =0
ce qui prouve, d’apres (a) que :
PF(alxl + azxz) = alpF(xl)‘i' OtZPF(xz)
C'est-a-dire que P est une application linéaire de E dans F.
On sait déja que Pr est 1-lipschitzienne (Q1 (c)), c’est donc une application
continue avec ||PF|| <l.

En considérant que p, (x) = x pour tout x dans F, on déduit que ||PF|| =1.

Le noyau de Pr est formé des vecteurs x € E qui vérifient <x|z> =0 pour tout
ze F, c’est donc I’orthogonal de F': Ker(PF) =F*.
(c) Tout vecteur x € E peut s’écrire x = (x - D (x))+pF (x) avec p, (x) eF et
x—py(x)e F*.Onadonc E = F+ F*.

Si xe FNF*; alors ||x||2 =<x|x> =0 et x=0. On a donc la somme directe
E=F®F".
(d) Il est clair que F' C (Fl )l.

Soit xe(FL)L et y=PF(x)€F (F est fermé). On a x—pF(x)eFl et pour

tout ze F* :
(x=2l2)= (xl2)={rla) =0
Clest-a-dire que x—ye F* n(F*) ={0} etx=yeF.
On a donc bien (F * )l = F pour tout sous-espace vectoriel fermé de E.

Q4. (a) 11 est clair que F* est un sous-espace vectoriel fermé de E. L’inégalité de
Cauchy—Schwarz (qui entraine la continuité du produit scalaire) montre que c¢’est
un fermé.

(b) Ona d¢ja F C (FL )l, donc F (FL )l ((FL )L est un fermé).
L’inclusion F  F entraine F* c F* et (Fl)l - (FL)l = F (d’aprés Q3 (d)).
On a don bien (F l)l = F pour tout sous-espace vectoriel de E.

Q5. Avec la bilinéarité du produit scalaire, on déduit que pour tout x € E
I’application (o(x) est une forme linéaire. Avec I’inégalit¢ de Cauchy—Schwarz

que ¢fx) est continue et que H(p(x)” < ||x||
*, on déduit I"égalité |¢(x)| = ]

Il reste @ montrer que 1’application @ est surjective (I’injectivité découlant de
)] = Il

Soit u € E’, il s’agit de trouver x € E tel que u = ¢)(x), c'est-a-dire tel que :
VyekE, u(y) = <x|y>

En écrivant que ¢(x)(x)= ||x

Et en particulier :
VyeF = Ker(u), <x|y> =0
c'est-a-dire que x est nécessairement dans .
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Si u =0, il suffit alors de prendre x =0. Pour u#0, on a F = Ker(u) #zE et
F* #{0} (puisque E = F® F* pour F fermé).
Soit ze F* tel que |z|=1 et x=a-z ot @€lR" est défini par u(x)=|x|’
(of = ||x||2 =u(x)= o-u(z) > a= u(z))
u(y)

Pour tout y€ £, on pose y, =y— ||x||2 xeF (u(yl) =0), y, = ”x”

u(y)

D xeF* et

ona <x|y> = <x|y1>+<x|yz> = <x|y2> =u(y), clest-a-dire que u = (p(x)
Q6. Soit ye E et f € E’ définie par :
VxeE, f(x) = <u(x)‘y>
Le théoreme de représentation de Riesz (Q5) nous dit alors qu’il existe un
unique vecteur ‘u(y) € E tel que :

vxeE, f(x)=(x|u(y))
Ce qui détermine de maniére unique I’application ‘u.
Pour yy, y, dans E et o, on dans IR, on a :

Vx€eE, <x‘ lu(Oﬁyl Ta,y, )> = <u(x)| oy, + 0(2y2> = a'1<u(x)|y1>+ 0(2<u(x)|y2>

= 0{1<x‘ tu(y1)> + 0{2<x‘ Iu(yz)> = <x‘ &, l”(yl) ta, l”()’z)>
Ce qui prouve la linéarité de I’application ‘u.
D’autre part, en utilisant 1’inégalité¢ de Cauchy—Schwarz, on obtient I’inégalité

w(y)|| = (ulu(y)| ) < Jul] w()ly]

qui entraine Htu(y)u <[u]|y] et HtuH < [u-

‘u u

En remarquant que t( ’u) = u, on déduit que ||u|| < et ||u|| =

Q7. (a) En utilisant I’inégalit¢ de Cauchy—Schwarz, on obtient, pour tout ' € E :

( ) a2p+l
<
Nl
2p+1
ce qui prouve que I’application linéaire u est continue avec ||u|| o= TR
p

. 1 s .
Pour tout entier n tel que a +— <1 on définit la fonction f, € E par:
n

x” sur [0,a]

fn(x): n(a +l—x)a" sur [a,a +l}

n n

0 sur [a+l,1}
n

etona:
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ur)=a, |1 <+
u(f,)

n

Avec les inégalités

< ||u|| < «a, on déduit que < ||u|| <aet ||u|| =

N
n

en faisant tendre n vers 1’infini.

On a donc :
2p+l1

a
o=
p+1

(b) Supposons qu’il existe ge £ tel que u(f)=(f|g) pour tout f €E. On a
alors :

VfeE, J: xpf(x)dx = J;f(x)g(x)dx
Et pour f € E, nulle sur [0,a] :

0=['x"f(x)ax = f(x)g(x)ax ()

. 1 s .
Pour tout entier n tel que a +— <1 on définit la fonction f, € E par :

0 sur [0,a]
fn(x) = n(x—a)g(a +%) sur |:a,a +%}
¢(x) sur [ ﬁ,l}

De (3) on déduit que :
1
a+— 1
[ £ (0)e)ds =] glxVds

1 2
puis avec J:z ”fn(x)g(x)a’x S%(%tﬁ?‘g(x)‘) , on déduit que :

_[lg(x)zdx = Lim jl+l g(x)zdx =0

et donc que g = 0 sur [a,l].

D’autre part, pour f (x) =x" - g(x), I’égalité (3) nous donne :

a 1 a
0=] " f()dv=[ f(x)g(x)ar = | /(x)g(x)ax

soit j:(xp —g(x))f(x)dx =0, c'est-a-dire J:(x” —g(x))zdx =0 et g(x)=x" sur
[0,a], ce qui est impossible avec g = 0 sur [a,1] et g continue sur [0,1].

En conclusion il n’existe pas de fonction g € E tel que u( f ) = < f | g> pour tout
feE.

Q8. En utilisant le théoréme du point fixe de Banach (probléme 44, Q1), il suffit
de montrer que I’application f'est contractante.
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La projection Pr étant 1-lipschitzienne (Q1 (c)),on a :

vxyeE, |1(x)= s ()] s(r=2)=A0(x) -v(y)]

soit :
7 () =1 O <= 2405 = y)]x=y)+ 2|l

Avec <v(x —y)‘x —y> > Oeﬂx - y||2 (coercivité de ) et Hv(x —y)” < ||v||||x —y||
(continuité de v), on déduit alors que :

L) =) <120+ v 2 )= = 2 -
Pour A€ :lO,z—Oj
N

(b) Soit z € E tel que u(y)=(z|y) pour tout y € E (théoréme de Riesz).

[, ona 0< p<1 et ’application f'est contractante.

Pour tout xe€ E, I’application y> go(x, y) est linéaire et continue (¢ est
continue), on peut donc trouver un vecteur v(x) €E tel que ¢x,y)= <v(x)‘ y>
pour tout y € E. On définit ainsi une application linéaire v:E — E.

En écrivant que :

Hv(x)”2 = <v(x)‘v(x)> = q)(x,v(x)) < c||x||”v(x)”
on déduit que Hv(x)” < c||x|| et que I’application linéaire v est continue.
En utilisant le vecteur z et I’application v, I’inégalité ¢)(x, y—x) > u( y—x) est
équivalente a :
VyekFE, <v(x)‘y—x>2<z|y—x>
ce qui équivaut encore a :
VyekE, <Z—v(x)‘y—x>S0
En utilisant (a), on peut trouver un réel A > 0 tel que ’application :
x> f(x)= pF(/iz +x —ﬂv(x))
admette un point fixe x dans F.
On a alors, en utilisant la caractérisation de la projection orthogonale établie en
1(b):
oo VyeF, <ﬂz+x—ﬂv(x)—x‘y—x>£0
c'est-a-dire :
VyeF, <z—v(x)‘y—x>§0

D’ou le résultat.

L’unicité de x se déduit de I’unicité du point fixe de 1.

(c) La forme bilinéaire symétrique et coercive ¢ définit un produit scalaire sur £

(0:||x||2 < ¢7(x,x) =0= x=0). De plus avec la continuité et la coercivité de ¢, on
a

04|x||2 < go(x,x) < c||x
et (E ,¢) est aussi un espace de Hilbert. On peut donc utiliser le théoréme de

représentation de Riesz pour écrire que :
VyeE, uly)=elzy)

2 N . cr N r . A
, c'est-a-dire que la norme associée a @ est équivalente a || ||
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ou z € E est uniquement déterminé.
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On a alors les équivalences :
(xeFet VyeF, qo(x,y—x)z u(y—x))
@(xeFet VyerF, qo(z—x,y—x)SO)(:)(x: P;(z))
ou P/ (Z) désigne la projection de x sur F pour le produit scalaire ¢.
Par définition (Q1 (a)),on a:
(v=P(2)) & ple-v2-2)= Inf oz y.2-)

c'est-a-dire :

(3= 7(2) & ohox) = otx.2) = g | ) - oea)

Soit avec ¢(z,y) =u(y) :
(x=F/(2)) & J(x)=Inf J(y)
D’ou le résultat.

Q9. (a) Soit x e E tel que ¢)(x V- x) (y x) pour tout ye€ £ (Q8 (b)). On a
alors :
VyeE, VtelR, (o(x t-y— x) (t Y- x)
Soit, pour y € E donné :
Vte IR, ((p(x,y) - u(y))t + u(x) - go(x,x) >0

ce qui équivaut a ¢(x,y)=u(y).
(b) Résulte immédiatement de Q8 (c).

Probleme 48 : L’espace de Sobolev H’ (Ja,b])

Dans tout le probleme, on désigne par :
1= ]a,b[ un intervalle ouvert et borne de IR ;

C 0(]_ ) I’espace des fonctions continues de I =[a,b] dans IR ;
c- (I ) l’espace des fonctions indéfiniment dérivables de I dans IR ;

D(I ) I’espace des fonctions indéfiniment dérivables et a support compact

de [ dans IR ;
L (I ) [’espace des (classes de) fonctions Lebesgue intégrables de I dans IR ;

r (I ) [’espace des (classes de) fonctions de carré intégrable de I dans IR.

On rappelle que :
On définit une norme sur CO(I_) avec [+ ||f||m = ﬂue]‘f(t)‘ ;

r (1) muni de la norme f +— ||f||1 = J.b‘f ‘dt est un espace de Banach ;
Lz(]) muni du produit scalaire ( f|g J. f dt est un

espace de Hilbert séparable (i. e. admettant une partie dense denombrable).

On note [ ||f||2 = Ibf(t)zdt la norme associée ;
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Les espaces C=(I) et D(] ) sont denses dans (LI(I ),
(L2 (1)’ 2 )
Q1. Montrer que L’ (I) (= Ll(l) et que :
vf e (1), |7, <~b=alfl,
Q2. Soit [ € Lz(l) et F:1 — IR défniepar :
vxel, F(x j 7(?)

1 ) et dans

Montrer que F est uniformément continue sur I avec ||F||m <NJb-a ||f||2 et que

F = 0 si et seulement si f = 0 presque partout sur 1.
03. Soit [ e I*(1).
(a) Montrer que :
b
(r=0 p.p)e(voenlr), [ r(dnd=o)
(b) Montrer que :
(Beeiri f=c pp)e(VoeD). [ rOp()d=0)
04. Soient f,ge L’ (1) et I, G'I_% IR définies par :
vxel, Fl(x j f()dr, G(x)= j g(t)dt
Montrer la « formule d’ mtegmtton par partzes »:
Vxel, j g(t)dt=F j £(z)
On désigne par H'(I) I'espace des (classes de) foncttons fel*(I) pour
lesquelles il existe un réel o et une fonction g€ Lz( ) tels que :

0(+_[ dt p p
05. Montrer que pour tout f e H'(I), le couple (o, g) € IRx I*(I) vérifiant (1)
est unique.
On note g = f’ et on dit que g est la dérivée généralisée de f.
06. Montrer que tout élément f € H'(I) admet un unique représentant continu

sur I . On identifiera f a ce représentant encore noté f.
Q7. Montrer que [ € HI(I) si et seulement si f € Lz(]) et il existe une unique

fonction g € Lz( ) telle que :
(2) voen(1). [ r(e()d=-] glt)ds)dr
On précisera le lien entre g et la derzvee generalisée def.
08. Montrer que la fonction t+>— (|t|+t) est dans Hl(]—l,l[) et que

fe H'(]-1,1]).
09. Montrer que f € H'(I) si et seulement si f € I*(I) et il existe B> 0 tel que :

(3) VeeD(s U 0 dt‘S,d|(p||2
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Q10. (a) Montrer que H 1(I ) est un espace de Hilbert séparable pour le produit
scalaire défini par :
v(f.g)e H(D)xH'(1), (f|g), =(/|g), +(s"

On note f > ||f||H1 la norme associée a ce produit scalaire.

g,

(b) Montrer qu’il existe y >0 tel que :

vf e H'(1), £ <A,
(c) Montrer que C~(I) est dense dans (Hl(l), |H1 .
(d) Est ce que D(I) est dense dans (Hl(]), |H' ) ?

Q11. Montrer que :
(a)Si f,geH'(I)alors f-ge H'(I) et :

(f-g) =fg+f g
(b) Si f € H'(I) et p est continiiment dérivable sur IR, alors po f € H'(I) et :
(oof) =(@of)f’

On désigne par HOI(I) I"adhérence de D(I) dans (Hl(l), |H1 )
Q12. Montrer que :
(a) L’espace (Hé ([),
(b)Si feH' (I) est a support compact dans 1, alors f € Hé(]).

On pourra utiliser le résultat suivant :
Soit (pn )ne |y une suite régularisante définie par :

p.eDR). Suppordlp) | -2 p(z0srir. [ p(at=1
non
Pour toute fonction g € I*(I), la suite de fonctions (fn )nelN définie par :

Vi1, VeeR, f,(0)=(o* )0)= [ e f(e)ar
(la fonction f étant prolongée par 0 sur IR) est dans C“(I) avec

| o ) est un espace de Hilbert séparable.

(pn* f )(k) = pn(k)* f pour tout entier k. De plus cette suite converge vers f dans
(1).

© Hy(1)=1f € H'(I); f(a)=7(b)=0}.

(d) L’application f ||f f’

norme || ||H1 .

1 4 . \
est une norme sur H, (I) équivalente a la

Hg_| 2

Solution

Q1. L’intervalle 7 étant borné, la fonction constante égale a 1 est dans LZ(I ) et
avec I’inégalité¢ de Cauchy—Schwarz, on a pour toute fonction f € I2(7) :

f=raer(n), |7l = (A1), <171, =vb-al 7],
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Q2. Les inclusions I*(1)c L'(1)c L'(Ja,x[) valables pour tout xe€[a,b]
entrainent que la fonction F est bien définie sur x € I =[a,b].
Pour x < y dans 7, I’inégalité de Cauchy—Schwarz donne

[ r(e)ar S(Lyldt) U |7 (e \dt) <Jy=x|1],

On en déduit alors que :

Vir)e P, [F(x)-FO) < =l

Ce qui prouve que F est uniformément continue sur / .
En prenant y = a dans 1’inégalité précédente, on a :

Vxel, ‘F(x)‘S xX—a S\/b—a"f”2

Ce qui équivaut a :
|7l <vb=alrsl,

Supposons que F soit identiquement nulle sur 7. On a alors Jy £ (2)dt =0 pour

|F(x) = F(v)]=

tout (x,y) e I* et par linéarité de I’intégrale Jb 7(¢)gt)dt = 0 pour toute fonction

@ en escaliers sur 7 .

De la densité de ’ensemble des fonctions en escaliers dans LZ(I ), on déduit
alors que f'= 0 presque partout.
Q3. (a) Ce résultat se déduit immédiatement de la densité de D(7) dans L*(7).

(b) Soit 1 e I*([) telle que J 7(2)@/(¢)dt = 0, pour toute fonction pe D(I).
On se donne une fonction pe D( ) telle que jb At)de =1.

Pour toute fonction ¢ e D([ ) la fonction i définie par :
vxel, plx)= o)~ [ ole)ar Jolx)
est dans D(7) avec Ib yl1)dt =
La primitive y définie par y{x)= J.x y(t)dt (x €T)estalors dans D([) et

0= [/ e (e)as=[[ 7o) ohe)~( ij)dx)m)dz

Ce qui peut aussi s’écrire sous la forme :
J| r@)olee=( [ olx)a [ £ (0)ele)ar
Soit en posant 0(:-[ 7()ple)dt

b
voe (1), [ (f(e)-a)glr)dt=0
Ce qui équivaut, d’apres Q3 (a), a f= «a presque partout.
La réciproque est évidente.
Q4. Si on suppose que f et g sont indéfiniment dérivables, alors il en est de méme
de Fet Gavec F' = f, G'= g et on a la formule d’intégration par parties usuelle.
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Pour f, g dans LZ(I ), on peut écrire f =Limf, et g=Limg, dans
(LZ(I), 2), avec f,, g, € C~(I) pour tout entier n.
On définit alors les suites (F ) et (G ) .y bar:
VnelN, Vxel, F,(x jf t)dt, G,(x)= J g, (1)dt

En utilisant la majoration de Q2, on déduit que la suite (Fn)ne]N [Resp.

(Gn )ne ] converge uniformément vers F'[Resp. G] sur /.
D’autre part, avec la majoration :

[ Flo)alokie |70}, (] <~ ).

+b=al|F]. -z,

on déduit que la suite Uan(t) gn(t)dt) converge uniformément sur / vers

Jj F(t)g(¢)dr . )

De maniere analogue, on voit que la suite UX fn(t)Gn(t)dt) converge
4 nelN

uniformément sur / vers J.x 7(2)G(¢)dr.

Ce qui donne, en déﬁnitive

J.: F(t)g(t)dt = leJ’ t)g,(t)dt
= Lim{E,(x)G, ()~ [ £,(1)G, ()t} = F(x)G(x) - [ £ ({0

C'est-a-dire la formule d’1ntegrat10n par parties.
Q5. Pour montrer I"unicité du couple (e, g) € IRx [*(I) vérifiant (1), il suffit de
considérer le cas ou f= 0.

Dans ce cas, 1’égalité 0{+I dt =0 pour tout x (la fonction est continue)

entraine « = 0 (il suffit de prendre x = a) et j dt =0 pour tous x dans /, ce
qui équivaut, d’aprés Q2, a g = 0 presque partout.
Q6. Pour toute fonction f € H'(/ ), la fonction f:x > ar+ r f '(t)dt est définie,

continue sur 7, avec f (a) =aet f = [ presque partout.

L’unicité d’un tel représentant continu est évidente.
Q7. Soit f € H'(I) (continue) de dérivée généralisée [ e L*(1).

Pour toute fonction @e D(l ), le théoréme d’intégration par parties (Q4)
appliqué a f’ et ¢’ donne :

[ () @)t 0 = 6) - otb) - 170 Ae) - At
avec ¢(a) = go(b) =0 et Jj @(t)dt = p(b)— ¢p(a) = 0, donc :
[ 1))t =—[ () e)ar
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Ce qui prouve que la fonction [’ vérifie (2).
Si g€ I*(I) est une autre fonction vérifiant (2), alors :

b
Vo Dl1), [/ (e(0) 0ol =
ce qui équivaut a g = f d’aprés Q3 (a).
Réciproquement soit f € I*(1) telle qu’il existe g € L*(1) vérifiant (2).
On définit la fonction h e C O(I_ ) par :
Vxel, h(x) = r g(t)dt

En utilisant le théoréme d’intégration par parties (Q4), on peut écrire pour
toute fonction g e D(I ) :

[ no)g ()t =~ s(t)o)ar = [ (1) /(o)
C'est-a-dire que :
voen(r), [ ()= 1()o(ar=o
Ce qui équivaut a dire que 4 —f est égale a une constante presque partout,
c'est-a-dire qu’il existe e IR telle que f ( ) a+h 05+j dt presque
partout. Ce qui prouve que f € H 1(I ) avec f'=g.
Q8. La fonction 4 définie par :

Vxe[-11], h(x)= {

est dans I’ ([—1,1]) avec :
xsi0<sx<1

Ixh(t)dt—{
-l 0s1—1<x<0 2

On a donc f € H'([-1,1]), avec f* =
Si he H'([-1,1]), alors pour toute fonction g€ D(]-1,1[), on a :

[ () lo)de =] n(e)g/(1)dr =] ¢/(1)dr = A0)

En prenant ge D(]—I,O[) [Resp. g€ D(]O,l[) ], on déduit que 4’ =0 presque
partout sur |-1,0[ [Resp. sur ]0,1[], donc 4" =0 presque partout sur |-1,1[ et
#(0) = 0 pour toute fonction @& D(]-1,1[), ce qui est faux.

On peut donc conclure que / & H'([~1 1])

1si0<x<I1
0si —1<x<0

(|x| +x)

Q9. Si feH'(I), alors fe*(I) et f 1()g/(t)dt = —J 7(¢)pt)dt, pour tout
@e D(I). L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne alors :
j F(0)g'(¢)dt| <

Réciproquement, supposons que f € L’ (I ) vérifie (3) pour une constante
£> 0. Dans ces conditions la forme linéaire :
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w D(I) — IR
o ulg)=[ r()e()a
est continue. Avec la densité de D(7) dans L*([), on peut la prolonger sur (1)
en posant pour tout s = Lim ¢, & I*(1) (¢, eD(I)):
O uln)= Limule)
Cette définition ne dépend pas du ’;:hoix d’une suite (¢”)nelN d’¢éléments de

D(I) qui converge vers h. En effet si (l//n )ne v ©st une autre suite avec les mémes
propriétés, alors :

ju(e,)~uw,)|< , =0

L’application u ainsi définie sur L2 (1) est linéaire et :
Vh=Limg, € L’(1), |u(h)= Limju(gp,)|< o, = Ak,

C'est-a-dire que u est linéaire et continue sur ’espace de Hilbert L’ (I )
Le théoréme de Riesz nous dit alors qu’il existe g € L* (I ) telle que :

Vhe (1), u(h)= (h| g>2
Ce qui donne, en particulier

Ve D(I '[f dt—J g(t)plt)at
C'est-a-dire que feH( ), avec f'=-g.
Q10. (a) De I'unicité de la dérivée généralisée et de la linéarité de I’intégrale, on
déduit que H 1(1 ) est un sous-espace vectoriel de LZ(I ) et que

(cy‘+ﬂg)/ =of "+ g’ pour tous o, Be IR et f,ge H'(I).

Il est clair que 1’application (f,g) — <f|g>Hl = <f|g>2 +<f’
produit scalaire sur H'(1).

Si (f,) _,, est une suite de Cauchy dans (H (1),

et ( fn,) sont de Cauchy dans (Lz(] ),
nelN

vers fet g dans (22(1), 2).
De l’inégalité de Cauchy—Schwarz, on déduit que pour tout g€ D([ ) ,ona:

J 1) (t)dr = le'[ 1.(z Jb Qrore Lim '[ffn/(t)w(t)dt
Et avec L fn 1)dt = —J f qo(t dt, on déduit que :
J F() g (t)dt = —f t)ot)dt
C'est-a-dire que f € H ( ), avec f =g.
Enfin avec ||f—an2— 2+‘

)

n—>+oo

g’), définit un

|, ), alors les suites (/)

nelN

2) et elles convergent respectivement

déduit que f = Lim f, dans (Hl(l),
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On peut donc conclure que H' (I ) est muni d’une structure d’espace de Hilbert.
L’espace de Hilbert 1*(I) étant séparable, il en est de méme de L*(1)x L*(1)

pour la structure hilbertienne produit.
L’application
v H'(I) —» 2(1)xI1*(1)

fooe (L)
est une isométrie qui identifie H'(7) a un sous espace fermé de I2(7)x L*(I). On
en déduit alors que H'(/ ) est séparable (tout sous espace d’un espace de Hilbert
séparable est séparable).

(b) Une fonction f € H'(I) peut étre définie par f:x+> f (a)+'|‘x 7(t)dt (voir

Qo).
Pour x, y dans 7, on a alors f(x)= f(y)+ J‘X £(¢)dt et en intégrant par rapport
y

aysur/,ona:
(b=a)r ()= [, rav+ [ ([ 7 (0)at s
En utilisant I’inégalité de Cauchy—Schwarz, on déduit que :
(b-a)lf @) <[ |fGay+ ] ij'(r)dr\dy <Vb-alf], +(b-alb—a|s

et:

I, <= +B=a A,

(c) Soit f € H'(I). Avec la densité de C~(I) dans I*(7), on peut trouver une

)
On définit alors la suite ( /. )nelN par :
Vne IN, Vxel, fn(x) = f(a)+_[xgn(t)dt

suite ( g, )nE ,y dans C>(I) qui converge vers f” dans (LZ(I ),

etona f, ec(1), avecf gn,fn( )= f(a), pour tout entier n.
L’inégalité de Cauchy— chwarz donne pour tout x € I et tout entier 7 :

£ ()= 1) =] ( [(0))dt| <\b-al|f - g,
c'est-a-dire || f- fn||°° _«/b—a” f'-g,, et la suite ( fn)nelN converge

uniformément vers f'sur I . Elle converge donc aussi vers f'dans (LZ(I ), 2).

| 2

2 2

Enfin, avec

).

Ce qui prouve que C~(I) est dense dans (HI(I),

déduit que f = Lim f, dans (H'(1),

)
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d Si feH 1(I ) est limite d’une suite (¢”)n€ n de D(I), alors cette suite
converge uniformément vers f sur / (d’aprés I’inégalité de (b)) et en particulier,
on aura f(a) = Lim %(a) =0et f(b) = Lim %(b) =0.

Comme H 1(I ) contient des fonctions qui ne s’annulent pas en @ (ou en b), on
déduit que D(I) n’est pas dense dans H'(I).
Ql11. (a) Si f, g sont dans H'(I), alors elles sont égales presque partout a des
fonctions continues sur /. Leur produit est donc continu presque partout et définit
un élément de L° (I )

Soit ((/)n )nE o [Resp. (I,Vn )nE ] une suite de D(I ) qui converge vers f [Resp. g]
dans (H'(1), |H1).

Avec I'inégalité de Q10 (b), on déduit que (% )HE v [Resp. (%)ne ] converge

uniformément vers f [Resp. g] sur I et donc la suite ((on v, )HE ;

N converge

uniformément et dans 2*(7) vers le produit f - g.
On a alors Lim(g, W,,) = Lim((ﬂn v, +ov, )=f’g+fg’ dans I2(1)

((% ) converge dans L*(I) vers [’ et (l//n ) vers g’) et pour tout
nelN nelN
Qe D(I ) :

[[(0e0)+ 70 () glo)ae = Lim [ (0, (1), (1)) glo)a

== Lin [ 0,(0)y,(0)g/ (1) ==[" £()(e) /(1)

Ce qui prouve que f-ge H'(I),avec (f-g) = fg+ fg’.
(b) Les fonctions po f et o o f sont continues sur 7, donc po f et (p’o f ) f’
sont dans L*(7) (I est borné).

Avec la densité de C~(I) dans (Hl(l),

( £, )ne W de €7 (1) qui converge vers f. Cette suite converge également de maniére

| o ), on peut trouver une suite

uniforme vers f'sur I (Q10 (b)). Avec la continuité de o et o, on déduit que les
suites (0o fn)nE[N et (oo fn)nem convergent uniformément sur / vers po f et

O o f respectivement et que la suite ((p’o £, ) fn’) converge dans LZ(I ) vers
(0o f)f".
Pour tout x € /, la suite ((,0’ of)f 1,),1611\/ converge alors dans (L1 (Ja. x[),
vers (,O’of)f’ (d’apres Q1) et avec :
(0o £,)(x) = (o £,)@) + [ (5o £,)0) 1, (1)

on déduit, en faisant tendre n vers I’infini, que :

(0o £)(x)=(po £ )a)+ [ (oo £ )0 f (1)ds

X
a

y
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C'est-a-dire que po f € H'(I), avec (pof), =(0' o f)f
Q12. (a) Le sous-espace vectoriel HS(I ) est la fermeture de D(7) dans H'(1),
¢’est donc un fermé et il hérite de la structure d’espace de Hilbert de H'(7).
(b) Soit 1 € H'(I) a support compact dans [a,ﬂ] - ]a,b[.

On se donne une suite régularisante (,on)ne v et on désigne par ( £, )ne v la suite
définie par f, = p * f pour tout entier n.

Si 6= Min{a—a,b- f}, alors pour xe{a,a +Eﬂu[b—g,b} et €[, f], on

a|x—1| Zg de sorte qu’il existe n, € IN tel que p,(x—¢)=0 pour tout n>n, et

donc f,(x J 0,(x—1)f(¢)dt = 0. Pour n > n,, la fonction f, est donc dans D(I).

D’autre part, pour toute fonctlon @e D(I), le théoréme de Fubini nous permet
d’écrire que :

J o, g e = [ Lo, x =001 )qu(x)dx

_J. 7z J.:pn dx)dt—J. (D, ¢ )t)dt
ou p, est définie par p, (v)= ( ¥).

En considérant que p,* ¢ = (,On * ¢) , on déduit, en utilisant encore le théoréme
Fubini, que :

[ (o, 1))@ ()ax = [ £ (), @) (1) == £(0)(B, @)e)at
=—J. (0, f")(x) g x)dx
Ce qui prouve que (pn*f) =p,*%f".
On peut alors conclure, en utilisant le rappel de cette question, que

Limp *f = f et Lzm(p *f) = [’ dans LZ(I) ce qui entraine que Lsz f

n—>+oo n—+

dans (Hl(l), |H1) et quefeHé(I).
(c)Si f e H)(I), alors f = Limg, dans (Hl(l),

|H1) avec les @, dans D(I). De

Q10 (b), on déduit que la suite ((ﬂn),,e v converge uniformément vers f'sur I eten

particulier f(a)= Limg,(a)=0 et f(b)= Lim ¢,(b)=0.
Réciproquement soit / € H'(7) nulle en a et en b.

Pour tout n>1, on désigne par &, la fonction affine par morceaux définie par
la figure 8.4 et par f, la fonction définie par f, =6, f .
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a atl/n a+2/n b-2/n b-1/n b

Figure 8.4

La fonction 6, est dans HI(I), donc f € Hl(l) (d’apres Q11 (a)). De plus f,

est a support compact dans {a + l,b -~ l} C la,b[, donc f, € Hy(I) (d’apres (b)).
non

Nous allons montrer que Lim f, =f dans H '(I), ce qui prouvera que
f e H)(I),puisque H(I) est fermé dans H'([).
Avec la continuité de f et les conditions f(a)= f(b)=0, on déduit que pour
tout réel &> 0, on peut trouver un réel 7> 0 tel que :
Vxela,a+nolb-nbl, |f(x)<e
2
Pour n, € IN tel que 72—, on aalors :
ny

fi-r1 =]

n

Vn2n,,

1,010 de<a] [7(0)f de<4(b-a)e’
ouonanoté /, :[a +l,a +2}U[b—g,b—l]
non non
Ce qui prouve que Lim f, = f dans X(1).

’

Pour montrer que Lim f, = f dans H '(I), il reste & montrer que Lim f, =1
n—+eo n—+eo

D’apres Q11 (a), on a, pour tout entier n, f, =6, f'+6, f.
Montrons tout d’abord que Lim 68, f =0 dans ().

On a ﬁn’f ? =L nz‘f(t)‘zdt. Et en écrivant que f(t)=J.tf’(x)dx [Resp.
2 n a
f(t):—jbf’(x)dx] sur [a+l,a+%} [Resp. [b—%,b—l}], du fait que
! n n n n

f (a) =0 [Resp. f (b) = 0], on déduit en utilisant I’inégalit¢ de Cauchy—Schwarz
que :



272 8 Analyse fonctionnelle

H j : x| dr

dx

dt+n I ;!

Snz_[::;(t—a)_[:+j f (x)fdxdwnzjb zl(b—z)j:_2 F(x)[ dr
Soit : ' ' '

H Nk szj:”i f (x)\zazx+2j:_Z x)[ dx = 0
Enfin avec : "

n

J[ - ﬂf 2 d“J REPRIV/E zblﬂ(ﬁnf’)(x)—f’(x)\zdx

n

ol IV x\ﬁﬁ4ﬁwh5y@;hﬁ\ o) dr 0

on déduit que Lim 6, f" = f” dans I*(I). D’ou le résultat.
(d)Si fe Hé(l ) est telle que || f || 0= 0, alors f’ =0 presque partout et la relation
f(x)= J.xf’(t)dt donne /= 0. Donc || ”Hg est bien une norme sur Hé([).

On a de manicre évidente 1’inégalité :

vf € Hy(l), |f]y <171,
Avec f(x =J.x 7(t)de et l’inégalité de Cauchy—Schwarz, on déduit que

)2

donc

et [ f],” <

() < (

7] <

Ce qui acheve de prouver I’ equlvalence des deux normes.
Remarque — La derniere inégalité est I’inégalité de Poincaré.

Probléme 49 : Probléme de Dirichlet dans H (f (]—1,1 D .
Agrégation 1994, extrait

On désigne par A [l’intervalle ouvert ]— 1,1[. On note L’(A) [’espace des

(classes de) fonctions a valeurs réelles de carré intégrable sur A. On le munit du
produit scalaire

(u,v) = J: u(x)v(x)dx
et de la norme | 2() @ssociée a ce produit scalaire. On note C=(A) lespace des

fonctions indéfiniment dérivables sur A, on admettra que C”(A) est dense dans
L(A).
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On considere le probleme de Dirichlet homogene, en dimension 1, qui consiste

a chercher une fonction u continue sur A vérifiant
—u”+a-u=f presque partout dans A (1)
avec les conditions aux limites
u=1)=ul)=0 (2

lorsque a est une fonction réelle continue >0 sur A et f une fonction donnée
dans I*(A).
Q1. Montrer que toute fonction vde L*(A) est intégrable sur A et vérifie

[ e < V21

Q2. On désigne par H'(A) 'espace des (classes de) fonctions v de L*(A)pour

lesquelles il existe un réel i et une fonction w de L*(A) tels que :
v(x) =u+ _[_Xl w(t)dt pour presque tout x € A

Montrer que le couple (w, ,u) associé a la fonction v est unique.

La fonction w est alors appelée dérivée premiere (au sens généralisé) de v et
notée v’

On munit ’espace H'(A) de la norme
1

”V”H‘(A) = (||V||L2(A)2 +||v,||L2(A)2)2
03. Montrer que [’espace H'(A) est un espace de Hilbert. Vérifier également
que l’espace C~(A) est dense dans H'(A). A partir de la formule

v(x) = v(y) + J: v(t)dt

prouver que toute fonction v de H'(A) admet un représentant continu sur A
veérifiant

Sup |v(x)| < 2AMl 1)

—1<x<x
04. On note Hé(A) ’adhérence dans H'(A) de [l'espace des fonctions de
C=(A) a support compact dans A. Montrer que toute fonction de Hy(A)
s’annule aux deux extrémités +1 de A. Vérifier que I'espace H,(A) est un
espace de Hilbert. Montrer que la semi—norme
|V|H1(A) = ”V,”LZ(A)
est une norme sur l’espace H&(A) , équivalente a la norme ”'”Hl(,\).
05. On définit la forme bilinéaire 05(~,-) sur H'(A)x H'(A) par la formule
a(u,v)= j_ll w'(x)v'(x)dx + J: a(x)u(x)v(x)dx

Montrer que la forme a(-,-) est continue sur H'(A)x H'(A) et que, pour toute
fonction vde H'(A),
O((V,v) 2> |v|HI(A)2
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Q6. On admettra que H,(A) est exactement [’espace des fonctions de H'(A) qui
s’annulent en 1. Montrer que toute fonction u deux fois continiiment dérivable
sur A est solution du probléme (1) (2) si et seulement si elle est solution du
probléme : trouver u dans H,(A) tel que

1
vve Hy(A), aluv)=[ f(x)(x)dx (4)

On considérera désormais uniquement le probleme (4).
07. On rappelle le théoréeme de Riesz (probleme 47 Q5) : étant donné un espace
de Hilbert H pour le produit scalaire (-,-)H, pour toute forme linéaire | continue
sur H, il existe un élément u de H tel que

VveH, l(v) = (u,v)H

Montrer en appliquant ce théoréeme que le probleme (4) a une unique solution

u dans HS(A).

Solution

Q1. Voir le probleme 48, Q1.

Q2. Voir le probleme 48, Q5.

Q3. Voir le probleme 48, Q10 et Q6.

Q4. Voir le probléme 48, Q12.

Q5. Avec la continuité de la fonction a et I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

pour tous u, v dans H'(A) :
|05(”=V)| < ”u,”Lz(A) ”v/“LZ(A) + ”a”w”””ﬁ(/\) ”v”Lz(A)

a(t)|.

ou on a noté |a|_ = Sup
A

On déduit alors que :
V(w,v)e H'(A)x H'(A), o, v)| < (1+ a9
ce qui prouve la continuité de la forme bilinéaire .
Pour toute fonction vde H'(A),ona:

|Ot(v,v)| = ”V,”LZ(A)2 + J._lla(x)v(x)zdx 2 ”‘/”LZ(A)2 = |V|H1(A)2
du fait de la positivité de la fonction a sur A .
Q6. Soit ueC*(A) solution au sens classique du probléme de Dirichlet
homogeéne (1) et (2).
La condition (2) et la dérivabilité de u entrainent que u € Hy(A).

En multipliant les deux membres de [’égalit¢ (1) par une fonction ¢
indéfiniment dérivable et a support compact dans A, puis en effectuant une
intégration par parties, on obtient :

J: (u’(x)(o’(x) + a(x)u(x)(/)(x))dx = Ijlf(x)¢(x)dx
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On a donc a(u,qa) = ,B((o) = I_ll f(x)e(x)dx pour toute fonction ¢ indéfiniment

dérivable et a support compact dans /.

Avec la densité, dans H,(A), de I’ensemble des fonctions indéfiniment
dérivables a support compact dans A et la continuité des applications « et £
(I’inégalité de Cauchy—Schwarz nous dit que la forme linéaire £ est bien définie et
continue sur I’(A) et donc qu’elle est continue sur H'(A)), on déduit que u est
bien solution de (4).

Réciproquement, soit u € H.(A) N C*(A) solution de (4). La fonction u étant
dans H,(A) s’annule en —1 et en 1. Donc la condition (2) est vérifiée.

En appliquant (4) a une fonction ¢ indéfiniment dérivable et a support compact
dans A, puis en effectuant une intégration par parties (la fonction u est de classe

C%), on déduit que J-_ll(— u”(x) +a(x)u(x) - £(x))p(x)dx = 0.
Il en résulte alors que —u”(x)+a(x)u(x)— f(x)=0 presque partout sur A
(probléme 48, Q3 (a)).

Q7. L’inégalité établie en Q5 (coercivité de « sur (Hé(A),

() ) ) entraine que la

forme bilinéaire symétrique « définit un produit scalaire sur H,(A). De plus,
avec la continuité (et la coercivité¢) de ¢, on déduit que la norme associée a ce

produit scalaire est équivalente a ‘ ‘Hl A et a ||-||H|(A). Il en résulte alors que

)
(H)(A),e) est un espace de Hilbert.

D’autre part, pour toute fonction fel’(A), la forme linéaire
1
Ly L f(x)v(x)dx est continue sur Hy(A) muni de [|,;,,, elle est dons aussi

continue sur (Hé(/\),a’) .
On peut donc utiliser le théoréme de Riesz pour conclure a 1’existence d’une
fonction u € Hy(A) telle que a(u,v)= B(v) pour toute fonction ve Hy(A).

Pour montrer I'unicité d’une telle solution, il suffit de considérer le cas ou f= 0
dans L*(A).
1 1 1
Dans ce cas, on a J._lu’(x)zdx + I_la(x)u(x)zdx =0 et lul,,)° = L u'(x)’dx=0
(la fonction a est positive). On en déduit alors que u = 0 dans H,(A) (‘ ‘Hl () €St

une norme sur H,(A)).

On a donc ainsi prouvé que le probleme (4) admet une unique solution dans
Hy(A).
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Probleme 50 : Discrétisation par des polynomes du probléeme de
Dirichlet dans H 01 (]—1,1 D . Agrégation 1994, extrait

Ce probleme utilise les notations et résultats du probleme 49.
Pour tout entier n=>0, on note IPn(A) I’espace des restrictions a A des

polynémes a une variable de degré <n. On note IP’ (A) I’espace des polynomes

de IP,(A) qui s’annulent aux deux extrémités de A.

Soit N un entier 23 fixé. Le premier probleme discret consiste a trouver uy
dans IP’(A) tel que

1
Vvy € IPU(A), auy,vy) =] F(x)vy(x)dx (1)
Q1. Indiquer la dimension des espaces IPn(A) et IRqO(A). Montrer que le
probléeme (1) admet une solution unique uy dans IPHO(A).

Q2. Pour un polynéome vy quelconque dans ]Bf(A) , calculer la quantité

J-_ll (u’ —u) )(x)v]’\, (x)dx + j_ll a(x)(u —uy )(x)vN(x)dx

ou u et uy sont respectivement les solutions des problémes (4) de [’énoncé 49 et
(1) de cet énoncé. En déduire [’existence d’une constante c positive indépendante
de N telle qu’on ait la relation suivante entre la solution u du probleme (4) de
[’énonceé 49 et la solution uy du probleme (1) de cet énoncé :

”u B MN||H1(A) sc Inf ”u B VN||H1(A)

YN EIP}8 (A)

On rappelle qu’il existe une unique famille (Ln )nE[N de polynomes, appelés

polynémes de Legendre, qui sont deux a deux orthogonaux dans L*(A) pour le
produit scalaire (,) et tels que chaque polynome L, soit de degré n et vérifie

L(1)=1.
Q3. Montrer que [’équation différentielle suivante est satisfaite par tout polynome
L, nelN :

(1-)L)) () 4 nn 4 DL(x) =0 (2)

’

(on pourra veérifier que ((l—xz)L,:) est orthogonal dans I’(A) a tous les

polynémes de degré <n—1). Puis, pour tous entiers positifs m et n, calculer

J:llL’ ()C)L,:(x)(l—x2 )dx en fonction de || L

2
Z[A]

m n

Q4. Montrer que les polynémes L,, n¢€ IN , forment une famille totale de L*(A).
On note 7, [’opérateur de projection orthogonale de L*(A) sur IP, (A) pour le
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produit scalaire (,) Etant donnée une fonction v de L*(A), écrire le

développement de ﬂ'N(v) dans la base {Ln, 0<n< N} en fonction de v.
05. On note A ’opérateur

’

Av = —((1 -x° )v')

Montrer que, pour toutes fonctions u et v deux fois continiiment dérivables sur
A,ona

[ (Aw)x)(x)ax = [ u(x)(Av)(x)ax et | (Au)(x)u(x)dx=0

06. A partir de l'espace H'(A), on définit les espaces H'”(A) pour tout entier
m =2 par la formule de récurrence

H"(A)={veH""(A); v eH""}
On note aussi HO(A) lespace I*(A). On introduit la notation d" pour la

derivée (au sens genéralisé) d’ordre m pour toute fonction vde H ’”(A) :

dv=vetd"v= (d’”_lv) sim>1.
On munit [’espace H’"(A) de la norme

1
m 2
/
Mo = (;nd v mf)
Montrer que, pour tout entier k>0, ['opérateur A est continu de H"(A)
dans H*(A).

On munit également l’espace Hm(A) de la norme (A" désigne 1'opérateur
identite)

N | —

(||v||Lz(A)2 + ||Akv LZ(A)Z) si m est un entier pair égal a 2k

P | 2 2
(llv”Lz(A)z +J ((Akv) ) (x)(l - xz)dxj si m est un entier impair égal a 2k +1
-1

Montrer que, pour tout entier m=1, il existe une constante c positive telle que,
pour toute fonction vde H ’”(A),

”V”D'”(A) S C”V”H"’(A)
Q7. Démontrer la majoration suivante : pour tout entier m=1 et pour toute
fonction v de H'”(A),

-m
o=, )], €V e
On traitera séparément les cas ou m est pair et impair :

— dans le cas ot m est pair égal a 2k, on calculera les coefficients de A*v dans
la famille des L,, n € IN , en fonction de ceux de v, a partir de I’équation (2) ;
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— dans le cas ou m est impair égal a 2k + 1, on calculera les coefficients de

(Akv) dans la famille des L', n=1, dont on montrera qu’elle est une base
orthogonale de [’espace des (classes de) fonctions de carré intégrable pour la
mesure (l—xz)a’x sur A.

08. On définit I'opérateur 7, sur les fonctions de Hy(A) par la formule

(e )(x) = [ (s ()0t

Démontrer que ['opérateur 7, envoie Hy(A) sur IP)(A). Etablir la

majoration suivante . pour tout entier m=1, il existe une constante c positive
indépendante de N telle que, pour toute fonction v de Hy(A) N H"(A),

HV —zy(v) S CN17m||V’||D””1(A) (3)

HHI(A)
Q9. Etablir également la majoration suivante : pour tout entier m=1, il existe
une constante c positive indépendante de N telle que, pour toute fonction v de

Hy)(A)NH"(A),
v -7 (v)

On pourra introduire la fonction w de H)(A) dont la dérivée seconde est

< cN_m||v'||D,,,4(A) (4)

L(A)

égale a v—r,(v) et montrer que

1 ’
[(v=70)) (D)ax < v = (74 W ()
A(A) A(A)
010. Etant donnée une fonction vde H'(A), on pose
1-x I+x
vo(x) = (x) === 1) =—=u(1)

et on étend l'opérateur 7, a H'(A) par la formule
l-x I+x
7, (v) =7, (vo) + > v(=1)+ > v(1)

Montrer que, pour tout entier m=1, ['application : v v, est continue de
H’”(A) dans H)(A) n H"(A). Démontrer un analogue des majorations (3) et (4)

qui soit vrai pour toute fonction v de H’"(A), m2>1.

Q11. On suppose la solution u du probleme (1) de [’énoncé 49 dans H ’"(A), pour

un entier m=>1 donné. Etablir la majoration d’erreur suivante entre la solution u
du probleme (1) de I’énoncé 49 et la solution uy du probleme (1) de cet énonce : il
existe une constante c positive indépendante de N telle que

””_”N”H'( <eN'™"uf

D" l
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Solution

QL. On a Dim(IP,(A))=N+1 et Dim(IP)(A))=N-1 du fait que tout
polyndme P de IP)(A) peut s’écrire P = (x2 + l)Q avec Q de degré inférieur ou
égala N-2.
En désignant par {¢j; I<j<N —1} une base de IP)(A) et en écrivant le
N-1

polynome uy de IPJ(A) sous la forme u, = Y A,¢,, on voit que le probléme (1)

J=1
est équivalent a la résolution du systéme linéaire de N—1 équations a N—1

inconnues :
N-1
> ao.0)h =] f()e () (1<isN-1)
J=
La matrice de ce systetme est celle du produit scalaire « dans la base

{(oj; ISj<N- 1} , elle est donc non dégénérée et le systéme admet une unique

solution.

On a donc ainsi prouvé que le probléme (1) admet une unique solution dans
IPY(A) .
Q2. Les équations (4) du probléme 49 et (1) de ce probléme appliquées a une
fonction v, € [P/\?(A) - HS(A) donnent :

Ot(u,vN) = J._llf(x)vN(x)dx = Ot(uN,vN)
On déduit alors que a(u — Uy ,vN) =0, c'est-a-dire que :
Vv, € IPy(A), J-_ll(u’ —uy, )()c)v]’V (x)dx + I_lla(x)(u - uN)(x)vN(x)dx =0
Avec I’inégalité triangulaire, on a :
vy € IPy(A), ”“ - uN”Hl(A) = ”” - VN”HI(A) + ”VN - uN”Hl(A)

D’autre part, en utilisant I’équivalence des normes ‘ ‘Hl o €t Ml 0y sur Hy(A)

(probléme 49 Q4) et la coercivité de o (probleme 49 Q5), on peut écrire que :
||vN - “N||H1(A)2 < cl|vN - ”N|H1(A)2 < cla(vN —Uy,Vy — uN)

avec :

OJ(VN —Upy,Vy —MN) = OK(VN —U,Vy —MN)+0((M—MN,VN —MN)= O((VN —U,Vy —MN)

Avec la continuité de ¢, on a a(vN —U,Vy — uN) < czqu - uHHl(A)HvN - uNHHl(A) .
Ce qui donne en définitive :
H"N - uNHH'(A) = Clczu"zv - ”HH'(A)
et:
Vv, € IPy(A), H“ - ”NHHI(A) = (1 + Clcz)H” - VNHH](A) = CH” - VNHHI(A)
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Ce qui entraine :
ot =l ) = ‘. E’,’;@A)H“ Vil
la constante ¢ étant indépendante de N.
Q3. Deux intégrations par parties successives permettent d’écrire, pour tout
polyndme P de degré inférieur ou égalan—1 :
1 ’
[ ((1=%)27) () P()aty == | 201 -x7) ()
-1 -1

= '[il L (x)((l — xZ)P’) (x)dx =0

(Ie polyndme (1 - xz)P’ est de degré strictement inférieur a n).

Le polyndéme ((l—xz)L,:) est donc orthogonal, dans I*(A), a tous les

polyndmes de degré inférieur ou égal a n—1. Ce polynome étant de degré
exactement n, on déduit qu’il est proportionnel a L, (unicité des L,). C'est-a-dire

qu’il existe une constante A, telle que ((l—xz)L;) =A,L,. L’identification des

coefficients de x" donne immédiatement A, = -n(n+1).

On a donc ainsi prouvé que L, est solution de 1’équation différentielle (2).

En effectuant une intégration par parties puis en utilisant cette équation
différentielle, on a :

[ L)L (0)(1-x%)dx = - j L,(x)(Li(1- xz))/(x)dx =n(n+1)[ 1,(x)L,(x)dx
Soit :

n(n+ l)HLn sin=m

2
[ L)L (1= ) =

Osinzm

Q4. (a) On sait déja que les polynomes de Legendre sont orthogonaux deux a
deux. Pour montrer qu’ils forment une famille totale il reste a montrer que

I’espace vectoriel qu’ils engendrent est dense dans L°(A), ce qui revient a
montrer que le sous espace vectoriel IP(A) de I’(A) formé des fonctions
polynomiales est dense dans L*(A).

On sait que C”(A) est dense dans (LZ(A),

LZ(A)) et que IP(A) est dense

dans (C“’(K), H.,,) (théoréme de Stone—Weierstrass). Donc pour toute fonction

f € ’(A) etpour tout réel £>0, on peut trouver une fonction ¢ € C” (K) et un
polyndome P € IP(A) tels que :
7=, <eet|P-gl <&
On a alors :
lr=Fl, <lr -ol, +|P-gl, < e+ 2| P-gl_<(1+42)e
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D’ou le résultat.
(b) La famille des polyndomes de Legendre étant totale dans L*(A), toute fonction

ve I*(A) peut se décomposer sous la forme v= Y ¢,L, , les coefficients (de
n=0

Fourier) ¢, étant donnés par :
1

c, = —2Ijlv(x)Ln(x)dx (n€IN)

L

n

2(a)
La projection orthogonale de v sur IP,(A) est alors donné par (voir le
probléme 47 Q3) :

N

Ty, (v) = ZCHLH

n=0
Q5. Soient u et v deux fonctions dans C’ (K) En effectuant deux intégrations par
parties, on a :
Ijl(Au)(x)v(x)dx = J: u’(x)v'(x)(l - xz)dx = Jlll u(x)(Av)(x)dx

Pour u = v, une intégration par parties donne :
1 1
L(Au)(x)u(x)dx = Lu'(x)z(l - xz)dx >0

Q6. (a) L opérateur A est aussi défini sur H H2(A), pour tout entier £ >0, avec :

Yve H**(A), Av= —((l - xz)v’) =2xv — (1 - xz)v” e H*(A)
la formule de Leibnitz étant encore valable pour les dérivées généralisées (voir le
probléeme 48 Q11 (a)).
Par récurrence sur [ €{0,---,k}, on vérifie que :
Vve H2(A), d'av=1(+1)d"v+2(1+1)xd""v—(1-x*)d"?ve H*'(A)
et:
||d "Av

o T20+1 ey

( 1+2)(1+1 +1)||v|

La continuité de 4 en résulte alors 1mmed1atement.
(b) Soit m =2k un entier pair. L’itérée A" étant continue de H "(A) dans L*(A),
on peut trouver une constante c; telle que :
Vve H"(A), HAkv

N + ||dl+2v

LZ(A *(A)

Hk +2

2(A) < Cl”"'”Hm(A)

Yve H’"( |v|| <4l+¢ ||v||Hm

(c) Soit m=2k +1 un entier impair. L’itérée 4* étant continue de H"(A) dans

et on a alors :

H'(A), on peut trouver une constante c; telle que :
vve H"(A), HA"VHH,(A) < cz||v||Hm(A)

Avec :
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J_ll ((Akv)/jz(x)(l —x?)dx < J_ll((Akv),jz(x)dx = H( Akv)'

on déduit alors que :
Vve H"(A), Mpnn) S 31+ Mgy

Q7. Pour toute fonction ve H"(A), on a V=chLn et Ay Zdn -

n=0

2

<[4

*(A)

convergence de ces séries ayant lieu dans Z°(A). Les coefficients d, sont donnés
par :

[ AL (e = e [ W) AL (W (ne )

nl2(A)

LZ(A
(les résultats de Q5 sont encore valables dans H'(A) du fait de la densité de
C~(A) dans H'(A) et de la continuité¢ de ’opérateur 4 et du produit scalaire de
L*(A)).

L’équation différentielle vérifiée par les polyndmes de Legendre (équation (2)
de Q3) peut s’écrire AL, =n(n+1)L,. On a donc A*L, =n(n+1)"L, et les
coefficients d, sont donnés par :

d =n"(n+ l)kcn (neIN)
(a) Soit m =2k un entier pair.
On déduit des calculs qui précédent que

- >, -3 - P

n=N+1 n=N+11

1
2k z n

- k
NN N*(N+1)" & LZW CNF(N+D* |4

2

||V 7Z.N n LZ(A)
2

Viiz(a)

et:
Yve H"(A), Hv -7y (v)

< N_’”||v||Dm(A)

(A)
(b) Soit m =2k +1 un entier impair.
Pour n>1, le polyndme L/ est de degré n—1. La famille des L (n=1)

forme donc une base de IP(A) et comme pour les polyndmes de Legendre, on
déduit que I’espace vectoriel engendré par les L’ (n=1) est dense dans

(LZ(A), LZ(A)).

D’autre part, pour n, m dans IN —{0} , une intégration par parties donne :

[ 22 (1-x)dx = [ L,(0)(AL,)(x)dx = m(m+1)(L,, L,)
On déduit donc que la famille des L, (n=1) forme une base orthogonale de

L*(A) pour la mesure (1 ~ xz)dx .

La fonction (A" v) € I’(A) peut alors se décomposer sous la forme :
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(4) = 2er;
n=1
avec :
e, = : > JII(AI‘V) (x)L,:(x)(l—xz)dx

n(n+1)|L, 2(n)

1 i
) A4)(x)( AL, )(x)dx =
P T ANAGRALG
(notations du (a)).
On a alors :

12 J._ll(AkV)(x)Ln(x)dx =d

nil2(A)

n

i

n=1

et:

= Z 2k+1 2k+1 (7’1+1)

n=N+1

HV Ty nll[2(A)

1 1 5
S N2k+1(N )2k+1 ;d nn+ 1) (A) S N2k+1(N + 1)2k+1 ”v”D’"(A)

C'est-a-dire que :
vweH"(A), |v-z,0),

< N7"|v| DA
N-1

Q8. (a) Pour ve H'(A), on a 7, (v')= ZC,;LH eIP, (A) et m,(v)eIP,(A).

n=0
De plus il est clair que 7, (v)(=1) = 0.
Avec l’orthogonalité des polyndmes de Legendre, on peut écrire que :

[z dt_zo (L, L) =&l = [ v/ @) = v(1) = (= 1)

et dans le cas particulier ou v e Hé(A) , on en déduit que 7, (v)(1) =0.
On a donc 7y (Hy(A)) c IP)(A) .

0

(b) En remarquant que 7zy(v) =v pour tout polynéme v € IP(A), on déduit
que 7, est surjective.

(c) Dans le probléme 49, on a montré que la semi—norme || A = v 2(p) €st
une norme sur H,(A), équivalente a la norme [, - 11 existe donc une constante
positive c telle que :

Vve Hy(A), . (V)HHI(A) < c‘v — 7 (v)‘Hl(A) = c||v’ -7y, (V)
(v—m,(v) e Hy(A) d’aprés (a)).
Si ve Hy(A)n H"(A), alors v/ € H"'(A) et avec I’inégalité de Q7, on a :

L*(A)
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”V, - ﬂN—l(V’) 2(A) < N_(m_l)”"'/”/:)'"*‘(/\)

et:
_ 1
HV ﬂN(V)HH‘(A)
Q9. Soit ve Hy(A). La fonction v—7z.(v) est dans Hy(A) et la fonction w

< ch_’"||v’||Dm71(A)

définie par w,(x)= fl(v—ﬂ']{,(v))(t)dt est dans H*(A) avec w/ =v-r,(v). La

fonction w définie par w(x) =E w,(¢)dt +y(x+1) ou y est tel que w(1)=0
1

(y= —EJ-_II w,(¢)dt ) est dans H)(A) N H*(A) et vérifie w/’=v -, (v).

En effectuant une intégration par parties, ona:
Hv 7, = j V-1, Iw”(x)dx

= —Jl<v - ﬂﬁv(v)),(x)w’(x)dx = (v =7 () ()

Mais, par définition de la projection orthogonale, v’ -7, _,(v')eIP, (A)",

donc Ijl(v’ —~ ﬂN_l(v’))(x)ﬂN 1(w’)(x)dx =0 et on peut écrire que :

Hv T, = _[ x)(ﬂN_l(w’) - w’)(x)dx
Puis en utilisant I’ megahte de Cauchy—Schwarz, on déduit que :

’ < HV’ - ﬂN—l(v,) (A H”N 1 ,) -w

Hv—ﬂ}v(v) .
L7 (A

2(A)

Soit :

v -7 (v)

N

’

2
w’—n; (w)

<

(A)

Hv -,(v)
Si de plus ve H"(A), on déduit alors de (3) que :

2 _ -
b=z <Ny e N Il
L7(A)

2(A) (A)

Avec (W] S alwle ) S Wl < czc3Hv - ﬁjl\,(v)HHl(A) , on déduit que :
2 -
HV - ”zlv (V)H . <¢N : m”‘/”le(A) HV - ”zlv (V)HHI(A)
L7 (A)
Enfin, en utilisant ’inégalité (3), on aboutit a Hv -7, (V)H2 <cN _2'”||v’||2 1
2(n) D"H(A)

soit :
Vve Hy(A)nH"(A), Hv—ﬂ'}v(v) _cN "

Q10. (a) Il est clair que v, € Hy(A) "~ H"(A), pour toute fonction v € H'"(A) .

2(A D
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vl
Avee oy S+ (= + It ] et L <2l
(probléme 49, Q3), on déduit que I’application vi=v, est lin€aire continue
() < IVmay )
(b)Onav-rm,(v)=v,- 7, (vo) et en utilisant les majorations (3) et (4) :
Hvo - JZ}V(VO)HHl(A) + NHV0 - ﬂ}v(vo) <c,N'™
iy (Q6) et
Hv - ﬂjlv (V)HHI(A) + NHV - ﬂ,lv (v)
Et avec la continuité de vi—> v, :

=y 0N+ M =70 0)

2(A) Voll pri(a)

sy Sile { IS 1 i donne :
avec ||v0|| pr(a) <6V Vollgmia) =Moo ) - Ce qui donne :

1-m
SN HVO

*(A) H™(A)

(A) < CNl_m”v”H"’(A)

LZ
Q11.0na ||u - uN”HI(A) <c, VNEIn{;(A)”u - vN”Hl(A) (Q2), donc :
Hu —Uy H'(A) S c"”” - ﬂfl\/(u)“H‘(A)

et avec la majoration (3) :

Hu - MNHHI(A) < CNlim”u’”D'”"(A)
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