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Premiere partie

Exercices et problemes
d’analyse






Chapitre 1

Espaces normés

Probléme 1.1. Opérateurs de Volterra

Pour tout intervalle réel I non réduit & un point, on désigne par C° (I, R) I’espace
vectoriel des fonctions continues de I dans R. Lorsque I = [a, b] est un segment,
on dispose sur I'espace C° ([a, ], R) des normes usuelles :

b b
[flloe = sup |f ()], ||f||1=/ |f @)l dt, [flly = /fQ(t)dt

z€[a,b

cette derniere norme étant déduite du produit scalaire défini sur C° ([a, b] , R) par :

b
V(f.9) € (€ (la.b],R)?, (f | 9) :/ £ (t)g () di

Pour tous réels a < b et ¢ < d, on désigne par CY([a,b] X [c,d],R) I'espace
vectoriel des fonctions continues de [a, b] X [c, d] dans R.

— I — Opérateurs de Volterra

Pour cette partie, a < b sont deux réels et E est I'espace C° ([a,b],R).
A toute fonction K € C° ([a,b}2 ,R) , on associe les applications Tk et T}

définies par :

x b
Ty (f) (@) = / ) K (t2)dt T (f) (2) = / £ () K (x,1) dt

pour tous f € E et « € [a,b]. On dit que Tk est un opérateur de Volterra de
noyau kK.

Pour K constante égale & 1 sur [0, 1]2 , on notera simplement T' 'opérateur de
Volterra correspondant et T 'opérateur T}, soit :

x b
vf € E, Vxe[me,T(f)(x):/ £ (@) t, T*(f)(x)=/ £ (t)dt
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1. Montrer que 'application Tk est un endomorphisme de E.

2. Montrer que T} est I'unique endomorphisme de E tel que pour toutes fonctions
f.g dans E, on ait (T (f) | 9) = (f | T% (9)) (Tf est U'opérateur adjoint de
Tk).

3. On se propose de montrer que Tk est continue de (E, ||-|.,) dans (E,||)
xT
avec [|[Tk||, = sup / |K (t,z)|dt.
a

z€la,b]
(a) Monter le résultat pour K a valeurs positives.

(b) Montrer que Popérateur Tk est continue de (E, ||| ) dans (E, ||-|| ) avec
1Tl < [T
(c) Justifier I'existence de zq € [a, b] tel que :

T zo
[Tl = sup [ 1K @oldi= [ 16 ()

z€la,b]

(d) On désigne par (e,),cy une suite de réels strictement positifs telle que
lim e, =0 et par (f,) la suite de fonctions continues définie par :

n—+0o neN
K(t,xo)
VneN, Vtelab], fnlt) = 77—
Montrer que lir+n Tk (fn) (z0) = || T)k||| . et conclure.
n—-—+0oQ o0

4. On suppose que K est a valeurs positives et on se propose de montrer que Tk

est continue de (E, |-||,) dans (E, ||-||;) avec ||[Tk||; = sup / K (z,t) dt.

z€[a,b)

(a) Montrer que lopétateur Tk est continue de (E, |-||,) dans (E,|-||;) avec

|ITk|; < sup /K x,t) dt.

z€[a,b]

b b
(b) Justifier I'existence de z¢ € [a, b] tel que sup / K (z,t)dt = / K (o, t) dt.
z€Ja,b] T

b
(c) Montrer que ||Tx|; = sup / K (z,t)dt.
z€la,b) Jz

5. Montrer que l'opérateur Tk est continue de (E,|-||,) dans (E,[[|,) et que

b—a .
1Tkl < Ky, ou Kl = sup [K(z,1)].

V2 > * @elad?
6. On se propose de montrer que l'opérateur Tk n’a pas de valeur propre réelle
non nulle.

(a) On suppose que K = 1. Montrer que T n’a pas de valeur propre réelle.

(b) On revient au cas général. Comme pour K = 0 le résultat est évident, on
suppose que K # 0. On raisonne par I'absurde en supposant qu’il existe
un réel A € R* et une fonction f € E'\ {0} tels que Tk (f) = Af.
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i. Montrer que la fonction g = T (f?) est croissante et qu’il existe un
réel a dans [a,b] tel que g (z) = 0 pour tout = € [a,a] et g(z) > 0
pour tout x € Ja, b] .

ii. Montrer qu’il existe un réel 8 > 0 tel que A\2¢’ (x) < Bg (z) pour tout
x € [a,b].

iii. Conclure.

On suppose que [a,b] = [0,1] et Tk est Uopérateur défini par :

VfeE, Ve el0,1], TK(f)(:z:)/OIf(t)cos(zt)dt

(opérateur de convolution par la fonction cos).

i. Montrer que, pour toute fonction f € E, la fonction Tk (f) est de
classe Ct sur [0,1].

ii. Montrer que T, n’a pas de valeur propre.

7. Montrer que si K; et Ks sont deux fonctions continues sur [a, b]g, alors la
composée T, o Tk, est un opérateur de Volterra sur E.

8. On dit qu'un réel X est une valeur spectrale de T si AId—Tk n’est pas bijective.
En notant o (Tkx) 'ensemble des valeurs spectrales de Tk (le spectre de Tk),
on se propose de montrer que o (Tx) = {0}.

(a)

()
(f)

Montrer que, pour tout n € N*, l'application T} est un opérateur de
Volterra, c’est-a-dire qu’il existe une fonction K, € C° ([a,b]2 7R) telle
que :

Vf € B, Ve o], T}g(f)(x):/mf(t)Kn(t,x)dt

Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a :

| K5, e
Y (z,y) € [a, 6], |Kn (z,y)] < -1y |z —y["!

Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a :

K5 (b —a)”

TRl < P

Montrer que la série ZT}é est convergente dans (£ (E), ||-||5) , que Id—Tk
est inversible dans £ (E) et donner une expression de (Id — Tx)™".

Montrer que, pour tout réel non nul A, 'opérateur AId — Tk est inversible
dans L (E) et retrouver le fait que Tk n’a pas de valeur propre non nulle.

Montrer que o (Tx) = {0}.

9. Pour cette question et les suivantes, K = 1.
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Montrer que, pour tout f € E, tout n € N* et tout z € [0,1], on a

() = [

f(t)dt, la fonction T™ (f) étant de classe C"
sur [a,b].

Calculer ||T™|| et || 7™, , pour tout n € N.

Donner une expression de (AId — T)™" pour A € R*.

Montrer que, pour tout f € E, tout n € N* et tout = € [a,b], on a
b n—1

n (t — J})
T = ———f(t) dt.
@ = [
Montrer que, pour tout f € E, tout n € N* et tout = € [a,b], on a

|t

b 7I|n—l
() @)+ TV (@) = [T

10. Soit H un sous-espace vectoriel de dimension finie de E stable par T. Montrer
que H = {0} .

11. Soient f une fonction de classe C* sur [a, b] telle que f (a) = 0 et ¢ la fonction
71'

définie sur Uintervalle ouvert |a, b[ par ¢ (t) =

2(b—a)tan (gi:—‘;)

Montrer que la fonction ¢ se prolonge par continuité en b et que la fonction
@ - f se prolonge par continuité en a.

2
Montrer que 2 (t) + ¢’ (t) = 77772 pour tout ¢ € |a, b|.
4(b—a)
/ 2 2 m 2
Montrer que [|f" = ¢ fll; = [/'ll; = ——= [IF1>-
4(b—a)
i 2(b=a) | o a1 4 Tt
En déduire que ||f|l, < ——=||f’|l5, ’égalité étant réalisée uniquement
t—
pour les fonctions f : ¢ € [a,b] — Asin (gba> , oll A est une constante
—a

réelle.

12. Calculer ||T7|, .

— IT — L’opérateur S =T oT* sur C°([0,1],R)

Pour cette partie, I = [0,1] et E est I'espace vectoriel C° ([0,1],R) muni de sa
structure euclidienne usuelle. On désigne par S 'opérateur S =T o T™.

1. Montrer que, pour toute fonction f € E, la fonction g = S (f) est de classe C?
sur [0,1] avec g (0) = ¢’ (1) = 0.

1
2. Montrer que, pour f € E et x € [0,1], 0on a S(f) (z) = / min (¢, x) f (t) dt.
0

* 2
3. Montrer que, |||, = T, et ||S]l, = |7]3.

4. Montrer que 'opérateur S est symétrique défini positif.
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®

10.

11.

12.
13.
14.

. Montrer que si S admet des valeurs propres réelles, elles sont nécessairement

strictement positives.

Montrer que les valeurs propres réelles de S sont les termes de la suite (,u%)

. 2
N G

neN’

) et que, pour tout n € N, I’espace propre associé
N

t
a la valeur propre )\, = p2 est la droite dirigée par f, : t € [0,1] — sin ( )
22

Montrer que la famille (f,), oy est orthogonale dans E.

Calculer || f, ||, pour tout n € N.

On désigne par (¢,,) la famille orthonormée définie par :

neN

. ™
On = mfn = /2sin ((2n +1) 515)

A toute fonction f € E on associe la suite (¢, (f))nen de ses coefficients de
Fourier relative au systéme (¢y,) définie par ¢, (f) = (f | ¢n) pour tout
n € N.

neN

Soient f € E et g : R — R la fonction 2m-périodique et impaire définie par :

o= sz

et g (0) = g (w) = 0. Calculer les coefficients de Fourier de g.

Montrer que iocn (f)? = ||f||§ pour tout f € E.

Montrer que,n;(())ur feFEetneN onac,(S(f) = Acn(f) et en déduire
que :

2 2 E—FOO Cn (f)2
1S (f ||2 = Z)‘ e (f)” = 2 (0 + 1)4 (1.1)

Que déduit-on pour f =17
En utilisant (1.1) retrouver les valeurs de |5, et.||T, .

Soit K la fonction définie sur [0,1]* par K (t,z) = min (¢, z) .

(a) Montrer que K est continue sur [0,1]”.

(b) Mountrer que Z)\z / / K (t,2)° dtdz.

n=0
+oo +oo 1
En déduire les valeurs de —— et —.
© Z “(2n+1)* ;n‘*

Solution.

— I — Opérateurs de Volterra
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1. Pour = € ]a,b] le changement de variable t = a + 0 (z —a) avec 0 < 6 <1
donne :

TK(f)(x):(x—a)/O fla+0(x—a)K(a+0(x—a),z)dd

ce résultat étant encore valable pour x = a.

La fonction (6,z) — f(a+ 0 (z —a)) K (a+ 0 (z — a) , x) est continue sur [0, 1]x
[a, b] et I'intégration se fait sur un segment, donc la fonction Tk (f) est continue
sur [a,b], c’est-a-dire que Tk (f) € E. De la linéarité de l'intégrale, on déduit
que Tk est linéaire.

2. Comme pour Popérateur Tk, on vérifie que Tj € L(E). Pour f,g dans E, on
déduit du théoréme de Fubini sur un triangle (robleme ?7?) que :

<TK<f>|g>=/abTK<f><x> /(/ Ft txdt) (2) di
—/abf(t) (/tbgcc)ff(t,x)dx) ‘“:/a ()T (9) (8)dt

= {1 Tk (9))

Siu e L(E) est tel que (T, (f) | g) = (f | u(g)) pour tout (f,g) € E?, on
a alors (f [ Tg (9)) = (f |u(g)) ou encore (f | (Tk —u)(g)) = 0 pour tout
(f,g) € E%, ce qui équivaut & u = T}> puisque (- | -) est un produit scalaire.

(a) Pour tout f € E et tout = € [a,b], on a :

txdt’ (/Ktzdt)|f||
K (t,x)d
<z2?fb] e t) 11l

done ||Tx (f)]l, < ( sup / K (t,x) dt) || fllo et Papplication linéaire

Tk (f) (z)] =

z€la,b]
T

Tk est continue de (E, ||-|| ) dans (E, ||-|| ) avec || Tk ||, < sup K (t,x) dt.

z€[a,b]

Comme ||Tx (1)|, = sup [Tk (1) (z)] = Sup / K (t,z)dt, on en dé-
z€[a,b] z€[a,b)

duit que [|Tk||,, = sup / K (t,z)dt. En particulier, pour K =1, on a
z€(a,b]

1Tl =b—a.
(b) Pour tout f € E et tout x € [a,b], on a :

x

(t)K(t;vdt’ (/ If (¢ |Ktx)|dt>
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donc :

1T (Do < [ Tx1 UFD] o < Tt oo 11 oo = 1Tt 111
et | Tkl < [|Tixy]] o

(c) La fonction ¢ : z — / |K (t,z)|dt = Tig| (1) () étant continue sur le

a
segment [a, b], elle y est bornée et atteint ses bornes, il existe donc un réel
xo € [a,b] tel que o = sup ¢ (x) = ¢ (xg).

z€[a,b]

(d) La suite (f,),cy est une suite de fonctions continues sur [a, b] qui converge
simplement sur [a, b] vers la fonction ¢t — signe (K (xo,t)) . Pour tousn € N

et t € [a,b], on a |f, (t)| = m < 1, donc|| fnl| o, < 1. De plus,
pour tout ¢ € [a,b], on a :
o O ()~ 1K (1] = [0 1 1,00
|K (t,20)| + €n
__en|K (¢ )|
K (t o)l +en "

donc la suite de fonctions (fy, - K (-, 20)),,cy converge uniformément sur
[a, b] vers la fonction |K (-, )] et :

n—-+oo n—-+o0o

lim Tk (fn) (ko) = lim / fn () K (t,z0) dt

:/ K (t,w0)| dt = ||Tix) |

a

Avee [Tk (fn) (20)] < [Tk (fn)lloo < 1Tk lloo [fnlloe < Tk || pour tout
n € N, on en déduit en faisant tendre n vers 'infini, que HTIK\ Hoo <NTr || o
et I'égalité :

1Tkl = || T[] o = sup / |K (t,z)|dt

Dans le cas particulier ou K (¢, 2) = ¢ () avec ¢ continue sur [a,b], on a
Tkl = sup (z—a)lp (@)

z€la,b

(a) Pour toute fonction f € F, on a :

1T (Sl = /|TK |dfc</ab(/j|f(t)||K(t,x)|dt>da;
f/a (/ |K<t,:c>|dx> |f<t>|dts(tzﬁ?b]/tbm(uw)mx) £,
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(théoréme de Fubini sur un triangle), donc Papplication linéaire Tk est
continue de (E, ||-||;) dans (E, |-||;) avec :

b
il < swp [ JK (k)] da
t€fa,b] Jt

b
La fonction ¢ : t — / |K (t,2)|dz = T} (1) (t) étant continue sur le

segment [a, b] , elle y estt bornée et atteint ses bornes, il existe donc un réel
to € [a,b] tel que sup ¢ (t) = ¢ (to) .
t€la,b]
b
Sip(to) =0,onaalors ||Tk||; =0= sup ¢ (t).Sie(to) = |K (to, x)| dx >
t€la,b to
0. Par continuité de ¢ en ty, on peut t[I'Ol]IVEI‘, pour tout entier naturel n,
un réel 7, > 0 tel que :

1
Vt € [an, by] = [a,b]N[to — Nnyto +1n], @ (t) > 0et o (t) — @ (to)] < T

On désigne alors par f, : [a,b] — RT une fonction affine par morceaux et
continue qui est nulle en dehors de Ja,, b,[ et telle que :

b by
||fn||1=/ fn(a:)dxz/ b (o) de =1

(voir la figure 1.1). Pour K a valeurs positives, comme f,, est aussi & valeurs

FIGURE 1.1 — graphe de f,
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positives, on a :

b b
1Tk ()l — B = / Tie (fu) (8)] i — / K (¢, 2)| di
b

/ (/ K(ta) fo (o )da:)dt— K (t,2) dt

/(/ng;dt)fn d:c—/Ktccodt/ fu(a
:/a (/ K(f,@dt_/mfc(t,xo)dt)fn<x>dx
:/b (/:K(tm)dt—/g:f((t»%)dt) fu (@) da

by
- / (¢ (@) — ¢ (20) fu (a) da

et :

b, bn
T (Sl - Bl s/ 0 (@) — @ @) fu (@) dz <oy [ fo(@)dr=c,

n An

de sorte que HETOO I Tx (fo)ll, =8

Avee [T (fu)lly < Tk lly fnlly = [Tk |l;, on en déduit que @ (zo) <
[Tl et -

ITxll, =¢ = sup / K (t,x)d

we[a b)

/ab(TK(f)( dx—/ (/ K (a,t) f dt) do

et en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur [a, 2], & z fixé dans ]a,b], on

(/:K<w,t>f<t>dt)2s/: <K<w,t>>2dt/;f2 (t)dts/: (K (2,0)” dt | f11

cette inégalité étant encore vraie pour x = a, donc :

1T (DIE < ( / b ([ &) dx> 112

et on en déduit que Tk est linéaire continue de (£, ||-||,) dans (E, ||-||,) avec

3 < | b ([ oy a)a < i [ b ([at)ae =iz b-a)

5 On a:
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(a) Pour f € E, T (f) est la primitive de f nulle en a. Elle est donc de classe
Ct sur [a,b].
Supposons que T admette une valeur propre A € R (ou méme A € C). 11
existe alors une fonction f € E\ {0} (ou f € C°([a,b],C)\ {0}) telle que :

Ve ot T @ = [ F0d =27 @) =T @)

SiA=0,onaalors T(f)=0et f=T(f) =0, ce qui n’est pas.

Si A # 0, on a alors T (f) (z) = aex@= ) avec a = T (f) (a) = 0, donc
T(f)=0et f=T(f) =0, ce qui n’est pas.

Dans les deux cas, on a une impossibilité, donc T" n’admet pas de valeur
propre réelle (ou méme complexe).

(b)

i.

ii.

On a, pour tout = € [a,b] :

90) =T () @) = [ £
donc g est de classe C! et a valeurs positives sur [a, b] avec :

g (@) =f*(x) =0

donc g est croissante sur [a, b] .

Comme g (a) = 0, ensemble A = {x € [a,b] | g (x) = 0} est non vide

majoré par b, il admet donc une borne supérieure a.

Par continuité de g, on a g(a) = 0 (si @ = a, c’est clair, sinon,

pour tout n > 1, il existe z, € A tel que a — — < z, < «a et
n

g(a) = lim g(zn)=0).
b
Si a = b, on a alors g (b) = / f2(t)dt =0et f =0, ce qui n’est pas.

a

On a donc « € [a, b].
Pour tout = € [a,a], ona 0 < g(x) < g(a) =0, donc g (z) = 0.
Un réel z € ]a, b] n’est pas dans A, donc g (x) > 0.

Pour tout = € [a,b], on a :

M @) =Tic () @) = [ Ko s

et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que :

v [ K [ Peaso-alKE g @

soit :
Ng' () < By (x)
oufB=(b—a) ||K||iO > 0 puisque K # 0.
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g ()
9(z)
h:z— Bz —a)—\In(g(x))

iii. Pour tout z € |, b], on a A2

< f3, ce qui signifie que la fonction :

est croissante sur |a, b, done :
Ve €]a,b], h(z) = p(z —a)=NI(g(z)) <h(®)=F(b—a)-N (g (D)
ce qui contredit :

lim h(z) =400

r—at

pour A # 0.
En définitive, Tk n’a pas de valeur propre réelle non nulle.

i. Pour fe Eetx€0,1],ona:

Tk (f) (x) = cos ( / £ (t) cos (t) dt + sin ( / f(t)sin(

donc Tk (f) est de classe C! sur [0, 1] avec :

Tk (f) (z) = —sin (z) /I f (t) cos (t) dt + cos (x) /L f(t)sin(¢)dt
0 0
+ f(x) (0052 (x) + sin? (x))
= cos () /x f () sin (¢) dt — sin (x) /98 f@)cos(t)dt+ f (x)
0 0
ii. On sait déja que Tk n’a pas de valeur propre non nulle.

Il s’agit donc d’étudier le noyau de Tk.
Si Tx (f) =0, on a aussi Tk (f)' = 0, soit :

x) = sin () /01’ f () cos (t) dt — cos (x) /Oz f () sin (t) dt

et f est de classe C! sur [0, 1] avec :

) = cos ( / f(t)cos (t) dt + sin (x / f () sin (

+ f () (sin (x) cos (x) — cos (z) sin (z
=Tk (f)(z)=0

ce qui nous donne f = f(0) =0.
Donc ker (Tx) = {0} et Tk n’a pas de valeur propre.

7. Montrer que si K; et Ky sont deux fonctions continues sur [a,b]z, alors la
composée Tk, o Tk, est un opérateur de Volterra sur E.
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8. Pour f € E et x € [a,b],on a:

T, o Tiey (1) (@) = [ K1 (0.0 T (1) (0t = [ (/f‘ )61 o) Ko (60 dy )

:/j </:K1(x,t)K2(t,y)dt> dy—/ K (z,y) f (y) dy

(théoréme de Fubini sur un triangle) ol on a posé :

mmwjfm@ﬁ&@wﬁ

1
:4x—w[;Kﬂay+ou—y»ny+eu—y»wde

pour (z,y) € [a,b]”.
Comme la fonction :

(0,2,y) = Ki(z,y+0(xr —y)) Ka (y + 0 (z —y),y)

est continue sur [0, 1] x [a, b]* et Dintégration se fait sur un segment, on déduit
que application K3 est continue sur [a, b]2 et Tk, o Tk, est un opérateur de
Volterra sur F.

(a) Durésultat précédent, on déduit par récurrence sur n € N* que les T3 sont
des opérateurs de Volterra, les noyaux associés étant définis par K3 = K
et :

Kasa (r.) = [ Ko () K (o)t

(b) On procede par récurrence sur n > 1.
C’est vrai pour n = 1 et supposant le résultat acquis pour n > 1, on a,

pour (z,y) € [a,b]Q
/@B%<aw @t)ﬁ‘<”Kﬂ (]qu,/ ey Vhlﬁ‘

1, le =" _ IKI™
(n=1! n n!

K1 (2, y)] =

<Kl

| n

(distinguer les cas < y et x > y).

(¢) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour n € N*| f € E et
x € [a,b)] :

(Tw (f (/f a:tdt) /f2 dt/K2a:t
<||f||2<(||K||1)!> /a (@ — )20 gy

||K|| fe—a)!
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donc :
1515 /b (x—a)" KI5\ (b —a)™
T < ~ 7 dx=
I i < 115 (225 ) [ Ot = () o
2 2n
e (JEL Y 00
2\ (n—1) n?
(2n (2n — 1) > n? équivaut a 3n > 2 pour n > 1) et :
n K5 (b —a)”
R
K| (b—a)"
(d) De [|TE|l, < W pour tout n > 1, on déduit que la série > T3
est normalement, convergente dans (£ (E), l|-|l5) et avec :

(Id—Tk) o ZTK (Id—Tk)o lim ZTKf lim (Id —Tk) o

n—-+oo n~>+oo

= lim (Id- T;;“) =1d

n—-+oo

(continuité de la composition), on déduit que :

(Id—Tg)~ Z %

soit, pour f € E et x € [a,b] :
(Id —Tx) ™" (f) (@ )+ ZTK
+Z/ f(t) Ky (2,t) dt

:f(ac)—i—/ f(t) (ZKn (:E,t)) dt
+/xf(t)L:Etdt

+oo
t)=> K, (x,1)

ou :

o >oT

k=0

la convergence uniforme de cette série étant assurée par les inégalités :

KI5 (b —a)"™
(n—1)!

(Ko (2,1)] <
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1
En écrivant que A\Id — Tx = A <Id — /\TK> =A (Idf T§K) et en rem-

1
— K, on déduit que AId — Tk est inversible dans

placant la fonction K par i\

L(E).
Pour A\ € R*, 'endomorphisme AId — Tk est en particulier injectif, donc
A ne peut étre valeur propre de Tk.

Comme Tk (f) (a) = 0, Popérateur Tk n’est pas surjectif et en conséquence
n’est pas inversible, donc o (Tx) = {0} .

C’est vrai pour n = 1 et supposant le résultat acquis pour n > 1, une
intégration par parties nous donne :

T T — n—1 T — n x T T — n
()@ = [ S e = [ g o] « [T g

:/m (x_t)nf(t)dt

n!

La fonction T+ (f) est de classe C! sur [a, b] de dérivée T™ (f) qui est de
classe C", donc T (f) est de classe C"*! sur [a, b].

On a aussi (T™ (f))(k) (a) = 0 pour k compris entre 0 et n — 1.

—_ "
On a donc T" =Tk, , ou K, (z,t) = (=t sur [a,b]” et

n!
z (x_t)nfl (x_a)n (b—a,)n
1Tl = ITk, ||, = sup / —————dlt = sup =
- “ aefab)Ja (n—1)! 2€[a,b] n! n!
) s s . |1~ _ t|n
En remarquant qu’on peut aussi écrire T" = Ty, , avec K,, (z,t) = >
n!

0 sur [a,b]”, on déduit que :

b n—1 n n
—t b—t b—
70y = sup [ O = s O 20
t€fa,b] Jt (n— 1)! tE(a,b] n! n!
(x—t)""" —1
OnaKn(x,y):Wpour tout n > let (Id—T) =1d+ T
n—1)!
avec : B
—~ (n— 1

donc :
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et, pour A € R* :

—1 “+oo
=1 () =3 (1-3T) D@ =32 BT O
1 e I O
=3 (f(x)—l—nz:l/\n ((n_)l), f(t)dt)

(d) C’est vrai pour n = 1 et supposant le résultat acquis pour n > 1, une
intégration par parties nous donne :

b (t _ x)n—l

e =[G owas S ne) - f

(e) On a:

T (e — n—1 b —.’En71
TWﬁ@H(TWuﬂm—/(mjg!ﬂwﬁ+/(t )

S W

xiL’* n—1 bl’* n—1
L'mﬂmf®ﬁ+l|mﬂmf@ﬁ
b 7137]'_1
:/'%Jmfmﬁ

P
11. Supposons que H # {0}, notons n = dim(H) > 1 et 7 (X) = Zaka le
k=0
polyndéme minimal de la restriction de T'a H avec 1 <p <n et a, = 1.

P
Pour toute fonction f € E, on a Zaka (f) = 0. La fonction y = TP (f) est

k=0
de classe CP sur [a,b] avec y*) = TP=F (f) pour 1 < k < p et y® (a) = 0 pour
0 <k <p-—1, donc y est solution du probléeme de Cauchy :

P
Zaky(p_k) =0 avec y(k) (a)=0powr 0<k<p-—1
k=0
ce qui impose y = 0 par unicité de cette solution, ce qui contredit H # {0} .

En définitive, H = {0} est 'unique sous-espace vectoriel de dimension finie de
FE stable par T.

12.
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(a)
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Comme liréa ¢ (t) = 0, la fonction ¢ se prolonge par continuité en b en
t—b—

posant ¢ (b) = 0.
Comme f est de classe C* sur [a,b] avec f(a) =0, on a :

Jim L0 = i O )
et : ia
o) f()= —2tze JO

1 1 Tb—1
Pour tout ¢ € Ja, b, on a = =—tan| - ——
tan(%t:—‘;) tan(%—g—b:(’i) 2b-a
et :
2 2
, T 5 7rb—t>) 7 9
t)=——5 |1 +tan” | = = t
o= (1w (350) ) = -1 0
On a

2 b 2
1o = [ -0 10

b
— 1712+ / (6 (8) 2 (1) — 20 (8) £ () 1/ (£)) dt

*fP=20-f-f =- = r+20-f-f)

4(b—a)?
2

_ 2 2/
(b— )2f (cpf)

sur lintervalle ]a, b[, ce qui nous donne pour a < a < S <b:

/ﬂ( 2O -200) fO) f (1) dt =~ i /sz(t)dt—/ﬁ( £2) (1) dt
(y @ = ool y

— / P2 (1)t~ (9 (8) £ (B) — 0 (0) f (@)

et faisant tendre («, 3) vers (a,b), on aboutit & :

I = flls = 15715 - (b_ )2 1F15 = (9 (8) f2 (B) = (¢ - f) (a) f ()

=715 = o e M1
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2
™ 2 . Q(b_a)
T M1 2 0 soitane 171, < =21

2(b—a)

(d) On en déduit que ||f/H§_

Légalité | £]|, =

ce qui équivaut a :

[l f']|5 est réalisée si, et seulement si, f' = ¢ - f,

() =re®

pour tout ¢ € Ja,b], ot ® est la primitive de ¢ nulle en b, soit :
b b cos (5”;‘:) _ b
<I>(t):f/ p(x)de =— T / 20 dm{ln(sin(ﬂx a))}
t 2(b—a) t Sin(%i:{j) 2b—a t
In ( sin mi—a
= 1 —
2b—a

On a donc :

pour tout ¢t € ]a,b], cette égalité étant également assurée en a par conti-
nuité.

13. Pour toute fonction f € E, la fonction T (f) est de classe C! sur [a,b] avec
(T (f)) = fet(T(f))(a) =a. On déduit alors de la question précédente que :

il < 2=y, = 282y,
donc ||T']], < M.
Pour f (t) = cos (g;_g) yonaT (f)(t) = @sin <72rz_a> et |T(f)lly =
20=9 ), done ), = 2=,

—II — L’opérateur S=ToT*

1. Pour tout f € E, la fonction T (f) [resp. T* (f)] est de classe C! sur [0,1] avec
(T (f)) = f [resp. (T* (f)) = —f], donc S = T o T* est de classe C? sur [0, 1]
avec :

(S(f)" =TT (1)) =T (1) =~f

Comme T (f) (0) =T (f) (1) = 0 pour tout f € E,onag(0) =T (T*(g)) (0) =
0 et g/ (1) = T* (f) (1) = 0.
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1
2. PourfEEetxe[071],ennotant)\:T(f)(l):/ f(t)dt, on a:
0

S(f) @) =T AT () (x)
=Aw—T2<f><x>=/0xf<t>dt—/o (x— 1) F (1) dt

:/Owa;f(t)dt—k/gcle(t)dt—/Oz(ff—t)f(t)dt
_/:xf(t)dt+/oztf(t)dt_/Olmin(:z:,t)f(t)dt

3. Pour tout f € E, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

IT (N)llz =TT ) = (1T T () < Il 1T o T (f)l,
<l IT* o Tl 1flly = IT* o Tl /113

1T (N3 = @ NI T () =1 ToT*(f) < Ifl IT o T (),
< flI T o Tl 1 £l = 1T o T*[l5 1 /113

2 * * : * *
donce [Ty < [T* o Ty < [T*[Ix [Tl soit [|T, < [Ty et [Ty < [Tl

. * 2 * *
ce qui donne [|T[l; = [T, et [Ty = [T o T, = [T T, -

Sachant que ||T||, = —, on en déduit que :
77

4
1SN, =

4. Pour f,g dans F, on a :
(S(f)1g) =T (/)T (9))

et cette expression est symétrique en (f,g), donc S est symétrique.
Pour f € E\{0},ona:

(S L =T (NI >0
(T* est injectif car (T* (f))" = —f), donc S est défini positif.
5. Résulte du fait que S est symétrique, défini et positif.

Si A € R est une valeur propre de S et f € E'\ {0} un vecteur propre associé,
on aalors S (f) = \f et :

AP =LA =(SULH =T (> >0

avec || f[|* > 0, donc A > 0.

6. Si A € R est une valeur propre de S et f € F '\ {0} un vecteur propre associé,
on a alors S (f) = Af, donc f est de classe C2 sur [0,1], A > 0 et \f"" = —f
avec les conditions f (0) = f’ (1) = 0, ce qui nous donne :

=) ()
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avec :
a=f(0)=0et —COS <)
\/>

B0 F#£0, T 4 nr, soit A = 1
avec puisque ce qui impose — = — +nm, S0it A\ = ———
ﬁ 2 (2n+1)* 72

avec n € N. 5

Réciproquement, on vérifie que les réels A\, = u2, ot p, = ——————, pour

2n+ 1)

tout n € N, sont bien valeurs propres de S. En effet, en désignant par f, la

t
fonction définie par f,, () = sin (
I

n

1 1 T
S(fn)(x) = /0 min (z,t) f, (t) dt = :L'/ fn () dt+/0 tf, (t)dt
1 T
:33/1 sin(:n)dt—i—/o t&n(un)dt
1 x T
=z {un cos (tﬂ + [untcos <t)] + un/ cos (t> dt
Hn /|, Hn /1o 0 Hn
(i) oo () o (5
= Ty CcOS | — | — ppx CoS + ,un sin
fin fin fin

= )\nfn (x)

Donc A, est bien valeur propre de S et ce qui précede nous dit que I'espace
propre associé est la droite dirigée par f,.

) pour tout ¢ € [0,1], on a :

7. Pour n # m dans N, on a :

Pafn | fm) =S () [ fm) = (Fu [ S (fm)) = (fo | A fm)

soit :

()‘n - >‘m) <fn | fm> =0
et (fn | fm) =0.

8. Pour tout n € N, on a :

£l

I
o\
>
2.
=
[\v}
N
Tl
~——
QU
Iy
I
o\
o

(ool
S~ sin(@nt)m) =1

1
LB (2L
2 4 Ln

9. Pour tout f € FE et tout n € N, on a :

1
en (f) = (f | on) = \@/ sin (2n+1) Et) f @) dt

_2—/ sin ((2n+ 1) )f(2 >dx
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En désignant par g la fonction 2m-périodique et impaire définie par :

et f(0) = f (w) =0, ses coefficients de Fourier sont a,, = 0 pour tout n € N et :

by, = g/ sin (nz) g (z) dx
0

™

T
pour tout n € N*. Comme, pour x =7 —t € {5771':| ,ona:

s =1(2-2w-0) =1 (%) =)

sin (nx) = sin (n (7 — t)) = (=1)""" sin (nt)

(/03 sin (nz) g (x) do + /; sin (nz) g (z) da:)

(/2 sin (nz) g (z) de + (=1)" /5 sin (nt) g (t) dt>
0 0
soit by, = 0 et :

bant1 = i/og sin ((2n+1)z) g (z) dz = i/og sin((2n+1)x) f (ix) dx

4 7

10. La fonction g étant 27-périodique, impaire et continue par morceaux, le théo-
reme de Parseval nous dit que :

et :

on a :

A

SRR

2 T
& +Z @@ +ie) =1 [ Fi=2[ Puw
:g %2 d ﬂ’2 d
W</09<x> x+Ag<x> x>
4 4 52(2>
== de = — Zx)d
7T/Og(a:)xw/ofwa:x
1
=2 fAt)dt
0

soit :

+oo
Yo (=111l (1.2)
n=0
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11.

12.

13.

14.

Soit f € E.
Pour tout n € N, on a :

en (S () =(S(f) [@n) =(f | S(pn)) = A {f | on) = Ancu (f)

et utilisant (1.2) pour la fonction S (f), on a le résultat annoncé.

Pour f=1,0ona:

*2—/ sin ((2n + 1) z) dx

2n+1)

/xdt—f—/ tdt—xl—x)—i—— (1—5)

et :
T\ 2 2
= 1— ,) dr = =
5= [ o (1-5) ar=2
donc :
SRR
S a1 060
Puis avec :
Jrooi B +oo 1 ++zo:o 1
n=1 n6 n=0 (2n + 1)6 n=1 (277’)6
on déduit que :
SRR
—nb 63 = (2n+ 1) 945

Pour tout f € F, on a :

16 <X ¢, (f)? 16 X

ISDIE =230 G <

en (1 = T3 12

n=0

4
donc ||5], < o

. ™
Prenant f = ¢o = v2sin (5t) ona If]3 = w0} = co(f) = Let e (f) =
(po | ¢n) = 0 pour tout n > 1, donc :

, 16
IS =29
. 4 2 2
En conclusion [|S||, = — = [|T[[; et on retrouve [T, = —.
T ™

(a) Résulte de :
1
K(at)= 3@+t |r 1)
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(b) Pour tout = € [0, 1], la fonction K, : t — K (x,t) est dans E, donc :

1 ) +oo )
/0 K2 (@, t)dt = K2 = Y en (K2)
n=0

avec :

1
en (Ky) = / K (2.1) gn (8)dt = 5 (p0) () = Anion (2)

Ce qui donne :
“+oo

/O K (ot dt =Y X242 (2)

n=0

et en intégrant :

1,1 = =
/ / K (z,0)dtde = 3 N2 oal2= "2
0 Jo n=0 n=0

la convergence normale de la série de fonction qui est assurée par :

32

0< A2 S
2n+1)" 7t

n

P2 () <2)2 =

nous permet d’intégrer terme a terme.

(¢) On retrouve :

+o0 1 vl 1 1 ) - 1 x 1
Zﬁ:—//K(x,t) dtdr = — (/ tzdt—i—/ xzdt>+dx
= (2n+1)" 16 /o Jo 16 Jo \Jo @
4 1 /.3 4
- x—erz(lfx) do = —
16/, \3 96
Puis avec :
J— +
7 7
n=1 nt n=0 (Qn + ]‘) n=1 (2n)

on déduit que :



Chapitre 2

Suites et séries numériques

Exo Sup 2.1. Valeurs d’adhérences de (cos (n%)), cy. pour 0 < a <1
et de (cos(In(n))), cn-

On se donne une fonction continue f : [1,4+o0o[ — RY dérivable sur
11, +o0[ telle que f'(z) > 0 pour tout x € |1,+o0], HIJP f(z) = +oo,
T—>+00

lirf /() = 0 et on s’intéresse auzx valeurs d’adhérences de la suite
T—>+00

(Un),en- définie par u, = cos (f (n)) pour tout n € N*.
1. Montrer que f réalise un C-difféomorphisme de |1, +oo[ sur]f (1), +oo]
; li ~1(y) = li -1’ (y) = +o0.
et qwona lim_f~(4) = -+oo, lim_(f~)' () = +oo

2. Montrer qu’il eziste un réel a > f (1) tel que f=1 (y+2m) — f~(y) > 1
pour tout y > a.

3. Soient t € R et ng € N le plus petit entier tel que t + 2nom > a (ng =0

pourt > a oung = [QQ} +1eN* pourt<a).
™

(a) Montrer que pour tout entier n > ng, il existe un unique entier
v (n) € N* tel que :

flp(n) <t+2nm < f(p(n)+1) (2.1)

(b) Montrer que la suite d’entiers (¢ (n)) est strictement crois-

sante.

n>ng
(c) Montrer que liI_'I_l (f(p(n)) —2nm) = t. Cela signifie que l'en-
n—-—+0o0
semble { f (m) — 2n7 | (n,m) € N?} est dense dans R.

4. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de (un), cy- est [—1,1].

5. Montrer que l’ensemble des waleurs d’adhérence de la suite
(cos (n¥))en+  [resp. (sin(n®)),cn+/ pour 0 < a < 1 [resp.
(cos (In(n))),en-/ est [=1,1].

Solution.

25
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. La fonction f étant continue strictement croissante sur [1, +o00[ avec lirf f(x)=
xr—r+00

+00, elle réalise un homéomorphisme de [1,4+oo[ sur [f (1), +oo[. Comme f’
ne s’annule jamais sur |1, +oo[, la fonction réciproque f~! est dérivable sur

1
1f (1), 4o0[ avec (f_l)/ (y) = T > 0 pour tout y € ]f (1), +oo[. On
. . -1 o . —1\/ o . . / o
a aussi ygljrrloof (y) = +0 et yEI-&I-loo (f7') (y) = 400 puisque mgg}oof (z) =
0t.
. Pour tout y € [f (1), 4o0], il existe unréel ¢, € |y, y + 27|, tel que f~! (y + 27)—
[ y) =2n (f_l)/ (¢y) . Comme tl}iinoo (f_l)/ (t) = 400, il existe un réel a >
1
£(1) tel que (F71) () > 3, pour tout £ > a, ce qui nous donne f~! (y +2m) —
T
f~t(y) > 1 pour tout y > a.

(a) Comme les fonctions f et f~* sont strictement croissantes, la condition
(2.1) est équivalente & ¢ (n) < f~1 (¢t + 2nm) < ¢ (n) + 1, ce qui est réalisé
uniquement pour ¢ (n) = [f~! (t +2n7)] € N* (t42n7 > t+2no7 > a >
f(1)et f7H(t+2nm) > 1).

(b) Cela résulte de la croissance de la partie entiere (précisément si y —x > 1
alors y —xz =p+¢e avec p € N*, € € [0,1], donc [y] = [z] +p > [z]) et de
la stricte croissance de f~!. En effet, pour n > ng, on a :

pn+1)—pm)=[f't+2nr+2m)] = [f ' (t+2nm)] >0

puisque t 4 2nmw > a.
(¢c) Pourn > ng,ona 0 <t+2nm— f(p(n)) < flen)+1)—f(en) =

I’ (cn) ol ¢, € Jp(n),¢(n)+1[. Comme lir+n f'(z) =0, on en déduit
Tr—r+00
que llI_iI_l f"(en) = 0 (la suite (¢ (n)),>,, est strictement croissante) et
n—-+00 -

en consequence hm (t+2nm— f(p(n)))=0.

4. Pour tout z € [—1,1], il existe un unique t € [0, 7] tel que = cos(t) [resp.

te [—g, g} tel que x = sin (t)] et de ce qui précede on déduit que :

r= lim cos(f(p(n)) —2nm)= lim cos(f(p(n)) = HLm uym

n—-+o0o n—-—+o0o n——+oo

[resp. x = hr—? sin (f (¢ (n)))], ce qui signifie que x est valeur d’adhérence
n—+00

de (un), ey~ - Réciproquement, toute valeur d’adhérence de (uy,), o+ est dans
[—1,1] puisque cette suite est & valeurs dans [—1,1].

5. On applique ce qui précéde aux fonctions f(z) = z® pour 0 < o < 1 et

f (@) =In(x).
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Exercice 2.2. Formule de Stirling

s . 1 + 2114-1 . z .
1. Vérifier que, pour tout x € R™* onal+— = 1__1_-pusen déduire
'T; —
que : 2z+1
“+o0
1 1
In (1 + ) =2
T ,;) (2k +1) (2z + 1)**!
et : .
1 = 1
- 44N -
z(z+1) kZ:O 2z + 1)
2. Soit (un),cn- la suite définie par u, = \/—? (ﬁ> :
n! \e

1
(a) Montrer que les suites (In(up)),cn- et (In(un)+ 5=
" 12n neN*

convergent vers un meéme réel L.

(b) Montrer que la suite (un),cy- converge vers un réel o > 0, que pour
tout n € N* on a :

et que n!

n—-+o0o
z
(c) En utilisant la suite (W), cy = (/ cos™ (t) dt) des inté-
v 1nEN
rales de Wallis (exercice 5.1), montrer que « = ——. On a donc
g ( ) q o

n!  «  V27mn (g)n (formule de Stirling) avec :

n——4oo
n n 1
2mn (ﬁ) <n!<V2mn (ﬁ) (1 + )
€ (& n

pour tout n € N*.

en! n

3. Etudier les série de termes généraux et ———.
nn ernon!
Solution.

1. Pour tout z € R™*, on a :

I+ mm _20+2 _a+1 1

= =14+ —
1
17@ 2x x T
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avec € 10,1[, ce qui nous donne en utilisant le développement en série

1
2z 41
entiére de la fonction ¢ — In (1 4+ ¢) sur |—1,1[ :

m(1+t)em(1+ 1 In (1 !
N B N
. z wr1) % + 1

1 = 1

7_’_ -
a:+1)k ,;k(Qx—Fl)k

-5
L
kz 2k + 1) (2z + 1)***!

t2k+1

(2k+1)
effectuer une dérivation terme & terme qui nous donne :

1

Le rayon de convergence de la série entiere étant égal a 1, on peut

235 + 1
+oo
1 1
Soit ———— =4 ——
z(z+1) kzzo(zwrl)%

1
(a) On vérifie que les suites (In (uy)),,cn- €t (In(w,) + —— sont adja-
ne 12n ) cne

centes. En notant v,, = In (u,4+1) — In (u,), on a pour tout n € N* :

Vntl )”+1

n+l n+3i
o, =In <un+1) —In (n+1)! ( e — 14 (TL—i—l)
U ()" n

1 1 = 1
-1+ n—f—i In — :—1—1—2 %
n im0 2k+1)(2n+1)

+oo 1

>

=2k +1) (2n+1)*

Il
—
+

donc la suite (In (uy)),cy- est strictement croissante. En utilisant le fait
que 2k + 1 > 3 pour tout k € N*, on a aussi :

<1§ (S S N Y R
T3 o ) 2o+l 12\n n+l

< In(up) +

soit In (upy1) + , ce qui signifie que la suite

12(n+1) 12n

1
<1n (un) + 12) est strictement décroissante. Compte tenu du fait
neN*

que lim —— = 0, on en déduit que ces deux suites sont adjacentes et
n—+o0 12n

en conséquence, convergentes vers un méme réel /.
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(b) Pour tout n € N*, onaln(u,) </{<In (un)—i—@ avec £ = ngr—ir-loo In (uy) .

. 1
La suite (un)neN* converge donc vers o = et > 0 avec u, < a < upe [
__1 .
ou encore ae” 2n < U, < @, SOit :

1 n /m\"
ae 2n £ (7) <«
n!
ce qui nous donne :
n /n\" n /n\" _
L) e 2 (2 o
a \e a \e

En vérifiant que eiz < 1 + x pour tout = € [0,1] (en notant f(z) =
€T 1 €T
l1+x—eiz,ona f'(z) = 1—5(3@ > 0 sur [0,1], done f (z) > f(0) =0),

il en résulte que :
vn (E)” e VR (E)” (1 N 1>
a \e a \e n

et n! v (E>n .
n—+oco e
. - (")
(c) Avec I'exercice 5.1 on a vu que (W,,), .y est décroissante, Wy, = 2’5—n§,
0 1

n+1 s
Wiis = 2 W, et (n+ 1) WyWps1 = —, done Woppq = 0
w2 = Weet(nt 1) LT oy CONC L = S o0 1) Wan

Wopsr 1
et = — 5

avec :

< Wani1 < Wapya  2n+1

1 =
- W2n - WQn 2n+ 2

Way, /
donc lim —22tl — 1, soit lim +/2n+ 1Ws, = g avec :

n—-+o0o on n—-+oo

V2n

2n)2n

—~

2n)! e
\/2n+1W2n:\/2n—|—1L)2z “ \/Zna—zz:aﬂ'
22n (pl)? 2 n—rtoo 92n (@ (ﬂ)n> 2
. d \/? ¢ 1

ce qui nous donne am = /=, soit @« = ——.

q 2 V2T
n ' n

3. Pour u,, = €T oona 2l — ¢ n — 1 et le théoréeme de d’Alem-
nn Unp, n+1 n—+oo

bert ne permet pas de conclure. En utilisant la formule de Stirling, on a :

= V2my/n

n n
Up AV 271'6— Vi
n’ﬂ n

e
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n'ﬂ

et E uy, diverge. Pour u,, = on a :

ernon!’

1 “ n\"
Up+1 _ n n —+ o
Up, e\n+1 n n—s+4oo
et le théoréeme de d’Alembert ne permet pas de conclure En utilisant la formule

'I’L en
de Stirling, on a wu, v V27 Py \an = V27 T et Zun diverge pour

1
a< § converge pour o > §

Exo Sup 2.3. Série non commutativement convergente (2)

On s’intéresse encore a la série de Riemann alternée E T
“n

On se donne deuz entiers naturels non nuls p, q et on deszgne par o la
permutation de N qui ordonne N comme suit :

J(N):{Oa27 ,2([)71)}U{1,3,-~ 72(1*1}
U{2p,---,2(2p—1D}U{2¢+1,--- ,4¢g—1}U---

c’est-a-dire qu’on place les p premiers entiers pairs, puis les g premiers en-
tiers impairs, puis les p entiers pairs suivants, les q entiers impairs suivants,
et ainsi de suite. En effectuant la division euclidienne par p+ q tout entier
n s’écrit de maniére uniquen = (p+ q)k+r aveck e Net0 <r <p+q—1
et une telle permutation o peut étre définie par :

_f 2(pk+71) si0<r<p-1
R € J(n)_{ 2(gk+r—p)+1lsip<r<p+qg-1

1. Montrer que o est bien permutation de N.

(="

2. F tant =
n notant u, 1

Unp = ua(n).
On se donne un entier n > p+q et on écrit n = (p+ q) k+r sa division
euclidienne par p+q aveck >1 et 0 <r <p+q—1.

on désigne par g vy la série de terme général

(a) Ecrire la somme partielle S,, = Zvj sous la forme S, = T — e,

7=0
ou Ty, = S(p+q)k+p+q 1 et hm er = 0.
——+o0
k-1
. 1
(b) Pour tout entier k > 1, on note Hy, = E ——. Montrer que :
par il

1
Ty =Tk = Hopoy1) — ( p(k+1) + H, (k+1))

+oo
1
(c) En déduire que Zua(n) =In(2)+=1In (2) )

2
n=0
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Solution.

1. Soient n,m deux entiers naturels et n = (p+q)k+r, m= (p+q) k' + 1 les

divisions euclidiennes de ces entiers par p+q. Si o (n) = o (m), les restes r et r/
sont tous deux dans {0,1,--- ,p—1}ou{p,- - ,p+q— 1}, sinon o (n) et o (m)
sont deux entiers de parités différente. En supposant qu’ils sont tous deux dans
{0,1,--- ,p— 1} [resp. dans {p, - - - ,p + g — 1}] I'égalité o (n) = o (m) se traduit
par 2 (pk + 1) =2 (pk/ + ') [resp. par 2(¢k +r —p)+1=2(qk' + 7' —p) +1]
soit par pk+r = pk’ +71' [resp. par gk+r—p = ¢k’ +r' —plavec 0 < r,7’ <p—1
[resp. 0 < r —p, 7" —p < g — 1] ce qui équivaut & k = k' et r = 1/ du fait de
Punicité du quotient et du reste dans la division euclidienne par p [resp. par q].
On a donc n = m et o est injective.
Si m est un entier pair, il s’écrit m = 2s = 2(pk+r) avec 0 <r <p—1en
effectuant la division euclidienne de s par p, soit m = o (n) oun = (p+ q) k+r.
Si m est un entier impair, il s’écrit m = 2s +1 = 2(gk +r') + 1 avec 0 <
r" < g — 1 en effectuant la division euclidienne de s par ¢, soit m = o (n) ou
n=(p+q)k+p+r'. Lapplication o est donc surjective.

2. Soitn=(p+¢q)k+r unentieraveck >1let 0<r<p+qg—1.
(a) Pourr=p+qg—1,onaS,=Tgetep=0,pour 0 <r<p+qg—2,ona:

(p+q)k+p+q—1 (p+q)k+p+q—1
Sn: E Vj — E ’Uj:Tk—Ek
j=0 j=@+q)k+r+1

avec T, = S(pyq)k4p+q—1 €t :

ptq—1
el < [vprgrtt] + -+ [Vprg brpre—1] < Tk koo 0
(b) On a:
(p+@)k+p+q—1 pta—l k
Ty = Z Uo(5) = Z ZUU((p+q)i+T)
j=0 r=0 4=0

p—1 k p+qg—1 k

=D tapian t D Y Ungier—p)el
r=0 i=0 r=p =0
p—1 k 1 ptq—1 k 1

X i X X p
Szt +l 2t s+

En utilisant la division euclidienne par ¢, on a :

{gi+s+1]0<i<ket0<s<qg—1}={1,2,---,qk +q}

a1 k 1 q(k+1)1
et R - = . En remarquant que les entiers
;; gi+s+1 ng j a(k+1) d d

de la forme 2 (pi+7)+ 1000 <i<ket0<s<p-—1sontles entiers
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impairs compris entre 1 et 2pk 4 2p — 1 (division euclidienne par 2p), on

a:
p—1 k 2p—1 k p—1 k 1
;HOQPZJrT’ ;;2p1+5+1 ;};2pz+2r+2
75:01 ()2]”—"_8—’—1 2!: 1:0pz+r+1
2p(k+1)1 1 (k+1)1 1
= =5 > 7 = Hopor1) = 5 Hpor)
— J 2 =
Jj= J=

1
On a donc T = H2p(k+1) 3 (Hp(kJrl) + Hq(k+1)) .
(¢) On utilisant H,, = In (n) + 6, avec lirf Op =7, 0na:
n—-+0o0

1
T = Haper) = 5 (Hpgesn) + Hont)

P 1
=In <2\ﬂ> +0apr1) = 5 (Op(e41) + Fq(asn)

et kgr—i{loo T, =1n (2)—|— 3 In ( > Toutes les suites extraites (S(p+q)k+r)k>1

pour 0 < 7 < p+q— 1 convergent alors vers la méme limite, ce qui revient
a dire que (S,),,~; converge vers cette limite, soit :

400 o(n)
(=D™" _ 1. (p

n=0

Exo Sup 2.4. Permutation des termes d’une série convergente

Soit o une permutation de N telle que la suite (o (n) —n), oy soit bor-

née. Montrer que pour toute série convergente E Uy, la série E Ug(n) €St

+o0 —+oo
convergente et E Ug(n) = g Up, -
n=0 n=0

Solution. Si la suite (0 (n) —n),.y est bornée, il existe un entier N tel que
lo(n) —n| < N, ouencore n— N < o(n) <n+ N pour tout n € N. Comme o est
bijective, pour n € N et 0 < k < n il existe un entier j tel que k = o (j) et avec

j—N <o (j) =k <j+N, on déduit que cet entier j est compris entre 0 et k+ N.
n+N

Il en résulte que la somme partielle Z ug est une partie de la somme Z Ug(5)
k=0 j=
n+N n+N
et Zu"(j) - Zuk = Z Uq(j)- De plus avec o (j) < j+ N < n+2N, on
— =

o(j)>n+1
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déduit que :

{e(j))|]0<j<n+Neto(j)>n+1}Cc{n+1,--- ,n+2N}

n+N n n+N n+2N
et E Ug(j) — E ug| < E |ug(j)‘ < E |ug| = €. Comme chacune des
j=0 k=0 =0 k=n+1
o(f)>n+1

suites (|unr|),cy POUr 7 compris entre 1 et 2N tend vers 0, la suite (e,),cy

tend aussi vers 0 (somme finie de suites qui tendent vers 0). Il en résulte que
n+N n

lim Z Uy(j) = lim Zuk, ce qui signifie que la série Zug(n) est convergente
7=0

n——+oo n—-+oo
j k=0

+oo 400
avec E Ug(n) = E Unp,.
n=0 n=0
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Chapitre 3

Suites et séries de fonctions

Exo Sup 3.1. Polynomes de Bernstein

L’espace vectoriel E = C° ([0,1],R) des fonctions continues de [0,1] dans

R est muni de la norme f — ||fll, = sup |f(x)|. Pour tout entier non
z€]0,1]

nul n et tout entier k compris entre O et n, on désigne par By, i la fonc-

tion polynomiale définie par By i (z) = Z zk (1 - :C)"fk pour tout réel

x et d toute fonction f € E, on associe la suite (B, (f)) de fonctions

neN*
. [k
polynomiales de Bernstein définie par By (f) = E f () By, i, pour tout
n
k=0

n € N*.
1. Montrer que, pour toute fonction f € E et tout entier n € N*, on a :
z(1—x)
B, @f) = L= (5, () + 2B, (f)
2. Pour tout entier k € N, on note ey, la fonction polynomiale définie par

ex (x) = xF pour tout réel x.

(a) Calculer B, (ex) pour n € N* et k € {0,1,2}.

(b) Montrer que, pour tout entier n € N* et tout réel x, on a :

;(SQ Bk (2) =0 et é(ix)QBn,k(x) z(1-2)

n
3.
(a) Montrer que pour tout réel oo > 0 et tout réel x € [0,1], on a :
i B,k (,T) < !
' ~ 4a2n
k=0

%7z|2a
(la somme étant nulle quand ’ensemble des entiers k compris entre
0 et n tels que

k
— — x| > « est vide).
n

35
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(b) Montrer que, pour toute fonction f € E, la suite (B (f))
converge uniformément vers f sur [0,1].

neN*

4. Montrer le théoréme de Weierstrass : Soit (a,b) € R?, avec a < b. Si f
est continue sur [a,b], alors f est limite uniforme sur [a,b] d’une suite
de polyndomes.

5. Montrer que si une fonction f est limite uniforme sur R d’une suite de
fonctions polynomiales, ¢’est alors une fonction polynomiale (le théoréme
de Weierstrass n’est pas valable sur R).

6.

(a) Montrer qu’une fonction f € E est limite uniforme sur [0,1] d’une
suite de polyndomes a coefficients entiers relatifs si, et seulement si,
f(0) et f (1) sont entiers relatifs.

1

(b) En déduire que, pour tout réel 6 € |0, 7| Uanneau Z[z] des
fonctions polynomiales a coefficients entiers relatifs est dense dans
(€0 (6,1 =], [Illoo) -

7.
(a) Montrer que pour tout entier non nul n, on a :
—nbB,_1,0 pour k=0
;L,k =< n(Bp-1k-1—Bn-1x) pourl <k<n-1
nBp_1n-1 pour k=n
(b) Pour n € N* et f € E, montrer que :
S (k1 k
Ba(f) =1y (f ( - ) g <n>) Boix  (31)
k=0

(¢c) Dans le cas ou f est de classe C' sur [0,1], montrer que la suite

(B, (f)/)n>1 converge uniformément vers f' sur [0,1].
Solution.

1. PourneN*et 0<k<n,ona:

—n(1—2)" ' sik=0
ok (1) = <Z>xk_1 (1—2)" " k—nz)sil<k<n-—1

nz" lsik=n
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donc z (1 — ) B}, (z) = (k—nx) By (v). Il en résulte que pour f € E, on
a:

B = 0 (5) B =2 307 (1) B0
k=0 k=0
= By (zf) — 2By (f)

2.
(a) Pour tout réel z, on a :
n n n— n
Bn(eo)@):Z(lc)“’“(l—x) f=@tl-a)" =1
k=0
soit By, (eg) = ep. Il en résulte que :
z(l—-=z
By, (e1) (z) = % (Bn (€)' () + Bn (o) (z) = x
soit By, (e1) = ey et :
z(l—2 z(l—2
Bufe) @) = T2 (5, () () 4 2B (o) () = TEZT)
1 1
soit By, (e2) = —e1 + <1 — > es.
n n
(b) Pourn e N*et x € R, on a:
z”: (k—x) B (2) zzn:EBnk(x)—xzn:Bnk(x)
k=0 k=0 k=0
=By, (e1)(xr) —xBp(eg) () =z —2=0
et :
n k 2 )
Z i B, i () = By, (e2) (v) — 22B,, (e1) (z) + z°By, (eo) (x)
k=0
_ z(1—x) b2 292 4 a2 = z(1—x)
n n
3.
k 1 (k ?
(a) Pourz € [0,1] et k € {0,--- ,n}telque |z — —| > aq,onal < — |~ -z ,
n a2 \n
donc :
n 1 n k 2
Z Bn,k (l‘) S ? Z (n - l’) Bn,k (:C)
k=0 k=0
%—:c|2a %—1‘2(1
1 &k 2 1 z(1—x) 1
~ S (E-2) Buyl@)= = <
o kZ:;) <n x> & (@) a2 n T 4a?n

(la fonction x — z (1 — z) atteint son maximum en 5)
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(b) En utilisant I’égalité B,, (eg) = 1, on a pour tout x € [0,1] :
B (@)~ f@0 =3 (1(2) - 1@) Bux @
k=0

La fonction f étant continue sur le compact [0, 1], elle y est uniformément
continue, donc pour tout réel € > 0, on peut trouver un réel o > 0 tel que :

(@) e 0,17 et Jo—yl <a) = (If (&) = /()] <)

ce qui nous donne :

Ba () (@)~ 1 (@)
2 f(ﬁ)—ﬂmz%um+“§% i(5)-r@

| & —a|2a
<2fle Y, Bax@+e Y Bux(@)

kE_ k_
|g :v‘Zoz |n w|<a

+EZBn,k} (37) _ Hf”oo
k=0

Bn,k (.’13)

- 20/l

4a2n te

T 2a2n

soit [1Ba () — fll. < oo

*© = 2a’n

||2f|L°° < € pour tout n > ng, on déduit que || B, (f) — f||,, < 2e pour
a’n

tout n > ng, donc (B, (f))

+ ¢. Désignant par ng un entier non nul tel

que

nen+ converge uniformément vers f sur [0, 1] .

4. Si f est une fonction continue sur [a,b], la fonction g définie sur [0,1] par
g(t) = f(a+1t(b—a)) est continue, donc la suite de fonctions polynomiales
(B (9)),en~ converge uniformément vers g sur [0,1] et la suite de fonctions

T —

b—

polynomiales (P,), cy- définie par P, (z) = B, (g) ( a) converge unifor-
a

h—
551 f : R — R est limite uniforme sur R d'une suite (P,),y de fonctions

polynomiales, cette suite vérifie alors le critére de Cauchy uniforme, c¢’est-a-dire
que pour ¢ > 0 donné, il existe un entier naturel ng tel que :

mément vers la fonction z — g <H> = f(x) sur [a,b].
a

Vn>m >ng, Yx €R, |P, (z) — Py (z)] <¢
En particulier, on a :
Vn > ng, Vo €R, |P, (z) — Py, (z)| < e

c’est-a-dire que pour tout entier n > ny la fonction polynomiale P, — P, est
bornée sur R, elle est donc constante. Il existe donc une suite de réels (c,),,
telle que P, = P,,,+cy pour tout n > ng. La suite (P, (0)),cy étant convergente
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vers f (0), on déduit que la suite (¢,) converge vers f (0) — Py, (0) et pour

tout réel x, on a :

n>ngo

Fa)= Tm Pu(@) = Py (5) + 1m_cu= Py (@) + £ (0) = Poy (0)
n>ng n>ngo

La fonction f est donc polynomiale.

(a) Sl existe une suite (P,),,cy- de polynomes dans Z [X] qui converge vers f
(méme simplement), on a alors f (0) = nBTOO P, (0), ou (P, (0)),cn- st

une suite d’entiers relatifs. Comme Z est fermé dans R, on a nécessairement
f(0) € Z. De maniére analogue, on voit que f (1) € Z. Réciproquement,
soit f € E telle que f(0) et f (1) soient entiers. En notant [-] la fonction
partie enticre, on associe a la fonction f la suite (P, (f)),cy- de fonctions
polynomiales définie par :

Vn € N, Va € [0,1], P, (f) (x) = kz: {f (:z) (Zﬂ (1)

Comme f (0) et f (1) sont entiers, on a, pour tout = € [0, 1] :

n—1
0< By (f) (@) = Pu(f) () <D b (1—a)""

et avec ( ) H B + T > n pour tout k compris entre 1 et n — 1,
-7

on déduit que :

OSBn(f)(x)_ <

(0o

k

1
n
Puis avec :

1 = Pu (Dl < IF = Bu (Dl + 1Ba (F) — Pu (D)
< f - Ba (Dl +

et la convergence uniforme de la suite (B, (f)),,cn- vers f, on déduit que
la suite de polyndmes a coefficients entiers relatifs (P, (f)),,cy- converge
uniformément vers la fonction f sur [0,1].

(b) Une fonction f € C°([6,1 — §]) se prolongeant en une fonction f € E nulle
en 0 et en 1, on en déduit que Z [z] est dense dans (C° ([0,1 —6]), [|||.) -
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(a) Pour n € N* et z € R, on a vu que B}, o (z) = —nB,_19(z), B, ,, (v) =
nBp_1n-1(x)etpour 1 <k<n-—1lavecn>2:

ok () = k(Z)x’“‘l (1—a)" " - n(;;‘;):fk (1= )1+

=n ((Z_ 1):5’“ (1—a)" "~ (”k 1):& (1- :r)"lk)

=n(Bn-14-1(x) — Bp_1x (2))

(b) Pour n > 2, on a:

R kN
k=0
n—1

=n (—Bn_Lof (0) + Z f (fb) (Bn—Lk—l - Bn—Lk) +f (1) Bn—l,n—1>

k=1

(S B
B B e
R () ()

ce qui est encore valable pour n =1 (B (f) (z) = f(0) (1 —2) + f (1) z).

(¢) Pour n > 2 et k compris entre 0 et n — 1, on a :

k+1 k e 1 [, (k+t
f( n >_f(n):/5 “”C“:n/of(n)df

done, pour z € [0,1] :

=5 ([ 72 a) b

n— 1
B0 @ Ba (99 = 32 ([ (7 (520) =1 () ) Base)

La fonction f’ étant uniformément continue sur l'intervalle compact [0, 1],
on peut trouver, pour tout réel € > 0, un réel n > 0 tel que :

(@) e OAF Jz—yl<n) = If (@)= /' W <e
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Pour 0<k<n-1lette[0,1],ona:

‘kz+t k ’: [t =)k _ (=D +k _

2
nn—1) ~— nm-1) n

n  n-1

k+t k
donc il existe un entier ng > 2 tel que ‘+ —
n

’ < 7 pour tous
n—1

n > ng, k compris entre 0 et n — 1 et t € [0,1], ce qui nous donne

k+t k
f’( + > —f <1>‘ < e. Il en résulte que pour tout n > ng et
n_

toutxe[(),l],ona:

1B, (f) () = B ( <€ZBn 16 (2) < eBay (e0) (x) = ¢

soit HBn (f)/ — B, _1 (f’)HOO < € pour tout n > ng et :

[Ba () = f'll o < 1Ba (5 = Bact (F)]| oo + 1Bt () = fll
é €+ ||Bn71 (fl) - f/”oo

avec lim ||By—1 (f') — f'|l = 0, ce qui nous assure de I'existence de
n—-+oo

ny > ng tel que ||Bn (f) - f’||Oo < 2¢ pour tout n > ny. On a donc ainsi
montré que la suite (B, (f)/)n>1 converge uniformément vers f’ sur [0,1].

Exo Sup 3.2. Equation des ondes

Il s’agit de déterminer une fonction u définie sur [0,7] X R et & valeurs
réelles telle que :

0%u 0%u
a7 (@)~

u(@,0)= 1 @), Gt (@,0) =g ()
w(0,t) =u(mt) =0

xz,t) =0
(3.2)

ot c> 0, f et g sont des fonctions données, les hypotheéses sur ces fonctions
étant précisées en cours d’exercice.

1. On suppose que f est de classe C® sur [0,7] avec f(0) = f(x) = 0,
f"(0) = f"(x) = 0 et on la prolonge en une fonction impaire et 2m-
périodique sur R que l’on note encore f.

(a) Justifier le fait que la fonctz’on f est développable en série de Fourier

sur R avec f (x Zb ) sin (
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(b) Vérifier que les fonctions uy (x,t) = f(x—ct) et ug(x,t) =
2 2
f (z + ct) sont solutions de l’équation % (x,t) — 02% (z,t) =0
avec la condition u (x,0) = f (x).
(c) Construire, & partir de uy et us une fonction us solution de :
0%u , 0%u
ﬁ (.’L’,t) —C 87"1;5(:1;7t) =0
w(@,0) = f(2), 5 (@0)=0

u(0,t) =u(m,t) =0

2. On suppose que g est de classe C3 sur [0,7] avec g(0) = g(7) = 0 et
on désigne par G la primitive de g sur [0, 7] telle que 7TG (z)dx = 0.
On prolonge G en une fonction paire et 2mw-périodique su[;“ R et g en une
fonction impaire et 2mw-périodique sur R.

(a) Justifier Uexistence et l'unicité de G.

(b) Justifier le fait que la fonction G est développable en série de Fou-
+oo

: _ bn (9)
rier sur R avec G (x) = 3217 cos (nx) .
(c) Vérifier que les fonctions vy (z,t) = G (v —ct) et vy (x,t) =
2

62
G (z + ct) sont solutions de l’équation —;L (z,t) — CZBTCZ (z,t) =0

avec la condition u (z,0) = G (x).
(d) Construire, d partir de vi et vy une fonction vs solution de :
0?u ,0%u
e (00 =€ o
u(@,0) =0, 5 (2,0)=g(2)
u(0,t) =u(m,t) =0

(z,t) =0

3. Déduire de ce qui précéde que la fonction u définie par :

+oo
u(z,t) = Z (bn (f) cos (nct) + b; (‘Z) sin (nct)> sin (nx)

est solution de (3.2) .

Solution.
1.

(a) La fonction prolongée f est continue, de classe C! par morceaux sur R,
donc le théoreme de Dirichlet nous dit que sa série de Fourier converge
normalement vers f sur R. Compte tenu du fait que les a, (f) sont tous
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nuls (f est impaire), on a f(z Zb )sin (nz). En fait, avec nos

hypotheses, le prolongement f est de clabbe C? sur R.
(b) La fonction f étant de classe C2 sur R, il en est de méme des fonctions uy,
ug et pour k= 1,2, on a ug (x,0) = f (x) et :

&up _ 21 _ 282
W(a:,t)fcf (xtect)=c 92 (z,t)

(¢c) Ona: 5 5
U1q , _ U2
2 (#,0) = —cf'(2) = ——=(,0)
uy (0,t) = f (—ct) = —f (ct) = —uz(0,¢)

up (mt)=f(m—ct)=f(—m—ct) = —f (v + ct) = —ug (7, 1)
. 1 . 0% 82
donc la fonction uz = 3 (u1 + ug) vérifie el (z,t) = S

conditions u (x,0) = f (), % (,0) =0 et u(0,t) =u(m,t)=0.

(z,t) avec les

x

(a) La fonction G est définie par G (z) = / g (t)dt + X pour z € [0,7] et

0
la condition / G (z)dz = 0, qui s’écrit / </ g (1) dt) dx + 71X =0,
0 0 0

détermine A de maniere unique.

(b) Cette fonction G est de classe C3 sur R, paire et 27-périodique. En effet,
G est de classe C? puisque ¢ est de classe C?; pour tout € R, on a :

G(fx):/o g(t)dtJr/\:f/Og(fu)du+>\:/og(u)du+)\:G(x)

puisque g est impaire et :

Gz +2m) = /Ozmg () dt+ A =G (x) + /Mﬁg () dt

/:mg (t) dt = /O%g (t)dt = /:g (#)dt =0

puisque g est impaire.
Le théoreme de Dirichlet nous dit que G est développable en série de

Fourier sur R et avec ag (G) = f/ G(z)dr =0, a, (G) = b (9) pour
e 0 n

avec :

tout n > 0, on déduit que, pour tout réel z, on a :

+oo
G(z)=— Z bnT(g) cos (nx)

n=1

la convergence étant uniforme.
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(c) La fonction G étant de classe C3 sur [0, 7] il en est de méme de vy, pour
k=1,2et onawvg(zr,0) =G (x)et:

&y, _ 20 _ 2.0 _ 232'Uk
W(m,t)ch (xtct)=c"¢g (rtct)=c 92 (z,t)
(d) On a:
1 0 0) = —e (z) = — 9w
P (2,0) = G (1) = ~eg (a) = =22 (2,0)
v1 (0,t) = G (—ct) = G (ct) = v2 (0,1
vy (mt)=G(mr—ct) =G (—m—ct) = G (7 +ct) = vz (7,1)

1
et la fonction v3 = % (vg — v1) est solution du probléme :
c

V(x,t)e[O,n]xR,%(m t) — 281;(95 t)=0
Vo € [0,7], u(z,0)= 3t (z,0) =g ()
vt e R, u(0,t) = u(m, ) 0

3. La fonction u = ug + vz est solution de (3.2) et elle s’écrit :

wlet) = 3 (f @t et) 4 f (=) + 5 (G la+ct) G la—ct)
avec :
fl+ct)+ f(x—ct) Zb (sin (nz + nct) + sin (nx — nct))
n=1
=2 Z by, (f) sin (nx) cos (nct)
et :

+o00o
Gx+ct)—G(x—ct)= Z bu (9) (cos (nz — net) — cos (nx + nct))

n=1 n
+oo
=2 bu (9) sin (nz) sin (net)
n
n=1
ce qui donne :
S ba (9)
u(z,t) = <bn (f) cos (nct) + s sin (nct)) sin (nx)
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Probleme 3.1. Polynémes de Legendre et séries de Fourier-
Legendre

C%([—1,1]) est la R-algebre des fonctions continues de [—1, 1] dans R, pour tout
entier n € N*, C™ ([—1, 1]) est l'algebre des fonctions n fois continiment dérivables
de [-1,1] dans R et C*° ([—1, 1]) est I’algebre des fonctions indéfiniment dérivables
de [—1,1] dans R.

R [z] est la sous-algébre de C* ([—1,1]) formée des fonctions polynomiales et,
pour tout entier n € N, R,, [z] est 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de
degré au plus égal a n.

— I — Résultats préliminaires

Si f:[-1,1] — R, est continue par morceaux, on notera en tout point de
discontinuité a de f :

f(a™) = lim f(z) (pour a > —1) et f (a) = lim f(x) (pour a <1)

r<a r>a

On note &€ la R-algebre des fonctions continues par morceaux de [—1, 1] dans R

telles que f(—=1) = f(=17), f(1) = f(17) et en tout point a € |—1,1[ ou f est
1

discontinue on ait f (a) = = (f (a™) + f (a™)) . Pour toutes fonctions f, g dans &,

2
on note :

1
2

W10 = [ s@ewan i = ([ Pwa) = s @)

z€[—1,1]

1. Montrer que Papplication (f,g) — (f | g) définit un produit scalaire sur €.

2. Montrer que l'espace vectoriel C°([—1,1]) est dense dans (&,]-|), puis que
I'espace vectoriel R [z] des fonctions polynomiales est dense dans (&, ||-||) -

3. Montrer que pour tout n € N* et toutes fonctions f, g dans C™ ([—1,1]), on a :

(1™ 19) = [Z () g

k=0

1

0" (f19")

-1

(formule d’intégrations par parties itérées).

1
4. Calculer, pour tout entier n € N, 'intégrale W,, = / (x2 — l)n dx.
-1

— IT — Polynémes de Legendre

Pour tout n € N, on désigne par m, et L, les fonctions polynomiales définies

n 1 n
par mo, (z) = (22 —1)" et L, = S wén)
1.

(a) Montrer que, pour tout n € N, L,, est un polynéme de degré n de méme
parité que n. Pour n € N*| calculer L, (0) ainsi que les coeflicients de z"
et 2”1 dans L,,.
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(b) En utilisant la formule de Leibniz, calculer pour tout entier naturel n,

n 2

Z(Z) Ly (1) et Ly (—1).

k=0

(¢) Montrer que pour tout n € N* et toute fonction f de classe C* sur [—1, 1],
on 2 2! (Ly | f) = (=1)" (7an | /7).

(d) Montrer que, pour tout n € N, la famille (Ly),<,«,, est une base orthogo-
nale de R,, [z] (pour le produit scalaire (- | -)). Calculer ||L,| et (L, | z™)
(en notant abusivement z" la fonction z — a™)

(e) Montrer que, pour tout n € N*| le polynéme L, admet n racines réelles
simples z,, 1 < --- < &y, dans U'intervalle |—1,1[.

(f) Montrer que, pour tout n € N*, il existe une unique suite (Apx);<p<, de
réels strictement positifs telle que pour tout polynéme P € Ry, _1 [z], on

1 n
ait / P(z)dx = Z)‘"’kp (Tnk) -
-1 k=1

(a) Montrer que, pour tout n € N* et tout z € R, on a :
(n+1)Lypy1 (2)+nlp_q1(z) =(2n+1)zL, (x) (3.3)

n(n+1) Lyt (@) = Ly—y (2)) = 2n + 1) (2* — 1) L, (2) (3.4)

(b) Montrer que pour tout n € N et tous réels z,t on a :
(@—=1)> 2k +1) Lg (2) Li () = (n+ 1) (Lnt1 () Ln () = Ln () L g1 (1)
k=0

(formule de Darbouz-Christoffel).

3. En notant pour tout n € N*, z,, = 1r<nkax Zn,k la plus grande des racines de L,

montrer que la suite (mn)neN* est convergente (nous verrons plus loin que cette
limite vaut 1).

4. Pour (z,r) € [-1,1] x R™*, on note 7, , le lacet défini par v, , (t) = = + re®
pour tout ¢t € [0,27]. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

1 2-1)" dz

2im )., (z

(formule intégrale de Schliffi) et

L, (z) = 1/027f (x—l—i\/l—xzsin(t))ndt = 71T/07r (m—i—i\/l —x2c0s(t)>ndt

2w

(formule intégrale de Laplace).

5. En utilisant la formule intégrale de Laplace, calculer pour tout entier naturel
1, L (1), Ln (=1) et || Ln|



Suites et séries de fonctions 47

6. Montrer que, pour tout réel § € ]0,1[, la suite de fonctions polynomiales
(Ln), ey converge uniformément vers la fonction nulle sur [, 6] .

7. Montrer que :

V(x,t) € [~1,1] x [o, g] ,

x+1iV1— 22 cos (t)‘ < ez (12?)e?
VT

En déduire que, pour tout n € Net tout € |-1,1[,ona |L,, (z)] <

T V2n(1—a2?)
Retrouver le résultat de II.6.
8.
% dt " dt
(a) Soit « un réel. Calculer/ —_— et/ _
o 14+ a?cos?(t) o 1 —iacos(t)
(b) Montrer que, pour tout (z,y) € [-1,1] x |-1,1[, on a :
1 +oo
=) Ln(®)y"
VY2 —2zy +1 nz:%
9.
(a) Montrer qu'il existe une suite (77,),cy de fonctions polynomiales telle que
“+oo
1
tout (z,y) € [~1,1] x ]-1,1[, on ait —————— = S T, (z) y",
pour tout (z,y) € [ ] x] [, on ai Ry T;J (r)y

chaque polynéme T;, étant de degré n et de la parité de n.

(b) Montrer que la suite (77,),,cy vérifie la relation de récurrence :

To(z) =1, Th (z) =2z
Tt () = 22T, () — Th—1 (x) (n € N¥)
Préciser le coefficient dominant de T5,.

(¢) Donner une expression simple de sin (6) T;, (cos (6)) pour tout n € N et
tout 6 € R.

. k
(d) En déduire que, pour tout n € N*, ona T, (z) = 2”H (w — cos ( T )) .
pie n+1

e) Montrer que pour tout n € N*, on a cos T < xp <1 (z, estla plus
+1
n

grande des racines de L,,) et en déduire que lim =z, = 1.
n—-+4oo

— ITI — Opérateur de Legendre
On définit 'opérateur de Legendre £ sur I'espace C2 ([—1,1],R) par :
VF € CP(FL11,R), L(f) = (%~ 1)/ + 2]

1. Montrer que lopérateur £ est symétrique positif (i.e. (L(f)|g) = (f| L (g))
et (L(f) | f) > 0 pour toutes fonctions f, g dans C? ([-1,1],R)).
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2. Soit n € N.

(a) Montrer que (22 — 1) 7h,, (z) = 2nama, (z), puis que £ (L) =n (n+1) Ly,.
(b) En étudiant les variations, pour tout entier naturel n, de la fonction 6,
1— 2
définie sur [~1, 1] par 0, (z) = (Ln @))%M ((L’n (g:))Q) , retrouver
la valeur de || Ly ||, -

3. Montrer que ’on a pour tout n € N* :
xL, — L, _y=nLyn, L, ., =L, +(2n+1)L,=xzL, +(n+1)L,

4. Pour tout réel A\, on note £, = ker (£ — Aly).
(a) Déterminer I'ensemble ¥ des réels A tels que €y # {0} .

(b) Montrer que, pour tout A € ¥, ’'espace &, est une droite vectorielle dont
on donnera un vecteur directeur.

5. Déterminer I’ensemble des solutions de ’équation aux dérivées partielles :

0%u o\ 0%u ou
de la forme u (t,x) = a(t) b(z) avec a de classe C? sur R et b de classe C? sur
[-1,1].

— IV — Séries de Fourier-Legendre

2n+1
2

On désigne par (Pp),cy = ( Ln> la suite des polynoémes de Le-
neN

gendre normalisés. Cette famille (P,), oy est une base orthonormée de R[z]. A
toute fonction f € £ on associe la suite (¢, (f)),eny = ((f | Pn))pen de ses coeffi-

cient de Fourier-Legendre et pour tout entier n € N, on note S, (f) = ch (f) P
k=0

la n®™¢ somme partielle de la série de Fourier-Legendre de f.
1. Montrer que || f — S, (f)|| = o i]IREf[ | | f — Q|| pour tout n € N et toute fonction
ERy 2
f €&, (Sn(f) est la meilleure approximation pour la norme ||-|| de f par des

éléments de R, [z]).

2. Montrer que, pour toute fonction f € &, la série de terme général c2 (f) est

+o00
convergente et Zc% (f) < IfII? (inégalité de Bessel), puis que lLim ¢, (f) =0
0 n—-4o0o

(lemme de Riemann-Lebesgue).

3. Montrer que pour toute fonction f € &, la série de fonctions ch (f) P

converge vers f dans (€,]]|) (convergence en moyenne quadratique de la série
+oo

de Fourier-Legendre). En déduire que ZC% ()= IfI? (égalité de Parseval).

n=0
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4. Montrer que deux fonctions f, g dans £ sont égales si, et seulement si, elles ont
les mémes coefficients de Fourier-legendre.

5. Soit f € C'([-1,1]). Montrer que pour tout n € N*, on a :
cn-1 (f') cnt1 (f)

Cn(f): \/(2n+1)(2n_1)7\/(2n+1)(2n+3)

En déduire que la série de Fourier-Legendre de f converge simplement sur
]-1,1[, la convergence étant uniforme sur tout segment [—¢,d] contenu dans
]-1,1].

6. Montrer que, pour tout n € N, toute fonction f € £ et tout © € [—1,1], on a
1
Sy (f) (z) = / K, (t,z) f (t)dt, ot K,, est la fonction définie sur R? par :
-1

K, (t,z) = Zpk (t) Py ()
k=0

_ "1 Pn+1(t)Pn(xg:fn(t)Pn+l(x) sit#a

Ve DCn 8 | gy by ) - P

n

() Phy1(z) sit==x

1
7. Montrer que, pour tout n € N et tout € [-1,1], on a / K, (t,x)dt = 1.

-1
8. Soit f € £. Montrer que si f admet une dérivée a droite et a gauche en un point

+oo
x €1]-1,1[, on a alors f (z) = ch (f) Pn ().
n=0

9. Montrer que si f € £ vérifie une condition de Hélder de constante A € R et
1 @
d’exposant «a € ]2, 1] (i.e. |f(t) = f(x)] < Xt —z|” pour tout ¢t € [—1,1]),

+ oo
la série de Fourier-Legendre ch (f) Px, converge alors simplement vers f sur

Pintervalle ouvert |—1,1].

10. Calculer les coefficients de Fourier-Legendre de la fonction f définie par :

Osizel-1,q]
Ve e [-L1], f(z)=¢ isiz=qa
1siz€]a,l]
oll « est un réel strictement compris entre —1 et 1. Etudier la série de Fourier-
Legendre correspondante.

11. Montrer que, pour tout entier n € N, I’application S,, est linéaire continue de

150 (F)ll s

(&, Il o) dans (&, ||| ) et que sa norme d’opérateur Ny (S,) =
reevtoy  flls

est donnée par :

1
N (Sn) = sup / Ky (2, 1) dt

ze[-1,1]J -1
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Solution.
— I — Résultats préliminaires
1. Des propriétés de l'intégrale sur un segment, on déduit que 'application (- | -)

est bilinéaire, symétrique et positive sur €. Si f € & est telle que (f | f) =0,
en notant a1 < --- < a, ses éventuels points de discontinuités dans Jag, apt1[ =

]-1,1[, on a :
ak+1
0:/ 2dt = Z/
-1

Ar41
donc / (f (t))*dt = 0 pour tout k compris entre 0 et p et f est nulle sur

ak
chaque intervalle Iy = Jax,axs1[ puisque f? est continue positive sur I. On
— _ . _ + _ . _ LA
a alors f (ay) = Jim f(z) =0, f (af) = Jim f(z) = 0 et en conséquence,
r<ag r>ag

- +
flar) = w = 0 (pareil en —1 et 1). La fonction f est donc

nulle sur [—1, 1] . En définitive, application (- | -) est définie et c’est un produit
scalaire sur £.

(a) Soient f € £ non continue (sinon, il n’y a rien & montrer) et a1 < --- < a,
ses points de discontinuités dans ]ag, ap+1[ =]—1,1[. Pour tout réel § > 0
tel que [ag — 6, ar + 0] C [—1, 1] pour k compris entre 1 et p, en désignant
par f5 la fonction définie sur [—1,1] par :

f(z) siz ¢ U [ax — 6, ax + 9]

a +(5
f(ar = 8) 2=
si x € [ag — 0, ar, + 0]

fs(x) = x — (a — 9)

+f(ak+6) 2%

(fs coincide avec f sur [—1,1]\ U [ak, — 9, a + 0], est affine sur chaque

intervalle [ay, — J, ay, + d] et est contlnue sur [—1, 1] comme indiqué en figure
3.1),ona:

ak+5
T Z/ s )d
ap+6
<4|fIP Z/, at < sp|f]1% 6

Pour tout réel € > 0 on peut choisir § > 0 tel que 8p||f||io(5 < e? et
la fonction fs5 qui est dans CY ([—1,1]) est telle que ||f — f5]| < e. Ce qui
prouve la densité de C° ([—1,1]) dans (&, |-]]) .
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FIGURE 3.1 —

(b) Soient f € £,e > 0et f. € CY([—1,1]) telle que || f — f.|| < &. Le théoréme
de Weierstrass nous dit qu’il existe une fonction polynomiale P. telle que

|fe = Po|l. <e&, donc ||fe — P.||*> < || f- — P-|°, / dt < 22 et en consé-

quence, || f — P.|| < ||f = foll + If = P=|| < (14 V/2) &, ce qui prouve la
densité de R [z] dans (&, ||-]]) -

3. On procede par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, une intégration par parties
nous donne pour f,g dans C* ([-1,1]) :

(' | g) = /f ©)de = [fg]- /f ryde = [fg', — (f | &)

Supposons le résultat acquis pour n > 1 et soient f,g dans C"*! ([~1,1]). Le
cas n = 1 appliqué au couple ( f, g) nous donne :

(£ 1) = <(f<">)' | g> = [1™]" (519

puis appliquant I’hypotheése de récurrence au couple ( ) g ) , on obtient :
Z f(n k) g (k)

<f<n+1>|g> U(n} >

[i f(n k) (k)

k=0

n 1

(=) gt

-1

+ ()" (F g

-1

4. Pour tout entier naturel n, on a :

Wos [ @ vtar= g [ (@) e
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et utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :

nh? [t nl)? 22n+1
W = (=1)" Em?)! /_1 @+ 1™ do = (-1)" Em?)! 22n 1

)Qn

compte tenu du fait que —1 est racine d’ordre 2n de (x + 1 et 1 est racine

d’ordre n de (z —1)".

— IT — Polynémes de Legendre

1.
(a) Pour n = 0 on a mgp = Lo = 1. Pour n > 1, la fonction polyndémiale
Top (2) = kz;O (1)~ " (Z):c% est de degré 2n et :

L, (x)="2n (ix) - L Z (—1)"F (n)((%)!ka—n

! k) (2k —n)!
2<k<n

FEonEe e

n<k<n

est un polynoéme de degré n. Le polyndéme 75, étant pair, sa dérivée d’ordre
n est de la parité de n, ce qui entraine que Laptq (0) = 0 pour tout p € N.

. . (=D (2p
En utilisant I’expression (3.5) de Loy, on a Loy, (0) = 52 . Le
b
1

2n
coefficient dominant de L,, est \,, = ( ) et le coefficient de ™! est
n

277,
nul du fait de la parité de (—1)" L,,.

(b) En utilisant la formule de Leibniz, on a aussi :

2"n!L, (JJ) = Z(Z) (nﬁ'k)' (3: _ 1)"—k %‘ (Z n 1)k~

k=0

n 2
- n!%(Z) (z—1)"""(z+1)"% (3.6)

n

1 (2 1 o ?
et le coefficient dominant de L,, est on < :) = 272 < k;> , ce qui nous
k=0

n 2
n 2n
donne 1’égalité Z( ) = ( > qui peut aussi se montrer avec des
= k n
arguments combinatoires. Utilisant l’expression (3.6) de L,, on a L,, (1) =

2—712" =1 et la propriété de parité nous donne L,, (—1) = (—1)".
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()

Pour tout n € N* et toute fonction f de classe C*° sur [-1,1], on a :

2l (Lo | ) = (7 | )
n—1
= [Z (~1)Faf 7 (@) f® (2)
k=0

= (=1)" (man | ™)

(=1 et 1 étant racines d’ordre n du polynoéme 7o, on a ﬂézflfk) (£1)=0
pour k compris entre 0 et n — 1).

1

+ (=) (man | £)

-1

La famille (L)<, qui est formée de n+1 polynémes non nuls échelonnés
en degrés dans R, [z] est une base de cet espace vectoriel (qui est de
dimension n + 1). Pour n € N* et P € R,,_; [z], on a P =0 et de la
question précédente, on déduit que (L, | P) = 0. Chaque polynéme L
étant de degré k, on en déduit que (Ly),<j<,, est une base orthogonale de
R, [7] et (Lpn), ey est une base orthogonale de R [z]. Pour P = L,,, on a :

1 |
2l | Ly |2 = (—1)" / Ton () L () do = (—1)" Z gy,
—1 2"’[7,'
2 92n+1
B (2n)! (n') 2 B 2 -

C2npl (2n)!12n 41 2n 41

2
soit || L,| = ’/Qn—i— T En écrivant que Ly, () = A\yz™ + P (x), ou

P,_1 € R,_1[z], on obtient :

2 n 2
2 A ()

1
Ly | 2™ = — (Ly | Ly — Py_y) = -
(L [ 2%) = 3=ALn [ Ln = Po-1) = 55 = 5027 500

Soit € N*. Si L,, ne s’annule pas sur 'intervalle |—1, 1], il garde alors un
1

signe constant (par continuité) et on a (L, | L) = / L, (t)dt # 0, ce qui
1

contredit ’orthogonalité de L,, et Ly pour n > 1. Le polynéme L,, a donc
au moins une racine réelle dans |—1,1[. Si z; € |—1,1[ est une racine de
L,, de multiplicité p > 2, on peut alors écrire L,, (z) = (z — 331)2 P,_s (x)
avec P, o € R, _o[zr] et on a :

1
0= (L | Pos) = / (t—21)2 P2, (£)dt > 0
—1
soit une impossibilité. Les racines de L,, qui sont dans ]—1, 1] sont donc

toutes simples. Notons 1, ..., ¢, ces racines. Si p < n, on peut alors écrire
P

L, (z) = H (x — zk) Po—p (z) ;avec P,_, € R,_,[z] de signe constant
k=1
dans |—1,1[ et on a :

0= <Ln T (x—xk)> = [ J]t-)’ Py (t)dt £0
k=1 -

Tp=1
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soit encore une impossibilité. On a donc p = n, c’est-a-dire que toutes les
racines de L,, sont dans |—1, 1] et simples.

(f)

i. Par division euclidienne, tout polynéme P € Ry, 1 [z] s’écrit sous la
forme P = QL,, + R avec @, R dans R,,_1 [z] et on a :

/_11P(t)dt=<Ln|Q>+/_11R(t)dt:/_llR(t)dt

puisque L, € (R,_; [z])". Comme P () = R () pour tout k
compris entre 1 et n, il nous suffit de montrer le résultat annoncé
sur R,,_1 [z], ce qui équivaut & prouver que le systéme linéaire de n
équations aux n inconnues A, j :

n 1
> ak A= / "t (1 <k <n)
=1

-1

a une unique solution. Le déterminant de ce systéme étant le déter-

minant de Vandermonde H (Tn,; — Zn,j) # 0, on est assuré de
1<j<i<n

Iexistence et de I'unicité d’une solution (A, x);<j <, -

ii. En désignant, pour tout k compris entre 1 et n, par P, 1 € R,,_1 [2]

le polynéme d’interpolation de Lagrange défini par P, j (zn;) = 0

pour j # k et Ppi(znk) = 1, on a Pr%,k € Rypofz] et Ay =

1
/ P2, (t)dt > 0. On a aussi :
-1

[ (z—zn;)

1<j£k<n 1 Ly, ()
P,n xT) = =
| TS R PN Eos P
1<j#k<n
1 YL, ()
t Ak = A dt.
¢ ok L% (irn,k) [1 t— xn,k
2.
(a) Pour n € N*, on a «L,, € R4 [x] = Vect{Lo, -+ ,Lyp41}, donc zL,, =
n+1
ZakLk avec oy, || Li||> = (zLy | L) = (L | 2Ly) = 0 pour k+1 < n, ce
k=0

qui nous donne xL,, = apt+1Lln41 + anly + @p_1L,-1. Comme L, est de
la parité de n, la fonction xL? est impaire et :

1
anHLn||2:<an\Ln>:/ L2 () dz = 0

—1

et il reste vL,, = apy1Lpnt1+an—1L,_1. Le coefficient dominant de L,, est
1 (2n)!

= on ( ')2 et D'identification des coefficients de z"! dans la derniere
n!

n



Suites et séries de fonctions 55

Ao n+1
A1 20+ 17

égalité donne a1 = Pour le calcul de a,,—1, on peut
écrire que :
Qp—1 HLn71H2 = <Ln | I‘Ln71> = <Ln ‘ )\nflxn + Pn71>
2
| Zal
An

IL” Aooi 2n—1 n
[Ln_1]®> A 2n+12n—1 2n+1

= A1 <Ln ‘ l,n> = Ap—1

et la

ce qui nous donne a,, 1 =
relation de récurrence :

(n+1)Lypy1 (2) +nlp_q1(z) =(2n+1)zL, (x)
n+1

Pour n € N*, on a (2% —1) L], € R4 [2], donc (2% —1) L], = ZﬂkLk
k=0

1
avec B, || Ln||” = / (22 = 1) L}, (z) Ly, (x) dz = 0 par imparité et :
-1

B lLi|” = ((«* = 1) L}, | L) = (L}, | (2* — 1) L)
= [( - 1) L () Ly (D], = (Ln | (2% —1) L}, + 22Ly,)
:—<Ln | (:L‘2—1) %+2$Lk> =0
pour k+1 < n. Il reste donc (2% — 1) L), = Bpy1Lnt1 + Bn-1Ln—1. L'éva-

luation en 1 donne 8,1 = —f,11, puis Iidentification des coefficients de

A n+1 . .
2"t donne Brnt1=n " —n et la relation de récurrence :
)\n+1 2n +1

(2n+1) (2> = 1)L, =n(n+1) (Lyp1 — Ln—1)
(b) Pour ke N* etz €R,ona:
(2k+1)zLy (x) = (k+ 1) Lyt (z) + kLgk—1 (2)

En multipliant les deux membres de cette égalité par Ly (t), avec t € R,
il vient (2k 4+ 1) xLy (x) Ly, (t) = (k 4+ 1) L4 (x) Ly (t) +kLg—1 () Ly (t) ,
ce qui peut aussi s’écrire en permutant les roles de x et ¢ :

(2k 4+ 1)tLy (t) Ly () = (k+ 1) L4 (t) Ly () + kLg—1 (t) Li (x)
En faisant la différence des deux égalités obtenues, on obtient :
(2]€ + 1) ({,E — t) Ly (33) Ly (t) = Uit (t) — Uy (t)

en notant Uy (t) = k (Ly () Lg—1 (¢t) — Lg—1 (z) Ly (1)) et la somme pour
k allant de 1 a n donne :

n

(x =) (2k+1) Lg () Ly, (t) = Up g1 (t) = Ur (1)
k=1

= (n+1) (L1 (@) L () = L (2) Lo () — (2 — 1)
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soit :

(2 =) 3 2k + 1) Li (@) L (1) = (0 + 1) (Lus1 (@) L () — L (@) Lo (1)
k=0

3. On vérifie par récurrence que la suite (), oy~ est strictement croissante. On

1
a L (z) =x, Ly (x) = 5(39:271) et Lg(x):g(5x2f3),donc T =0<

1 3
To = — < x3 = —=. Supposons que 0 < 1 < -+ < Tp_1 < T, pour
V3 V5
n > 3. Si 11 = Ty, la relation (3.3) nous donne L,,_1 (z,) = 0 avec x, >
Tpo1 = 1<I]£1<8JX  Tn—1k, CO qui n’est pas possible. Si x,11 < x,, on a alors
n

o =max (Tp_1,Tpt1) < Tp et pour tout z > « :
2n+1)aLl, (x) =(n+1)Lyyr () + nlp—q(x) >0

(puisque les coefficients dominants des Ly sont strictement positifs), ce qui
est incompatible avec z, > « et L, (z,) = 0. On a donc z,, < zp41. La
suite (), cn- est donc croissante majorée par 1 (les x,, sont dans 0, 1[) et en
conséquence convergente vers un réel ¢ € ]0,1].

(a) Pour tout entier k compris entre 0 et n, on a :
k

2k 27 x -+ reit 2 . . o ‘ ‘
/ Zirwldz = / %ire”dt = iﬂ/ (CL’ + relt)Qk e~int gy
) 0 ) r 0

o (z—x (ret

2r 2k
Z ( ) Qk—jei(Zk—j)te—'intdt

. 2k 2
_ i (2.]{5>xjr2kj/ (i(2k—j—n)t gy
e \J 0

J

27
) n
avec / e™tdt = 0 pour tout entier relatif non nul m. Pour 0 < k < 3
0

n
on a 2k —j—mn < 0 pour tout 7 > 0 et pour§ < k < n, il ne reste dans la

somme ci-dessus que l'intégrale correspondante a j = 2k — n, ce qui nous
donne :

2k [ 2k 2k
/ S — rdz = - ( )x%_"r”%r = 22'77( )x%_"
e (2 — ) rv\2k —n n

Il en résulte que :

/“mdz = 2im d (- " (2:> <Z>x2’” = 2in2" L, (x)

<k<n

NE
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soit :

2 _ 1\ on (24 ret)? — 1)
2"L, (z) = L/ ud ! <( ) ) ire'dt
g

2= —
20w (Z — (p)n+1 2 0 (reit)"H’l

T

I 0 1—a22\"
= — (23: + re't — ‘a: ) dt
27 Jo rett

Cette solution qui suppose le résultat connu n’est pas tres élégante. L’élé-
gance nécessite les formules de Cauchy pour les fonctions holomorphes (qui
ne sont pas au programme de 'agrégation interne). Pour toute fonction f
holomorphe sur un voisinage du disque fermé D (x,7) de centre = et de
rayon 7, on a pour tout nombre complexe zg dans le disque ouvert D (x,r)

(n) 1
et tout entier naturel n, fi(zo) = 7/ L)l
n! 2im J,, . ( i

donne pour f = ma, et zo =z € D (z,7) :

2p, (@)= {00 _ L / LGl S

n! B 24T - (Z — x)n+1

dz, ce qui nous
zZ— 20

(b) Pour x € ]—-1,1[ et r = /1 — a2, cela donne :

1 2 . Ny
Ln(x):% ; (2$+\/1—x26”—\/1—x26_”> o
1 [ n
=9 (x+iﬂsin (t)) dt
TJo

T
Le changement de variable ¢t = 6 + 5 mous donne compte tenu de la 27-
périodicité de la fonction intégrée :

1 32

L, (z)=— <x+i\/1—x2 cos (9)>nd9

2T fud
2
1 [" n
:27/ ($+i\/1—$2008(9)) de
L
1 (" n
:f/ <z+i\/1—x2cos(9)> de
mJo
Comme L, (x) est réel, on a aussi par conjugaison complexe :

L, (z) = 1/07r (xfi\/l 71‘2(308(0))71(19

™

La fonction ¢ : (6, z) — (z +iv/1 — 22 cos (9))n étant continue sur [0, 7] x
™
[—1, 1] et V'intégration se faisant sur un segment, la fonction z — / o (x,0)do
0

est continue sur [—1, 1] comme L,, il s’en suit que I’égalité précédente est
encore valable pour x = +1 par continuité.
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5. En utilisant la formule intégrale de Laplace, on a pour tout n € N :
1 T n n
L, (£1) = f/ (£1)"dt = (£1)
0

T
Pour tout (0,x) € [0,7] x [-1,1] :
‘x—i—iﬂcos(&)’z =2+ (1-2%)cos? () <2’ +1-2°=1
donc |Ly, (z)] <1 =L, (1) et en conséquence, ||Ly|,, = 1.
6. Pour tout n € N et tout z € [-1,1], on a L,, () = i/oﬁfn (z,t) dt en posant
fn(
[—d

z,t) = (z+iv1— 22 cos (t))n. Pour tout n € N et tout (¢t,x) € [0,7]
,0],ona:

2
‘x +iv1— a2 cos (t)‘ =2 + (1 —27) cos® (t) = z?sin® (t) + cos® (1)

< 6%sin? (t) + cos® (t) = ¢* (t)

1 s
donc |L, (z)] < &, = f/ g™ (t)dt avec lim ¢"™ (t) = 0 pour tout ¢ € |0, 7|
™ Jo n—-4o0o

(puisque 0 < g2 (t) < sin? () + cos? (t)) = 1) et 0 < g (t)" < 1 pour tout n € N
et tout ¢ € [0,7]. On déduit alors du théoréme de convergence dominée que

lim e, = 0, ce qui nous assure la convergence uniforme de (L), y vers 0
n—-+oo

sur [—4,4].

(a) Pour (x,t) € [-1,1]x [0, g} ,ona |z +iv1—a2cos (t)}2 = 2?+(1 — %) cos? ()
avec cos? (t) = 1 —sin? (t) et sin (£) > =t, ce qui nous donne :
T
: 2 2 2 4 5 4 2\ 42
‘Jc—i—z\/l—chos(t)‘ <4+ (1-2?)(1-5t? ) =1- 5 (1—2%)t
puis en utilisant I'inégalité de convexité 1 —y < e™¥ pour y > 0, on en

déduit que :
‘33 +iv1—1x2cos(t)

(b) Pour tout n € N et tout € |-1,1[, on a :
1 us
|L, (z)] < f/ x+1iv1—22cos(t)
T Jo

Le changement de variable ¢t — 7 — t dans I'intégrale sur [g, W} donne :

f R L

n

1

z T

In(:c):/o2 a:+i\/1—:c2cos(t)‘ndt+/ﬂ x+i\/1—:1:2003(t)ndt
:2/2 x+iv1—1x2cos(t)
0

2

n

dt
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[SE]

Il en résulte que I, (z) < 2/ e~ (172")2 4t ot en effectuant le change-

0
2n (1 — z2
ment de variable § = Mt, on obtient :
T
400
<2t [ el = Y
2n (1 —22) Jo 2n (1 — 22?)

JE
et [Ly (z)| < V=)

L VT
¢) On en déduit que, pour tout § € ]0,1[,on sup |L, (z)] < ———,
©) Io. 1] z€[—5,0] [ () V2n (1 —62)

ce qui entraine la convergence uniforme de (Ly,),,cy vers 0 sur [—4,4].

(a) Pour avréel, on a 1+a? cos? () # 0 et 1 —ia cos (t) # 0 pour tout ¢ € [0, 7],
donc les deux intégrale sont bien définies. Le changement de variable ¢ =
m — 6 nous donne :

™

o) /” i /f a /” dt
~Jo 1—dacos(t)  Jo 1—iacos(t) Jz 1—iacos(t)

™ i

_/f dt +/E do _2/’5 dt
Jo 1 —iacos(t) o 1+iacos(t) ~J, 1+ a2cos?(t)

puis en effectuant le changement de variable x = tan (¢) (invariance de
dt

1+ a2 cos? (t)

too dz 2 too dr
I(a) =2 2 1422 o2 22
o a*+l+z a+1lJo 1+ 57

par t — 7+ t), on obtient :

B 2 /+°° dt T
S VaZ+t)y 14+ Vaz+l

(b) En notant ¢ (x,t) = x+iv1 — 22 cos(t), on a pour (t,z) € |0,n[x]|—-1,1[:

o (z,8)]> = 2® + (1—2*)cos® (t) <a®+ (1—-2°) =1

ce qui nous donne pour tout y € |—1,1] :

+oo ] n n 1
f(t’x’y):;(x—l—zmcos(t)) vy = 1 — a2y —iyv1 — 22 cos (1)

D’autre part, en notant f, (t,z,y) = (:U +iv'1 — 22 cos (t))n y" pour (t,z,y) €
10, 7[ x ]—1, 1[2 , on dispose d’une fonction continue telle que :

—+o0

“+o0 T
> [ oyl <ad ol < oo
n=0 0

n=0
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ce qui nous permet d’écrire que :
s +oo T n +o0o
/ ft,z,y)dt = Z/ (m—i—ix/l —x2cos(t)> yrdt = WZLn (x)y
0 n=0"0 n=0
avec 1 —zy > 0et:

i T dt 1 V1 — 22
/ f(t,w,y)dt:/ . = (8—=
0 0 1—xy—zy\/1—mgcos(t) -y 1=y

™
1—rcy\/ yQ-a?) | \/y2—2xy+1
(

T—zy)? T

1
§ ZL x)y"™, cette formule étant
Yyt —2xy+1 e

encore valable pour z = +1 (puisque L,, (£1) = (£1)").

ce qui nous donne ——

Pour z fixé dans [—1,1], on a le produit de Cauchy des séries entiéres :

2 +oo
m (ZL ) ZZ%Tn(w)y” (3.7)

pour tout y € ]—1,1[, avec pour tout n € N :

ZLk (z) € Ry [2]

k=0

n
Le coefficient de 2™ dans T,, étant ;;(2:) (2 in__kk)> € Rt* ce
polynoéme est de degré n. Chaque Ly étant de la parité de k, le polynome
T, est de la parité de n.
“+o0
La relation (3.7) s’écrit (y? — 2y + 1) ZT” (x)y™ = 1, soit :
n=0

“+ o0 “+ o0 400
ZT" (z)y" T2 — 2xZTn (z)y™ T + ZT" () y
n=0 n=0 n=0

ce qui peut s’écrire :

+oo

+oo —+oo
> Tt @)y = 20) T (@) g™+ Y T (2) " =1
n=1 n=0

n=—1
ou encore :

+oo
> (Tnoi (2) = 22T, (2) + T (2) Y™ +Tp (2)+(Th (2) — 22T () y = 1

n=1
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Par unicité du développement en série entiere, on en déduit que les poly-
noémes T,, sont définis par la relation de récurrence :

To(x) =1, Ty (z) = 22T () = 2x
Tt () = 22T, () — Tho1 (2) (n € N¥)
On en déduit que le coefficient dominant de T, est 2", ce qui nous donne
. (2K (2(n— k)
I’égalité =22n,
en prime I'égali e,;)(k)( & >
On a sin (8) Ty (cos (8)) = sin (6), sin () Ty (cos (8)) = sin (20) et par ré-
currence, on vérifie que sin (0) T, (cos (8)) = sin ((n + 1) 0) . C’est vrai pour
n € {0,1} et supposant le résultat acquis jusqu’au rang n > 1, on a :
sin (0) Ty, 11 (cos (6)) = 2cos (0) sin ((n 4+ 1) ) — sin (nd)
= 2cos (0) (sin (nh) cos (0) + cos (nh) sin (9)
= (2cos® () — 1) sin (nf) + cos (nd) sin (26
= cos (20) sin (nf) + cos (nd) sin (26) = sin ((n + 2) 6)

— sin (nd)

~

k k
Pour n € N* et k compris entre 1 et n, on a sin T T, | cos o
n+1 n+1

. km . .
sin (kw) = 0, donc est une racine de 7T}, ce qui nous donne n ra-
n+1

cines distinctes de ce polynome de degré n et en conséquence, T,, () =

T (e (255))

Pour tout « > x,, on a Li () > 0 pour k compris entre 0 et n — 1 (car

n
Xp > xp et Lo =1) et L, (z) > 0, donc T), (x) = ZLk () Lp—g () > 0.
k=0

I en résulte que y,, < x, (si Yy, > @, on a alors 0 = T, (y,) > 0, ce qui

T
est impossible). On a donc y,, = cos H) < x, < 1 et faisant tendre
n

n vers l'infini, on en déduit que lim =z, = 1.
n—-+4oo

— III — Opérateur de Legendre

1. Pour f,g dans C? ([~1,1],R), on a en notant abusivement (22 — 1) f’ la fonc-
tion z — (2% — 1) f/ () :

el ={(-0r) 19y == 9"~ ((2=1) 1| g)

1
:/ (1—2%) f'(z) ¢ (z)dz

—1

cette expression étant symétrique en (f, g), ce qui nous assure que L est symé-
trique. Pour g = f on a :

1

€ h=[ (=a?) (@) dezo0

-1

I’égalité étant uniquement réalisée pour f constante puisque f’ est continue.
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Pour n = 0, on a 7, = 0 et pour n € N*, 7} (z) = 2nz (2? — 1)n_1,
donc (22 — 1) mh, (x) = 2nama, (z). En dérivant n + 1 fois cette relation,
la formule de dérivation de Leibniz nous donne :

(22 = 1) 7 (@) + 2(n+ 1) axsi ™ () + 0 (n + 1) 7l (2)
= 2n (el (@) + (n+ ) 7 (@)

soit (22 — 1) 7r§2+2) (x)+ 2x7réz+1) (r)=n(n+1) ngb) (x) ou encore :
L(Ly,)(z) = (2 = 1) L) (z) +2zL}, (z) = n(n+ 1) L, (z)

Pour tout x € R, on a :

0, (z) = m (n(n+1)Ly, (z) —zL, () — (x2 —1) L} (2))

_ 22 (L, (2)
- n(n+1) =0

donc la fonction 6,, est croissante sur [0,1] et on a :
Vo €10,1], 0 < (Ly (2))” < 0, (2) <60, (1) = (L, (1))* =11

ce résultat est encore valable sur [—1, 1] par parité de L2. Il en résulte que
Lol = 1.

Pour n € N*,ona «zL), — L, _, € R, [x] = Vect{Lo, -+ ,L,}, donc aL] —

n
L _,= E ay Ly, avec :
k=0

ay | L)) = (xL,, — Ly,_y | Ly = (L), | Ly) — (L;,_; | L)
= [2Ln (@) Li (2)]2, = (Ln | (zL4)') = (L1 (@) Li (@)1, + (Lo | L)
=14 ()" = (Lo | @Le)')y = (1= (1)) (L | L)

= (Lp_1| L) = (Ly | (zLy)")
= (Ln-1| L) = (Ln | Lg) = (Ln | xL}) =0

our k <n-—1etal] — L, _| =ayL,. Les coeeficients de 2™ dans cette
égalité donnent a,, = n.

La relation (3.4) nous donne par dérivation :
nn+1) (L, — L, 1) =02n+1)L(L,) =2n+1)n(n+1)L,

soit Ly, .y — L;, 1 = (2n+1) Ly,.
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()

De ces deux égalités, on déduit que :

w1 =Ln_1+@2n+1)L, = 2L, —nL,+(2n+1) L, = 2L, +(n+1) L,

La question précédente nous dit que ¥ contient &' = {\,, = n(n+1) | n € N}
et il nous reste & vérifier que pour réel A € R\ ¥/, on a £, = {0}. Pour
feEyvetneN ona:

AT L) = (L) | Ln) = (f [ £(Ln)) = n(n+1) (f | Ln)

avec A # n(n+1), donc (f | L,) = 0. Comme (Ly,), oy est une base de
R [z], on en déduit {f | Q) = 0 pour toute fonction polynomiale @ € R [z].
Par ailleurs, le théoreme de Weierstrass nous dit qu’il existe une suite
(Qn), ey de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f sur
[—1,1] (f est continue), donc la suite (fQpn), cy converge uniformément

vers f2 sur [~1,1] ([[fQn — ||, < Iflloc @n — fllo) et :

||f\\2=[1f2<x>dx= lim [1f<x>Qn<x>dx= lim (f| Q) =0

n—-+o0o n——+oo

ce qui impose la nullité de f.

Pour n € N, I'espace £y, contient L,, et c’est ’ensemble des solutions sur
[—1, 1] de I'équation différentielle linéaire d’ordre 2 :

(2 —1)y" (x) + 22y () —n(n+1)y(z) =0

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz nous dit que ’ensemble Sy, des solution
de cette équation différentielle sur intervalle ouvert |—1,1[ est de dimen-
sion 2. On dispose donc d’une base (L, f,) de cet espace. Pour vérifier que
Pespace €y, C Sy, qui nous intéresse est de dimension 1, il suffit de vérifier
que la solution f, n’est pas dans &), , c’est-a-dire qu’elle ne peut pas se
prolonger en fonction de classe C? sur [—1,1]. Pour ce faire, on utilise le
wronskien wy, = L, f}, — L/ f,. Sur ]-1,1[, on a :

(1’2 — 1) wl, + 2zw, = (1’2 - 1) (Lo fl — LI fn) + 22 (Lo f), — L1, f)

n (0
soit ((22 — 1) wy (x))/ = 0 et en conséquence, wy (r) = 110 ( g avec
-z
fn

/
wy, (0) # 0 (sans quoi w, = 0 et <L ) = 0 en dehors des racines de

n

L, et f, = alL,, ce qui n’est pas, ou de maniere générale le wronskien

d’une base de solution est non nul). Il en résulte alors que |li‘m |wy, ()] =
z|—1

‘lilm |Ly, () f}, () = fn () L], ()] = 400 et f, n’est pas dans &y,. En

z|—1

conclusion, &, est de dimension 1 engendré par L,,.
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5. Pour u (¢t,2) = a (t) b(x), notre équation aux dérivées partielles devient :

d' (t)b(z) = —a(t) ((z* = 1) " (z) + 22t (z)) = —a(t) L (D) (z)

Pour u non identiquement nulle, il existe ¢y € R tel que a(tg) # 0 et b est non
a” (to)
a(to)

entier n € Ntel que A=n(n+1) et b=al,. Pourz =1et ¢t €[-1,1], 0ona
a" (t)L, (1) =—-2L, (1)a(t) avec L, (1) =1 et 2L/ (1) = n(n+ 1) (qui résulte
de (2 — 1) L (z) 4+ 2zL), (z) = n(n—l— 1) L, (z)), soit @’ (t) = —n(n+ 1) a (¢)
et a(t) =B +~t pour n =0, a(t) = S cos (x/ (n+1) t) —|—'ysm( n(n—i—l)t)
pour 1 > 1. Les solutions cherchees sont donc les fonctions de la forme u (¢, 2) =
a+ bt ou u(t,z) = (acos ( n(n+ 1)t) + bsin ( n(n+ 1)t)> L, (z) avec
n € N*.

identiquement nulle telle que £ (b) = Ab avec A = — , il existe donc un

— IIT — Séries de Fourier-Legendre

1. Comme (Py))<j<, €st une base orthonormée de R,, [z], on a S, (f) € R, [z] et
pour tout entier j compris entre 0 et n :

F=Sa(DIPY=(FIP) =D e (f)(Pe| P))=c;(f) —¢; (f) =0
k=0

donc f — S, (f) € (R, [z])" et S, (f) est la projection orthogonale de f sur
Ry, [z]. Il en résulte que pour tout @ € R, [z], on a :

If=QI*=1I(f = Sa (f)) + (Su (f) — Q)
= |1f = S (DI + 1180 (f) = QU = [If = S (NI

donc - S, = inf - .
£ =80l = jaf 7=l
2. Comme, pour tout n € N, S,, (f) est la projection orthogonale de f sur Ry, [z],
on a:

A2 =110 = S () + Su (DIZ = 11f = S (DI + 110 (NI

et Y G () = 1S (NIF = 117 = IIf = Su (HI* < IfI7, ce qui entraine la

k=0
+oo
convergence de la série & termes positifs Zc% (f) avec l'inégalité Zci (f) <
n=0

[£lI?. 11 en résulte que lim ¢, (f)=0.

n—-+

(a) Soit f € £ Comme R [z] est dense dans (E, ||-||), pour tout réel ¢ > 0, il
existe un entier naturel n. et un polynéme Q. € R,,_ [z] tel que || f — Q.|| <
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n
e. Pour tout entier n > ng, le polyndéme S,, (f) = ch (f) Py est la projec-
k=0

tion orthogonale de f sur R,, [z] qui contient R,,_ [x], donc ||f — S, (f)]] <
|f — Q:|| <e. On a donc ainsi prouvé que Br_ilrl lf =S (f)ll =0, cest
n o0

“+o0
& dire que dans (E, |||) on a I'égalité f =Y cu (f) P
n=0

(b) Pour tout entier n € N, on a ||f — S, (F)]* = [|£I* — 1S (F)|I”, donc :

tim (/1P = 182 (NIF) = Tim |1f = Su (NI =0

n—-+4oo n——+4oo

“+oo
soit || f[* = lim |IS. (AIF =D _eh (1)
n=0

4. Tl est clair que deux fonctions de € qui sont égales ont les mémes coefficients de
Fourier-legendre. Si f, g dans £ sont telles que ¢, (f) = ¢, (g) pour tout n € N,
on a alors ¢, (f — ¢g) = 0 pour tout n € N et de 1’égalité de parseval, on déduit
que ||f — g|| =0, ce qui équivaut & f = g.

(a) Pour tout n € N* on a ¢, (f) = (f| Pn) = 2n2—|—1 (f| Ln) avec

(2n+1)L, =L, — Lj_,, ce qui nous donne :

2n4+1)(f [ Lp) = (f | Lpoy — Li_y)
= [f (z) (Ln+1 (17) —Ln (17))]1_1 - <f/ | Lpq1 — Ln—1>
= - <f/ | L1 — Ln71>

car Ly4+1 — Ly—1 est nulle en 1, ce qui nous donne :

2 2n+1 1 /
Cpn, (f) = \/;<f | B) Ln> = *m <f | Ln+1 — Ln—1>
L 2 SR
IRRVCICTESY (\/;“ | Past) =y g |Pn_1>>

Cn—1 (f/) Cn+1 (f')

Ven+1)2n—1) /@2n+1)(2n+3)

1
(b) En utilisant 'inégalité |ab| < 3 (a® +b?), on en déduit que :

1 2 N2 2
len ()] < 3 <Cn1 (O + lentr ()7 + 2n—1) (2n+3)>
< len—1 (f)° + lensr (f)I? n 1

2 n?
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et pour z € |—1,1] :

lent P+ lenns (P, 1) [2n+1
mn Pn < ) Ln
e (1) <x>|_< ! b )
< (lear I+ lenia (S LY el vm
- 2 n? 2 2n (1 — 22)
< |Cn—1(f/)|2+|cn+1 (f/)|2 +i n+1 7w
N 2 n? dn /1 — 22
~ (lea-r I + lensa (S L) v
- 2 n? 1— 22
o0 +oo 1
avec Zci (f") < +ocet Z—Z < +4o00. La convergence simple de ch (f) P,
n
n=0 n=0
sur |—1, 1] et la convergence uniforme sur tout segment [—4§,0] C |]—1,1[ en

résultent.

6. On a, pour tout =z € [—1,1] :
Sn(f)(m)zzck(f)Pk(m):/ (Zﬂ(ﬂ&(@)ﬂﬂdt
k=0 =1 \k=0

On définit la fonction K,, sur R? par K, (t,z) = ZPk (t) Py (x) . Cette fonc-
k=0

tion étant polynomiale, elle est indéfiniment dérivable sur R2. La formule de
Darboux-Christoffel s’écrit :

- n+1
(z —1) kgopk (z) Py (t) = N TEDITEE) (Pat1 (z) P (t) — Po (2) Pt (1))
et pour z # t, elle nous donne :
K, (t,z) = n+1 Pn+1(t>Pn($)_Pn(t)Pn+1(x)
e V(@2n+1)(2n +3) t—x

En écrivant que :

Py () P (2) = Py (t) Py (2) _ Paga () — Paga (2)
t—u t—u

et en faisant tendre ¢ vers x on obtient :
n+1
Vv (2n+ 1) (2n + 3)

K, (17755) = (Pwlz+1 (1') P, (I) _Pwlz (1') Py (x))
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1
7. Prenant f =1€ R, [z],ona S, (1) =1 et / K, (t,z)dt = 1. Plus générale-
-1

1
ment, pour 0 < k <n,ona S, (xk) =zF et / K, (t,r)tFdt = 2*.
-1

8. De ce qui précede on déduit que pour tout entier n € N et tout € [—1,1] on
a:

Sn(f)(x)—f(at)-lz/lKn(t,x £y dt — /K (t,2) f (x) dt
/Ktx () — f (2)) dt

avec K, (t,z) (f (t) — f(x)) pour t = x et :

K (t,2) (f (t) = f (2))

= \/(271 —&T—ll—: (12n 3 (P (z) Pry1 (t) — Poy1 (z) P (1))

f() = f(x)

t—x

pour t € [—1,1] \ {z}. Dans le cas ou f est dérivable & droite et gauche en
€]-1,1[, la fonction ¢, définie par :

FO-F@) o,

el e 0= p e
fblt—ﬂ?

est alors un élément de £ (comme f € &, la fonction ¢, est continue sur [—1, 1]
privé de = et des éventuels points de discontinuité de f et en tous ces points,
¢, admet des limites a droite et a gauche puisque f € £ et f est dérivable a
droite et gauche en z). On a donc :

Sn (f) (x) = f (z)
1 = N (Pn (x)/ P (t) Py (1) dt — Pryy (z) /_1 ¢u (t) Pa (1) dt)

(2n+1)(2n+3) 1

- ntl _
V@) (2n+3) (Pn (@) ent1 (p2) = Pagr () en (¢2))

et pour n € N* :

S0 () (@) = £ (@)] £ ZoZEes (1P (@) [ens ()] + [ Pass @) en (02)])

<Py (@) lent1 (0a)| + [Posa ()] [en (¢2)]
< (enni (@)l +len(@a)) =30
_m n—+ xT n x

n—-+oo

2n+1|L()|S 2n+1 N - \/7?2
\/2n(1f:c2) V1—x

(on a |P, (z)| = pour

n > 1), c’est-a-dire que f (z ch P,
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9. Pour z € |—1,1[ et § > 0 tel que [z — d,z+ 0] C ]—1,1[, on désigne par ¢, s
I’élément de £ défini par :

f@)—fl@)
Ve [-1,1], was ) =8~ t—ax s%tgé [ — 3§,z + ¢
0 site€lx—6,x+ 9]
1£(t) ~ f(=)

(en t = x + 4, on prend la valeur moyenne )etona:

2 t—x

1
Sn (f) (@) = f (z) = [1 Ky (t2) (f(t) = f (@) dt = L5 (z) + Jn,s (@)
ou on a noté :

Lo (2) = / ) (70 = F @)

— NeD f; (12n = (P (%) nt1 (02.5) — Pog1 () n (02.6))

et :
T+e
D= [ Kl (0 - 5 @) d
On a alors :
s ()] < ﬂﬂ (lens1 (2os)l + lon (s)) =20

et dans le cas ol f vérifie une condition de Hélder de constante A € RY et

1
d’exposant o € ] 3 1{,ona:

Vtelz—e,x+e], |f(t)—f(x)] <A|t—=x|”

et :
z+48
| s (2)] < _ n+l (lP (@) Prt1 ()] +[Prta ()| Pr (t)|) dt
" ./ @n+1)(2n+3) [, s [t—z|t

c ME ([ B Oy (RO ,

T VI=a? \Jass |t -2 oms \|t—z|"7®
les intégrales du membre de droite de cette inégalité étant convergentes puisque
1 — a < 1. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

z+48
/ + |Pn+1 |P2 /
-9 |t—$|1 a z—3 £U|2(1 )
dt
<P, / | —s
I \/ T \/z_a It — 207
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10.

la derniére intégrale étant convergente du fait que 2(1 —«) < 1 pour a €

1
}2, 1} . Enfin, avec :

z+6 dy _, o dt _ 2520471 o
=6 |y|2(1—a) 0 y2(1—a) 2a_ 1 §—0

on peut choisir, pour tout réel € > 0 (& x fixé dans |—1,1[), un réel § > 0 assez

petit de sorte que :
) P t
¥n € N*, / Lll(_)idt <e
x—0 It — .13‘

On peut donc conclure que lirf Sn (f) (x) = f(2).
n——+0o0o

1
Les coefficients de Fourier-Legendre de f sont les ¢, (f) = / P, (z)dz. Pour

[e3%
1—
n=0,onac(f)= ~— 2 Pourn > 1, avec 'égalité :

V2

1 1 1
P, = P, ——P
Von+ 1 (\/2n+3 e an — 1 ”1)

onapourn>1:

en (f) = L <Pn+1 (1) = Poga (@) Poi (1) — Py (a))
" Von+1 Von+3 Von —1
2k +1
avec P, (1) =4/ 2+ , ce qui nous donne :
! pa ) -— P ()=0
s Y Va1 T
1 P, P, . B . .
et c, (f) = ( 1(0) _ ol (a)) . La fonction f étant lipschit-
Vo2n+1\vVo2n—-1 V2n+3

zienne, on a pour tout z € |—1,1] :

+oo
11—« 1 P,1(a) Py (a))
)= ——F(z)+ - Pn z
fo) == ;¢2n+1<¢2n1 vants) @
En utilisant 1 lyno L \/iP la s’écrit
n utilisant les polyndmes = ————PF, cela s’écrit :
poly k \/m k
+oo
l—a 1
J@) = 52453 (B (@) = Lugs (0)) L (2)
n=1
Pour x = «, on obtient :
+oo
l—a 1 1
255 (Lot (@) = L (@) L (@) = 5

n=1

ce qui peut se vérifier directement (somme télescopique).
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11. S, étant la projection orthogonale de £ sur R, [z], elle est linéaire de £ dans
E. Pour tout f € £ et tout x € [-1,1], on a :

&UNMU?&@@f@ﬂé<fyﬁwmﬁwwm

1
s<sw(/uqmmm)mu=awm
ze[—-1,1]J -1

donc l'application linéaire S,, est continue avec N, (S,) < a. La fonction ¢, :
x> / | Ky, (2,t)] dt étant continue sur le segment [—1,1] , est bornée et atteint
—1

ses bornes, il existe donc un réel zp € [—1,1] tel que a = sup ¢, (z) =
z€e[—1,1]
©n (20) . On utilise la suite de fonctions continues (fx),cy définie par :

Kn (3307 )

Vk €N, Vt e [-1,1], fi(t) = 1K (z0,8)] + €x

olt (ex),ey €8t une suite de réels strictement positifs telle que lim g = 0.
k——+o0

[ K (20, 1)

Pour tout k € N et tout ¢ € [0, 1], on-a [fi ()] = == —
n 07 k

[fillog < Let:

< 1, soit

K2 To ) /1 ‘
Sn —a|= : dt — K, (zo,t)|dt
5000 o) — o = | [ 28D [ i .t

K (I(),t) ‘
D dH <2, — 0
/uK

= &k
n (.%‘o,t)‘ + e k—+oo

soit lim Sy (fi) (20) = av. Enfin, avec [ Sy (fi) (@0)] < (15w (fi)lloo < Noo (Sn) fillo <
Ny (Sn), on déduit que o < Ny (Sy,) et Ny (Sp) = a.



Chapitre 4
Continuité, dérivabilité et
convexité

Exo Sup 4.1. Accroissements sur des espaces de Banach

Pour toute application linéaire continue u : E — F entre deux espaces
de Banach (E, |-l g) et (F, [llg), on note Jull = sup u(z)l|f-

llzll =1

1. Pour cette question, O est un ouvert non vide de R™ et a,b sont deux
points distincts de O tels que le segment [a,b] soit contenu dans O. Les
espaces E = R™ et F = R™ sont munis de la norme infinie notée ||-|| .

(a) Soit f : O — R une fonction continue sur O et différentiable en
tout point de |a,b[. Montrer qu’il existe ¢ € |a, b| tel que :

FO-f@=Y 5L ©b-a)
k=1

(b) Soit f : O — R™ une fonction continue sur O et différentiable en
tout point de |a,b[. On suppose qu’il existe une constante > 0
telle que ||df (¢)|| < p pour tout ¢ € la,b]. Montrer que :

1 (b) = f(a)ll < p]lb—al

2. Pour cette question et la suivante, a < b sont deux réels, f : [a,b] = F
et g : [a,b] = R sont deuz fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur
la,b[. On suppose que || f' (t)||» < ¢’ (t) pour tout t € |a,b[. Pour tout
a € la,b[, on note Eq = {t € la,b[ | [|f (t) = f(2)l|p > g (t) — g ()}

(a) Montrer que E, est ouvert.

(b) En supposant E, non vide, on note B sa borne inférieure. Montrer
que 8 € |, b[ et en déduire une contradiction.

(¢c) Montrer que |[f (b) = f (a)llp < g(b) —g(a).

3. Dans le cadre de la question précédente, on suppose que ||f' (t)| < ¢’ (¢)
pour tout ¢ € |a,b].

71
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(a) Montrer que ||f (b) — f(a)||z < g(b) — g(a) (inégalité généralisée
des accroissements finis). Dans le cas ot il existe un réel X > 0 tel
que || f' (t)||» < A pour tout t € Ja,b[, prenant g : t — At, on aboutit
@ l'inégalité des accroissements finis, || f (b) — f(a)||p < A(b—a).

(b) Montrer que si légalité || f (b) — f (a)||r = g (b) — g (a) est réalisée,
on a alors || f (2) — f ()| p = g (2) — g (t) pour tous t < z dans [a, b]
et ||f' ()| =g (t) pour tout t € a,b|.

Soient O un ouvert non vide de E, f : O — F wune fonction continue
et a,b deux points distincts de O tels que le segment [a,b] soit contenu
dans O. On suppose que | est différentiable en tout point de |a, b| et qu’il
existe une constante p > 0 telle que ||df (¢)|| < p pour tout ¢ € a, b.
Montrer que |1f (5) — £ (a)ll < p[b—all .

Montrer que le systeme d’équations :

sin (z +y) = 2z
cos(z —y) =2y

a une unique solution dans R2.

Solution.

1.
(a)

On se ramene au cas des fonctions d’une variable réelle en considérant la
fonction g définie sur [0,1] par g (t) = f(y(t)) = f(a+t(b—a)). Cette
fonction est bien définie sur [0, 1] du fait que [a,b] C O et comme composée,
elle continue sur cet intervalle, dérivable sur |0, 1] avec :

g (t)=df (v(t Z af ) (b, — ay)
k=1

pour tout ¢ € ]0,1[. Le théoréme des accroissements finis pour les fonctions
d’une variable réelle & valeurs réelles nous dit qu’il existe 6 € |0, 1[ tel que

g (1) —g(0) =4 (), ce qui sécrit :
n af
F®)=f(a)=df (c)(b—a) = Zaka (c) (b — ax)
k=1

otc=a+60(0b—a)clalb.
En notant f = (fi);<;<,, » on a pour tout ¢ € O et tout h € R™ :

Z o) B CACT O

1<i<m

Chaque fonction f; : O — R étant continue sur O et différentiable sur ]a,
il existe une suite (¢;);<;<,, de points de |a,b| telle que f; (b) — fi (a)

"
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df; (¢;) (b — a) pour tout ¢ compris entre 1 et m. Il en résulte que :

1 (5) = f @] = max £ (¢) — fi (a)| = max |dfi (i) (b= a)

1<i<

< w47 (e) 0~ < (e Jar el ) o
< plb—ad

2. De I’hypothese ||f/' (t)]|» < ¢’ (t) pour tout ¢ € ]a,b[, on déduit que ¢’ (t) > 0,

donc g est strictement croissante sur [a, b] et en particulier, on a g (b)) —g (a) > 0

(a) E, est ouvert dans |a,b] comme image réciproque de I'ouvert R™* par
I'application continue ¢ € |a,b[ — || f (t) — f (@)]|p — (9 (t) — g () .

(b) Si E, est non vide, il admet alors une borne inférieure 8 € [, b[ car cet

ensemble est minoré par a (pour t € E,, on a 8 <t < b, donc 8 < b).
Si 8 = a, par définition de la borne inférieure, pour tout entier n € N* il

1 tn) — f (a
existe un réel t,, € E, tel que a < t,, < a + —, donc [t "t) T @lr >
n n—Q
t —
9(tn) = 9(a) et faisant tendre n vers linfini, on aboutit a || f’ (@), >

th —Q
¢’ (@) qui est en contradiction avec ||f' (a)||p < ¢’ (o) . Donc 8 € o, b] et
B ¢ E, puisque E, est ouvert dans ]a, b[, ce qui nous donne :

1 (B) = f(@)llp <g(B) —g(a), ILf B <9 (B)

t .
et entralne que pour tout ¢ > § dans un voisinage de (3, on a W <
t —
g(z_%(ﬂ) (If"(B)|l » < ¢’ (B) et définition du nombre dérivé), donc :

{ LF @) = F(B)p<g(t)—g(B)
1F(B) = f(@)lp<g(B)—g(a)

ce qui donne par addition :

1F @) = F@lp <17 @) = FOe+ 1 B) = Fla)lp<g) —g(a)

soit t ¢ E,, ce qui est en contradiction avec le fait que § est la borne
inférieure de E,,.

(¢c) En définitive tous les ensembles E,, pour a € |a,b[, sont vides et en
conséquence, on a ||f (t) — f(a)|lp < g(t) — g(a) pour tout t € [a,b]
(c’est vrai sur ]a,b[, puis sur [, b] par continuité). En particulier, on a
If(b) = f(a)||p < 9g(b) — g (o) pour tout a € |a,b| et en faisant tendre o
vers a on aboutit & || f (b) — f (a)||p < g(b) —g(a).

(a) Le cas général s’obtient en remplacant la fonction g par la fonction g : ¢ —
g (t) +e(t —a) avec € > 0 quelconque. On a ||f' ()| < gL (t) =¢' (t) +¢
sur Ja, b, donc || f(b) — f(a)|lp < g(b) +e(b—a)— g(a) et en faisant
tendre ¢ vers 0 on a le résultat annoncé.
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(b) Supposons qu'il existe t < z dans |a, b] tels que || f (2) — f(t)||p < g(2) —
g (t). D’apres 'inégalité des accroissements finis, on a || f (¢t) — f (a)||p <
g(t)—g(a)et [[f(0) = f(2)llp <g(b) —g(2), donc :

1£ @) = f(@)lp <Nf®) —fEp+1fE)—FOlp+I1fE)—f)lg
<gb)—g(2)+g(z)—gt)+g@)—gla)=g(b)—g(a)

Donc si |[f (b) — f (a)|lp = g(b) — g(a), on a alors ||f (z) = f (D)]p =
g (2) — g (t) pour tous t < z dans ]a, b[. Pour tout ¢ € Ja,b[, on a aussi :

t<z<b t<z<b

La fonction g : ¢t € [0,1] = f(y(t)) = f(a+t(b—a)) € F est continue sur
[0,1], dérivable sur |0, 1] avec :

19" Ol = lldf (v (@) (0= a)llp < ldf (v @) - 16— all g
<pllb—allg

pour tout t € ]0,1[. On déduit alors de l'inégalité des accroissements finis
pour les fonctions d’une variable réelle a valeurs dans un espace de Banach que

1£ () = f(@)llp=llg (1) =g (O)lp < pllb—allg-

. La fonction f : (z,y) + (sin (2 + y),cos (x — y)) est de classe C! sur R? avec :

_ [ cos(z+y) cos(z+y)
df (x,y) = ( —sin(z —y) sin(z —y) )

et en utilisant la norme euclidienne, on a :

ldf (2, y) (B, k)| = cos® (z +y) (b + k)* + sin® (& — y) (k - )?
< (h+ k) + (h=k)* = 2|/(h, )|

pour tout (h,k) € R?, donc [|df (z,y)|| < V2. On déduit de I'inégalité des ac-
croissements finis que || f (z,y) — f (z',9)|| < V2||(z,y) — (z’,9)|| et les éga-
lités f(z,y) = 2(z,9), f(2,y) = 2(a',y) impliquent 2||(z,y) — («',y')|| <
V2 |(x,y) — (2, )], soit (x,y) = (2/,y') . L’équation f (x,y) = 2 (x,y) a donc
au plus une solution. En fait I'inégalité des accroissements finis nous dit la

1
fonction — f est strictement contractante, ce qui nous assure de lexistence (et

de T'unicité) d'une solution comme limite de la suite ((¥n,yn)),cy définie par
(w0,y0) € R? et (i1, Ynt1) = f (Tn,yn) pour tout n > 0 (théoreme du point
fixe). Une solution approchée est (z,y) = (0.38645,0.496 95) (programmation
Xcas).

En utilisant la norme infinie, on aboutit & ||df (z,y)| < 2, ce qui n’est pas
suffisant pour conclure.
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Exo Sup 4.2. Prolongement par continuité ou par différentiabilité

1. Soient I un intervalle réel non réduit a un point, a un point de I et
f: I — R une fonction continue sur I et dérivable sur I\ {a}. Montrer
que si ' a une limite d gauche [resp. une limite & droite, resp. une
limite] £ en a, alors f est dérivable d gauche [resp. dérivable a droite,
resp. dérivable] en a avec fy (a) = { [resp. fj(a) = £, resp. f'(a) = {].

2. Montrer que la fonction f définie par f(0) = 0 et f(x) = e =7 pour
x # 0 est de classe C* sur R avec f™ (0) = 0 pour tout n € N.

3. Soit I un intervalle réel non réduit a un point Montrer qu’une fonction
f I — R dérivable et conveze est continiment dérivable (voir aussi la
question 4b de lexercice 4.5).

4. Sotent (E,||||g), (F,||-||z) deuz espaces de Banach, O un ouvert non
vide de E, a un point de O et f : O — F wune fonction continue. On
suppose que f est différentiable sur O\ {a} et que la différentielle df
admet une limite L € L. (E, F) quand x tend vers a. Montrer que f est
différentiable en a de différentielle df (a) = L.

Solution.

1. Soit £ = lim f’(x) [resp. £ = lim+ 1’ (z)]. Pour tout réel € > 0, il existe un
T—a— r—a

réel n > 0 tel que |f'(t) — | < e pour tout t € J,, = Ja—mn,a] C I [resp.
t € J, =la,a+n[ C I]. Pour tout = € J, le théoréme des accroissements finis
nous dit qu'il existe un réel ¢, € |z, a[ C J,, [resp. ¢; € |a,z[ C J,] tel que :

T@IZTH) ) pren) o <
f(2)~ f (@) f @)~ f (@)

ce qui prouve que lim = ¢ [resp. lim = /(] et
T—a~ r—a r—at r—a
signifie que f est dérivable a gauche [resp. a droite] en a avec f, (a) = ¢ [resp.

f5(a) = £]. Dans le cas ou f admet une limite en a, on a £ = lim f'(z) =
r—a—
lim f"(z), donc £ = f; (a) = f, (a), ce qui signifie que f est dérivable en a

r—at

avec f' (a) = 4.

. La fonction f est continue sur R (lir% e =0 = f(0)) et dérivable sur R*
r—r

avec lim f'(r) = lim —e 27 =0, elle est donc dérivable en 0 de dérivée nulle
z—0 z—0 X
et f’ est continue sur R. En supposant, pour n > 1, que f est de classe C" sur R
1
avec (" (0) =0, f™ (z) = P, <) e pour z # 0, ou P, est une fonction
x

polynomiale de degré 3n, on déduit que f est de classe C"*! sur R* avec :

2 1 1 1 1 1
(n+1) == Z)l—=—p = T = Z)e
ren = (5 (5) - (5)) o e (5)-

m"*
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le polyndme P, étant de degré 3n+ 3. Puis avec lir% f+D () = 0, on déduit
z—

que f est de classe C"*! sur R avec f(**+1 (0) = 0.

. Si f est convexe et dérivable de I dans R, sa dérivée f’ est alors croissante

et en conséquence admet une limite a gauche et a droite en tout point a € I.

De la question 1, on déduit alors que f'(a) = f; (a) = lim f'(z) et f'(a) =

r—a—

fi(a) = lim f'(z), donc f'(a) = lim f'(a) et f’ est continue en a, ce qui
r—at r—a

signifie que f est continiiment dérivable sur I.

. Comme lim df (x) = L, pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que la
r—ra

boule ouverte B (a,n) de centre a et de rayon n soit contenue dans 'ouvert O

et ||df (x) — L|| < & pour tout « € B (a,n)\ {a} . La fonction g définie sur O par

g(x) = f(x) — f(a) — L(z — a) est continue sur O, différentiable sur O\ {a}

avec dg (x) = df (z) — L pour tout z € O\ {a}. On a donc ||dg (z)| < € pour

tout € B (a,n) \ {a} et de I'inégalité des accroissements finis, on déduit que :

lg @)llp=llg (@) =g (a)llp <ellx—alg
(le segment [a, ] est contenu dans O car B (a,n) est convexe et g est diffren-
tiable sur ]a, z[). On a donc prouvé que :
@S @ Le-alp . e@le

—a e —allg iallz —allp

ce qui signifie que [ est différentiable en a de différentielle égale a L.

Exo Sup 4.3. Accroissements finis et limites a ’infini

f,g sont deux fonctions dérivables de Rt dans R.

!
1. On suppose que f(z) > 0 pour tout x € RT et que lim 1 (@) =/
+=Foo 7 ()
fl+l)

Mont li e —
ontrer que lm @) e

2. On suppose que f' est uniformément continue sur RT et que

lim f(z) = ¢. Montrer que lim f'(z)=0. Que dire pour f' conti-
T—>+00 T—+00

nue ?
3. On suppose que Er_{_l (f () + f' (z)) = 2.

(a) Dans le cas ot ¢ = 0, on désigne par g la fonction définie sur
R* par g (z) = €*f (z). En appliquant le théoréme généralisé des
accroissements finis au couple de fonctions (g,exp), montrer que
pour tous réels x > a > 0, il existe un réel c; o € o, x| tel que :

fz)=e"""f(a)+ (1 - eaiz) (f (Cr,a) + f/ (Cx,a))

En déduire que wll)r_{loof (x) = 0.

. _ . 0l
(b) Pour{ quelconque, montrer que xEToof (x)="Let zgr-lI-loof (z) = 0.
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4. Soit ¢ : R — R une fonction continue telle que lim ¢ (x) = £ et
T—+00

“+oo
2131 ¢ () = ¢'. Montrer que / (pt+1)—p(t)dt=¢—1". Cal-

— 00

+oo
culer / (arctan (t + 1) — arctan (¢)) dt.

Solution.

/()
f(@)
x > «. Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction g = In (f)
(f est & valeurs strictement positives) nous dit que pour tout = € RT, il existe

1. Pour tout réel € > 0, il existe un réel a > 0 tel que

— K‘ < € pour tout

Cy € ]m:x—i— 1] tel que In (f(fx(;—)l)) =gz+1)—gx) =¢ (cx) = ];/((CC:))
avec ‘; ((C%)) -/ ‘ < € pour z > a, ce qui nous donne :
, M)_g‘:‘f’(%)_g’
(57 e <°
. fl+1)\ L o fla+l)
et prouve que xgr}_loo In (f(ac)) =/, ce qui équivaut a xlﬂr}w W =¢f

(continuité de exp et In).

2. Comme f’ est uniformément continue sur R*, pour tout réel ¢ > 0 il existe
un réel n > 0 tel que |f' (y) — f' (z)| < € pour tous z,y dans RT tels que
ly — | < n. Pour tout réel x > 0, il existe ¢, € |x,x + 7] tel que :

fletn) = fx)

_y <x>\ 1 (o)~ £ (@) < <

n

Comme lim fletn) - f@) = 0, il existe a > 0 tel que fletn) - f@) <

T——+00 n n
€ pour tout z > «, ce qui nous donne pour x > « :

r+n)—f(x r+n)—f(x
e [LeD=t g (e 1@,
n n
et prouve que Erf f'(x) = 0. Ce résultat n’est plus vrai si on suppose f’
x (oo}
sin (952)

seulement continue. Par exemple la fonction f définie par f(x) =

pour z > 0 et f(0) = 0 est dérivable sur R* de dérivée définie par f’(x) =

(2
o sn @)
2cos (x ) -2

RT et n’a pas de limite & I'infini (on a f’ (v/n7w) = 2(-1)").

pour z > 0 et f/(0) = 1. Cette dérivée est continue sur

(a) Le théoreme généralisé des accroissements finis nous dit que pour tous réels
x> a >0, il existe ¢z o € |a, z] tel que :

(9(x) = g(a)) e = (" — ") ¢ (¢a.a)
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avec g' (t) = e’ (f (t) + f' (t)), ce qui nous donne :
(€"f (z) —e“f (a)) e = (" —e) e (f (cr.a) + [ (Cara))

ou encore :

f (5’7) =e* " f (a) + (1 - ea_w) (f (Cm,a) + f/ (Cw,a))

Pour tout réel € > 0, il existe un réel o > 0 tel que |f (¢t) + f/ (¢)| < € pour
tout ¢ > . On déduit alors que que pour tout x > a, on a :

[f @) <e* " [f (@) + (1—e*")e<e* " [f(a)| +e

a—x

puis avec lim e = 0, on en déduit qu’il existe un réel g > « tel que

r—+o0

|f ()] < 2e pour tout x > §, ce qui prouve que lim f(z)=0.
T—r+00
xr
Pour f de classe C!, on peut écrite que g (z) = / g (t)dt+ g (a), ce qui
nous donne : “

Fa@ = [ U@+ o)+ e o)

et pour o > 0 tel que |f (t) + f' (t)| < & pour tout ¢t > «, cela donne :
F@l e [ 1f@)+ 1 @+ e @)

<ee® / Celdt 4+ | (0)] = & (1 - e*7) + 2% | (a)
<e+e*Tf ()] <2

pour x > 8 > «.

En notant h = f — £, on dispose d’une fonction dérivable sur RT telle
que hrf (h(xz)+h' (x)) = 0 et de la question précédente, on déduit
T—>+00

que lim h(z) =0, ce qui équivaut & lim f(z) = £. Il en résulte que
T—+00

T——+00
Jm ff(z)= lm (f(z)+f(2)) - lim f(z)=0.

. En notant F la primitive de f nulle en 0, on a pour tout réel x > 0 :

/Oz(f(t—i—l)—f(t))dt:F(m—i—l)—F(x)—F(l)

le théoréme des accroissements finis nous dit qu'’il existe un réel ¢, € |z, z + 1|
tel que :

/;(f(t+1)—f(t))dt=f(cm)—F(1)

Dans le cas ot lim f (x) = ¢, on en déduit que :
T—+00

+oo
/0 (F(t+1)— f(B)dt =0~ F1)
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De manieére analogue, pour £ < 0 on a :

0
/ (fA+1) =f@)di=FQ) = (F(z+1) = F(x) = F(1) - f(ds)

avec d, € |x,x + 1] et avec lim f (z) = ¢ on obtient :
T—r—00

| wesn-rapa=ra-¢

— 00
+oo
Ce qui donne en définitive / (f(t+1)—=f(t))dt =L—2'. Pour f = arctan,
—00
. 7r . ™
on a xginoof(x) e et mgrzloof(x) =5 donc :

+oo
/ (arctan (t + 1) — arctan (¢))dt = 7

—00

Exo Sup 4.4. Regle de I’Hospital et applications
I est un intervalle réel non réduit a un point et f,g sont deux fonctions
continues de I dans R.
1. On suppose que f,g sont dérivables sur I\ {a}, ot a € I, avec
/
g () # 0 pour tout © € I\ {a}. Montrer que si lim 1 (z)

a~a g’ (z)
i £.&) = f(a)

e—a g (x) — g(a)
est-elle vraie ¢

= ¢ alors

= ¢ (régle de ’Hospital). La réciproque de ce résultat

2
. arctan (;—’1) . 4
2. Calculer lim arceos (a:)7 lim i et lim M .
z=1- /1 — g2 z—1 z— 1 z—0 x
3. Soient f : R — R de classe C? telle que f (0) > 0 et f' (0) =0 et A € R*.

Mont im (7(22)) = oS
ontrer que lim NG =e .
4. Soient « € RT™* et f:]—a,af = R de classe C* telle que f(0) = 0.
f(x)

prolonge en une fonction de classe C*° sur |—a, a| (voir aussi l’exercice
??, question 77).

Montrer que la fonction g définie sur]—a, a\ {0} par g (z) = se

5. On suppose que f, g sont dérivables sur I = R* telles que g’ (z) # 0

/
pour tout x € RY lim g (z) = +oo et lim f, ) = {. Montrer que
r—r+00 T—r+00 g (J;)
lim 1 (@) = { (régle généralisée de I’Hospital). Dans le cas particulier
z—+o0 g ()

\ . f(2)
= 1 == ‘g.
ot g(x) ==z, on a Jm
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6. On suppose que f, g sont dérivables sur I = RT et qu’il existe un réel

4
° ! — ] — —
A > 0 tel que xET (Af (x) + [ (z)) = ¢. Montrer que xl?f f(x) =

A
. W
et mgrf-loof (x) =0.

Solution.

1.

De ¢’ (t) # 0 pour tout ¢ € I\ {a} on déduit du théoréme des accroissements

finis que g (z) # ¢ (a) pour tout = € I\ {a}. Pour tout réel € > 0, il existe un

o,
- —

g' ()

Le théoreme généralisé des accroissements finis nous dit que pour tout = € J,

il existe un réel ¢, strictement compris entre a et x, donc dans J,, tel que :

Sor=st0 =[5

ce qui prouve que hg}l M

La réciproque de ce résultat est fausse. Considérons par exemple la fonction

réel n > 0 tel que < e pour tout t € J, = (Ja—n,a+n[NI)\{a}.

—Z‘<6

1
f:x e 2?sin ( prolongée par continuité en 0 et g :  — x. La fonction f
x

1 1
est dérivable avec f'(0) =0, f' (z) = 2z sin (;v) — cos (x) pour z # 0 et on

_ 1 /
a lim M = lim xsin [ — | = 0, alors que f— = f/ n’a pas de limite
2=0 g(x) —g(0)  ==0 x g

en 0 (puisque f <nl7r> = (—1)").

(a) Notant f(z) = arccos (z) et g (z) = v/1 — 22 pour tout z € |-1,1[, on a
f(1)=g(1)=0et lim F@_ 1i arccos (z)

1
= —=1,donc lim ——+ =1
@ ez A T2
(la régle de 'Hospital est encore valable quand a est I'une des extrémités
de lintervalle I).
2

(b) Notant f(z) = arctan (x ) et g(r) = v — 1 pour tout z € R, on

2+ 1
I
2
a f(l)=g(1) =0et lim m = wliril_ 9047—316—1 = 1 et en conséquence,
arctan( > )
lim —+1 =1.
x—1 X — 1

(¢) Pour z € |-1,1[\ {0}, on a %(x) >0et h(x) = (sin(x))z = e.cf;((:;,

ot f(r) = In (sm(x)), g(x) = x. On a alors f(0) = ¢g(0) = 1 et

xT
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lim ' (x) _ iy L8 (ac) — sin (z)
=0 g/ (x) a0 x sin (z)

3), donc lim @) =0 et lim (sm (x)) "o
-0 g (x) z—0 x

= 0 (développement limité & l'ordre

3. La fonction f étant continue sur R telle que f(0) > 0, il existe n > 0 tel que
A2 A *
f(t) > 0 pour tout ¢ € |—n,n[ et pour + > —, on a (f( )) = e9(®)
n

A 1
avec g (zr) = zln (f (ﬁ . Le changement de variable x = 2 avec 0 <
In(f (M) _ u(t)

t < W nous domne g(z) = ——p—= = o e w(0) = v(0) = 0 et
Z Eg ;Z; 82 pour ¢ e] e {\ {0}. On a aussi o/ (0) = v/ (0) = 0 et
:Eg 2(f(;;fi(§?f<m)’pourte} B |)\|{\{0} done :

T (0 I T4 (O I T (O B N2 f (A) CAZf7(0)

A T s T ) T ST on T e 8) 27 0)

. . A * 225" (0)
ce qui nous donne lim [ f[|— = e 2700 .
T—r—+00 \/5

4. Dans le cas ou f est développable en série entiére sous la forme f (x Zanaz
0

+OO n=
onaa=f(0)=0,g9(z)= Zanﬂc”_l et c’est terminé.

n=1

- f(0
Avec lim g (z) = lim f@) =10 = f/(0), on voit que g se prolonge par

x—0 z—0 x

continuité en 0 en posant g (0) = f'(0). Avec ¢’ (z) = 0 ) - Zgg

2

pour ]—a, [\ {0}, ot u (0) = v (0) = 0 et ilgb > Eg _ ilg}) :L’f;/x(x) — f’/2(0)7
f"(0)
2

on déduit que hH%) g (z) = (regle de 'Hospital), donc g est dérivable en
r—r

1"
0
0 avec ¢’ (0) = fT() et ¢’ se prolonge par continuité en 0. Supposant que, pour
f(n+1) (0)
n > 1, g se prolonge en une fonction de classe C" avec g™ (0) = BT on
n

a pour tout = € |—a, af \ {0} :

n+1
g(n+1) (z) = Z (n —]L— 1>f(k) () (_l)n-l—l—k %

k=0

) n (1) ik (n ;—!1)! f;’:f;lc)xk — (—1)"™ (4 m:g))
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n+1 (k) .
ou u(r) = Z (—1)k ! k'( )wk et v(z) = "2, Comme u (0) = f(0) =0 =
k=0 '
v (0) et
n+1 n+1
’ FOHD () P (@) 4oy
w (@) = kz R i ; 0 "
n+1 (k+1) T n FICES)) - '
=> (-1* fki'()zk S -1y f%'()xy
k=0 ‘ =0 J:
+1 f(n+2) () 1
=(-1) ) +
on a lim M = lim M = lim (_1)”+1 A C) = (=1)"*! M
=0 v () .r—>(g v ()as) =0 (n+2) (n+1)! (n+2)!
_ ")

i (n+1)
et ili)% g (x)
742 ()

n+2
donc en fonction de classe C"! sur |—«, of.

RGN donc ¢(™ est dérivable en 0 avec g1 (0) =

et g™ se prolonge par continuité en 0. La fonction g se prolonge

f ()
g (1)

t > «a. Le théoreme généralisé des accroissements finis nous dit que pour tout

f(l’) - f(a) _ f, (Cm,a)

. Pour tout réel ¢ > 0, il existe un réel o > 0 tel que

— E’ < € pour tout

x> a, il existe ¢;.o € Ja, 2 tel que @) =g ()’ donc :
fl@) f@)—fla) ‘ f(a) ) [ (a)
TOEr It B i Eriry Rl R reomrr i RS ooy
avec xkrfoo g(:c{(—a;(oz) = 0. Il existe donc 8 > « tel que g(x{(—aj;(oz) — E‘ <
2e pour tout z > B. En écrivant que /(@) = I @) 1 , on obtient :

gx)—gla) g(x)1- ggzg

G Y A () fl@)
0 1=10-48) o
flx) g9 (a) f(z)
S EErr it el e
g (a)
< 2+ ’g(m) (2¢ + |€])
avec Igrfoo ‘Zgzs = 0. Il existe donc v > 3 tel que gg;; - é‘ < 2e+4e(2e + 4)),
ce qui prouve que lim I @) =/.

T—r—+00 g (x)
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f(z)  u(@)

6. Pour tout z € RT, on a f(z) = — = avec v’ (x) # 0 pour tout
er v (z)
/! !
re€RT, lim v(z)=+ocoet lim u () = lim M@+ (=) = £7 donc
xr—r—+00 xr——+00 ’U/ (x) r—+00 )\ )\

14
lirf_l f(x) = 3 Pour A = 1, on a une solution rapide de la question 3 de
Tr— 100

I’exercice 4.3. Pour A < 0, ce résultat n’est plus valable. Prendre A\ = —1,

flz) =e”.
Exo Sup 4.5. Théoréme de Darboux et applications

Le théoréme des accroissements finis peut étre utilisé (avec le théoréme
des valeurs intermédiaires) pour montrer le théoréme de Darbouz qui nous
dit qu’une fonction dérivée vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.
On donne ensuite quelques applications du théoréme de Darboux.

1. On se donne une fonction f a valeurs réelles définie et dérivable sur un
intervalle I non réduit a un point et il s’agit de montrer que pour tous
a < b dans I et tout X compris entre f' (a) et f'(b), il existe ¢ € [a,b]
tel que A = f'(c). Dans le cas ot f'(a) = f'(b), ¢ = a convient. On
suppose donc que f'(a) < f'(b), on se donne A € |f" (a), f' (b)[ et on
définit les fonctions 1, et 7, sur [a,b] par :

B fl(a) sizx=a - f’(é)) siz =
Ta (z) = Ws’ix#a ™ (x) = Wwaﬁ#b

Dans le cas ou A < 7, (b) [resp. X > 74 (b)] montrer qu’il existe o € ]a, b]
f@ @ . fB-Fla),

[resp. « € Ja,b[] tel que A = 4 —

Conclure.

2. Donner un exemple de fonction qui vérifie la propriété des valeurs in-
termédiaires sans étre continue.

3. Justifier Uexistence de fonctions définies sur un intervalle réel qui n’ad-
mettent pas de primitive.

4. Soit I un intervalle réel non réduit a un point.
(a) Montrer qu’une fonction monotone ¢ : I — R qui vérifie la pro-
priété des valeurs intermédiaires est continue sur I.
(b) Montrer qu’une fonction convexe et dérivable f : I — R est conti-

ndment dérivable (voir aussi la question 8 de lexercice 4.2).

5. Soient I un intervalle réel non réduit a un point et f : I — R une
fonction dérivable.

(a) Montrer que si f’ ne s’annule jamais, alors f est strictement mo-
notone.

(b) Trouver toutes les fonctions dérivables f : I — R telles que
(f (JC))2 =1 pour tout x € I.



84

Continuité, dérivabilité et convexité

6. Soient I un intervalle réel non réduit a un point et f : I — R une
fonction dérivable. Montrer que s’il existe deuz réels a < b dans I tels
que f'(a) = f'(b), il existe alors ¢ € la,b[ tel que f'(c) = flo=fla)

c—a
(il existe un point M du graphe de f tel que la tangente en M passe par

(a, f(a)))-
7. Soit f: R — R deux fois dérivable telle que lim 1 (@)

|z|>+00 T

= 0. Montrer

qu’il existe un réel ¢ tel que " (c) = 0.

8. Soient a < b deux réels et f :|a,b] — R une fonction dérivable telle que
lim+ fz)= hril f (z) = 4+o00. Montrer que [’ (Ja,b]) = R.
r—a r—0"

Solution.

1.

Les fonctions 7, et 7, sont continues sur I puisque f est dérivable sur I et on
aTy(a)=f(a) <A< f(b) =7 (b). L’idée est d’appliquer le théoreme des
valeurs intermédiaires a la fonction 7, ou 7, en fonction de la position de A par
rapport & 7, (b) .

(a) Si A < 74(b), on a alors 7, (a) = f'(a) < A < 7, (b) et le théoréme des
valeurs intermédiaires nous dit qu’il existe o € Ja, b] tel que A = 7, () =
fla) = f(a)

a—a
que A = f'(c).
(b) SiA> 7, (b),onaalors,(a) = w =7, (b)) <A< f(b) =7 (b)

et le théoréme des valeurs intermédiaires nous dit qu’il existe o € ]a, b[ tel

f ) = f(a)
b—«

existe ¢ € Ja, b[ tel que A= 1 (c).

, puis le théoréme des accroissements qu'il existe ¢ € Ja, af tel

que A = 7 (@) = , puis le théoréme des accroissements qu’il

. Il suffit de donner un exemple de fonction dérivable qui n’est pas de classe

1
C!. Par exemple, la fonction f définie par f(z) = z?sin <> pour z # 0
x

et f(0) = 0 est dérivable sur R de dérivée f’ vérifiant la propriété des valeurs

1 1
intermédiaires et non continue en 0 (f (z) = 2z sin () —cos <> pour z # 0,
x x

PO =ver £ () = .

nm
Ce qu’il manque & une fonction vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires
pour étre continue est donné par le résultat suivant : une fonction f : I — R
vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires est continue si, et seulement
si, pour tout réel y, 'ensemble f~!{y} est fermé dans I (on peut méme se
contenter de y € I N Q).

Si f admet une primitive F sur un intervalle I, le théoreme de Darboux nous dit
alors qu’elle doit vérifier la propriété des valeurs intermédiaires. Une fonction ne
vérifiant pas cette propriété, par exemple une fonction en escalier non constante,
n’admet pas de primitive sur I.
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(a) On suppose que ¢ est croissante et vérifie la propriété des valeurs inter-
médiaires. Il s’agit de montrer que pour tout = € I on a tlirn o) =v(z).
—

On sait déja qu’en tout z € I, ¢ admet une limite & gauche ¢ (z7) =

sup ¢ (t) < ¢ () (quand z n’est pas l'extrémité gauche de I) et a
tel, t<z

droite o (z1) = . }nf ©(t) > ¢ (z) (quand z n’est pas Pextrémité droite
cl, t>x
o
de I) et il s’agit de montrer que ¢ (z7) = ¢ (z1) = p(z) pour x € T
[resp. @ (z7) = ¢ (x), resp. ¢ (zF) = p(x), dans le cas ol x est une ex-
trémité de I|. Supposons que x n’est pas l'extrémité gauche de I et que
p(x”) <¢@(z). Pour tout t € I tel que t < x, on a :

() <@(x7) <p(x)

Comme la fonction ¢ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, pour
tout A € Jp(x7),p(x)] C le(t), e ()], il existe ¢ € Jt,z[ tel que A =
v (c), mais alors A = ¢ (c) < p(x™), ce qui est en contradiction avec
A>@(x7). On a donc ¢ (z7) = ¢ (z). On montre de maniére analogue
que ¢ () = @ (™). Les limites a droite et & gauche en = sont donc égales
a ¢ (z), ce qui prouve la continuité de ¢ en z.

(b) Si f est convexe et dérivable de I dans R, sa dérivée f’ est alors croissante.
Cette dérivée vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires, on déduit
de la question précédente qu’elle est continue sur 1.

(a) Si f’(z) # 0 pour tout « € I, le théoréme de Darboux nous dit que f’ est
de signe constant (s’il existe x < y dans I tels que f/ (z) < 0et f' (y) > 0, il
existe alors z € |z, y[ tel que f’ (z) = 0), donc f est strictement monotone.

(b) La fonction f’ qui ne s’annule jamais est de signe constant telle que (f')* =
1,donc f" = —1ou f' =1 et on a soit f(z) = —z + ¢ pour tout = € I,
soit f (x) = x + ¢ pour tout x € I, ol ¢ est une constante réelle.

6. On désigne par 7, la fonction définie sur I par :
f(x)—f(a)

o (T) = r—a
f'(a) siz=a

siz+#a

Cette fonction est continue sur I, dérivable sur I\ {a} avec :

f(x)—f(a)>

r—a

Ve I\ (o}, 710 = = (1 (@) -

En particulier, on a pour x = b :

R0 = (- L0 L (SO0

b—a —a —a
a(b) a(a’) ’
b—a 7a (€)




Continuité, dérivabilité et convexité

ol ¢ € |a,b[. Dans le cas ot 7, (¢) = 0, on a L (f’(c)f(c)_f(a)> =0,

c—a c—a
soit f' (¢) = M. Dans le cas contraire, on a 7. (b) 7/, (¢) = — (7, (¢))* <
c—a
0 et le théoréeme de Darboux nous dit qu'il existe d € ¢, b[ tel que 7/ (d) = 0,
d) —
ce qui équivaut & f' (d) = w.
—a

. Pour f’ = 0, f est constante et le résultat est trivial. On suppose donc que
f" # 0 et on se donne un réel a tel que f'(a) # 0. On peut supposer que
' (a) > 0. Si f”(a) = 0 c’est alors terminé. Sinon, en utilisant la formule de
Taylor-Lagrange a l'ordre 2, on peut écrire pour tout réel x # a :

F@)= @)+ f (@)@ a)+ T @ ap?

ou ¢, est un réel strictement compris entre a et x et on a :

1" (c2) F@=F _ iy 5 Zf@)<o

2 (v —a)= Tr—a || =400

x
puisque lim 1 (@) = 0. On peut donc trouver deux réel ¢; < a et co > a

|z]—=+00 X
tels que f” (c1) > 0 et f” (c2) < 0. Le théoréme de Darboux nous assure alors
Vexistence d'un réel ¢ € ]ey, o] tel que f” (¢) = 0.

b
. Ennotant ¢ = 2 yona lim  f(c+h)= lim f(z)=4ccet lim f(c—h)=

no(55%)” = ho(55%)”
1im+f(x) = +o00, donc pour tout réel A > 0, il existe des réels h,k dans
}O,I);a[telsquef(c—h) > f(c) > f(c)—Ahet fc+k)> f(c)+)‘b;a >
f (c) + Ak, ce qui nous donne :
_ _h k) —
HO=1e=l) _py oy JEHD=1@ iy

avec a € Je—h,c[ et 8 € Je,e+ k[. Le théoréme de Darboux nous assure
alors de lexistence de v € Ja, 8] tel que A = f/ (7). Pour A < 0, on procéde de
b—a

>

manieére analogue avec h, k dans |0, %a telsque f(c—h) > f(c)—A

f(c)=Ahet f(c+k)> f(c)> f(c)+ Ak, ce qui nous donne :

fle)=flc=h) flet+k)=f(c)

5 =f(a) <A< .

=18
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Exo Sup 4.6. Equation fonctionnelle f’ = f o f avec f strictement
croissante

On se propose de montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R — R
strictement croissante et dérivable, telle que f' = f o f. Pour ce faire,

on

1.

2.

3.

raisonne par l’absurde en supposant qu’une telle fonction existe.

Montrer la fonction f est de classe C2 sur R, de dérivée premiére f'
strictement croissante et a valeurs strictement positives.

Bn déduire que £ (0) >0, lim f(z) = lim f(z) = lm fl@) _

r—r+o0 r—+o0 €T
+00.

Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que f" (t) > (f'(t))? pour tout
1 1

réel t > a. En déduire que v — a <

= o) f(2)

pour tout x > « et

conclure.

Solution.

L.
(a)

De I’égalité f' = fof avec f dérivable sur R, on déduit que f’ est dérivable,
donc continue, avec f” = (f' o f) f' qui est continue comme composée et
produit. Donc f est de classe C? sur R.

L’égalité f' = fo f avec f strictement croissante nous dit aussi que f’ est
strictement croissante.

Comme f est dérivable et croissante, sa dérivée est a valeurs positives.
S’il existe un réel zg tel que f'(xz¢) = 0, de Pencadrement 0 < f/(z) <
1’ (x0) = 0 pour z < 1z, on déduit que f’ est nulle sur |—o0, zg] et donc
que f est constante sur cet intervalle, ce qui n’est pas compatible avec la
stricte croissance de f. On a donc f’ () > 0 pour tout réel .

Si f(0) <0,onaalors f(0) = f(f(0)) < f(0) <0, en contradiction avec
J/(0) > 0. On a donc f(0) > 0.

Pour tout x € R™* il existe un réel ¢, € ]0, z[ tel que :
f (@)= f(0) +af (cz) > xf (0)

avec f’ (0) > 0, donc ﬁll}rfoof (x) = +ooet IETOO f(x)= mll}rfoo f(f(x)=
+00.

Pour tout réel A > 0, on peut donc trouver un réel o > 0 tel que f' (z) >
2A pour tout x > «. En utilisant le théoreme des accroissements finis, on
en déduit que pour tout réel z > «, il existe un réel ¢, € |a, x| tel que
f(x) = fla)

= f'(cy) > 2A et en conséquence :
T—a

f@) _f@-f@), @

r—« r—« r—«

> 24
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(on a f(a) > f(0) > 0), soit f(xx) 1_19 > 24, ou encore f(xx) >

x

2A (1 — g) avec lim (1 — g) = 1. Il existe donc un réel 5 > « tel que
T x

T—+00
f@)
x

« 1
1——> 3 pour tout x > 3, ce qui nous donne > A pour tout z > f.
T

f(x)

On a donc bien lim ——* = +o00

T ——+00 X
f(t)
v > 1 pour tout ¢t > «. Pour tout t > «
et tout h > 0, il existe un réel ¢, p, € |f (), f (t + h)[ tel que

frie+nh)—f@)=FffE+h)—f(f1)
= (f(t+h) = f (1) f (cen) > (FE+h) = f(0) f(f ()
> (f(E+h) =) f ()

(f, [ sont strictement croissantes et f (¢) > t), donc :

frleth) = @)  flE+h) = f()
h h

Il existe donc un réel a > 0 tel que

f(#)

Faisant tendre h vers 07, on en déduit que f” (£) > (f' (t))?, soit 1 < (

Par intégration, il en résulte que pour tout x > «, on a :

roas / / fﬁ S / (%) 0t =15~ g (4

ce qui est peu compatible avec lim ( L ! ) L En conclu
v = . -
fr@) (@) [ (a)

T—+00

sion notre équation fonctionnelle n’a pas de solution.

Exo Sup 4.7. Accroissements finis et sommes de Riemann

On se donne deux réels a < b et deux fonctions f, g de [a,b] dans R
dérivables de dérivées Riemann-intégrables sur [a,b] .

b
1. Montrer que / f(@t)de = f(b)— f(a).

ab b
2. Montrer que/ f@)g' (t)dt = f(b)g(b)— f(a)g(a) —/ fr(t)g(t)dt
3. On suppose que [a,b] = [0,1] et on note S, = Zf (i) pour tout

n € N*. Montrer que nll}l}_l (Spne1 — / f(z)dz.
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Solution. On rappelle que si ¢ : [a,b] — R est une fonction Riemann-intégrable
sur [a, b] et, pour tout n € N*, (a4 k)y<p<, €St une subdivision de [a,b] telle que :

no=a<ap1 <+ <pn-1<ann,=>bet lim max (a —a =0
n,0 n,1 n,n—1 n,n n%Jrooogkgn—l( n,k—+1 n,k)

on a alors pour toute suite réelle (cn r)y<y<,, telle que ¢,k € [an i, Gn k1] pour
tout k compris entre 0 et n — 1 : T

n—1

b
/ p(t)dt = lim (@nk+1 — Ank) P (Cnke)

n—-+oo
k=0

(sommes de Riemann).

1. Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par (ank) la subdivision

0<k<n

b—
de pas constant ol Gy = a+ k——, pour 0 < k < n. Le théoreme des
n

n
accroissements finis nous dit que pour tout entier £ compris entre 0 et n — 1, il
existe un réel ¢, i € |an k, an k+1] tel que :

b—a

f! (cn,k)

f (an,k+1) - f (an,k) = (an,k+1 - an,k) f/ (Cn,k) =

ce qui nous donne :

i
L

/ (b) - f (a) = (f (an,k-l-l) —f (an k

0

=~
Il

et on reconnait une somme de Riemann pour la fonction f’ qui tend vers

/ f'(t) dt quand n tend vers 'infini. On a donc / fr@)ydt=f()— f(a).

2. Le fonction fg est dérivable sur [a,b] de dérivée (fg)' = f'g + f¢g' Riemann-
intégrable (I’ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] est une R-
algebre), donc :

b b b
f(b)g(b)—f(a)g(a)=/ (fg)'(t)dt:/ f’(t)g(t)dt+/ F (g (1)t

3. Pour tout n € N*, on a :

n

Sen=5.=3 (1 (25) -1 (5)) 0= - S )

k=1 k=1
ol ¢, € |——,— | pour k compris entre 1 et n, ce qui peut aussi s’écrire :
’ n+1n
Sn+1—S E anf cnk)+f( ) :
n +1 n+ n+l
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ou :

| R | =

S (£ ens) tennl| £ 32 (5 ena) 1 )

n k k , n
<||f/||mz<n_n+l>: 171 Sk 17

k=1

(f' est bornée car Riemann-intégrable) et
lim L i:c wf (cnk) | = /1tf’ () dt
n—4oo n + ]. 1 ™ ™ 0

+1 .
<cpp < —< 1 pour 1 < k < n, ce qui nous donne une somme
n-n

k
(ona
+1
de Riemann pour z — zf’ (x)), donc :

1
i (Sup - Su) = - / L (1) e+ (1)
/f ydt+ f(1 /f

fy) = f(z)

Exo Sup 4.8. Différentiabilité de (z,y) —
y—x

Soient I un intervalle ouvert non vide et f : I — R une fonction de
classe C a laquelle on associe la fonction ¢ : I? — R définie par :

f)—f(z) .
o(z,y) = y—x sy#e
(@) siy=x

1. Montrer que ¢ est continue sur I et de classe Ct sur I*\{(x,z) | = € I}.

2. Dans le cas ou f est deux fois dérivable en a € I, montrer que ¢ est
différentiable en (a,a) .

Solution.

1. Les fonctions (z,y) — f (y) — f (x) et (z,y) — y — = étant de classe C* sur I?,
la fonction ¢ est de classe C sur I?\ A ot A = {(x,z) | z € I} et en particulier
elle est continue. On se donne a € I et 7 > 0 tel que K = [a —r,a +7]* C I2.
Pour tout (z,y) € K\ A, il existe un réel ¢, , strictement compris entre x et y
tel que ¢ (z,y) —¢ (a,a) = ' (¢z,y) — f' (a) . Comme f’ est continue sur I, pour
tout réel € > 0, on peut trouver un réel n € 10, [ tel que |f' (t) — f' (a)| < € pour
tout t € [a —n,a +n]. Pour (z,y) € [a—n,a+n]2\A,onacm7y €la—n,a+n]
et en conséquence, |¢ (z,y) — ¢ (a,a)| < €. Cela prouve que la fonction ¢ est
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continue en (a,a). En conclusion, ¢ est continue sur I2.
On peut aussi procéder comme suit. Pour y # x dans I, on a :

f(y)—f(x)=/yf’(t)dt=(y—x)/0 40y — ) do

1
donc ¢ (z,y) = / f(x+0(y—x))db, cette égalité étant encore vérifiée pour
0
y = z. La fonction (z,y,0) — f'(x + 6 (y — x)) étant continue sur 1% x [0,1] et
l'intégration se faisant sur un segment, on en déduit que ¢ est continue sur I2.

2. On se donne r > 0 tel que [a —r,a + 7] C I. Pour h # k dans [—r,7], on a :

fla+k)—f(a+h)

@(a+h?a+k): k_h

"
avec £ (a-+1) = £ (a)+F (@) 4T D82 g (1) pour t € [-r.1] ot g (1) = 0 (1)
(développement de Taylor-Young), ce qui nous donne :
1/
k
plathat k)= @)+ T gy 4 SO0
2 k—h
La fonction g est de classe C! sur [—r,r] avec ¢’ (t) = f' (a +t)—f' (a) — f" (a) t
g ()
e i 10
e [t| pour tout t € [—n,n] (on a g’ (0) = 0). Le théoréme des accroissements finis

nous dit alors que pour tous h # k dans [—r,r], il existe ¢ strictement compris
entre h et k tel que :

LD g (0 < el < (] JK) = [0, B

= 0, donc pour tout réel e > 0, il existe n € ]0, 7] tel que |¢’ (¢)] <

(pour h < k, on a —max (|h|,|k]) < —|h| < h < c <k < |k| <max(|h],|k])).

La fonction ¢ est donc différentiable en (a,a) de différentielle donnée par
1 8 1

do (a,a) (b k) = T3 o =12

(k+h).On a aussi g—i (a,a) =
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Chapitre 5
Intégration

Exercice 5.1. Intégrales de Wallis

On note (W) ey = (/ * cosm (t) dt) la suite des intégrales de Wal-
0

. neN
lis.

z
1. Montrer que, pour tout n € N, on a W, = / sin™ (t) dt.
0

2. Calculer Wy et W7.

3. Montrer que, pour tout n € N, on a :

L (1-2?)" o dh
Wn:2/ 7( 2+1dz/ o
o (1+22) o ¢ch""(0)
4. Montrer que la suite (W), cy converge en décroissant vers 0.

1
5. Montrer que pour tout n € N, on a Wy49 = %Wn En déduire
n

que la suite (upn),cy = (04 1) WWii1), oy est constante, puis que
22n

(2n+1) (%)
pour n tmpasr.

Wont1 = . 1 suffit donc de calculer W, pour n pair ou
6. Montrer que pour tout n € N et toutt € R, on a :

n

(cos (£))" = 2% 3 (Z) cos ((2k — n) t)

k=0

(Zn) T B 92n
pm g Wt = ey

puis en déduire que Wa,, =
7. Montrer que l'on a lirf V2on+ 1Ws, = Mg, ce qui se traduit par
n—-+00

2n PR 2
n ) no+oo \/2p \ 7w
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vn t2
8. Pour tout n € N*| on note I, = / (1 — ) dt.
O n

(a) Montrer que, pour tout n € N*/ on a I, = /nWay, 1, puis que

lim I, = ﬁ
n—+00 2
+oo 5
(b) Montrer que l'on a aussi hm I, e tdt et en déduire

n—) o0
ainsi la valeur de lintégrale de Gauss.

Solution.

™
1. Le changement de variable ¢t = 5~ # nous donne pour tout n € N :

™

W, / cos” [ = )d&—/zsin"(e)dﬁ
0

5
2. OnaWO:/ dt = get W1:/ cos (t)dt = 1.
0 0

1+ 22

t
3. Le changement de variable x = tan (2> nous donne dxr = dt, cos (t) =

t 1— a2
2 _ .
2 cos <2>_1_ 1+ 22 ot :

1 (1 _ sz)n
Wn - 2/ n+1 dx
0 (1+22)

(0) =

0
Puis le changement de variable z = th <2> nous donne dz =

0 14 22
2 _ .
2ch (2)—1—1_x26t.

W / 1—22\""" 2dz _/+°° do
1+ 22 1—22  Jy b (h)
4. Pour tout t € [07 g} ,ona0 < cos(t) <1, donc 0 < cos" ! (t) < cos™ (t) pour

tout n € N et par intégration, 0 < W, 1 < W,. La suite (Wy,),, oy est donc
décroissante minorée par 0 et en conséquence, convergente vers un réel A > 0.

™
Pour tout réel € € }O, 5 [, on a pour tout n € N :

£ us e ™
0< W, = / cos™ (t) dtJr/2 cos™ (t) dt < / dt+/ * cos™ (e)dt < 5+g cos™ (¢)
0 € 0 €

™
(sur [0, f} ,ona0 < cos(t) <1 et cos est décroissante) avec lim cos™ (g) =0
2 n—-+o0o

(puisque 0 < cos (¢) < 1 pour € € }0, g {), il existe donc un entier naturel n. tel
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™
que 5 cos™ (¢) < e. On peut aussi utiliser le théoréme de convergence dominée
T
puisque 0 < cos (t) <1et lim cos™(t) =0 pour tout ¢t € }0, - [
n—-+o0o 2

5. Une intégration par parties nous donne :

Whia = /05 cos™ (t) (1 —sin® () dt = W, — /05 (cos™ () sin (¢)) sin (¢) dt

™

[ME)

ntl(t 1 z W,
=W, — |—sin(t) cos™ (O] _ / cos™ 2 (t)dt =W, — +2
n+1 ], n+1l)j n+1
. n+1
soit Wy yo = — 2W En notant u,, = (n+ 1) W,,W,, 41, on a :
n+1
Un4+1 = (Tl + 2) Wn+1Wn+2 = (n + 2) Wn+1 mwn = Unp
d WoW, = =, soit W, r_ 1 Avec cette relati
onc U, = Uy = = —, soit W41 = = ——————. Avec cette relation,
0 R T2+ )W,

on retrouve le fait que la limite A\ de (W), est nulle. En effet de Iégalité
WoWorr =
n¥¥n4+1 — 2(n+1)a
que A2 =0, donc A = 0.

6. On a :

n (€ N LK (1 T N A A
(cos (t)) _2"_2";_0<k)6 e —Q—n]; e

on déduit en passant a la limite quand n tend vers I'infini

n

donc (cos ()™ = Re (21 n()(;‘)ei(%n)t) = 21”2<Z> cos ((2k —n)t). 1l

k k=0
en résulte que :

Ly (20 [F G
Wznzwkz%(k)/o cos((2(k—m))t)dt = 5
™ 1 22n
et Wopi1 = — = )
T 9 20+ 1) Wy, @2n+1) (")
7. On a Wonn _ 7 1 ~avee 1 < Wany1 < Waniz _ 2n+1
W2n 2 ( n+ ) (WQn) W2n W2n 2n —+ 2
uisque la suite (W, est décroissante), donc lim Wani1 = 1. soit
(puisq . 7

n—-+00 Wgn

2n
hm V2n 4+ 1Ws, = 1/5, ce qui compte tenu de Ws,, = (" ) T

— se traduit
'I’L—) o0

22n 9
n 22n [
ar ~ —.
p n n—+00 1/92n e
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Pour n € N*| le changement de variable ¢t = y/nsin (), nous donne :

I, =vn / " (1 —sin? (6))" cos (0) O = \/m / " cos?™t (6) do
0 0

s 1 n o 1
= /nWapt1 = V= = =
ViWans ‘f2(2n+1)W2n Von+12v2n+ iWs,

avec hm V2n + 1Wy, = \/; ce qui nous donne lirf I, = g
n—-+0oo

Pour tout entier naturel non nul n, on définit la fonction f, sur R* par

2 n
fu @) = (1 - ) 1]0 | (t) . Chaque fonction f,, est continue par mor-
n :
+oo
ceaux sur Rt et on a I, = fn (t)dt. Pour tout t € RT*, il existe
0

)

n: € N* tel que t € [0,y/n] pour tout n > n, donc on a f, (t) =
2\ " 12

(1 — > >0etIn(f,(t) =nln <1 — > ~ —t% ce qui implique
n n n—-+o0o

que lim f,(t) = e~t*. De plus avec l'inégalité In(l1—2) < —x pour

n—-+o00
tout x € [0,1[, on déduit que In(f, (t)) < —t pour n € N* tel que
t € [0,/n], ce qui nous donne f, (t) < %", cette inégalité étant encore
valable pour n € N* tel que v/n < ¢ puisque f, () = 0 dans ce cas. On
a donc 0 < f, () < et pour tout ¢+ € R, la fonction ¢t et étant
intégrable sur RT. On déduit alors du théoréme de convergence dominée

N

+o0 R
—t2 _
que/O e dtfngr}rlooln =5

Exo Sup 5.2. Calcul de ( (2) en utilisant une intégrale double

+oo

1
On rappelle que ¢ (2 2—2

=1

11
1. Montrer que ¢ (2) = _/ // - -
0 o1l —xy

2.

(a) Montrer que l'application ¢ : (u,v) — (u—wv,u+v) est un C*-
difféomorphisme de R? sur lui méme et préciser son inverse.

(b) Déterminer limage par =" du carré ouvert ]0,1[>.

u

12) = arcsin (u)

(c) Montrer que pour u € 10,1[, on a arctan(
—u

1-—u 7w  arcsin (u)
et arctan = —;

Vi-u2) 4 2
(d) En utilisant le changement de variable (z,y) = ¢ (u,v), montrer

dad 2
e // ray _ T et en conséquence ¢ (2) = l-
joapl—=zy 6 6

[\




Intégration 97

Solution.

1.

(a)

1 +“3yn 1
Pour tout réel y € ]0,1[, on a —

, les fonctions

considérées étant toutes & valeurs p081t1ves et contlnues sur ]0,1[. Tenant

+oo 1y"_1 +oo 1
compte de Z/ = Z—Q < 400, on déduit du théoreme de
n=170 n:ln
convergence monotone que :
In(1-y Lyn—1 +°° 1
SR O R
0 n= ln
1 1
d In(1-— In(1-—
Pour y fixé dans }0,1[,0na/ R [_n(azy)} :_M
0o 1—zy Y 0 y

et :

dxdy 1 S In(l—y =1
R SR R TS o
pap l—zy  Jo \Jo 1—zy 0 -

L’application ¢ : (u,v) — (u—wv,u+v) étant linéaire bijective de R?
sur lui méme (son déterminant vaut 2 # 0) d’inverse o' : (z,y) —

(x ;— y7 y—2x> , elle réalise un C!-difféomorphisme de R? sur lui méme.

L’image ¢! (]O, 1[2) est le carré ouvert C de sommets ¢~ (0,0) = (0,0),

e 1 (1,0) = (;—;) e 1 (1,1) = (1,0) et p=1(0,1) = (;;) En

effet, en désignant par (ej, es) la base canonique de R?, un point du carré

ouvert 0, 1[2 s’écrit ze; + yey avec 0 < z,y < 1 et son image par ¢!

1 1 1 1
T (261 — 262) +y (261 + 262) , elle est donc dans le carré C et récipro-

quement tout point de C s’écrit ¢~ (ze; + yes) avec ze; + yes € J0,1[°).

Si g (u) = arctan (

est

,on a pour u € |0,1] :

u
\/1—u2>
VI-w? —ugts 1

g (u) = - 1w o A = arcsin’ (u)

1—u?

et en conséquence g (u) = arcsin (u) + ¢, ou ¢ est une constante réelle.
Faisant tendre w vers 0, on a ¢ = 0 et g(u) = arcsin (u). De méme, si
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1—-u
h(u) = arctan | —— ], on a pour v € |0, 1] :
1—wu?
—Vi—-u?—(1-u) == 1
h/ (u) _ 1 — V1—u?2 (17u)2
u 1+ 1—u?2
1 1 in’ (1)
= ———— = ——arcsin’ (u
2v/1 — u? 2
. 1 : . .
et en conséquence h (u) = — 5 arcsin (u) + ¢, ol ¢ est une constante réelle.

1
Faisant tendre u vers 0, on a ¢ = Teth (u) = Z ~3 arcsin (u) .

(d) Le changement de variable (x,y) = ¢ (u,v) = (v — v,u + v) nous donne
dxdy = 2dudv et :

I—// drdy // dudv
S oapl—ay (10.1%) 1—u? 402
% u 1 1—u
- / (/ b 2)du+/ / P N
0 ul=u "+ 1 —(1—w) L —uf 4w
% u dv 1 1—u dv
:4 _— _—
(/0 </0 1—u2+v2>du+/2 (/0 1—u2+v2)du>

avec, pour u fixé dans ]0,1] :
/ dv 1 / dv 1 / dv
_ 2 2 7T 1 2 w2 T g2
1—wu?+v 1—wu 1+ %= 1—wu 14 (

1 v
= ———arctan | ———
V1—u2 ( 1— u2>

=

ce qui donne :

el +/
1—u2 \/1—u2

/ arcsin ( +/1 1 (ﬂ' 1 in ( ))d
—— | — — = arcsin (u u
17u2 1 VI—u2\4 2

o arcsm + ﬁ[
o 4

1+z(z_z)_1 ~_m\_7
72 4\2 6 2\8 172/ 24

Vs
fr="
¢ 6
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Exo Sup 5.3. Comparaison série-intégrale (2)

+oo
1. Soit f : RY — R wune fonction décroissante telle que / f()dt

0
converge, cette intégrale étant non nulle. Montrer que, pour tout réel

strictement positif x, la série Zf (nz) est convergente et qu’on a

+oo 1 +o00
370w 5y | rwa

+oo

00 1

. 2.2

2. Montrer que lim x E e =
z—0 =

et lim x _ = —.
0 1+ 22n2 2
n=1

s

wa

!
3. Soit f : Rt — R™* de classe C' telle que ET '@ =/{ e R*.

o f(z)
(a) Montrer que mgrfoo f(f:c(;)l) = et
(b) Notant h la fonction définie par h(x) = - E/ f t)dt sur
RT, montrer que h' (z) = o Lo (f (x)) et h(z+1) (z) =
o (f@).

flx).

(d) Montrer que si £ > 0, alors la série Zf (n) diverge et :

n V) n+1
D fW o /0 f @)t
k=0

s ef —1
(c) Montrer que / f@®)dt ~

r——+o00 E

(e) Montrer que si { < 0, alors la série Zf (n) converge et :

14 too

+oo
> fk) oo 1

k=n+1 n+1

F(b)dt

(f) Montrer que, pour tout réel « strictement positif, on a
n n+1

! ~ =1 1).
Za n(k)n—H-ooa—l n(n+1)

4. Soient —oco < a < b < +o0o et f: [a,b] = C une fonction continue par
morceaus.

(a) Montrer que lintégrale de f sur [a,b] est convergente si, et seule-

ment si, pour toute suite croissante (x,), oy de points de [a,b[ telle
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que xg = a, T, > a pour tout n > 1 et lim x, = b, la série
n—-+oo

Tn41
Z/ f(t)dt est convergente. Dans ce cas, on a :
Tn

/(lbf(t)dtzifg:n+lf(t)dt

(b) On suppose que f est a valeurs réelles positives. Montrer que l’in-
tégrale de f sur [a,b] est convergente si, et seulement si, il existe
une suite croissante (x,), oy de points de [a,b] avec xo = a, T, > a
pour tout n > 1 et lir+n x, = b, telle que la série Zf;:“ f(t)dt

n—-+0o0
soit convergente.

(c) Montrer que, s’il existe une suite croissante (), oy de points de

[a,b] telle que zg = a, , > a pour tout n > 1, lim xz, = b
n—-+o0o
Tn+1
et lim |f ()| dt = 0, alors la convergence de la série

n——+oo
y Tn

Tn41 b
Z/ f(t) dt entraine celle de lintégrale / f(t)dt.
Ty a

+00 | o3
t
5. Montrer que, pour 0 < a < 1, l’intégrale / w& est divergente.
1

“+oo a
t
6. Soient o > 0 et B > 0.Montrer que l’intégrale / ——————dt est
» 1+ tBsin®(¢)
convergente si, et seulement si, 5§ — 2a > 2.
7. Soit f : RT — RT une fonction continue par morceauz et dé-
croissante & wvaleurs positives telle que lm f(x) = 0. Montrer que
r—+o0
+oo 1
f(t)sin (t) dt converge. Par exemple pour f(t) = ——, ol
0 te (In (¢))
sin (t)

4+ oo
a>0 et >0, Uintégrale / Bdt est convergente.
o t*(In(t))

Solution.
—+o0
1. Comme f est décroissante et f(t)dt converge, on a lim f(x) =0et f
0 T—400
est positive (exercice ?7?). Pour z > 0, la série Zf (nx) est de méme nature
—+o0 —+oo
que lintégrale généralisée f(zt)dt = - (u) du, donc convergente.
“+o0 0 +oo 0 “+o0
Les inégalités f(zt)dt < Z f(zk) < f (zt) dt s'écrivent aussi
n+1 k=n-+1 n
+oo +oo +oo
/ fwdu <z Z f(zk) < (u) du et en particulier, pour n = 0
(n+1)z k=n+1 nx
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on obtient :
+oo +oo
f(u du<fo (zk) f(u)du
T 0
+o00 “+o00
On en déduit que lir% J;Zf (zk) = f (u) du, ce qui revient & dire que :
r—
k=1 0

400 1 +o0
LY L

+oo
g2 . 22 1 [t _g? ﬁ
2. Pour f (z) = e ", on obtient g e o~ — e~ * dxr = ~—, ou encore :
1 z—=0 x /g 2x
—

-

+00 too
1 . 1 1 dz s
Pour f (z) = 1i;;g»<nlob“ent2§;1i;;éﬁ5 o Ejé 1+a? 207 ™
+oo 1 T
lim 2y ——— = -
encore x1_>n’10$ — 1+ x2n2 9

(a) Comme f est & valeurs strictement positives, il est équivalent de montrer

: fl+1)
que 1£Ifoo In (f(x)

In (f (z)) est de classe C* avec ¢’ (z) =

) = (. La fonction g définie sur RT par g (z) =
[ (z)
f(z
1 x

) En utilisant le théoréme des
>0:

accroissements finis, on a pour tout rée

f(x+1) — g(x —alz) = d (¢ :fl(ca:)
(L) =g+ 000 = (e

/
ol ¢; € |x,x+1[. De lim I'@) =/, on déduit que :

lim In (f(xH)> B G

z—+00 f () z—+oo f(cg)

(b) La fonction h est de classe C! sur RT avec

Mmzfm—wwﬁ#m(f@—dz o (f(&))

f (x) T—r+00

En utilisant le théoréme des accroissements finis, on a pour tout réel z > 0 :

h(z+1)—h(z)="h(c)
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hz+1) —h(z) _ h(c) _ h(ca) f(ca)

ou ¢, € |z,z + 1|, donc = = . Avec
el e @) o) F@
lim I () =0 #0et f(x) >0, on déduit qu’il existe un réel xg > 0 tel
A ()

que f’ (z) soit non nulle de signe constant sur [xg, +00[, ce qui signifie que
f est strictement monotone sur [zg,+o0o[. On a donc, pour tout = > xg,

flea)  flz+1) flet1)  fle)
F@ = i@ @ @

z+1) L X ..
M étant bornée puisqu’elle est a valeurs positives

f(x)

= {. Dans tous les cas, il existe un réel M > 0 tel que

! !
< M pour tout x > xg. Avec lim I (cx) = 1 W (z)
Tr—400 f (Ca:) Tr—+00 f ($)
h(x+1)—h(x)

1< pour £ > 0oul < < 1pour/t <

0, la fonction x +—

avec .LEI-‘,I}OO J; ((;C))

f (cz)
f ()

on en déduit que lim
r——400

0<

:07

= 0, ce qui signifie que h (z + 1)—

f ()
h@w) = o (F().
Pour tout réel z > 0, on a :
h(z+1)—h(z) flz+1)—
T °h / fe
:<f(m+1) )
f(z)
avec lim M: et lim flat1) - =ef - onc
zim f<x> ’ tximg @ 1)@ b
v et —1
L_>+Oo =ef -1, smt/x f@)dt ety f(x).
f(n+1)

Pour ¢ > 0, on a ngr}rloo 10

divergente (critére de d’Alembert).
On peut aussi dire que f (n) > f(zg) > 0 pour n > xp, donc la suite

(f (n)),,en ne tend pas vers 0 et la série diverge.
n+1 0

Avec s ft)dt wlloe 7

strictement positifs Z f(n), on déduit qu’'on a ’équivalence des sommes
1 n n k+1 n+1
k ~ t)dt = t)dt
Srw o [ rwa= [
k=0 k=0

Pour ¢/ < 0, de lim M
n——+o0o f (n)

= e’ > 1, donc la série Zf (n) est

f(n) et la divergence de la série & termes

¢
el —
partielles

= ¢! < 1, on déduit que la série & termes

positifs z f (n) est convergente et on a ’équivalence des restes :

+oo

+o0 4o kgl
> f) o~ Z/ suwde= [ o

k=n-+1
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(f)

Pour f(z) =a*In(l+z) sur RT, ol > 1, 0n a:

i f’(x)_ im n (o L
A Ty el (1 @) o ma T

>—ln(a)>0

n 1 n
donc ;ak In(1+E) et orgl(—al)/o a” In (1 + x) dz. Une intégration par

parties donne :

" o® " 1 "oa®
/Oa n(l+x)de [ln(a) n ( —l—x)h ln(a)/o 1—|—xd$
o™ 1 " oa®
- 1 1) — o
In (o) n(n+1) ln(a)/o 1+xdm

+oo +oo
Comme les intégrales / a®ln(1+x)dz et /
0 0

X

x

o
14+z

dx sont diver-

gentes avec T2 = oBos (o®In(1+4x)), on en déduit que :

/ L dr= o /amln(l—i—x)dm
0 1+2x n—+oo Jo

" In (« «
t Fln(1+k) ~ 1 1) = 1 1).
¢ kz::la n(l+ )nA+oo a—1In(a) n(n+1) a—1 n(n+1)

«

~—

T b
On note F' : x +— f () dt. Dire que / f (t) dt converge équivaut a dire

a a
que F' a une limite finie £ en b, ce qui équivaut encore a dire que pour

toute suite (x,), oy de points de [a,b[ qui converge en croissant vers b avec
To = a et x,, > a pour tout n > 1, la suite (F (x,)),cy converge vers .
On conclut alors en écrivant que :

(zn) /f t)dt = Z/“

La question précédente nous dit que si / f (t) dt converge alors la série

Tn+1
Z/ f (t)dt est convergente pour toute suite (z;,) de points de
x

neN

[a,b] qui converge vers b avec xy = a et z,, > a pour tout n > 1 (I’hypo-
theése f > 0 n’est pas utile ici). Supposons qu'il existe une suite croissante
(), ey de points de [a,b[, avec g = a, z, > a pour tout n > 1 et

li = 11 la séri I"“ 501 3
. _1>IJIF1OO T, = b, telle que la série Z f f (t) dt soit convergente vers un

réel S. En notant F' : x — / f (t)dt, on a pour tout entier n > 1 :

Z/ dt:/:nf(t)dtZF(mn)gS
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du fait que f est a valeurs positives (ce qui entraine que la suite (Sy),,~;

et la fonction F sont croissantes). Comme pour tout réel = € [a,b[, on

peut trouver un entier n tel que x,, < x < b (puisque hr}rl zn, = b), on
n—-+0oo

en déduit que F (z) < F (x,) < S et la fonction F est croissante majorée,
b

donc convergente, ce qui revient a dire que f (t) dt converge.

a
Sans I’hypothese de positivité, la condition suffisante ne garantit pas la
convergence de l'intégrale comme le montre l'exemple de f (x) = sin (z)
sur R avec la suite (2n7),, o -

(c¢) Notons S = Z fz"“ t) dt. Pour tout réel € > 0, il existe un entier ng

tel que :

Tn+1
VnZno,/ |f () dt <eet <e
x

n

z /““ -5

Pour tout réel = € |x,,,, b[, il existe un entier n > ng tel que x,, <z < 41
((zn), cn converge en croissant vers b) et on a :

t) dt — Z/ml t)dt| = dt—/THlf(t)dt‘

A T dt’

s/ If(t)ldté/ rwde<e

n

ce qui nous donne :

/f dt—Z/lkﬂ

< 2e

n

Z/wk“fa)dt—S'

k=0 " Tk

t)dt — S '

On a donc ainsi montré que / f (t) dt est convergente vers S.

5. En utilisant une intégration par parties, on vérifie facilement que les intégrales

o0 sin ()
o dt sont convergentes pour a > 0.
1
sin (t) ‘ >

ta

sin (t)
t

Comme pour t > 1l et 0 < o < 1, 0n a

’ (qui résulte de

—+o0
sin (¢
t > t“ ou encore t1=® > 1), il nous suffit de montrer que / t( )dt est
1

semi-convergente. Pour ce faire, on utilise la suite (), cy. = (n7),,cn+ - Pour
n > 1, le changement de variable ¢ = nm 4+ u nous donne :

(n+1)7 | o T o T
/ sin (1) dt:/ sin(w) oo 1 / sin (u) di = —2—
o t o nT+u (n+1)7 /)y (n+1)7
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(D7 | gin (¢
et en conséquence Z / ®) ‘ dt = +00, ce qui entraine la divergence
n=1v"7"
+00 | o
sin (¢
de / ®) ‘ dt.
1 t
o

6. Pour tout réel t > 0, on note f (t) = m Cette fonction est continue

a valeurs positives. On note pour tout entier n > 1 :

(TL+1) e T t «
unZ/ x—.2dx=/ (nm + ) dt
nw 1 4 2 sin (z) 0 1+ (nm+1t)7sin?(t)

et on a :

a [ dt o [ dt
(nm) /O 1+((n+1)w)ﬁsin2(t)Suné((n+1)7r) /0 1+ (nm)P s (1)

(les fonctions z +— 2 et  +— 2” sont croissantes pour a > 0 et 3 > 0).

T dt z dt
Pour tout réel A > 0, on a / — = 2/ ———— ¢t le change-
o 14 Asin®(¢) o 14 Asin®(¢)
ment de variable x = tan (¢), nous donne :

/” dt _y /+°° du _, /+°° dz
0 1—|—ASID2(t) 0 (1+.’E2)<1+>\ ) 0 1+(1+/\)I2

Tha?

2 /+°° o
CVIEAy 1482 VTN
nm)® ((n+1)m* gotl=z

8
7 ( < 2
B = Un n—+o00 néfoc ’

1+ ((n+1)m) 1+ (nm)?

en résulte que Zun converge si, et seulement si, 5 — 2a > 2 et il en est de
. oo et

meme pOuI‘/ﬂ' m

7. On note pour tout entier n > 1 :

On a donc

(nt1)m (n+1)7w
w= [ 0@ = [T 1w ol

T nm

(n+1)7
- / £ (#) Jsin (1)t

iy

(f est positive). Le changement de variable ¢ = nw + x nous donne :
™ ™
Up = (—1)"/ f(z+nm)sin (z)dz et v, = / f(z+nm)sin (z) de = |u,|
0 0
Comme f est décroissante de limite nulle & I'infini, on a :

OgvnSf(nw)/ﬂsin(x)dx=2f(mr) - 0
0

n—-+oo
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Tp41

donc lim |f (t)sin ()] dt = nll)rfoo v, = 0.

n—+oo /.
Avec la décroissance de f, on déduit aussi que :

vnH:/O f(x+(n+1)7r)sin(x)dx§/0 f(z+nm)sin (z)dz = v,

c’est-a-dire que (vy),, oy est décroissante.
On déduit alors du théoreme des séries alternées que la série de terme général

Tn+1 +oo 3 t
Up = / f () dt et lintégrale / %)ﬂ
Tn o t*(In(t))

dt sont convergentes.



Chapitre 6

Transformées de Fourier et
de Laplace

Rien de neuf pour I'instant.
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Chapitre 7

Equations fonctionnelles

Rien de neuf pour l'instant.
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Chapitre 8

Fonctions de plusieurs
variables réelles

Rien de neuf pour l'instant.
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Chapitre 9

Dénombrements et
probabilités

Exo Sup 9.1. Variables aléatoires réelles discretes mutuellement
indépendantes

1. Soient n > 2 et (X),<p<, une famille de variables aléatoires réelles
discrétes sur un espace probabilisé (2, B, P) mutuellement indépendantes.

T
En notant pour tout entier r compris entre 1 et n — 1, Y, = ZX’“
k=1

montrer que les variables aléatoires Yy, Xpy1,- -+ , X, sont mutuellement
indépendantes.

2. Soient X,Y deuz variables aléatoires indépendantes suivant une loi bi-
nomiale de parameétres respectifs (n,p) et (m,p). Montrer que la variable
aléatoire Z = X +Y suit une loi binomiale de paramétre (n + m,p).

3. Soit (Xk),<p<, une suite de n > 1 variables aléatoires indépendantes

sutvant une méme loi de Bernoulli de parameétre p. Montrer que la va-
n

riable aléatoire X = ZXk suit une loi binomiale de paramétre (n,p) .
k=1

Par exemple, st (Ar);<p<, est une suite de n événements indépendants
- n

dans B, tous de méme probabilité p, la variable aléatoire ZlAk suit
k=1
alors une loi binomiale de parameétre (n,p) .
4. Soit (Xi) <<, une suite de n > 1 variables aléatoires indépendantes

sutvant une méme loi de Bernoulli de parameétre p. Montrer que la va-
n

riable aléatoire Y = 1_[)(;.c suit une loi de Bernoulli de paramétre p™.
k=1
5. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi géo-
métrique de parameétres respectifs p et q.

(a) Déterminer la loi de U = X +Y et celle de V =min (X,Y).
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(b) Calculer P(X <Y).

(c) Calculer la probabilité que la matrice ( )0( ;, ) soit diagonali-

sable.

6. Montrer que si X, Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant
une loi de Poisson de paramétres respectifs A, u, alors Z = X +Y suit
une loi de Poisson de parameétre A + L.

7. Soient (Xi)|<p<, une suite finie de variables aléatoires indépendantes
sur un espace probabilisé (Q, B,P) et (Fy),<1<, la suite des fonctions
de répartition correspondantes.

(a) Calculer les fonction de répartition des variables aléatoires X =
max X et Y = min Xj.
1<k<n 1<k<n

(b) Montrer que, pour tous réels y < x, on a :
P(y<Y <X <a)= ][] (Fi () - Fr )
k=1

(c) On suppose que, pour k compris entre 1 et n, Xy, suit une loi géo-
métrique de paramétre py € 10,1[. Déterminer la loi de Y.

8. Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé
(Q, B,P) d valeurs dans N telles que :

V(n,m) eN* P((X =n)N (Y =m)) = (n+m)p"T™+
ot p est un réel fixé dans |0, 1].

(a) Montrer que X etY suivent une méme loi que 'on précisera.

(b) Les variables aléatoires X et'Y sont-elles indépendantes ?

Solution. On rappelle qu'une famille (X;),.; de variables aléatoires réelles sur un
méme espace probabilisé (€2, B, P) est formée de variables aléatoires mutuellement
indépendantes si pour toute partie finie non vide J de I, les variables aléatoires
(X j)j <<y sont indépendantes. Dans le cas ou toutes les variables aléatoires X; sont
discretes, elles sont mutuellement indépendantes si, et seulement si, pour toute
partie finie J de I et toute suite (¢;);.; de réels, on a :

Pl )X =t) | =]]PX;=1)

jeJ jeJ
1. Pour r =1, il n’y a rien & démontrer. On suppose donc que n > 3 et on procede
par récurrence finie sur r compris entre 2 et n — 1. Pour » = 2 et tout réel

zeY1(Q),ona(Y;=x) = U (X1 =21)N (X2 =2 —x1), Pensemble
I1€X1(Q)



Dénombrements et probabilités 115

X1 (Q) étant dénombrable, ce qui nous donne :
P(Yi=2)= Y P(Xi=2)N(Xo=2-1))
1 €X1(Q)

Z P(Xlle)IF’(ngzz:fxl)
1€X1(Q)

n

(X1 et Xo sont indépendantes). Pour z € Y1 (Q2) et (2i)3<;<, € HXZ' (Q), on

i=3
a:
A=(Y1=x)N (ﬂ (X; = xz))
i=3
= U (Xlzl‘l)ﬂ(ngl‘—Il)ﬁ (ﬂ (X¢:$i)>
1 €X1(Q) 1=3
donc
PA)= > P ((X1 =z)N(Xe=xz—21)N (ﬂ (X; :m))
I1€X1(Q) =3
= Y PXi=2)P(Xo=z-—z) [[P(X; =)
$1€X1(Q) =3
= Xl—l‘l)]P)(XQ:.'E—.’El HHD
11€X1(Q 1=3
=P Xi = ;)
et Y1, X3, -+, X, sont mutuellement indépendantes. Le résultat final s’en dé-

duit facilement par récurrence finie sur r compris entre 2 et n — 1.

2. Ona Z(2)={0,1,--- ,n+m} et pour tout entier k compris entre 0 et n+m,
ona:

min(n,k)

=Ux Y=k-j= |J X=)n¥=k-j

j=0 j=max(0,k—m)
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ce qui nous donne compte de I'indépendance de X et Y

P(Z=k) = P(X =) P(Y =k—j)

min(n,k)
k n+m—~k n m
(1-p) > )2,

j=max(0,k—m)
. n+m n m
k n+m— z :
=y ()

avec la convention que (p> =0 pour ¢ <0 oui > p.
i

En écrivant dans R[X] que (14 X)"7 = (1+ X)" (1 + X)™, soit :

n+m n +m n+m n n+m m
k_ k k
()= (X () (X ()=
k=0 k=0 k=0
on déduit que, pour 0 < k < n + m, le coefficient de X* de ce polyndme est

n+m fasiC n m
( ; ):Z(j)(k_j),cequinousdonne:

Jj=0

P(Z=k) = (”;m>pk (1 e

et signifie que la variable aléatoire Z = X + Y suit une loi binomiale de para-
métre (n+m,p).

3. On procede par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, c’est clair et pour n = 2,
c’est la question précédente. Supposons le résultat acquis au rang n — 1 > 2

et soit (Xj); <<, une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une
- n

méme loi de Bernoulli de parameétre p. La variable aléatoire X = ZXk suit

k=1
alors une loi binomiale de parameétre (n,p) et est indépendante de X,, 11 qui
n+1
suit une loi binomiale de parameétre (1,p), donc ZX = X + X, 41 suit une
k=1

loi binomiale de parametre (n + 1,p).
n

4. OnaY (2)={0,1}etP(Y =1)="P ( (X = 1)) = p" (indépendance des
k=1

n

—p".

— |l

Xi),donc P(Y =0)=1-P(Y,=1) =
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(a) La variable aléatoire U = X +Y est a valeurs dans N\ {0, 1} et pour tout
entier naturel k£ > 2, on a du fait de I'indépendance de X et Y :

P (U L_J Y=k—j)

k

1

™

I
>~ Lt

k—1
P(X=H)PY =k-j)=> p(-p g -¢" 7"
J j=1

—2 k—2
=pgY (1-p)'(1-9" > "=pg 1—qk22(1_q>

i=0 1=0
ce qui nous donne pour p # q :

) ) (ﬁ)k_l =pq(1 - . G%z)k_l

1-p _
— 14 pP—q

1-9"'-a-p*!

S
L}

et pour p =g, P(U=k) = (k—1)p?(1—p)* .
La variable aléatoire V' = min (X,Y") est a valeurs dans N* et pour tout
entier naturel k£ > 1, on a du fait de I'indépendance de X et Y :

PV>k)=P(X>ENY >k)=PX>EkPY >k)
=(1-p"1-9"
donc :
PV=k=PV>k-1)—P(V >k)
=(1-p (- (1-(1-p)(1-0q)
et V suit une loi géométrique de parametre r = (1 —p) (1 —¢q) .
(b) On a, du fait de I'indépendance de X et Y :

—+o0

IP(X<Y):]P<U(X k)N Y>k> Z]P’ N(Y > k)

k=1

+oo
=> P(X=k)P(Y >k) pz (1-p)fta-g*
k=1

I ¢ _ (1—Q)
1-(1-p)(1-¢q) p+aqg—pg

i)( }1/ est diagonalisable si, et seulement si, X # Y, donc
la probabilité cherchée est :

(¢) La matrice

rl-q  a(d-p) _p+ta—2p

P(X<Y)+P(X>Y)=
p+q—pg p+q—pq p+q—Dpq
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6. La variable aléatoire Z = X +Y est a valeurs dans N et pour tout entier naturel
k, on a du fait de I'indépendance de X et Y :

k
P(Z=k)= U Y =k—j)
k k i
. . No e

:ZP(X:])P(Y:kfj):Zﬁe = "
7=0 7=0

e~ () k k ey (A M)k pus
- —J — - )
= 2 (e = B

J=0

donc X + Y suit une loi de Poisson de parametre A + .

(a) Du fait de 'indépendance des Xy, on a pour tout réel x :

Fx(z)=P(X <z)= <ﬂ Xk<a:>_HIP’(Xk§x)_HFk(x)
=1 k=1

k=1

et :

Fy(z2)=PY <z)=1-PY >z)=1-P <ﬁ Xk>x>
k=1

(b) Pour y < z, on a :

(y<Y§X§x)=(Y>y)ﬂ(X§a:):ﬁ(y<Xk§a:)
k=1

doncP(y<Y <X <z)= H (Fy (x) — Fy (y)) par indépendance des Xj.
k=1
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(¢) On a Y (Q) = N* et pour tout entier k > 1 :

PY =k)=P(( )N (X2 > k) + P (X1 > k)N (X2 =k))

Xi=k
TP (X1 =k)N (X2 =k))

—+o0
k- =
=p1(1=p)"™" > pa(1—po) ™
j=k+1
el s 1 k-1 k-1
+p2 (1 — p2) Z pr(1=p1)’" +pipa (1 —p1)" " (1 —p2)
j=k+1

_ Pip2 (1—p)* (1 - po)” 4 Pp2 1—p)" (1 =)t
1—(1-p2) 1—(1—-p1)

+pip2 (1 —p1)* (1 —po)*
=p1(1—p) (L =p2)" +p2(1—p2)* " (1= p1)"
pipe (1 —p)* (1 =)t
= (1=p)" (1= p)" T (01 (1= p2) + p2 (1= p1) + p1p2)
= (1 —p) (=) (01 + P2 — pip2)
== =p) (1 =p)) (L=p1) (L =p2)*"

donc min (X7, X2) suit une loi géométrique de parametre 1—(1 — py) (1 — po)
qui est bien dans |0, 1[. Par récurrence, on en déduit que 1r<r}61£1 X} suit
SRS

n

une loi géométrique de parametre 1 — H (1—pg)-

k=1
8.
(a) Pour tout entier n € N* on a :
+o00o +00
P(X=n)=> P(X=n)n(Y =m)=Y (n+m)p" "+
m=0 m=0

—+o0 —+o0
_ p4 Z (77, + m) pn+m71 _ p4 Z kpk71
m=0 k=n
avec .
+oo —+o00 / “+o0 ! pn !
S (S0 - (r 50 - ()
k=n k=n k=0 p

_n(l-pp"t+pt 1

n—1 n
np + p
(1-p)° 1=p (1—-p)*
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4 4
ce qui nous donneP(X:n):an"_1+ sp™ et pour n =0:
1=p (1-p)
1-P(X=0)= P(X =n)= np" T + p"
n=1 1 -p n=1 (]' - p)2 n=1
S S U (1 _1>:(1+p)p4
(1-p)* (1=p* \1-p (1—-p)°

Comme n et m jouent des rdles symétriques, on a aussi P(Y =m) =
4 4 4
1
L mp™ 1+ P 5p™ pour tout m € N* et P(Y = 0) = 1—((1+ p))}; .
-P

1-p (1-—

1 n+1 m+1
Pourp:i,ona]P’(X:n):WﬂP’(Y:n):Wpour n,m dans
N.

(b) Pour p €10,1[\ {a}, ot « est la racine dans ]0,1[ de (1 4 p) p* = (1 — p)*
(figure 9.1), on aP((X =0)N(Y =0)) =0#P(X =0)P(Y =0) et ces
variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 9.1 - Graphes de y = (1 —z)® et y = (1 + z) z*
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Exercices et problemes
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Chapitre 10

Groupes, anneaux, corps

Exo Sup 10.1. Groupe diédral

On dit qu’un groupe G est diédral de type Day,, s’il est dicyclique engendré
par un élément p d’ordre n et un élément o # p d’ordre 2 tels que po soit
ausst d’ordre 2. On se place dans le plan complexe muni de sa structure
euclidienne canonique et on se fixe un entier n > 2.

1. On définit les applications p et o par :

2

VzeC, p(z)=e " 2, o(z)=z

2
(p est la rotation d’angle T et o estla réflexion d’aze O,).
n

(a) Montrer que le sous-groupe G = (p,c) de S (C) est diédral de type
Do,

(b) Montrer que G est le groupe des isométries du plan complexe qui
conservent ’ensemble T',, = {ezﬁfw |0<k<n-— 1} des sommets

d’un polygone régulier a n cotés.
2. Soit G = {p,0) un groupe diédral de type Do, .

(a) Montrer que G = {Id,p,-~- ,p”_l} U {0, op, - ,ap"_l} et qu’il
est d’ordre 2n.

(b) Montrer que deuz groupes diédraux de type Da, sont isomorphe.

Solution. On rappelle que le groupe G = (p, o) engendré par deux éléments p et
oest G= {gl 9p | gi € {p»pilvaao—il}}

2im
n

1. On remarque que, pour tout entier relatif m, on a p™ (2) = e~ = 2 pour tout

z e C.

(a) On a o # Id, 0 = Id, donc o est d’ordre 2 et p™ = Id si, et seulement si,
2imm

e n =1, ce qui équivaut & m = 0 mod (n), donc p est d’ordre n.

24w 27w

Pour tout z € C, on a popo (z) =e™n e™n z
la réflexion d’axe Re™ ). Le groupe G = {p

= z, donc popo = Id (po est
,0) est donc bien diédral de
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type DQn-
On peut aussi considérer le sous-groupe de GLy (R) engendré par :

ne(fE) S Yes-(40)

Soit Is(I'y,) le groupe des isométries qui conservent I'y,. Pour tout entier
2ikm _ 2ikw 2i(n—k)m
k compris entre 0 et n — 1, onaa(en)—e n o=e n erl, et

p (ezfﬂ) = T, donc p et o sont dans Is(T',,) et G = (p,0)

est contenu dans Is(T',,). Réciproquement si ¢ € Is(T';), c’est soit une
rotation, soit une réflexion. Si ¢ : z — €'®z est une rotation avec 0 < o <
27, comme ¢ (1) est dans T',,, il existe un entier k compris entre 0 et n — 1

2ikm

, 2k
tel que p (1) =€e'* =e"n et a = —W donc ¢ = p* € G. Si c’est une
n

réflexion, alors o o ¢ est une rotation dans Is(I',), donc 0o € G et
p=co(coyp)eG. Onadonc Is(T,) CGet G=1Is(Ty,).

Comme p est d’ordre n et o d’ordre 2, on a p~! = p"~1 (puisque p" = Id)
et o~ =, donc :
o)y ={g1-gplgi€{pp 007" }}
={g1-9gplgi€{p,p" " 0}}
= {O.klpjl...akppjp lp>1, k>0, j; 20}
={cMp-ofrph [p>1, 0< ki <1, 0<ji <n—1}
Notons G’ = {Id Py ,p"‘l} U {0 op,- 0 "_1} . I est clair que o*p?

est dans G’ pour tout k € {0,1} et j € {O -,n—1} (pour k =0, 0on a
p’ et pour k=1, 0on a ap’).

Montrons que le produit de deux tels éléments est encore dans G’. Soient
donc g = o*pi et ¢ = ¥ pi" dans G.

Si (k,k') = (0,0) ou (k,k") = (1,0), on a alors gg’ = Pt = proou
g9 = op’ti’ = gp” avec 0 < 7 < n —1 (r est le reste dans la division
euclidienne de j 4 j' par n).

Si (k, k') = (0,1), on a alors g’ = plop’ . Pour j = 0, ¢’est terminé. Pour

j > 1, on utilise 1’égalité popoc = 1 qu1 se traduit par po = (pa) o

~1p . = op~ !, pour écrire que gg' = pi- papj = pJ 10p7 et au
bout d’un nombre fini d’étapes, on arrive a gg’ = apj I = gp” avec
0<7r<n-—1((rest le reste dans la d1V1Slon euchdlenne de j' —p par n)
Si (k K') = (1,1), onaalors g¢’ = oplop’ . Pour j =0, ona gg’ = o2p! =
pJ et c’est terminé. Pour 5 > 1, on a :

99’ = op’ " pop’ = opilop) T

et au bout d’un nombre fini d’étapes, on arrive & gg’ = pi 7 = p" avec
0<r<n-—1.
On en déduit alors par récurrence sur p > 1 que tout élément de la forme
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ak1pit . gkrpiv avec 0 < k; <1, 0 < j; <n — 1 est dans G'. Pour p = 1,
c’est clair et supposant le résultat acquis pour p > 1, on a :

R pit g pivit = gl g piven = O'k,pj/ cq.

On a donc G C G’ et G = G'. 1l en résulte que G est d’ordre 2n.

(b) Soient G = (p,0) et G’ = (p, 0’) deux groupes diédraux d’ordre 2n. L’ap-
plication ¢ : G — G’ définie par ¢ (p7) = (p')’ et ¢ (0p?) = o (p')’ pour
0 < j7 < n — 1 réalise un isomorphisme de G sur G'.

Exo Sup 10.2. Groupe orthogonal et sous-groupes finis de GL (E)

Soient (E, (- | -)) un espace euclidien de dimension n > 2 et G un sous-
groupe fini de GL (E) .

1. Montrer que Uapplication (x,y) € E* — ¢ (x,y) = Z (g ()] g)
geG
définit un produit scalaire sur E.

2. Montrer que G est un sous-groupe fini du groupe orthogonal O (E, p) .
3. Pour E de dimension 2, montrer que G est cyclique ou diédral.

4. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par tous les
éléments de G, il admet alors un supplémentaire stable par tous les élé-
ments de G (théoréme de Maschke).

Solution.

1. Comme une somme de produits scalaires est un produit scalaire, il suffit de mon-
trer que pour tout g € G C GL (E), 'application (z,y) — (g () | g (y)) définit
un produit scalaire sur E, ce qui résulte du fait que g est un isomorphisme.

2. Pour g € G et x,y dans E, on a :

plg(@),y) =Y (ulg(@) luly) = (uog(@)uog(9" ()

ueG ueG
=Y w@ vt W) =¢ (g )
veG

du fait que 'application u — u o g est une permutation de G. Donc G est un
sous-groupe de O (E, p).

3. Si G est contenu dans OF (E, ¢), comme F est de dimension 2, G est isomorphe
a un sous-groupe du groupe I' des nombres complexes de module égal a 1 et
on sait que l'unique sous-groupe d’ordre p = card (G) de I est le groupe T,
des racines p-émes de 'unité. L'unique sous-groupe d’ordre p de O (E, ¢) est
donc le groupe cyclique {Id7 Dy ,ppfl} d’ordre p engendré par la rotation p

2T
d’angle ?
Si G n’est pas contenu dans O (E, @), pour toute réflexion o € G\ O (E, ¢)
onaG=GtUooGt, ou G = GNOT (E, ¢) est un sous-groupe de O (E, )

)
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En effet, pour tout 0’ €e G\ GT,onau=000" € GT et 0’ =cou € oG+.

2
Comme Gt = {Id, Py 7p"_l} ,our = g et p est une rotation d’angle il qui

r
engendre GT, on a G = {Id7 p,,p L poa,--- pi o U} qui est diédral.

4. Soient H = F# le supplémentaire orthogonal de F' pour le produit scalaire ¢

et g € G. Comme F est stable par g, on a g (F) = F (g (F) C F et I’égalité par
les dimensions car g est un automorphisme) et g~ (F) = F. Il en résulte que
pour tout € H et y € F,on a ¢ (g (z),y) = ¢ (z,97' (y)) =0et g(z) € H.
On a donc g (H) C H et légalité par les dimensions. L’espace vectoriel H est
donc un supplémentaire de F' stable par G.

Exo Sup 10.3. Racines n-émes de 1’unité sur un corps fini

Z
p > 2 est un nombre premier fixé et I, est le corps 7
p
1. Montrer que pour tout entier n > 1, il y a 0, = n A (p—1) racines
n-émes de l'unité dans le corps IFp.

2. Que dire du cardinal de l’ensemble des racines n-émes de l'unité dans
un corps commutatif K.

Solution.

1. Notons, pour n > 1, ', = {z € Fj | 2" = 1}(1 € I, donc I', # 0). Comme
8, =n A (p— 1) divise n, I'équation 2% = 1 entraine ™ = 1, donc I's, C T',.
Siz €Ty, onaalors z" =1 et l'ordre m de z dans le groupe multiplicatif [},
divise n. Le théoreme de Lagrange nous dit que m divise aussi p—1 = card (IE";) ,
donc m qui est un diviseur commun de n et p — 1 est aussi un diviseur du pged
8, ce qui entraine que z%» = 1, soit que = € I's5,. On a donc I's, C I, et
Iégalité I'y, = I's;,, .

Comme 6, divise p—1, le polynéme X% —1 divise XP~! —1= ] (X —\)
Ae(7z)”

(encore le théoréme de Lagrange), ce qui implique que I’équation X% —1 =0

a 0, racines dans Fy. On a donc card (I'y,) = card (I's,) =6, =n A (p—1).

2. Notons, pour n > 2, '), = {x € K* | 2™ = 1} cet ensemble. C’est un sous-
groupe fini du groupe multiplicatif K* de cardinal au plus égal a n (racines du
polynéme de degré n, X™ —1) et il est cyclique. En notant ¢, le cardinal de T',,
et w, un générateur de de ce groupe, on a w, = 1, donc 'ordre J,, de w,, divise
nets, CIy.

2T
Pour K=C, on a w, =exp <) qui est d’ordre n et §, = n.
n

Pour K =R, on a |w,| =1, donc w,, = 1 et §,, = 1 pour n impair ou ¢,, = 2
pour n pair.

Si K est un corps fini, il est alors de cardinal p” ot p > 2 est un nombre premier
et 7 est un entier naturel non nul.

Comme pour r = 1, on voit que ,, divise nA(p” — 1), donc w,, € Tpr_q et T'5, C
I'y CT'pr_1, le groupe I'pyr 1 ayant exactement p” —1 éléments. I1 en résulte que
I's, a exactement J,, éléments (c’est I’ensemble des racines de X% — 1 divise
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XP" =1 _1 qui est scindé A racines simples), donc I', = T's, C Tppapr—1) C I'n et
Iy =Ts, = Tpapr—1) avec Tpapr—1) qui a a exactement n A (p” — 1) éléments.
En conclusion, §, =n A (p" —1).

Par exemple, pour n premier avec p” — 1, on a I';, = {1} et pour n multiple de
p-—1,onal, =K

Exo Sup 10.4. Nombres de Fibonacci

On désigne par (Fy,),cy la suite des nombres de Fibonacci définie par
(Fo,F1) = (0,1) et Fpo = F, + Fyq1 pour tout n > 0. Le pged de deux
entiers relatifs a,b est noté a A b.

1. En notant X, = ( n ) et A = ( b ) , montrer que l'on a

Fri 1 1
Xn+1 = AX,, pour tout entier naturel n.
F,_ F,
2. Montrer que A™ = n-l " pour tout entier naturel non nul
Fn Fn+1

n. En déduire que F,_1F,11 — F? = (=1)" (relation de Cassini), puis
que F,,_1 et F, sont premiers entre eux.

3. Soient n > 2 un entier et d > 2 un diviseur de n. Montrer que, modulo
Fy, la matrice A™ est diagonale, puis en déduire que Fy divise F,.

4. Montrer que F,, A F,,, = Fyam pour tous les entiers naturels n, m (théo-
reme de Lucas).

5. Montrer que pour n > 3 et m > 1, Uentier n divise m si, et seulement
st, F,, divise F,,.

(a) Montrer que Fpimi1 = Fni1Fpma1 + FoFp, pour tous les entiers
naturels n, m.

(b) Retrowver le résultat de la question 8, d savoir que Fy divise F,, si
d divise n.

7. Soit n € N. Montrer que, pour tout entier k > 1, on a Fy, = anFJf_;ll
mod F? et Fypi1 = Fr,; mod F2.

8. Montrer que, pour n > 3 et m € N*, Uentier F,, est divisible par F? si,
et seulement si, m est divisible par nF,, (théoréme de Matijasevitch).

a

b
e d dans My (Z),

Solution. Pour tout réel r > 2 et toute matrice A =

b Z
= > dans My <7"Z> .

1. Pour tout n € N, on a :

_ Fn+1 _ Fn+1 _ 0 1 Fn _
o= ()= (bR ) = (0 ) (el ) =

ol

QU

on note A = <
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_ (0 1Y\ [ F K .
2. Pour n =1, ona A = ( 11 ) = ( PR > et, supposant le résultat

acquis pour n > 1, il vient :
An+1 _ anl Fn 0 1
F, Fou1 1 1
_ Fn Fn—1+Fn _ Fn Fn+1
o Fn+1 Fn +Fn+1 o Fn+1 Fn+2
Il en résulte que :

anl Fn

_ . n
Fn Fn.l,-l - F’nle’anl Fn

det (A™) = (det (A)" = (—1)" = ‘

ce qui donne la relation de Bézout ((—1)" Fy,41) Fo_1 + ((—1)"+1 Fn> F,=1
qui traduit le fait que Fj,_1 et F}, sont premiers entre eux.

F,Z
o ((Fo F, \ 5\ Faa Fi '’
A<Fn Fn+1>(A>(Fd Fd+1)
(% ) = ("% @)
0  Fyyu 0 (Fd+1)q

donc F,, = 0 dans oA ce qui revient a dire que Fy divise F,.
d

4. Pour n qui divise m, on a vu a la question précédente que F;, divise F;,, donc
F, ANF,, = F, = Fyam. En supposant que n ne divise pas m, que m ne divise
pas n et en notant d le pged de n et m, la question précédente nous dit que Fy
divise F,, et F,,, donc aussi § = F;, A F},. Le théoreme de Bézout nous dit qu’il

existe deux entiers «, 3 tels que ab < 0 et d = an + Bm, ce que 'on écrit en

Z
supposant que a = —y < 0, d + yn = fm et nous donne dans Mo () :

07
@ - w5 an)
Fd Fd+1 Fn Fn+1
_ < P ) ( Fn:17 0 ) _ ( Fy1Foy  FaFuir )
Fy  Fapr 0 Foi1 FiFyt FapiFoir

(—m)’Y Fo_1 m K .Fm,1’y 0

= A = _ = — —

Fm Fm+1 0 Fm+1

donc FyF, ;' =0, ce qui signifie que 8 divise FyF +1- Comme F, et F, 1 sont
premiers entre eux, § est premier avec Fj, 11 (si 0 A F,41 > 2, il existe alors un
diviseur premier p de § et F,, 11, donc de F, et F, 41, ce qui contredit le fait
que F), et F,, 11 sont premiers entre eux) et le théoreme de Gauss nous dit que
¢ divise F,;. On a donc en conclusion § = Fy, soit F,, A F,,, = Fuam.

Z
3. Pour n = ¢d, on a dans dans M, ( ) :
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5. La condition nécessaire est déja acquise. Supposons que F, divise F,, avec
n > 3. Dans ce cas, on a F, A I}, = F,, = Fuam avec 1 < n Am < n, la suite
(Fk) o étant strictement croissante (Fy41 — Fy, = Fy—1 > 1 pour k > 2), donc
nAm=n (sin Am =1, F =1 ne peut étre égal & F,, > F3 > 1) et n divise
m.

(a) Pour m =0et n>0,o0na F,i1 = F,11F1 + F,Fy. On vérifie facilement
par récurrence sur m > 1 (A n > 0 fixé) que X,,4,, = A™X,,, ce qui nous
donne :

Fn+m _ Fm—l Fm Fn — Fm—an+Fn+1Fm
Fn+m+1 F77L FnL+1 Fn+1 Fn+1Fm+1 + FnFm

et en particulier Fy 441 = Fny1Fmt1 + FnFon.
n
(b) On raisonne par récurrence sur ¢ = —. Pour d = n, c’est clair. Supposant

le résultat acquis pour n =gd ot ¢ > 1 (& d > 2 fixé), on a :
Flgs1a = Fayqai-1)+1 = Far1Fga + FaFya—
ol Fyq est divisible par Fy, donc Fi,y1)q est divisible par Fy.

7. On raisonne par récurrence sur k > 1 a n € N* fixé (pour n = 0 on a des
égalités dans N). Pour k = 1, le résultat est évident (on a des égalités dans N).
Supposant le résultat acquis pour k& > 1, le résultat de 6 pour m = kn — 1 nous
donne :

F(k+1)n = Fn+(kn71)+1 = Fn+1Fk:n + Fann—l = Fn+len + Fn (Fkn-i-l - Fkn)
- (FnJrl _Fn)Fkn+Fann+1
=k (Foy1 — Fo) F,FY L + FFF ) mod F?
=kF,FY, + F,F},, modF? = (k+1)F,Ff, modF?

De méme, le résultat de 6 pour m = kn nous donne :

F(k+1)n+1 = Fn+kn+1 = Fn+1Fkn+1 + FoFyn
= Fo1 B + kF2EF ! mod F2 = FFY! mod F?2

8. Si F,,, est divisible par F?, il est alors divisible par F,,, ce qui équivaut a dire
que m est divisible par n (question 5), donc m = kn avec k > 1 et :

kF,FY | = Fy,, = F,, =0 mod F?

donc anF,]f;f = qF? et kF,’f;ll = qF, avec ¢ > 1, c’est-a-dire que Fj, divise
I{:Ff,f;ll en étant premier avec F,. Il en résulte que F,, divise k (théoréme de
Gauss) et nF), divise nk = m. Réciproquement si m est divisible par nF,, on a
alors m = qnF,, = kn et :

F, =kF,Fil = qF2Fr 7 =0 mod F}

c’est-a-dire que F? divise F,.
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Exo Sup 10.5. Idéaux maximaux de C' (E,R)

On se donne un espace métrique compact (E,d), C° (E,R) est I’anneau
des fonctions continues de E dans R et pour tout x € E, on désigne par
Uapplication définie sur C° (E,R) par §, (f) = f (z) pour tout f € C° (E,R)
(masse de Dirac en x).

1. Montrer que, pour tout x € E, Uapplication 6, est un morphisme d’an-
neauz de C° (E,R) dans R et que, réciproquement, pour tout morphisme
d’anneaur ¢ de C° (E,R) dans R, il existe un unique x € E tel que
© = 0.

2. Montrer que, pour tout x € E, l’ensemble I, = ker (d,) est un idéal
maximal de C° (E,R) .

3. Montrer que, pour tout x € E, l’idéal I, = ker (0,) n’est pas principal.

4. Soient I un idéal I de C° (E,R) et Z(I)={x € E|Vfe€l, f(x)=0}.
Montrer que Z (I) = 0 si, et seulement si, [ = C° (E,R).

5. Montrer que, pour tout idéal mazimal I de C° (E,R), il existe un unique
x € FE tel que I = 1,.

6. Soit ¢ un automorphisme de l’anneau C° (E,R) .

(a) Montrer que l’image par ¢ d’un idéal mazimal de C° (E,R) est un
idéal mazximal.

(b) Montrer que pour tout x € E, il existe un unique y € E tel que
0z 0 = 0y, puis que la fonction v : x — y est un homéomorphisme
de F.

(c) En déduire que les automorphismes de C° (E,R) sont les application
f = fo, ou 1 est un homéomorphisme de E.

Solution.

1. Il est clair que, pour tout « € E, d, est un morphisme d’anneaux surjectif de
C°(E,R) dans R. Si ¢ est un morphisme d’anneaux de C° (E,R) dans R, en
identifiant I’ensemble des fonctions constantes a R, il induit alors un morphisme
d’anneaux de R dans R, donc un morphisme de corps, et on a ¢ (\) = A pour
tout réel \.

Supposons qu’il existe un morphisme d’anneaux ¢ de CY (E,R) dans R qui ne
soit pas de la forme d,, ce qui signifie que :

Vo € B, 3fs € C°(E,R) | ¢ (fa) # fu (2)

En notant, pour tout z € E; A\, = ¢ (f.) € Ret g, = fo—Az, onaalors ¢ (g,,) =

© (fz) — Az = 0. Comme g, est continue avec g, (x) # 0, il existe un voisinage

ouvert V, de x dans E sur lequel g, ne s’annule jamais. Du recouvrement

ouvert du compact E par les V,, on peut extraire un sous-recouvrement fini
n

(Vi )1<k<n €t en notant g = 2992%’ on définit une fonction continue sur E a

k=1
valeurs strictement positives. Cette fonction ¢ est alors inversible dans ’anneau
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n

CY (E,R) et telle que ¢ (g9) = Z (¢ (g2,))* =0, ce qui est impossible.

k=1
Si 6, = 8y, on a alors f (z) = f (y) pour toute fonction f € C°(E,R) et pour
fo it — d(t,z), on obtient f,(y) = d(y,z) = fz(x) = 0, soit y = z. En
définitive, les d, sont les seuls morphismes d’anneaux de C° (E,R) dans R.

2. Pour tout z € E, le noyau I, = ker (d,) du morphisme d’anneaux §, est un

idéal de C° (E,R). Si I est un idéal de C° (E,R) qui contient strictement I, il
existe alors une fonction h dans I\ I, donc h(x) # 0 et pour toute fonction

f € C°(E,R), la fonction g = f — Lx)h est dans I,. Il en résulte que f =

h(x)
g+ Mh est dans I (c’est un idéal et g € I, C I). On a donc I =C° (E,R).
x
En fait, cela résulte du fait que I, = ker () est un hyperplan du R-espace
vectoriel C° (E,R) .

On peut aussi utiliser le fait qu’un idéal I d’un anneau commutatif unitaire A
. . . . A
est maximal si, et seulement si, 'anneau quotient T est un corps.

Comme &, est un morphisme d’anneaux surjectif de C° (E,R) dans R, il induit

C°(E,R) _ C°(E,R) CO(E,R)
1, " ker (530) sur R et T est un corps, ce

qui revient a dire que I’idéal I, est maximal.

un isomorphisme de

3. Supposons que I'idéal I, soit principal. Il existe alors une fonction f € C° (E,R)
nulle en z telle que I, = (f). La fonction \/m étant dans I, il existe une
fonction g € C° (E,R) telle que \/|f| = fg, ce qui nous donne |f| = f2g?, soit
/1 (1 =1flg*) = 0 et f est nulle sur une boule ouverte B (z, ) (avec a > 0)
puisque 1 — |f| g vaut 1 en z, mais alors toutes les fonctions de I, sont nulles
sur B (z, «) . Considérant la fonction f, : t — d (¢, z) qui est dans I,,, on aboutit
a une contradiction puisque f, s’annule uniquement en x.

4. Si I = C°(E,R), il contient alors les constantes non nulles et Z (I) = (). Si
Z(I) = mf_l {0} = 0, on obtient alors en passant au complémentaire, le

fer
recouvrement ouvert F = U (E\ f71{0}) du compact E duquel on extrait
fer
P
un sous-recouvrement fini, £ = U (E\ it {0}) ou les fi, pour k compris
k=1

P

entre 1 et p, sont dans I, ce qui nous donne ﬂ fk_1 {0} = 0. En utilisant les
k=1

équivalences :

(xe ﬂfk1{0}> @) =-=fH=0« (Zf;f(x)=0>

k=1
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n p
ou f = Zf,f € I, Dégalité ﬂ fi {0} = 0 équivaut a dire que f (x) # 0 pour

k=1 k=1

n
tout x € E, donc la fonction f = Z f,f qui est dans I’idéal I est inversible dans

k=1

I'anneau C° (K,R), ce qui revient & dire que I = C° (E,R).

5. Soit I un idéal maximal de C° (E,R). C’est un idéal propre et Z (I) # 0. En
prenant € Z(I),ona I C I, & C°(E,R), donc I = I,. Si I, = I, toute
fonction continue nulle en x est nulle en y, ¢’est donc le cas pour f,; : t — d (¢, x)
et on a f, (y) =d(y,z) = 0, soit y = x. L’application x — I, réalise donc une
bijection de E sur I'ensemble des idéaux maximaux de C° (E,R).

(a)

Soit I un idéal maximal de C° (E,R). Comme ¢ est surjectif, ¢ () est un
idéal de C° (E,R) (¢ (I) est un sous-groupe de C° (E,R) et pour ¢ (f) €
@ (I)et h € C°(E,R), dans le cas ol ¢ est surjective, il existe g € C° (E,R)
telque h = ¢ (g) et o (f)-h = (fg) € ¢ (I)). Si J est un idéal de C° (E, R)
qui contient strictement o (I), ¢! (J) est alors un idéal de CY (E,R)
qui contient strictement I (¢ est un automorphisme de C° (E,R)), donc
e 1 (J)=C(E,R) et J=C"(E,R).

Pour 2 € E, §, o est un morphisme d’anneaux de C° (E,R) dans R, donc
il existe un unique y € E tel que 0, o ¢ = &,. Si (7,), oy est une suite
d’éléments de E qui converge vers x € E, on a alors pour toute fonction

IS c® (EvR)’ 6mn O‘)O(f) = Sp(f) (xn) = 51b(a:n) (f) = f(¢ (xn)) et :
nkl_{_loof(zb (zn)) = nl{r_{}oo@(f) (zn) = ¢ (f) (x) = 0z 0 (f)
=0y (f) = [ (¥ (2))

Prenant f :t— d(t,¢ (z)), on en déduit que hrf d(Y(x,),¢ (z) =0,
n—-+0oo

ce qui signifie que (v (x,,)),,cy converge vers ¢ (z) . La fonction 1) est donc
continue.

En remplacant ¢ par ¢~ ", on dispose d’une fonction continue 7 : £ — E
telle que 6, 0 p~! = dr(z) pour tout x € E. On a alors, pour tout = € E :

1

6wo'r(a:) = 67’(1) oY= 0z © 90_1 oY= O

et 67‘01,[)(3’,‘) = 5111(%) 09071 = 0z 0@0@71 =0y, donc Yot (:L’) =ToY (:L') =7,
ce qui signifie que 9 est bijective d’inverse égal & 7 qui est continue, c’est
donc un homéomorphisme de F.

Pour tout homéomorphisme ¢ de E, 'application ¢ : f — f o est un
automorphisme de Panneau CY (E,R) d’inverse =1 : f — f o~ Réci-
proquement si o est un automorphisme de 'anneau C° (E,R) , les relations
0z 0 @ = Oy(a) se traduisent par ¢ (f) (z) = f (¢ (x)) pour tout z € E et
tout f € C°(E,R), soit par ¢ (f) = f o1 pour tout f € C°(E,R), ot v
est un homéomorphisme de F.
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Polynomes

Exo Sup 11.1.

On propose plusieurs démonstrations du théoréme de d’Alembert-Gauss
qui nous dit que le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.
Pour ce faire, on se donne un polynéme unitaire de degré n > 1, P (X) =

n
Zaka dans C[X] et en raisonnant par l'absurde, on suppose qu’un tel
k=0
polynome ne s’annule jamais sur C.

1. On utilise le fait qu’une fonction continue sur un compact de C est bornée
et atteint ses bornes.

(a) Soit ¢ :]0,1[ — C telle que p (t) = 1—tP + o, (t?) . Montrer qu’il
t—
existe un réel to € 10, 1] tel que |¢ (to)] < 1.

(b) Soit Q un polynoéme non constant tel que Q (0) = 1. Montrer qu’il
existe zg € C tel que |Q (z0)| < 1.

(c) Montrer que, pour tout z; € C, il existe t; € C tel que |P (t1)] <
P (z1)| (on rappelle que P est supposé ne jamais s’annuler).
J
ontrer qu’il existe un réel R > 0 tel que :
d) Mont il exist ‘el R > 0 tel
|2

2"

V2eC\D(0,R), 2 <|P(2)| <3

ot D(0,R)={z€C||z| <R}.

P
(e) Montrer que lim | (i”
2] =400 2]

= +o00 pour tout entier k compris entre
0etn—1.
(f) Montrer qu’il existe z; € C tel que |P (z1)| = iné |P (2)| et conclure.
z€

2. Une démonstration treés courte qui utilise la dérivation sous le signe d’in-

27 dt
tégration de la fonction f :r — —_
. fonction f /0 e

133
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1
(a) Vérifier que la fonction o définie sur R? par ¢ (r,t) = Plre) est
0 0
de classe C*™ sur R2, puis établir une relation entre a—w et a—f
r
(b) Montrer que la fonction f est de classe C* sur R. Préciser sa dé-

rivée sur R* et conclure.

3. Avec cette question, on se propose de montrer le résultat suivant qui est
utilisé dans les deux questions suivantes : si f est une fonction dévelop-
pable en série entiére en 0 avec un rayon de convergence R € |0, +0o0]
et telle que f(z) # 0 pour tout z € D (0,R), son inverse 7 est alors

développable en série entiere en 0 avec le méme rayon de convergence.

(a) Montrer que pour tout r € [0,R[, la fonction v, définie sur R
par o, (t) = W est développable en série de Fourier. On note
(€n (1)) pez la suite de ses coefficients de Fourier exponentiels.

(b) Montrer que, pour tout entier relatif n, la fonction b, définie sur

10, R[ par b, (r) = Cn (1) est constante. On note by, sa valeur.
/r-n

(¢) Montrer que b, =0 pour tout n < 0 et conclure.

4. On utilise un théoréme de permutation des signes de sommation et d’in-
tégration pour une série normalement convergente et le résultat de la
question 3.

2m
(a) Soit f une fonction entiére. Montrer que / f(e) efdt = 0.
0

27
dt
(b) Montrer que/ ——— et conclure.
0 [P (2cos (1))l

5. On utilise le résultat de la question 8 et le théoréme de Liouville.

(a) Montrer que les seules fonctions entiéres et bornées sur C sont les
fonctions constantes (théoréme de Liouville).

(b) En déduire le théoréme de d’Alembert-Gauss.

Solution. Le polynéme P est identifié a la fonction polynomiale z — P (z).
1.
(a) Pour tout réel t € 10,1[, on a |p (t)| <1 —t? + P |e (t)| avec tlirr(l)e (t) =0.
—

1
Il existe donc un réel to € ]0, 1] tel que |e ()| < =, ce qui nous donne

b b i
|@(t0)|§1—t€+5=1—5<1.
(b) Dire que @ est un polynéme non constant tel que @ (0) = 1, revient & dire

qu’il est de la forme Q (X)=1—aXP(1+ R(X)), ot a € C*, p € N* et
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(b)

R est un polynéme nul en 0. En désignant par w € C* une racine p-eme
de «, on a pour tout réel t :

Q(i) :1—a(£)p<1+R<i>) —1-r4 o ()

o)<
P(z +X)

Pour z; € C fixé, le polynéme @ défini par Q (X) = ﬁ (P ne
21

s’annule jamais) est non constant tel que @ (0) = 1, donc il existe zg € C
tel que |Q (z0)| < 1, ce qui se traduit par |P (21 + 20)| < |P (21)] -

d’ou l'existence de tg € 10, 1] tel que

P n

Pour tout z dans C*, on a  lim | (i)‘ = lim Z akk =1, donc il
|z| =400 |Z| |z]| =400 k:OZ"_
1 P 3

existe un réel R > 0 tel que 3 < |(|i)| < 5 pour tout z dans C\ D (0, R) ,

z
ce qui nous donne le résultat annoncé.

2" PR Ll
On en déduit que > < | <3 pour tout entier k compris
z
[P (2)]

entre 0 et n — 1 et en conséquence lim =400

|zlo+oo  |2|*

Comme | |lim |P(z)| = 400, il existe Ry > 0 tel que |P (z)] > |P(0)]
z|—4o00
pour tout z € C\ D (0, Ry). D’autre part, sur le disque fermé D (0, R;),
la fonction continue |P| est minorée et atteint sa borne inférieure, ce qui
signifie qu'il existe z; € D (0, Ry) tel que |P (z1)] = g?ofR )|P(z)| On
z€ , 11
a alors, pour tout z € C, soit z € D (0,Ry) et |P (2)| > |P (#1)|, soit z ¢
D (0,Ry) et |P(2)] > |P(0)] > |P(z1)|. Dans tous les cas, on a |P(z)| >
|P (21)|, donc |P (z1)| = in£|P(z)\. Mais le résultat de la question 1lc
zeE

appliqué & z; nous conduit a Dexistence de t; € C tel que |P (t1)] <
|P(z1)|, ce qui est impossible. Le polynome P admet donc une racine
complexe et par récurrence sur le degré de P, on en déduit qu’il en admet
n.

n
La fonction (r,t) — P (re') = Zakrkeikt étant de classe C* sur R? et a
k=0
valeurs dans C*, son inverse ¢ est également de classe C* sur R? avec :
a P (re’) w P (re") dp

et 9% (r,t) = —ire" ——*% =ir— (r,t)

aﬁ ( 7t) = —€ —F
P2 (rett) ot P2 (rett) or

3rr

La fonction ¢ est de classe C> sur R? et I'intégration se fait sur un segment,
donc la fonction f est de classe C*° sur R avec :
2m a(p i 2 6(,0

fo=| gretd=—2| E(r,t)dtz—%[w(ht)]ﬁi?=0
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pour r # 0 par 2w-périodicité de la fonction ¢t — ¢ (r,t), donc f est

2
Iz (ﬂ(-)) # 0. Mais avec :

T dt Todt  Arx
< — < _
7l —/o [ (re) —/o T

pour r > R (question 1d) on déduit que

constante égale & f (0) =

2T
= 1' = 1
P 0) T—}I—Poof (r) =0, ce qui

est une contradiction. Le polynéme P admet donc une racine complexe.

La fonction ¢, est 2m-périodique et indéfiniment dérivable, donc sa série
de Fourier est normalement convergente vers ¢, sur R tout entier.

Pour tout r € [0, R[ et tout n € Z, on a :

1 2 —int 1 2m eit ! Teit ‘
Cn, (T') = — eidt7 C,/n (’]") = —_-— Lv)eilntdt
27 Jo (reit) or Jo  f2 (reit)

—int

(la fonction (t,r) — est indéfiniment dérivable sur [0, 27] x [0, R]

f(re)
et on intégre sur un intervalle fermé borné), donc :
e () 1 ey (e g ()
n(r) = yntl T ot 0 12 (reit) €

,reitf/ (’I"eit) +7’Lf (re”) Cint ) e—int
pour r € 0, R[ avec 2 (reil) e =iy (f(re”)) , ce

—int

qui nous donne en tenant compte de la 2w-périodicité de t —

. 27 —int
W Y B S DV
b (r) = 2mrntl /0 ot (f (re“)) dt =0

La fonction b, est donc constante sur |0, R[, pour tout n € Z. En notant
by, cette constante on a ¢, (r) = b,r™ pour tout r € ]0, R[ et tout n € Z.

flret)

De la continuité de chaque fonction r — ¢, () sur [0, R[, on déduit que
b, = 0 pour tout n < 0. Et toujours par continuité, on a ¢, (r) = b,r"
pour n € N et r € [0, R[. On a donc pour tout r € [0, R et tout ¢t € R,

1 [e’e] —+o0
_— = E b,r"e™ . ce qui s’écrit aussi = E b,2™ pour tout
=0 n=0

1
flret) — & f(z)
1
z € C tel que |z| < R. La fonction — est donc développable en série entiére

en 0 avec un rayon de convergence &’ > R. En appliquant le raisonnement

-1
1 1
précédent a la fonction 7 on déduit que f = <f> a un rayon de

convergence R > R'. En définitive f et — ont méme rayon de convergence.

f
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(a) Pour tout nombre complexe z, on a f (z g anz"™, la convergence étant
n>0
uniforme sur tout compact, donc :

27 27
/ f ( zt) ztdt / Zanei(n-‘rl)tdt Za / ei(7L+1)tdt =0
0 0

n>0 n>0

(b) En posant z = e, on a pour tout réel ¢ € [0, 27] :

s (- ()
B EC)

2n
¥ 1 2n _ 2 k sron—k
ot Q (X) = <X+X)P(X+X>Xn—kz_obk(X +1)7 X2k et
un polyndéme qui ne s’annule jamais (Q(z) # 0 pour z # 0 car P ne
s’annule pas et Q (0) = by, = 1), donc :

27 dt 2 eQintdt 21 N N -
J 1P 2eos(@®)f o g =), T eta=o

Z2n71
en posant f(z) = 0 (cette fonction est entiére car @) est entiére et
z
; : : 1 . .
ne s’annule pas). Mais la fonction ¢ + ————— étant continue sur

|P (2cos (t))]
2
[0,27] et a valeurs strictement positives, on a aussi / p(0)do > 0, ce

0
qui est contradictoire..Le polynéme P admet donc une racine complexe.
“+ o0
(a) Si f est une fonction entiére bornée, on a alors f (z Zanz pour tout

z € C et il existe un réel M > 0 tel que |f ()| < M pour tout z € C. Pour
tout réel 7 > 0 et tout entier n > 1, on a par convergence uniforme de la
série entiere sur tout compact :

1 o 0\ ,—inf 1 o M
/O f(re?)e dt‘g%rn/o £ (re®)|d0 < = — 0

on| = ——
[een] 2mrn
donc a;, = 0 pour tout n > 1 et f = ag.

1
(b) Comme i) est une fonction entiere bornée, le théoreme de d’Alembert-

Gauss s’en déduit.
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Probléeme 11.1. Nombres algébriques. Constructions a la régle et
au compas

Notations et définitions

Pour tout anneau commutatif unitaire A, on note A [X] Panneau des polynémes
a coefficients dans A.
Le pgcd de deux entiers relatifs a et b est noté a A b.

Z
Pour tout nombre premier p > 2, on note I, le corps i et pour tout n € Z,
b

on note 7 la classe de n modulo p dans [Fp,. A tout polynéme P (X) = Zaka
k=0

dans Z [X], on associe le polynéme P (X) = Z@X * dans F, [X].

Si K et L sont deux corps commutatifs tkelsO que K C L, on dit alors que L
est une extension de K. Une extension L. du corps commutatif K est un espace
vectoriel sur K, sa dimension est appelée degré de I'extension et est notée [L : K] .
Une extension de degré 2 est dite quadratique. Pour tout o dans L. (une extension
d’un corps commutatif K), on note K[a] = {P (a) | P € K[X]} et on désigne par
K (@) le plus petit sous-corps de L. qui contient K et a.

Pour n € N*, on note w; = e%’r, U, = {w{“ |[0<k<n-— 1} le groupe multipli-
catif des racines n-iémes de I'unité et D,, I’ensemble des diviseurs de n dans N*. On
appelle racine primitive n-ieme de I'unité tout générateur de U,, on note R,, 'en-
semble de toutes les racines primitives n-iémes de 'unité et ®,, (X) = H (X —2)

zER,,

est le n-ieme polynoéme cyclotomique.

— I — Résultats préliminaires

1. Montrer [R : Q] est infini.

2. Soit g un élément d’ordre n € N dans un groupe multiplicatif G. Montrer que,

n
pour tout k € Z*, g* est d’ordre .
nAk

3. Montrer que, pourtoutnEN*,onaRn:{w’f|1§k§n—1et k/\nzl}.

4. Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que pour tout » € N*, on a :

p—1

(bpr (X) _ (bp (Xp7\71> _ ZkaT71
k=0

5. Montrer que, pour tout n € N*, les ensembles R; ou d parcourt D,, forment
une partition de U, puis que X" — 1 = H ®,4(X). En déduire que D, est
deD,
unitaire dans Z [X].

6. Calculer ®,, pourn =1,2,--- ,6.
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7.

10.

11.

n
Soient p > 2 un nombre premier et P (X) = ZakX ¥ unitaire non constant
k=0
dans Z [X] de degré n > 2. Montrer que si p divise ag, a1, -+ ,a,-1 et p? ne
divise pas ag, le polynéme P est alors irréductible dans Z [X] (critere d’irréduc-
tibilité d’Eisenstein).

Le contenu d’un polynéme non constant P (X) = Zaka € Z[X] de degré
k=0

n € N* est entier ¢(P) = pged (ag, a1, ,a,). Dans le cas ot ¢(P) = 1, on
dit que P est primitif.

(a) Montrer que le produit de deux polynémes primitifs dans Z [X] est primitif
(lemme de Gauss).

(b) Soient P,@ dans Z[X] non constants. Montrer que ¢ (PQ) = ¢(P)c(Q).
(¢) Montrer qu'un polynéme irréductible dans Z [X] est irréductible dans Q [X].

Soit p > 2 un nombre premier. Montrer (sans utiliser I1.15d) que, pour tout
r € N*, le polynéme cyclotomique ®,- est irréductible dans Q [X] (on pourra
utiliser le polynéme @, (X + 1)).

n—1
Soit K un corps commutatif. A tout polynéme unitaire P (X )=X"— ZakX k
k=0

dans K[X] de degré n > 1, on associe sa matrice compagnon Cp € M, (K)

0 -+ 0 ap

définie par Cp = (ag) pour n =1 ou Cp = Lo pour n > 2.
: -0 :
0 - 1 an

(a) Montrer que le polynéme P est le polynéme caractéristique et le polynéme
minimal de sa matrice compagnon Cp.

(b) Soient M € M,, (K) de valeurs propres ai,---,q, comptées avec leur
multiplicité (ce qui suppose que le polynéme caractéristique de M est
scindé sur K) et P € K[X]. En notant x4 le polynéme caractéristique

n

d’une matrice A € M,, (K), montrer que xpnr) (X) = H (X — P(ag)) .
k=1

(c) Soient P € Q[X] et @ € Q[X] unitaire non constant de racines complexes

a1, ,q, comptées avec leur multiplicité. Montrer que H (X — P(ar))

k=1
appartient & Q [X].

Soit p un nombre premier.
-
(a) Soient (Ag), <<, une suite de polynémes dans Z [X] et A = ZAk' Mon-
k=1

trer que dans F,, [X], on a I'égalité AP = Z/TI,;
k=1
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(b) Soit A € Z[X]. Montrer que dans F,, [X], on a I'égalité AP (X) = A (XP).

12. Soient P, @ deux polyndmes unitaires dans Q [X] tels que le produit PQ soit
dans Z [X]. Montrer que P et () sont nécessairement dans Z [X].

— IT — Nombres algébriques

Pour cette partie, I désigne une extension d’un corps commutatif K.

On dit qu'un élément a de L est algébrique sur K s’il existe un polynéme non
nul P dans K[X] tel que P (a) = 0. Un élément o de L qui n’est pas algébrique
sur K est dit transcendant.

1. Montrer que ’ensemble des nombres réels algébriques sur Q est dénombrable
et en déduire qu’il existe une infinité de nombres réels transcendants.

2. Soit a un élément de L qui est algébrique sur K.
(a) Montrer qu’il existe un unique polyndéme unitaire P, dans K[X] tel que :
{PEK[X]| P(a) =0} =K[X]- P,
On dit que P, est le polyndéme minimal de « et son degré est le degré de

a sur K. 11 est noté d (o, K) .

(b) Montrer que le polynéme minimal de « est l'unique polynéme unitaire
irréductible de K [X] qui annule .

(c) On suppose que le corps K est de caractéristique nulle. Montrer que les
racines de P, dans IL sont toutes simples.

3. Soient p > 2 un nombre premier, r € N* et « une racine primitive p"-iéme
de 'unité. Montrer que « est algébrique sur Q et déterminer son polynome
minimal.

4. Soit a € L. Montrer que :

(a € K) & (K[a] =K) < (o est algébrique sur K et d (o, K) = 1)

(a) Soit & un nombre complexe algébrique sur Q. Montrer qu’il existe une

constante C, > 0 telle que pour tout nombre rationnel P distinct de «

Ca

= @@

p

o — =

q
(b) Soit (ay),~; une suite d’entiers compris entre 0 et 9 telle que a, soit

avec (p,q) € Z x N*, on ait

a
non nul & partir d’un certain rang. Montrer que le réel a = ZWZ!,est
n>1
transcendant. Un tel réel est un nombre de Liouville.

6. Soit « un élément de L. Montrer que :
(av est algébrique sur K) < (K[a] = K(«)) < (dimg K [a] est fini)

(dimg K [] est la dimension du K-espace vectoriel K [a]).



Polynémes 141

7. Montrer que si [L : K] est fini, alors tout élément de L est algébrique sur K.

8. Soient a € C algébrique sur Q et P, son polyndéme minimal.

(a) Montrer que si o est un morphisme de Q-algeébres de Q[«] dans C, o («)
est alors une racine de P,. En déduire qu’il y a exactement d (o, Q) tels
morphismes de Q-algebres.

On note (0k);<j<g(a,g) 1 suite de ces morphismes.
(b) Soit 8 € Q[«]. Montrer que 6 est algébrique sur Q, que le polynéme
d(a,Q)

Qo (X) = H (X — 01 (0)) est dans Q[X], que Py divise Qp et que Qg
k=1
est une puissance de Py.

1
9. Montrer que si o € L'\ {0} est algébrique sur K, alors — est aussi algébrique
@
1
sur Ket — e Kla].
«
10. Soit M un corps commutatif tel que K C M C L. Dans le cas ou les degrés sont
finis, montrer que 'on a [L: K] = [L : M][M : K].
11. Montrer que ’ensemble A des éléments de I qui sont algébriques sur K est un
sous-corps de L contenant K.
12. Soient 2 < p < g deux nombres premiers. Montrer que les réels a = /p + /¢
et 8= /p+ ¢/q sont algébriques sur Q en précisant leur polynéme minimal.
13. Soient K un sous corps de R et L. une extension quadratique de K. Montrer
quil existe A € L\ K tel que A> e Ket L =K[\].

14. On dit qu’un nombre complexe est un entier algébrique s’il est racine d’un
polynoéme unitaire P € Z[X].

(a) Montrer qu'un nombre algébrique « est un entier algébrique si, et seule-
ment si, son polynéme minimal P, est dans Z [X].

(b) Soit @ € C. Montrer que « est un entier algébrique si, et seulement si, le
groupe additif Z [a] est de type fini.

(¢c) Montrer qu’un nombre rationnel est un entier algébrique si, et seulement
si, c’est un entier relatif.

(d) Montrer que I'ensemble des entiers algébriques de C est un sous-anneau
du corps A des nombres complexes algébriques sur Q.

15. Soient n > 2 un entier, o une racine primitive n-iéme de 'unité et p un nombre
premier ne divisant pas n. On note w; = e™» et (ak)0<k<n—l =
est la suite des racines n-ieme de I'unité.

P, (aP)
p

(Wlf)ogkgn—l

(a) Montrer que est un entier algébrique.

(b) Exprimer H (ar — ozj)2 en fonction de l'entier n.
0<j<k<n—1

(¢) Montrer que P, (o) = 0, puis que P, = Py».

(d) Déduire de ce qui précéde que ®,, est irréductible dans Q [X].
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2
16. Montrer que pour tout n € N*, le réel o = cos (;) est algébrique sur Q et

préciser son degré.
— IIT — Nombres constructibles

Pour cette partie le plan R? est muni de sa structure affine euclidienne usuelle.

Si A, B sont deux points distincts de R? et R un réel strictement positif, on
note AB la distance entre ces deux points, (AB) la droite passant par ces points
et C (A, R) le cercle de centre A et de rayon R.

On note O (0,0), I(1,0) et on associe & toute partie ¥ de R? qui contient les
points O et I, les ensembles suivants :

— Densemble D (X) = {(AB) | (A, B) € ¥, A # B} de toutes les droites pas-
sant par deux points distincts de X ;

— l'ensemble § (X) = {AB | (4, B) € £2, A # B} de toutes les distances pos-
sibles entre deux points distincts de X ;

— Vensemble C (X) = {C(4,R) | A€ X, Re(X)} de tous les cercles centrés
en un point de ¥ et de rayon la distance entre deux points distincts de X ;

— la réunion A (X) de X et de l’ensemble de tous les points obtenus par I'in-
tersection de deux droites distinctes de D (%), ou d’une droite de D () et
d’un cercle de C () ou de deux cercles distincts de C (X).

On définit la suite (T'),, o de parties de R? par Tg = {O, I}, Tpyq = A (D)
pour tout n € N et on définit ’ensemble I' des points constructibles a la regle et
au compas & partir de {O, I'} (on dira simplement constructibles) par I' = U r,.

neN
Une droite est dite constructible, si elle passe par deux points constructibles.

Un cercle est dit constructible, si son centre est constructible et s’il passe par
un point constructible.

Un réel x est dit constructible (on dit aussi que = est un nombre constructible),
si le point (z,0) est constructible.

Un angle 6 € 37 est dit constructible, si le réel cos (6) est constructible.
w

1. Soit K un sous corps de R et ¥ = K? I’ensemble des points de R? ayant leurs
coordonnées dans K. Montrer que :

(a) le point d’intersection de deux droites sécantes de D (X) est dans X;

(b) un point d’intersection d’une droite de D (X) et d’un cercle de C (X) est soit
dans ¥ soit un point dont les deux coordonnées sont dans une extension
quadratique de K;

(¢) un point d’intersection de deux cercles non concentriques de C (X) est soit
dans X soit un point dont les deux coordonnées sont dans une extension
quadratique de K.

2. Montrer que si € R est un nombre constructible, les points (—z,0) et (0, )
sont alors constructibles.

3. Soit D une droite constructible et A un point constructible. Montrer que la
perpendiculaire et la parallele a D passant par A sont constructibles.
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10.

11.

. Montrer que ’ensemble K des nombres constructibles est un sous-corps de R.

Justifier le fait que K contient Q.
Montrer que le corps K des nombres constructibles est stable par racine carrée.

. Montrer qu’'un réel z est constructible si, et seulement si, il existe une suite

finie (K;)y<;<,, de sous corps de R telle que Ko = Q, pour tout ¢ compris entre
1 et n, K; est une extension quadratique de K;_; (on dira que (K;),<;<,, est
une chaine d’extensions quadratiques) et z € K,, (théoréme de Wantzel).

Montrer qu’'un nombre réel constructible est algébrique sur Q de degré une
puissance de 2.

Montrer que ’ensemble K des nombres réels constructibles est dénombrable et
que c’est le plus petit sous-corps de R (contenant Q) et stable par racine carrée.

Soient n € N* et p un nombre premier. Donner une condition nécessaire et
suffisante portant sur n pour que {/p soit constructible.

Soit 6 un réel. Montrer que si cos (6) est constructible, alors pour tout entier
relatif n, cos (nf) et sin (nf) sont constructibles.

Pour tout n € N*, on note P,, = {My, My, --- , M, _1} le polygone régulier & n
cotés ou M, (cos (Qf:r) ,sin (ZI:ZT)) pour k compris entre 0 et n— 1. On dit
que P, est constructible (& la régle et au compas a partir de {0,1}) si l'angle
2% est constructible (ce qui revient a dire que M est constructible).

(a) Montrer que pour tout m € N, le polygone Pam est constructible.

(b) Soient n > 2 un entier et m € N* un diviseur de n. Montrer que si P, est
constructible, P,, est alors constructible.

(c) Soient n, m deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Montrer que
Prm est constructible si, et seulement si, P, et P,, sont constructibles.

(d) Soit p > 3 un nombre premier impair et m > 2 un entier. Montrer que
Ppm n’est pas constructible.

(e) Soit p > 3 un nombre premier impair. Montrer que si P, est constructible,
p est alors un nombre premier de Fermat, c¢’est-a-dire qu’il existe k € N tel
que p=22" + 1.

(f) Soit n > 3 un entier. Montrer que si P, est constructible, on a alors n = 2™
avecm >2oun=2"p;---p. avecm >0, r > 1et p1,---,p, nombres
premiers de Fermat distincts.

Solution.

— I — Résultats préliminaires

. Si [R: Q] est fini égal & n, le Q-espace vectoriel R est alors isomorphe & Q"

donc dénombrable, ce qui n’est pas vrai. En conséquence [R : Q] est infini.

. Soient d = n Ak et n’, k' premiers entre eux tels que n = dn’, k = 0k’. Pour

tout r € N*, on a :
((gk)rzg’”’:1> & (3qeZ|kr=qn) & (FqeZ|kr=qn')

< (n' divise r (théoréme de Gauss))
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donc l'ordre de g* dans G est n’ = nL/\k (Pordre de h € G est le plus petit
entier naturel non nul r tel que A" = 1).

3. Pour n =1, ona U = Ry = {1}. Pour n > 2, U,, = (w;) est le groupe
cyclique d’ordre n engendré par wy et ses générateurs sont les éléments d’ordre
n. Si k € {1,--- ,n— 1} est premier avec n, le théoréeme de Bézout nous dit
alors qu’il existe deux entiers relatifs u, v tels que uk + vn = 1, ce qui entraine
wy = (w’f)u € <w{“> et U, = <w’f> Réciproquement si k € {1,---,n — 1} est
tel que U,, = <w’f>, il existe alors u € Z tel que w; = (w’f)u = Wi, ce qui
s’écrit aussi w%fk“ =1 et n divise 1 — ku (puisque n est Pordre de wy), ce qui
signifie qu’il existe un entier relatif v tel que 1 — ku = vn, donc uk +vn =1 et
k est premier avec n. On en déduit que :

deg (®,,) = card (R,) =card{k € {1,--- ,n} |kAn=1} =p(n)

ol ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

4. Si p > 2 est premier, tout entier k € {1,--- ,p — 1} est alors premier avec p, de
sorte que R, = {wf |1 <k<p—1} =T, \ {1} et :

xr—1 kL,
o, (X)= J] (X-9=F—F=3X
zeUp\{1} k=0
Pour r > 2, un entier k € {1,--- ,p" — 1} est non premier avec p" si, et seule-
ment si, il est divisible par p, soit de la forme k& = up avec u € {1, e ptTh— 1} ,
donc :
xV-1= ] &-2= ] &x-2 J] &*x-2
ZEUPT ZERPT‘ ZEUPT\RDT
Pt -1 )
2ium r—1
o, (X) [] (X _epr,l) = ®, (X) (XP - 1)
u=0

ce qui nous donne :

X1 (Xp"’l)p -1 - p—1 -
By (X) = - — o, (x7) = Yo xh
k=0

va-fl _ 1 Xprfl _ 1

(a) Un élément z de R4 est d’ordre égal & d dans C* et pour d € D, on
az" = (zd)% = 1, ce qui signifie que z € U,. On a donc l'inclusion
U R4 C U,. Un élément z de U, s’écrit z = wf avec k € {1,--- ,n — 1}
deD,
et il est d’ordre d = ﬁ (question I.2), il est donc dans Ry avec d € D,,.
On a donc ’égalité U R; = U, et il est clair que cette réunion est

deD,
disjointe (Rg est I'ensemble des éléments d’ordre d dans C*).
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(b) Pourn=1,onalU; =Ry =D; = {1} et &; (X) =X — 1. Pour n > 2, les
R4 ou d décrit D,,, forment une partition de U,, et on a :

X 1= H (X —2) = H H (X —2) = H Pq(X)

zelU, deD,, zERy deD,,

Pour n = p” avec p > 2 premier et r € N*, on a D,, = {1,p,--- ,p"} et :
r r—1 )
P ] = Hq;pk (X) =, (X) H@pk (X) = 3, (X) (Xpr— _ 1)
k=0 k=0

et on retrouve légalité @, (X) = @, (X”PI) .

(¢c) Pour vérifier que ®,, est unitaire dans Z [X], on procéde par récurrence
sur n > 1. Pour n = 1, on a ®; (X) = X — 1. Supposant le résultat

acquis jusqu’au rang n — 1 > 1, I'égalité X" —1 = &, (X) H Dy (X)

deDy \{n}
nous dit que ®,, est le quotient dans la division euclidienne dans C[X] de
A(X) = X" —1par B(X) = H ®,;(X). Les polyndémes A et B

deD, \{n}
étant unitaires dans Z [X] (hypothése de récurrence pour B), le théoréme
de division euclidienne dans Z[X] nous aussi dit qu’il existe un unique
couple @, R dans Z [X], le polynéme @ étant unitaire, tel que A = BQ+ R
et nécessairement on a ®,, = () par unicité du quotient et du reste dans
ClX].

6. OnaU; = Ry = {1} et ®; (X) = X — 1. Pour les nombres premiers 2, 3,5, on
AP (X)=X+1,0(X)=X2+X+1,0(X) =X+ X3+ X2+ X +1.
Pour n =4, on a &4 (X) = ® (X?) = X2 + 1. Enfin, de :

X0 —1=06(X)P3(X) Py (X) P2 (X) =P (X) (X>—1) (X +1)

X6 -1
déduit b6 (X) = =X?2-X+1.
on déduit que ®g (X) ) (X1 1) +
7. Dans le cas ou P est unitaire et les ay, pour k compris entre 0 et n — 1, sont
divisibles par p, on a P (X) = X™ dans F), [X]. Si P est réductible dans Z [X],
q r

il existe alors deux polyndmes unitaires @ (X) = Zkak et R(X) = chXk

k=0 k=0
dans Z [X] de degrés respectifs g et r compris entre 1 et n — 1 tels que P = QR
et dans F, [X] on a I'égalité P (X) = Q (X) R(X) = X", donc b, = 1, ce qui
implique que E et ¢, sont non nuls dans F,, c’est-a-dire que @ est de degré ¢ et
R de degré r dans F, [X] . L'unicité de la décomposition en facteurs irréductibles
dans F, [X] et I'égalité P = X™ entrainent que Q (X) = b, X? et R = &, X",
c’est-a-dire que tous les by pour £ compris entre 0 et ¢ — 1 et tous les ¢; pour j
compris entre 0 et » — 1 sont divisibles par p. En particulier p divise by et cg, ce
qui implique que p? divise ag = byco en contradiction avec I'une des hypothéses
de départ. En définitive P est irréductible dans Z [X] .
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(a)

Polynémes

Soient P (X ZakX ket Q(X Zka k deux polynomes primitifs
k=0 k=0
n+m
dans Z [X] et R(X Z cx X * leur produit. Si R n’est pas primitif, son
k=0

contenu admet alors un diviseur premier p qui divise tous les ¢; pour k
compris entre 0 et n +m. Dans F, [X], on a :

+
P(X)- Q(X)=R(X)= > @&X"=0
k=0

donc P = 0 ou @ = 0 puisque 'anneau F, [X] est integre, ce qui signi-
fie que p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de @,
en contradiction avec P et () primitifs. En définitive, le produit de deux
polynomes primitifs dans Z [X] est primitif.

OnaP -Q=c(P)c(Q) <C(1P)P> <C(1Q)P> , les polynomes %P et

1
mP étant primitifs (on a pged (Aa;); <,<,, = Apged (ai); <;<,, Pour tout
A € N*), ce qui nous donne P-Q = ¢(P) ¢(Q) R avec R primitif dans Z [X]
comme produit de deux polyndmes primitifs, donc ¢ (PQ) = ¢ (P) ¢(Q) par
homogénéité du pged .

Soit P = ¢(P) Py irréductible dans Z[X] avec P; primitif dans Z [X]. Si
P est réductible dans Q[X], il en est alors de méme de Py qui va donc
s’écrire P| = Q1R avec @1 et Ry non constants dans Q [X]. Ecrivant que

Q1 = ng, Ry = 1RQ avec ¢q, r dans N* et 2, Ro non constants dans
r
Z[X](, O)H aqrP = QaRa, qr = c(qrP1) = c(Q2) c(Ra) et P =c(P) P =
c(P c
—————————@Q2Rs = QR, les polyndémes () = = R
0 (Qa) o (Ig) @212 = @I les polymomes @ = ¢ g5 ()

étant non constants dans Z [X], ce qui contredit U'irréductibilité de P. En
conclusion, le polynéme P est irréductible dans Q [X].

Xr—1 (X+1" -1 K(p
Ona &, (X) = et @, (X +1) = L —— = Xkt
X-1 X = \k

avec p premier qui divise les (i) pour tout k compris entre 1 et p — 1
(comme le nombre premier p divise p! = k!(p — k)'(i) et est premier

avec k! (p — k)!, on déduit du théoreme de Gauss qu’il divise (i) ), p qui

ne divise pas le coefficient dominant a,_; = 1 et p? qui ne divise pas le
coefficient constant ag = p. On déduit alors du critere d’Eisenstein que le
polynéme &, (X + 1) est irréductible dans Z [X], donc dans Q[X] et il en
est nécessairement de méme de @, (X).
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10.

(b)

p—1 k

Pour tout entier r > 2, on a @, (X +1) = Z ((X+ 1)pr 1) avec
k=0

— Q1 —1
X +1) ' = X" +1dansTF,[X] (c’est vrai pour r = 2 car p premier di-
( » P PP

vise (Z) pour 1 < k < p—1 et supposant le résultat acquis pour r—1 > 2,

pr—1 pr—2 p pr—2 _\P pr—1 _
oma(X+1)" = ((X—|—1) ) - (X +1) = X" 17), de

sorte que :

p—l —1 k o r—1 o yor—1
‘I’W(X+1)=Z(Xp +1> :q,p(Xp +1):X<p D
k=0

dans F,[X] (la question précédente nous dit que ®, (Y +1) = YP~1)
et ce résultat se traduit en disant que tous les coefficients du polynome
., (X + 1) sauf son coeflicient dominant sont divisibles par p. Le coeffi-
cient constant ®,- (1) = ®, (1) = p n’étant pas divisible par p?, le critere
d’Eisenstein nous dit que @, (X + 1) est irréductible dans Z [X], donc
dans Q[X] et il en est de méme de @, (X).

On désigne par (ex);<p<, la base canonique de K” et par u I'endomor-
phisme de K" de matrice Cp dans cette base. On a u (ex) = ep41 pour 1 <

n—1
k<n-—1,donc exr1 = ub (e1) et u(e,) = ZakekH, ce qui nous donne
k=0
n—1
u" (e1) = Zakuk (e1) ou encore P (u)(e1) = 0, ce qui signifie que P est
k=0

annulateur de u (car P (u) (ep41) = P (u) (uf (e1)) = u* (P (u) (1)) =0
pour 1 < k <n — 1), donc multiple de son polynéme minimal P,. Comme
la famille (u*~! (e1)) = (er)1<p<, est libre, ce polyndme minimal

1<k<n
r—1
P, est de degré n (sinon P, (X) = X" — Zaka avec 1 <r<n-—1et
k=0
r—1
de P, (u) (e1) = 0 on déduit que e,41 — Zakekﬂ = 0, ce qui n’est pas
k=0

possible). Il en résulte que P,, = P puisque ces polynomes sont unitaires de
méme degré. Comme P, divise le polyndéme caractéristique x,, (théoréme
de Cayley-Hamilton) qui est aussi unitaire de degré n, on a P, = xy.

La matrice M dont le polynéme caractéristique est scindé sur K est tri-
gonalisable, donc il existe R € GL,, (K) et T' € M,, (K) triangulaire de

termes diagonaux aq,--- ,q, telles que M = RTR™!. Il en résulte que
M* = RT*R™! pour tout k € N et P(M) = RP(T) R™! par linéarité,
P (T) étant triangulaire de termes diagonaux P (1), -+, P (ay), ce qui

nous dorme y p(ar) (X) = xpery (X) = [ (X = P (aw)).
k=1
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n

(¢) Pour M = Cgp € M,,(Q), ona Q(X) = x, (X) = H(X—ozk), donc

k=1

Xpoary (X H (X — P (o)) € Q[X] puisque P (M) € M,, (Q).
k=1

11.
(a) En raisonnant par récurrence, il nous suffit de considérer le cas on r = 2.

Si p est premier, il divise alors tous les (i) pour k compris entre 1 et

—_— p —_— [— —
p — 1 et en conséquence, on a (A; + Ay)’ = Z(Z)A’ng_k = AV + A
k=0
dans F, [X].
(b) Pour tout A (X Zaka €Z[X],ona:

7 NP =n
- <Zaka> = dbx*
k=0 k=0

dans F, [X] avec o} = a3” = aj, dans F,, pour tout k compris entre 0 et n

(théoréme de Fermat), ce qui donne AP (X ZakX ko= A (XP).

12. Apres réduction au méme dénominateur des coefficients de P et @, on peut
1 1
écrire que P = — P, Q = —Q avec m € N* et P, Q; dans Z [X] de coefficient
m m
dominant égal & m (P et Q sont unitaires). On a alors m? PQ = P;Q; dans Z [X]
et on peut écrire que ¢ (m*PQ) = m?c(PQ) = ¢(P) c(Q1) avec ¢(PQ) =1
puisque PQ est unitaire dans Z [X]. On a donc m? = ¢ (P;) ¢(Q1) avec ¢ (P;)
et ¢ (Q1) qui divisent m (m est le coefficient dominant de ces polynémes), ce qui
implique que ¢ (Py) = ¢(Q1) = m, c’est-a-dire que m divise tous les coefficients

1 1
de Py et Q1 et donc P = —P;, Q = —Q sont dans Z [X].
m m
— IT — Nombres algébriques

1. En écrivant que Q [X U Qp, [X], on en déduit que Q [X] est dénombrable, ce
neN

qui signifie que Q [X] = { Py | k € N}, les P;, étant des polyndmes & coefficients

rationnels. Donc ’ensemble A = U P 1 {0} des nombres réels algébriques sur

keN
Q est dénombrable et 'ensemble R \ A des réels transcendants est infini non

dénombrable.

(a) Pour tout a € L, Z, = {P € K[X] | P («) = 0} est un idéal de anneau
principal K [X] (noyau du morphisme d’anneaux P € K[X] — P (a) € L).



Polynémes 149

Pour « algébrique sur K, cet idéal n’est pas réduit a {0} et il existe un
unique polynéme unitaire non nul P, € K[X] tel que Z, = K[X]- P,. On
rappelle que P, est le polynéme unitaire de Z, de degré minimum, ce qui
implique qu'un polynéme non nul de degré strictement inférieur a celui de
P, ne peut annuler «.

Par définition P, est unitaire et annule a. Si P, = QR avec @, R dans
K[X], on a alors Q (o) R(a) =0 et Q () =0 ou R (a) = 0, ce qui équi-
vaut & dire que @ ou R est dans l'idéal Z,, ces polynémes étant de degré
inférieur ou égal a celui de P,, I'un des deux est nécessairement constant.
On a donc ainsi prouvé que P, est irréductible dans K[X]. Réciproque-
ment si @ est un polyndme unitaire irréductible de K[X] qui annule «,
il est alors dans Z,, donc proportionnel & P, et nécessairement égal a P,
puisque irréductible et unitaire. D’ou 'unicité.

Le polynéme P, qui est irréductible dans K [X] est de degré d (o, K) > 1
et son polynéme dérivé P! est non nul puisque K est de caractéristique
nulle et premier avec P, (sinon il existe un diviseur D € K[X] de P,
de degré d > 1, ce qui contredit l'irréductibilité de P,). Le théoréme de
Bézout nous dit alors qu’il existe deux polynémes U, V dans K [X] tels que
UP, + VP, =1, donc un élément de L ne peut annuler simultanément
P, et P!. Le polynéme P, n’a donc que des racines simples dans L (ce
polyndéme a au moins une racine dans L, & savoir «).

3. Une racine primitive p"-iéme de 'unité étant annulée par le polynéme cycloto-
mique ®,~ qui est irréductible dans Q[X] (question I.9), on en déduit qu’elle
est algébrique sur Q de polynéme minimal ®,,-.

4. Pour tout @ € L, on a K C K[a]. Si @ € K, on a alors P(a) € K pour
tout polynéme P € K[X] puisque K est un corps et K[o] = K. Si K[a] =K
on a alors a € K et il est annulé par X — a qui est unitaire irréductible de
K [X], ce qui entralne que « est algébrique sur K de polyndme minimal X — «
et d(a,K) = 1. Si « est algébrique sur K avec d (a,K) = 1, son polyndme
minimal est alors de la forme P, (X) = X + cdans K[X] et ona a = —c € K.

(a)

On note d = d(a,Q). Pour d = 1, a est rationnel, soit o = % avec(a, b)
—b
dans Z x N* et pour r = b € Q distinct deaona 0 < | — p‘ = M,
q qb
) : p 11
donc |ag —bp| > 1 (c’est un entier naturel non nul) et |a —=| > 3o
q

Pour d > 2, le nombre a est nécessairement irrationnel. En notant P, son
polynoéme minimal dans Q [X], il existe un entier naturel non nul n tel que

Qo = nP, € Z[X] et pour tout rationnel r = B, on a ¢?Q, (r) € Z. De
q

plus cet entier est non nul. En effet si ¢?Q,, (r) = 0, r est alors racine de Qq
etona Qq(X)= (X —r)R(X)avec X —r et R dans Q [X] non constants
(on a d > 2), en contradiction avec P, irréductible dans Q [X]. On a donc
l7¢ (Qa (@) = Qa (1))| = |¢?Qa (r)| > 1. D’autre part, le théoréme des
accroissements finis permet d’écrire que Q, () — Q4 (1) = (e — 1) QL (s)
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avec s strictement compris entre « et r. On distingue alors deux cas : soit
oo — 7] <1 et dans ce cas on a s € [ — 1, + 1] de sorte que :

1< [q%Qa (r)] = ¢ a — [ |Q7, ()]

S( sup Q;(S)|>qd|0é—T=qua—7“l

s€[la—1,a+1]
. 1. 1 .
soit la—r[ > — ou Oy = U soit | — 7| > 1 et dans ce cas on a
1 1 C
|a—r|>d.EnposantCa:min(l,),ona a—p‘zj.
q M a1~ q
n
b) Soit ng € N* tel 0 tout k > ng. En notant p = 10"y %
(b) Soit ng el que ag # 0 pour tout k > ng. En notant p = o

k=1
et ¢ = 10™ pour tout n > ng, on a :

0< |aa— =

I
M
JE

A

‘*‘X’ 9 X 9

10 1
= 1o+ Z 10F ~ 100l g = P
k=n+1 k=0

Si « est algébrique de degré d > 1, il existe alors un réel C,, > 0 tel que

Ca P 1 . s

q—d < ‘a — 6 < q—n pour tout n > ng et faisant tendre n vers 'infini, on
aboutit & une absurdité. En conclusion « est transcendant.

6. Pour tout o € L, K(«) est un sous-corps de L qui contient « et K, donc il
contient K [a]. Supposons que « soit algébrique sur K de polynéme minimal
P,,. Pour montrer que K[o] = K(«), il nous suffit de montrer que ’anneau
unitaire K [a] est un corps (par définition de K («a)), ce qui revient & montrer
que tout élément non nul de Ko est inversible dans K[a]. Tout = de K[q]
s’écrit x = P (a) avec P € K[X]. Par division euclidienne on peut écrire que
P=P,Q+Ravec R=0o0uR # 0 et deg (R) < deg(P,) etonaz =R (a).Si
x n’est pas nul, il en est alors de méme de R qui est premier avec le polynome
irréductible P, et le théoreme de Bézout nous dit qu’il existe deux polyndémes
U,V dans K[X] tels que UP, + VR = 1, ce qui implique que V (o) R(a) =1
et signifie que R (a) est inversible dans K[a] d’inverse V (a). On peut aussi
utiliser le morphisme d’anneaux :

vo: K[X] = L
P = Pla)

de noyau Z, = K[X] - P, et d’image K[a]. Par passage au quotient, on dé-
X]

T
K[X]

duit un isomorphisme d’anneaux de sur K[a] et pour a algébrique le

polynome P, est irréductible, donc est un corps ainsi que Ka]. Sup-

posons que K[a] = K(a), c’est-a-dire (Tue Ko est un corps. Si @ = 0, il est
alors algébrique, sinon il est inversible dans K[a] et il existe P € K[X] tel
que aP(a) = 1 et XP(X) -1 € K[X] annule «, ce qui signifie que « est
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algébrique sur K. Par division euclidienne tout polynéme P € K[X] s’écrit
P =P,Q+ Ret P(a) = R(a) est combinaison linéaire de 1, q, - - ,ad(@K)—1
une telle écriture étant unique. Le K-espace vectoriel K [a] est donc de dimen-
sion finie dimg K[o] = d(a,K). Si dimg K[a] est fini égale & d, la famille
(ak) o<r<q St alors liée, ce qui se traduit en disant qu’il existe un polynoéme
non nul P de degré au plus égal & d dans K[X] tel que P (a) = 0, donc « est
algébrique sur K.

7. Si [L : K] est fini, alors pour tout « dans L le sous-K-espace vectoriel K [o] de L
est également de dimension finie, ce qui signifie que « est algébrique sur K. Par
exemple de [C : R] = 2 on déduit que tout nombre complexe est algébrique sur
R, ce qui peut aussi se voir directement en écrivant que pour tout z = x + iy
dans(Cona( ) +9y2=0.

8. Notons do = d(a, Q) et (k)1 <j<q, les racines complexes distinctes de P, avec
a1 = Q.

(a) Soit o un morphisme de Q-algebres de Q[a] dans C. On a o (1) = 1,
o(zy) = o(x)o(y), o(ax+y) = ao(x) + o (y) pour tous z,y dans
K[a] et tout a dans Q, donc (o (a))* = o (a*) pour tout k € N et
P (o (a)) = o (P (a)) pour tout polynéme P € Q[X], ce qui donne en
particulier P, (¢ (a)) = o (P, («)) = 0 (0) = 0. Il existe donc un entier
k compris entre 1 et d, tel que o (@) = ai. Les oy étant deux a deux

distincts, cela défini exactement d, morphismes de Q-algebres de Q[q]
do—1

dans C (tout z € Q[a] s’écrit de maniére unique z = Z aja?, donc en
§=0
posant o (@) = ag, on définit un morphisme de Q-algebres de Q [«] dans
do—1
C par o (z) = Z ajor). Comme tout morphisme de corps, oy, est injec-
§=0

tif (comme o (1) = 1, le noyau de o}, est un idéal strict du corps Q [o],
donc réduit a {0} et oy, est injectif) et c’est un isomorphisme de Q [a] sur

i. Le corps Q[a] étant une extension de degré fini de Q, tous ses éléments
sont algébriques.

do—1 da—1
ii. Ona 6 = Zajaj = P(a) avec P(X) = Zanj € Q[X], donc
j=0 =0

pour tout k& compris entre 1 et d,, on a :

do—1  da—1 ‘
ok (0) = > aj(ox (@) = Y ajal, =P ()
=0 =0

do
ce qui nous donne Qy (X H (X — P(ag)) € Q[X] d’apres 1.10.
k=1
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9.

10.

11.

dg
iii. On note dy = d(0,Q) et Py (X) = H (X = 0k) ot (0k)1<p<q, st

k=1
la suite des racines complexes deux & deux distinctes de Py. La res-

triction de chaque oy & Q[0] est un morphisme de Q-algebres de Q [6]
dans C, donc il existe j compris entre 1 et dy tel que o, (6) = 0, et on a
Qo (0;) = Qo (01 (0)) = 01 (Qs (9)) = 0 avec Qg € Q [X]. Il en résulte
que Py = Py, divise Qp dans Q[X] (P est irréductible dans Q [X]
annulant 6;, donc Py = Py;). On a donc Qg = QP; avec r > 1 et
Q@ € Q[X] unitaire non divisible par Py. Si @) est non constant, il ad-
met alors une racine complexe qui est aussi racine de (Qg, cette racine
est donc 1'un des o, (0) = P (o) et on a o1, (Q (0)) = Q (ok (8)) =0,
ce qui implique que @ (6) = 0 puisque oy est injectif et le polynéme
minimal Py de 6 devrait diviser @), ce qui n’est pas. On a donc Q =1
et Qo = Fy.

da
Soit a € L\ {0} algébrique sur K de polynéme minimal P, (X) = Zaka. Le
k=0

da
polynéme @ (X) = Zada,ka est non nul dans K[X] et on a :
k=0

d d
1 = _ 1 _ P, («
Q (a) = E ag, —po* = e E ag, —po'e T = ;UEQ) =0
k=0 k=0

1

c’est-a-dire que — est algébrique sur K. Sachant que K [o] = K («) est un corps,
«

1

— est dans Ko].

@

Soient (€;);<;<, une base du K-espace vectoriel M et (f;),;., une base du
<<
M-espace vectoriel L. Tout élément = de L s’écrit x = ij fj, chaque z;
j=1
P
dans M s’écrivant x; = injei, ce qui implique que z = Z xije;if; et

i=1 1<i<p
1<j<q

montre que (e; f;j)1<i<p est un systeme générateur du K-espace vectoriel L. Si
1<j<q

e /P
Z x;5€; f; =0, les z;; étant dans KK, on a alors Z (Z%‘j%) fi = 0 avec les

lsisp j=1 \i=1
1<j<q
P P

Z%’j e; dans M, ce qui implique que inj e; = 0 pour tout j compris entre 1 et

i=1 i=1

g et entraine la nullité de tous les x;;. En définitive la famille (e; f;)1<i<p est libre
1<j<q

et c’est une base du K-espace vectoriel L, donc [L : K] = pg = [L : M][M : K] .

Tout élément de K étant algébrique sur K, on a K € A C L. Pour vérifier
que A est un sous-corps de L, il suffit de montrer que si «a, 5 sont dans A
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12.

1 1
avec B # 0, alors —a, B, a+ B et af sont aussi dans A. Pour B c’est déja

d
fait en I1.9. Si P(X) = Zaka est un polynéme non nul dans K[X] qui
k=0
d
annule ¢, alors le polynéme Q (X) = Z (=1)" a, X* est non nul dans K [X] et
k=0

Q (—a) = P (a) =0, c’est-a-dire que —« est dans A. Pour ce qui est de a + 8
et af, il s’agit de montrer que les K-espaces vectoriels K [a + (] et K [af] sont
de dimensions finies. Ces espaces étant contenus dans K [a][5], il nous suffit
de montrer que ce dernier est de dimension finie. Comme « est algébrique sur
K, K [«] est un sous-corps de L et un K-espace vectoriel de dimension finie. De
plus si 8 est algébrique sur K, il 'est également sur K[a] et K[a][] est de
dimension finie sur K [a] . Avec la propriété de multiplicativité des degrés, on a
alors :
(Ko [8] : K] = [K[a] [] : K[e]] [K[e] : K] < +o0

(voir aussi l'exercice ?77).

(a) Pour o = VD ++/q, on a (a2 —p— q)2 = 4pq, donc a est annulé par le

polynéme P (X) = X* —2(p+q) X2+ (p — q)* et il est algébrique sur Q

2

rigg
ce qui n’est pas pour p < ¢ premiers). En notant o/ = V4 — /P, on a
a+a =2\/qet ad’ = q—p, c’est-a-dire que a et o sont les solutions de
I'équation P (X) = X2 — 2,/gX 4 q —p = 0. IIs sont donc algébriques sur
le corps Q [\/(ﬂ (/4 est algébrique sur Q de degré 2). Comme « n’est pas
dans@[\/ﬁ] (siaEQ[\/(j],onaalors\/ﬁe(@[\/@],soit VP =T+5/q
avec r, s rationnels et p = r? + ¢s? + 2rs,/q nous dit que /g est rationnel),
on en déduit qu’il est de degré 2 sur Q [\/@] et on a :

Qo] : Q] =[Q[a] : Q[v4]] [Q[vd] : Q] =4
ce qui implique que P est le polynéme minimal de a.
(b) Posons 8" = ¢/q—+/p. Ona g+ =2yqet ' = W—p, c’est-a-dire que
B et 8’ sont les solutions de I'équation P (X) = X2—2€/6X+(€/§)2—p =0.
Ils sont donc algébriques sur le corps Q [¢/g] (il est facile de vérifier que
{/q est algébrique sur Q de degré 3). Comme 3 n’est pas dans Q [\S/E] , on
en déduit qu’il est de degré 2 sur Q [\3/6] et :

[@Q[5]: Q] = [Q[5] : Q[¥dl] [Q[¢/4] - Q = 6

Avec (6 — \/]3)3 = ¢, on déduit que 8> — 3ﬂ2\/]5 +3pB — p\/D = q, ce qui
entraine (3% + 3pB — q)2 =p (362 + p)2 , c’est-a-dire que 3 est annulé par
le polynéme :

de degré compris entre 2 et 4 (si & € Q, on a alors /pg =

2 2
P(X)=(X*+3pX —q)" —p(3X° +p)
= X0 —3pX* —2¢X3 + 3p*>X? — 6pgX + ¢*> — p?
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13.

14.

et ce polynome est le polynéme minimal de a.

Comme [L : K] =2, 0on a K ¢ L et pour tout € L\K, (1, z) est une base du K
espace vectoriel de L. Le systéme (1, z, 1:2) est alors lié et il existe a, b, ¢ non tous
nuls dans K tels que ax?+bz+c = 0. Comme (1, x) est libre, on a nécessairement

b\> b —4
a # 0 et I’équation précédente s’écrit a | (x+ — | — 7Y~ 0. En
2a 4a?

b2 —4

Tac € Ket (1, ) est une base du
a

K espace vectoriel de L, ce qui entraine que . = K[A]. En particulier si « est

un réel algébrique de degré 2 sur K, 'extension L = K [a] est de degré 2 sur K

et ilexisteunréel,u>OdansKtel)\:\/ﬁeKet]L:K[\/ﬁ].

b
posant /\:9:+2—, ona)e€L\K,\2 =
a

(a) Si « est un entier algébrique, il existe alors P € Z[X] unitaire tel que
P (o) = 0, donc son polynéme minimal P, divise P dans Q[X], soit
P(X)=P,(X)Q(X), les polynémes P, et @) étant unitaires dans Q [X],
ce qui implique P, € Z[X] (question 1.12). La réciproque est évidente.

(b) Pour @ = 0, il n’y a rien a montrer. Si a € C est un entier algébrique
de degré d, = d(a,Q), son polynéme minimal P, est alors dans Z[X]

et unitaire. Tout élément de Z|[a] étant de la forme 6 = P (a) avec
P € Z[X], on a la division euclidienne P = QP, + R avec @, R dans
do—1

Z[X] et deg(R) < d, — 1, de sorte que § = R(a) = Zajaj. On
=0

d—1
a donc Zla] = ZZaj , ce qui signifie que Z[a] est de type fini en-
j=0
gendré par 1,a,---,a% 1. Réciproquement pour o # 0, supposons que
n

Zla) = ZZgj ou les g; sont dans Z[a]. Pour tout j compris entre 1
j=1
et n, on a ag; = aP; (o) € Z[a] (P} est un polynéme), donc il existe
n

des entiers relatifs a;; tels que ag; = Zawgi, ce qui se traduit en no-
i=1

tant M = ((aij))<;jcn € Mn(Z) et v = (95),c<, € C"\ {0} par
Mv = av, donc « est valeur propre de M et annule le polynéme caractéris-
tique P (X) = det (X1, — M) qui est unitaire dans Z[X]. En conclusion,
« est un entier algébrique.

(¢) Sia € Q est un entier algébrique, ¢’est en particulier un nombre algébrique
de polynéme minimal X — « qui doit étre dans Z [a] , donc « € Z. Récipro-
quement, il est clair qu'un entier relatif est rationnel et entier algébrique.

(d) Soient «, 8 deux entiers algébriques. Les groupes Z [] et Z [3] sont de type
fini respectivement engendrés par (gi)1gign et (hj)1<j<m , donc le groupe
Z[a, B) engendré par (a'p7) (d)e

(9ihj) 1<i<n . Comme les groupes Z [a — f5] et Z[af] sont contenus dans
1555m
Z|a, f], ils sont aussi de type fini, ce qui signifie que o — 3 et a3 sont des

ye est aussi de type fini engendré par
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15.

entiers algébriques. En conclusion, ’ensemble des entiers algébriques de C
est un sous-anneau de A.

En utilisant I.11b on a P, (X?) = P% (X) dans F, [X], ce qui équivaut
P, (a®
a P, (XP) = PP (X) 4+ pQ (X) avec Q € Z[X], donc Pa(a?) =Q («a) est

un entier algébrique puisque « l'est (racine de X™ — 1) et ’ensemble des
entiers algébriques de C est un anneau.

n—1 n—1 n—1
OnaP(X)=X"-1=[[ (X —ax)et P'(X)=nX""1=> [ (X - o),
k=0 k=0 5;2
n—1
donc P’ (o) = H (o, — avj) pour tout k compris entre 0 et n — 1, ce qui
§=0
J#k
nous donne :
n—1 n—1 n-1 n—1ln—1
HP’(ak):n" (Hak> = HH(ak—aj)
k=0 k=0 k=03=0
Jj#k
n(n—1) 9
=(-1) = I (-
0<j<k<n—1
n—1
avec Hak = (=1)"*", ce qui nous donne :
k=0

(n41)(n=2)
2

H (ar — Ozj)2 =n" (—1)(77'_1)("“)_% =n"(-1)
0<j<k<n—1

Comme « est annulé par X" —1, son polynéme minimal P, divise X" —1 et
ses racines complexes, qui sont deux a deux distinctes, sont des «;. Notons
(j) ;s la suite des racines de Py. Si Py () # 0, il existe alors un entier k
compris entre 0 et n—1 n’appartenant pas a J tel que o = ay, (aF est une
racine n-iéme de l'unité) et P, (aP) = H (o — ;) se retrouve dans le pro-
jeJ
duit H (ar — aj)Q. On a donc H (ar — ozj)2 = BP, (a?),
0<j<k<n—1 0<j<k<n-—1
ol f est un entier algébrique comme produit de ay — v, (les ay, sont des

entiers algébriques et 'ensemble des entiers algébriques est un anneau) et
(n+1)(n—2)
n" = vP, (aP), ou v = (—1) 2 B est un entier algébrique, donc le

n" P, (af
, (a?)

nombre rationnel — = est un entier algébrique, c’est-a-dire un

entier relatif, ce qui contredit le fait que le nombre premier p ne divise pas
n. En conclusion, on a P, (a?) =0, donc P,r divise P, dans Q [X] et ces
deux polynomes sont égaux puisque unitaires et irréductibles dans Q [X] .
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(d) On vérifie que ®@,, est le polyndme minimal de wq, ce qui implique qu’il
est irréductible dans Q[X]. Pour ce faire, il nous suffit de vérifier que
P, s’annule sur tout R, (dans ce cas, on a P, = Q®, dans C[X] et
aussi dans Q [X] par unicité du quotient dans une division euclidienne, ce
qui implique que P, = ®, puisque F,, est unitaire et irréductible dans
Q[X]). Un élément de R,, est de la forme wf avec k compris entre 1 et n—1

T

premier avec n. Un tel entier k s’écrit k = Hpi ou les p; sont premiers
i=1

(non nécessairement distincts) ne divisant pas n. La question précédente

appliquée a oo = wy et p = p1, nous dit que P, = ow17 puis appliquée a

a=wl" et p=ps, que P, = P = P(wfl)pg = P,mr2 et en continuant

ainsi de suite, on aboutit a P,, = owl»npr = Pw:f, ce qui implique que

P, (wf) =0.

16. Pour n = 1, a = 1 est algébrique sur Q de degré 1. Pour n = 2, a« = —1 est

algébrique sur Q de degré 1. Pour n > 3, Le nombre complexe w; = e’ est

1 w1 +w
algébrique sur Q de polynéme minimal ®,,, donc w7 = — et a = % sont

w
aussi algébriques sur Q. Avec wy + W1 = 2a et w1y = 1? on déduit que w; est
racine de X? — 2aX + 1 = 0, c’est-a-dire que w; est algébrique sur Q [a] de
degré 2 (pour n > 2, wy n’est pas réel et en conséquence n’est pas dans le corps
Q[a]). Avec la propriété de multiplicativité des degrés on en déduit que :

¢ (n) =[Quwn]: Q= [Quwn]: Q] [Qe] : Q] = 2[Q[e] : Q]
soit d(a, Q) = [Q[a] : Q] = @ (pour tout entier n > 3, ¢ (n) est un entier

T
pair). En utilisant la décomposition en facteurs premiers n = 1_[]9;7”7 on a :
j=1

1o mo—
d(a,Q):§Hij Yp - 1)
j=1

— IITI — Nombres constructibles
1. Une droite D = (AB) dans D (%) avec A (a, b) et B (c,d) distincts dans ¥ = K2

z_g 2_‘; = (d—b)a+(a — ¢) y—(ad — be) =
0 et une telle équation est a coefficients dans K. Un cercle C = C (4, R) dans
C (%) avec A(a,b) € ¥ et R? = BC? € K (B et C sont distincts dans ) a
pour équation cartésienne (x — a)2 + (y— b)2 = R? et une telle équation est a
coefficients dans K.

a pour équation cartésienne

(a) Si D,D’ sont deux droites sécantes et distinctes dans D (X), leur point
d’intersection est solution d’un systéme linéaire a coefficients dans K du

type :

ar + fy =y
od'z+ply =7
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. B =By oy —ay
avec aff’ —a/ 0, il est donc donné par (z,y) = i
B B#0, par (z,y) aB —a'B’ aff —a'B
qui est dans K2.
Les points d’intersection d’une droite de D (X) et d’un cercle de C (%)
(en supposant que la droite coupe le cercle) sont obtenus en résolvant un

systeme d’équations a coeflicients dans K du type :

ar+ Py —v=0
22 +y? —2d/x - 2By —+' =0

avec (a,3) # (0,0). En supposant 8 # 0, la premiére équation donne y
comme combinaison linéaire a coefficients dans K de 1 et = qui reporté
dans la deuxiéme équation donne x comme solution d’une équation de
degré 2 a coefficients dans K de discriminant A > 0 dans K (I’équation
a des solutions réelles puisque la droite coupe le cercle). Pour A = 0, on

2
(x,y) € K? et pour A >0, on a (z,y) € (K [\/ZD avec K {\/Z] =K si
VA eK et K [\/Z} extension de degré 2 de K sinon.

Soient C et C’ deux cercles non concentriques et sécants dans C (3). Les
points d’intersection de ces cercles sont obtenus en résolvant un systeme
d’équations a coefficients dans K du type :

22 +y? — 200 —2By—v=0
22 +y? -2z -2y —+' =0

avec («, 8) # (o, 8') (les cercles ne sont pas concentriques). En faisant la
différence de ces deux équations, on obtient le systeme :

22 +y% -2z - 28y —+' =0
2(a—a)z+2(B-8)y+v—+"=0
la deuxiéme équation étant celle d’une droite de D (X) (en supposant que
! ! _ 2 !
a # o, elle passe par les points u, 0)et (17 Clats) ,1
2(a— o) 2(a—a)
qui sont dans X), ce qui nous rameéne au cas précédent. Cette droite est

I’axe radical des deux cercles, c’est la droite passant par les points d’inter-
section (figure 11.1).

2. Pour z = 0 c’est clair puisque O € T'y C T". Soient € R* et M (z,0). L’in-
tersection de la droite (OM) et du cercle C (O,OM) est égale a {M, M’} ou
M’ (—z,0). Le point M’ est donc constructible. Les cercles C (M, MM’) et
C(M',MM') se coupent en N (0,v/3|z|) et N’ (0,—v/3|z|), ces deux points
sont donc constructibles et le point P (0, x) qui est & l'intersection de la droite
(NN') et du cercle C (O,0OM) est constructible (figure 11.2).

3. Soient A un point constructible et D = (BC) une droite constructible avec
(B,C) € T2

()

Si A € D, la construction précédente nous montre alors que la droite
perpendiculaire a D passant par A est constructible. Sinon, on a :

C(A,AB)ND ={B,D}, C(B,BD)NC(D,BD) = {E, F}
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FIGURE 11.1 — Axe radical de deux cercles

FIGURE 11.2 — Construction de P (0, z)

et la droite (AFE) est perpendiculaire & D et passe par A (figure 11.3).

(b) On construit d’abord la perpendiculaire D’ & D passant par A, puis la
perpendiculaire & D’ passant par A qui est paralléle a D.

4. 11 s’agit de montrer que si a et 8 sont deux réels constructibles avec 8 # 0,
1
alors —a, 7 a+ [ et af sont aussi constructibles. Pour —« c’est fait en I11.2.

On suppose d’abord que a > 0 et 8 # 0. En notant A («,0) et B(8,0), le
cercle de centre B et de rayon « coupe la droite (OI) en (a+ (,0) et (8 — «,0)
(Péquation de cercle est (x —5)2 +y? = a? ety = 0 donne z = 8+ a).
Il en résulte que a + 8 est constructible (figure 11.4). Pour « < 0, il suffit de
remarquer que — 3 est constructible, donc aussi —a— 8 et a+ . Pour le produit
il nous suffit aussi de considérer le cas ot a > 0 et 5 > 0. En posant J (0,1) et
B’ (0,8) (ces deux points sont constructibles), la parallele & (AJ) passant par
B’ (qui est constructible) coupe (OI) en C' et le théoréme de Thalés nous dit que
!
% = O—i, ce qui donne OC' = af3 et prouve que af est constructible (figure
11.5). En utilisant les point I (1,0), A’ (0, ) et la parallele & (A'T) passant par

D B’
B’ qui coupe (OI) en D, le théoreme de Thales nous dit que OO—I = %, ce
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FIGURE 11.3 — Perpendiculaire & une droite passant par un point

F1GURE 11.4 — Constructions de o + S et 5 — «

qui donne OD = é et prouve que é est constructible (figure 11.6). Comme Q

e (e
est le plus petit sous-corps de R, il est contenu dans le corps K des nombres
constructibles, ce qui signifie que tout nombre rationnel est constructible.

5. Soient A (a,0) constructible avec o« > 0, J(0,1), A’ (0,a) et J'(0,—1). Le
milieu de [A’J'], B <0, 0621> est constructible (K est un corps) et le cercle
C (B,BA’) coupe (OI) en C (v/«,0) et C' (—/a,0) (I'équation de ce cercle est
x? + (y e 1>2 = (M)2 et y = 0 donne z = +/a). En conclusion,

2 2
Vv est constructible (figure 11.7).

(a) Soit z un réel constructible et M (z,0). Comme M est constructible, il
existe une suite (Mi)lgigp de points constructibles telle que M, = M,
M est construit a partir de O et I et pour tout k compris entre 2 et p,
M}, est construit a partir de O, I, My, --- , Mj_1. Nous allons montrer par
récurrence finie qu'’il existe une suite (K;),«;~,, de sous corps de R telle que
Ko = Q, pour tout ¢ compris entre 1 et n, K; est une extension quadratique
deK;_1et M; € K%. Le point M construit & partir de O et I qui sont dans
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FI1GURE 11.5 — Construction de af

1 d\» 8

FIGURE 11.6 — Construction de 8/«

Q? est dans Q2 ou Q; est soit égal A Q soit & une extension quadratique
de Q (question III.1). Dans le premier cas, {O, I, My} est contenu dans
K2 avec Ko = Q et dans le second cas on a {O, I, M1} C K% ot K; est une
extension quadratique de Q. Supposons que {O,I, My, --- ,M;_1} C K?
avec Ko = Q C --- C Kj, ol, pour tout k compris entre 1 et j, K est
une extension quadratique de Kj_1. Le point M; qui est construit a partir
des points O, I, M;,---,M;_; a donc ses coordonnées dans K? ou dans
K? 11, le corps K, étant une extension quadratique de K;. Pour i = p,
on a construit la chaine d’extensions quadratiques (K;),.,-,, et le point
M, (x,0) est donc dans K2 et z € K,,.

Réciproquement supposons qu’il existe une chalne d’extensions quadra-
tiques (K;)q<;<,, telle que Ko = Q et 2 € K,,. Nous allons montrer par
récurrence que tous les éléments de K,, sont constructibles. Pour n = 0,
on sait que tous les éléments de Ky = Q sont constructibles. Supposons
le résultat acquis jusqu’a l'ordre n —1 > 0 et soit (K;),<;<,, une chaine
d’extensions quadratiques avec Ky = Q. Comme K, est une extension
quadratique de K,,_1, il s’écrit K,, = K,,_1 [\/ﬁ] avec /1t € K, \ Ky, et
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FIGURE 11.7 — Construction de /o

u € K,,—1 (question I1.13). L’hypothese de récurrence nous dit que p est
constructible, donc aussi /1 et tout x = P (\/ﬁ) estdans K,, = K,,_ [\/ﬁ]
(Iensemble des nombres constructibles est stable par racine carrée et c’est
un corps). D’ou le résultat.

7. Soient x un nombre constructible et (K;),.;~, une chaine d’extensions qua-
dratiques associée. Avec [K,, : Q] = [K, : K,,—1] [K,,—1 : Q] et un raisonnement
par récurrence, on déduit que [K,, : Q] = 2". Le réel x étant dans le Q-espace
vectoriel de dimension finie K,,, on peut trouver un entier m > 1 tel que le
systéme (1,x,--- ,2™) soit lié sur Q, ce qui signifie que = est algébrique. On a
alors Q C Q[z] C K, avec Q[x] qui est un corps, ce qui entraine que :

2" =K, : Q] =K, : Qz]][Qz] : Q]

et d(z,Q) = [Q[z] : Q] est une puissance de 2. A partir de la transcendance
de 7, on déduit que /7 n’est pas constructible, ce qui prouve qu’il n’est pas
possible de construire a la regle et au compas le coté d’un carré dont ’aire est
égale a celle du disque unité (quadrature du cercle).

8. Ona Q C K C A CR,lecorps A des nombres algébriques étant dénombrable
(question IL.1), ce qui implique que K est dénombrable. On sait déja que K
est un sous-corps de R stable par racine carrée (il contient automatiquement
Q). Soit L un sous-corps de R stable par racine carrée. On veut montrer que L
contient K. On va raisonner par récurrence sur les entiers n tels que (K;)<;<,,
soit une chaine d’extensions quadratiques associé a un élément = de K. Pour
n = 0, le résultat découle de Q@ C L. Supposons le résultat acquis au rang
n — 1 et soit (K;),<;<,, une chaine d’extensions quadratiques associé a = € K.
Par hypothese de récurrence tous les K;, pour ¢ compris entre 0 et n — 1 sont
inclus dans L. Comme K,, est une extension quadratique de K,_1, il s’écrit
K, =K,_1 [\/ﬁ] avec 1 € K,—1 C L (question I1.13).. Le corps L étant stable
par racine carrée, on a Ve eELet K, =K, 1 [\/ﬁ] c L.

9. Sin = 2™, le réel /p = (/4/---/P est constructible puisque I'entier p l'est

(qu’il soit premier ou non). Pour p premier, le polynéme X™ —p annule {/p et est
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10.

11.

irréductible dans Q [X], c’est donc le polynéme minimal de {/p. Le degré de /p
est donc égal a n et ce nombre n’est pas constructible si n n’est pas une puissance
de 2 (question IL.7). En définitive, pour p premier, {/p est constructible si, et

seulement si, n est une puissance de 2. Par exemple /2 n’est pas constructible,
ce qui prouve qu’il n’est pas possible de construire a la regle et au compas un
cube de volume égal & deux fois le volume du cube unité (duplication du cube).

Pour tout entier n > 2, on a :

cos (nf) = Re ((cos () +isin (0))") = Z (2”}{) (‘Uk sin2k 0) cos™—2k 9)

0<2k<n

> (;;) (—=1)* (1 = cos? (8)) " cos™2* (0)

0<2k<n

ce qui permet de déduire que cos (nf) est constructible puisque ’ensemble K des
nombres constructibles est un corps. Pour n = 0, le résultat est évident et pour
n < 0 on utilise la parité de la fonction cos. Avec sin (nf) = £4/1 — cos? (n)
et le fait que K est un corps stable par racine carrée, on déduit que sin (nf) est
constructible.

(a) Pour m = 0, P; = {I} est constructible et pour m = 1, Pa = {O, I} est
également constructible. Supposons le résultat acquis pour m > 1. Avec :

2 2 2
cos (;@) = cos (2277;:1) = 2 cos? (2:;) -1
2 2 1 2
et cos (2mzl> > 0, on déduit que cos <2m711> = \/2 (1 + cos (2:))

est constructible.

2 2
(b) Supposons que n = gm. Avec cos (W) = cos (qﬂ> et le résultat de la
m n

question ITI.10, on déduit que P,, est constructible si P, 'est.

(¢) Si Ppm est constructible il en est alors de méme de P, et P, d’apres la
question précédente (que n et m soient premiers entre eux ou pas). Si Py,
et P, sont constructibles avec n et m premiers entre eux, en utilisant la
relation de Bézout, 1 = un + vm, on déduit que :

2 2 27
cos| — | =cos|u— +v—
nm m n

2 2 . 2m\ . 2

=cos|{u— Jcos|v— | —sin | u— |sin [ v—

m n m n

27
et il en résulte que cos () est constructible, c’est-a-dire que Py, est
nm

constructible.
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(d)

Si Ppm est constructible il en est alors de méme de Pp2 (on a m > 2) et

27
le réel o = cos (2) est constructible, donc algébrique de degré 2" avec
p

2
—1
r > 0. Mais on a vu que d (o, Q) = Ld (5 ) -2 (p2 ), ce qui entraine que

p(p—1) =2"T! avec p impair, ce qui est impossible.

27
Si le polygone P, est constructible, le réel o = cos () est alors construc-
p

-1
tible et on a d (o, Q) = %p) = pT = 2", ce qui entraine p = 25 +1 avec
s > 1. Supposons que s = ab avec a > 3 impair. On a alors p = (2b)a +1=
-1
b ] k b k 9 N . o e s b
(2 + 1) Z (-1) (2 ) , c’est-a-dire que p est divisible par 2° +1 > 2.
k=0

Mais p est premier, donc p = 2° + 1, soit 2%® = 2% et b = 0, ce qui donne
p = 2 incompatible avec p > 3. On a donc ainsi montré que 2 est le seul
facteur premier de s, c’est-a-dire que s = 2F et p = 22" 4 1 est un nombre
de Fermat.

Sin = 2™ avec m > 2, on a vu que P, est constructible. Sinon la dé-
composition en facteurs premiers de n est de la forme n = 2™p]" - pZ”“
avec m > 0, les m; > 1 et les p; premiers impairs distincts. Chaque 77 mj
étant nécessairement constructibles, on a m; = 1 pour tout j et chaque
Py, étant constructible, le nombre premier p; est un nombre de Fermat.
La réciproque de ce résultat est vraie (théoréme de Gauss) et peut étre

2w
montrée en utilisant la théorie de Galois. Par exemple, a = cos <) est

2im

constructible de degré 4. Le polynéme minimal de w = e

1
1+ X +X?2+ X3+ X* Enposant Y =X + —,ona:

est &5 (X) =

X
1
2 _ v2 (y2
P . R o X 1
et de @5 (w) = 0, on déduit que « est racine du polynéme X= + 5T
A . . VE—1 .
Ce polyndme est donc le polynéme minimal de « et o = 1 (c’est la

racine positive).
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Chapitre 12

Algebre linéaire et bilinéaire

Exo Sup 12.1. Formule d’inversion de Pascal

1. Soient n < m deux entiers naturels. Montrer que :

(1) ()=

2. Eaxploitant la question précédente, montrer que si (fn),cn €t (9n), ey SONE
n

n
deux suites numériques telles que f, = Z(k>gk pour tout n € N, on

k=0
n

k(N
a alors g, = Z (-1)" § <I<;>fk pour tout n € N (formule d’inversion
k=0
de Pascal).
3. En exploitant la question précédente, donner pour tout n € N une ex-
pression de l’inverse de la matrice de Pascal :

o) 0 -
(o) G) 0
Pa=1 6 0 6

Solution.

165
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m\ [k m! k! m! 1

1. P <k< = -
o = _m’ona(k><n> K (m—k)nl(k—n) _ nl (m—k)(k—mn)
et :

= k=
- %' =0 ey (m — nlfj)'J'
- e L OV G
—(-)" " (T);(m; ") (~1)’
— (~pm" (:) (1-1)""=0

2. Pour tout n € N, on a :

i 0t ()= k_ S Z (*)s

k=0 7=0

n n

s e (B (S ()

3. On a det (P,41) = 1, donc P41 est inversible. Calculer son inverse revient a
résoudre le systéme linéaire P, 11G = F, ot F' = (f)y<p<,, €st donné dans R !

k
k
et G = (g)g<p<, € R™"™! est inconnue. Ce systéme s'écrit fj, = Z( _>gj
<k< : j
Jj=0
k
- k—j (K .
pour 0 < k < n et implique que gx = Z (-1) . | f; pour tout k compris
; J
Jj=0
entre 0 et n, ce qui se traduit par :

Py = G) ()
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Exo Sup 12.2. Polynéme minimal

K est un corps commutatif, K[X] lalgébre des polynomes a coefficients
dans K, E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie et L (E)
l’algebre des endomorphismes de E. Pour tout endomorphisme u de FE,
Ku] ={P (u) | P € K[X]|} estla sous-algébre de L (E) engendrée par u.
En notant E* l’espace dual de E, le transposée de u € L (E) est l’endomor-
phisme tu de E* défini par *u(p) = ¢ ou pour tout ¢ € E*.

u désigne un endomorphisme de u et I, = {P € K[X] | P (u) = 0}.
1. Montrer que l'ensemble I, est un idéal de K [X] (idéal annulateur de u).

Dans le cas ot I, n'est pas réduit a {0}, le générateur unitaire de cet

idéal est appelé polynome minimal de u et on le note m, ('anneau K[X]
est principal). Ce polynéme minimal est de degré p, > 1.

2. Montrer que u et ‘u ont méme idéal annulateur (et en conséquence,
méme polynome minimal quand I, # {0} ).

3. Montrer qu’en dimension finie, l’idéal I,, n’est pas réduit a {0} . Donner
des exemples de situations ot I, = {0} .

4. On suppose que I,, # {0} .

(a) Montrer que les valeurs propres de u sont des racines de .

(b) Montrer que Ku] est un espace vectoriel de dimension p, iso-

K[X
morphe d espace quotient (7'[)]’ ot (my) est lidéal de K[X] en-

gendré par Ty,

(c) Montrer que u € GL (FE) si, et seulement si, m, (0) # 0. Donner
dans ce cas une expression de linverse u~' et de son polynome
manimal.

(d) Montrer que si P € K[X]\ {0} est premier avec m,, alors P (u) a
méme polynome minimal que u.

5. On suppose que u € GL(E). Montrer que I, # {0} (i.e. u admet un
polynéme minimal) si, et seulement si, u=* € K [u] .

Solution.

1. I, étant le noyau du morphisme d’anneaux P € K[X] — P (u) € L(F), c’est
un idéal de K[X].

2. Pour tout entier naturel &, on a ( tu)k = 'u* et pour tout polynéme P € K[X],
P('u) = *(P(u)), donc P('u) = 0 si, et seulement si, P(u) = 0 et en
conséquence, It, = I,.

(a) Pour E de dimension n > 1, ’'espace £ (E) qui est isomorphe a M,, (K) est
de dimension n?, donc pour tout u € £ (E) la famille (uk)ogk-gnZ est liée,
ce qui revient & dire qu'’il existe un polyndéme non nul P tel P (u) = 0 et en
conséquence I,, # {0} . On peut aussi dire que le polynéme caractéristique
de u (qui est non nul) est dans I,, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton.
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(b)
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On vérifie que I'idéal annulateur Ip de 'endomorphisme D de dérivation

qui associe a toute fonction f € E = C* (R, R) sa dérivée f’ est réduit
P

a {0} . En effet, dans le cas contraire, en désignant par P = Zaka un
k=0
polynoéme annulateur non nul de D et, pour tout réel \, par fy : t — e

on a alors 0 = Zaka H) = <Zak/\k> =P\ faet

P (\) = 0. Ce polynéme non nul P a donc une infinité de racines, ce qui
n’est pas possible. On a donc Ip = {0}.

On peut aussi considérer 'isomorphisme v de K[X] défini par u (X") =
(n+ 1) X™ pour tout entier n € N. S’il admet un polyndéme annulateur P
non nul, des égalités 0 = P (u) (X™) = P(n+ 1) X™, on déduit que P a
une infinité de racines, ce qui n’est pas possible.

De manieére plus générale, pour F de dimension infinie dénombrable de
base (en),cy, 'isomorphisme v de E défini par u (e,) = (n + 1) e, pour
tout entier n € N a un idéal annulateur réduit a {0} .

4. Pour I, # {0}, on désigne par m, le polynéme minimal de w.

(a)

Si A € K est une valeur propre de u et z € E \ {0} un vecteur propre
associé, de I'égalité 0 = m, (u) (x) = m, (A) z, on déduit que m, (A\) = 0,
c’est-a-dire que X est racine de m,. Réciproquement si A € K est racine de
T, o1 a alors my, (X) = (X — A) Q (X) avec Q (u) # 0 (caractére minimal
de m,) et pour tout € E, on a (v — Ad)(Q (u) (z)) = 7 (u) () = 0,
ce qui nous dit que A est une valeur propre de u en prenant x tel que
Q (u) (2) £ 0.
Ce résultat nous permet de construire des endomorphismes sans polyndéme
minimal en dimension infinie. Il suffit de prendre comme & la question
précédente, u ayant une infinité de valeurs propres (endomorphisme de
dérivation, u tel que u (e,) = Anpen, -..).
Pour tout polynéme P € K[X], on a la division euclidienne P = 7,,Q + R
Ppu—1
avec R = Z ap X" et compte tenu de I'égalité 7, (u) = 0, on a P (u) =
k=0
pu—1
Zakuk € Ky,—1[u] = {P(u)| PekK,,_1[X]}. On a donc

Pégalité K [;,L] = Ky, -1 [u] et la famille (u") engendre K[u]. Si

0<k<p,—1
pu—1 pu—1
Z apuf = 0, le polynéme P = Z a,XF* est alors multiple de m, et
k=0 k=0
en conséquence nul puisque deg (m,) = p,. La famille (uk) 0<k<py_1 est

donc libre et c’est une base de K [u] . Il en résulte que dim (K [u]) = p,. Le
morphisme d’algebres ¢ : P — P (u) qui est surjectif de K[X] sur K[u]

K{X]
) sur K [u]

de noyau (m,) induit alors un isomorphisme d’algebres de

(c’est l'application @ : P+ P (u)).
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()

5. On

Siu € GL(F), on a alors ker (u) = {0} et 0 n’est pas valeur propre de u, ce
qui équivaut a dire que 7, (0) # 0. Réciproquement si 7, (0) # 0, on a alors

Pu Pu
7y (u) = Zakuk =0 avec p, > 1 et ag # 0, donc u o Zakuk* = —aold
k=0 k=1
1 &
et u est inversible d’inverse u=! = ——Zakuk’l € Ku]. De I'égalité
w0
Pu—l »
7o (u) = uP+ > axu® = 0, on déduit, en multipliant par (u_l) * que l'on
k=0
pu—1 5 Pu—1
a Id+ Z ay (ufl)pf = 0, donc le polynome @ (X) =1+ Z apXP—Fk
k=0 k=0

annule u ™!, ce polynéme étant de degré p, puisque ag # 0. Le polyndéme
m,—1 divisant @, il est de degré au plus p,,. Si m,-1 est de degré 1 < q < puy,

q—1
on a alors une relation du type (u‘l)q—i—Zbk (u‘l)k = 0 et multipliant par
k=0

qg—1
uf, cela donne Id—l—Zbkuq_k = 0 qui contredit le fait que deg (7,) = py. Le
k=0
polynéme 7,1 est donc de degré p,,. Comme il est unitaire divisant @) qui
1 1 1
est de méme degré, ona m,-1 = —@Q, soit m,,—1 (X) = XPug, | = |.
g u—1 CLQQ’ ul( ) 7Tu(0) U<X>
En notant v = P (u),ona m, (v) = (7, P) (u) = my (v)o P (u) = 0, donc m,
divise m, (que P soit premier ou non avec ). De 0 = 7, (v) = (7, P) (u),
on déduit que =, divise m, P et dans le cas ou m, est premier avec P, il
en résulte que m, divise m, et m, = 7, puisque ces deux polynoémes sont
unitaires.

a déja vu que si I, # {0}, alors u=! € K[u]. Réciproquement, si u=! =

P(u) e Klu], onaalors Q(u) =uoP(u)—Id=0avec Q(X)=XP(X)-1
non nul, donc I,, # {0}.

Exo Sup 12.3. Diagonalisation des matrices complexes normales

On rappelle qu'une matrice complere A € M,, (C) est dite normale si
A*A = AA*, ou A* = tA.

1.

Montrer qu’une matrice complexe normale se diagonalise dans une base
orthonormée.

Montrer qu’une matrice hermitienne [resp. unitaire] se diagonalise dans
une base orthonormeée.

Montrer qu’une matrice A € M,, (C) est normale si et seulement si il
existe un polynome P a coefficients complexes tel que A* = P (A).

Soit A € GL,, (C), montrer qu’il existe deuz matrices unitaires U,V et
une matrice diagonale D a coefficients réels strictement positifs telles
que A =UDV™* (décomposition singuliere de la matrice A).
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5. Soient A et B deuzx matrices hermitiennes positives dans M,, (C). Mon-
trer que 0 < Tr (AB) < Tr (A) Tr (B) .

6. Montrer que le sous groupe Uy, (C) de GL,, (C) formé des matrices uni-
taires est connexe par arcs.

Solution. C™ est muni de sa structure hermitienne canonique.

1. On montre tout d’abord que pour toute valeur propre A € C de A, le sous espace

propre associé Ey = ker (A — AI,,) est stable par A* et que son orthogonal E3y-
est stable par A et par A*, ce qui permet de raisonner par récurrence sur 1’ordre
n de la matrice A.
Pour tout = € F) on a, puisque A est normale, AA*x = A*Ax = AA*x, donc
A*z € Ey. C'est-a-dire que E) est stable par A*. Il en résulte que pour z € Ey-
ety € Ex,ona A*y € E, et (Az | y) = (z | A*y) = 0, c’est-a-dire que Az € Ey
et By est stable par A. Puis en écrivant que :

(A'z|y) = (x| Ay) = (z | dy) = Az |y) =0

on déduit que A*z € Ei‘ et Ei‘ est stable par A*.

On raisonne ensuite par récurrence sur la dimension n de 'espace vectoriel
euclidien E. Pour n = 1 le résultat est évident. Supposons le acquis pour toute
matrice normale d’ordre p € {1,--- ,n—1}. Soient A une valeur propre de
A et E) lespace propre associé. Si Ey = FE alors A est une homothétie et
toute base orthonormée de F convient. Si E) # FE, alors E/J\- est de dimension
pe{l,---,n—1} et la restriction B de A & E5- est un endomorphisme normal
de E)% (une matrice est identifiée a lapplication linéaire qu’elle définie dans
la base canonique de E). Il existe donc une base orthonormée de E; formée
de vecteurs propres de B, donc de A. En complétant cette base par une base
orthonormée de E, on obtient une base orthonormée de E formée de vecteurs
propres de A.

2. Résulte du fait qu’une matrice hermitienne ou unitaire est normale.

3. Une matrice normale se diagonalisant dans une base orthonormée, il existe une
matrice unitaire U et une matrice diagonale D telles que D = U* AU. En notant
A1, A2, -+, Ap les valeurs propres deux a deux distinctes de A avec 1 < p < n,
on désigne par P € Cp,_1 [X] le polynéme d’interpolation de Lagrange défini par
P (\;) = A pour tout k compris entre 1 et p, on a D* = P(D) = U*P (A)U
et P(A) =UD*U* = (UDU*)" = A*. La réciproque est évidente.

4. La matrice A*A étant hermitienne définie positive (pour z € C™ non nul on a
(A*Azx | z) = ||Aa:||§ > 0), il existe une matrice unitaire V' telle que :

N 0 -0

vty = | 0 R
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avec \; € R pour tout 4 € {1,--- ,n} (la matrice A est inversible). En notant
W = AV, on a alors W*W = D2, o :

VL 0

D 0 VA

: L 0
0 0 v\,

En notant U = WD™!, on U*U = D™'W*WD~! = D-'D?D~! = ],, ce
qui signifie que la matrice U est unitaire. On a donc en définitive, U*AV =
D7'W*W = D7 'D? = D, avec D diagonale & coefficients réels strictement
positifs.

5. En désignant par (e;1),.,,, la base canonique de C", on a pour toute matrice
A= ((aij))y<; j<, dans My, (C), ai; = (Aej | ;) pour 1 <d,j < n et dans le
cas particulier ot A est hermitienne positive on aboutit & a; = (Ae; | ;) > 0
pour 1 <7 <n.

Pour A diagonale hermitienne positive, on a :

A 0 0
a—| 0 x :
N |
o --- 0 An

avec \; € RT pour tout i. Pour toute matrice B € M,, (C) hermitienne positive,
on a b;; > 0 pour tout i et :

Dans le cas général, on sait que, si A est hermitienne positive, alors toutes les
valeurs propres de A sont réelles positives et il existe une matrice unitaire U
telle que :

A 0 - 0

A=yl O M U* =UDU*
: . . 0
0 .- 0 M\,

avec \; € RY pour tout 7. En remarquant que AB = U (DU*BU)U* est
semblable & D (U*BU) = DC, on a Tr (AB) = Tr (DC) . Mais D est diagonale
hermitienne positive et C' hermitienne positive unitairement semblable a B,
donc Tr (AB) = Tr (DC) < Tr (D) Tr (C) = Tr (A) Tr (B) .

6. Une matrice unitaire a toutes ses valeurs propres de module 1 et se diagonalise
dans une base orthonormée. Pour tout A € U, (C) il existe donc une matrice



172 Algébre linéaire et bilinéaire

diagonale : ‘
e 0 0
D— 0 e
: . . 0
0 .. 0 e

et une matrice unitaire U € U, (C) telles que A = UDU*. En posant, pour tout
tel0,1],v(t)=UD(t)U*, ou:

eitel 0 . 0
it92
D) = 0 e
: 0
O e 0 eitgn

on définit un chemin continu dans U,, (C) qui relie I,, et A, ce qui prouve la
connexité par arcs de Uy, (C).

Exo Sup 12.4. Equations différentielles et valeurs propres

1. On s’intéresse a équation différentielle y” + 2xy’' + (2% — 1)y = 0 sur
R. On désigne par ¢ Uendomorphisme de E = C*™ (R, C) défini par :

YyeE, oy) =y +ay (12.1)

Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de o et o2, puis en
déduire les solutions de (12.1).

2. Comment peut-on généraliser la question précédente ?

Solution.

1. (a) Pour A € C, I"équation ¢ (y) = \y équivaut & y’' 4+ (x — A) y = 0, ce qui est
T2
encore équivalent & y (z) = ae™ 7 T2, Donc tout complexe \ est valeur

propre de p avec pour espace propre associé la droite dirigée par la fonction
ys () = e~ T AT

(b) Pour A € C, dire que y € E vérifie 92 (y) = Ay revient & dire que y €
ker (4,02 — Al d) . Si A #0, il existe un nombre complexe non nul p tel que
A = p? et le théoréme des noyaux nous dit que :

ker (¢ — p?Id) = ker (o — pld) @ ker (¢ + pld)

Il en résulte que tout complexe non, nul A est valeur propre de @2, 'espace
propre associé étant, pour A = p?, le plan engendré par y,, et y_,.
Pour A = 0, »2 (y) = 0 équivaut a ¢ (¢ (y)) = 0, soit ¢ (y) =y + 2y =
2 xr
ae
0

22
2

2 w‘Z 2 2 x2
ayo =ae"z et y=Pe T +e” 7%e%dt=(a:c+[3)677.ll en

2

résulte que 0 est valeur propre de -, 'espace propre associé étant le plan

engendré par yg et xyg.
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(c) Avec p? (y) =y 4 2zy’ + (2% + 1) y, on déduit que :
y'+2ay + (2* - 1)y=0s¢* (y) =2y

T2 N
ce qui équivaut a y(z) = e~ = (ae\/ﬁw + 56’\/593) , ou « et B sont deux
constantes.

2. Dans un cadre plus général, soit a une fonction de classe C*° de R dans C et ¢
I’endomorphisme de E = C> (R, C) défini par ¢ (y) = ' + ay pour tout y € E.
Pour A € C, I'équation ¢ (y) = Ay équivaut a y' + (A — a)y = 0, qui est encore

x
équivalent & y (z) = ae?* =A@ on A(z) = / a (t) dt. Donc tout complexe A

xo
est valeur propre de ¢ avec pour espace propre associé la droite dirigée par la

fonction yy (x) = e**~4®) Pour A = pu? € C*, on a :
ker (¢* — p?Id) = ker (¢ — pld) @ ker (¢ + pld)

et 0% (y) = Ay équivaut a y (r) = e~ 4@ (aeh® + e #®) . Pour A = 0, ¢? (y) =
0 équivaut & ¢ (y) = ¥ + ay = ayo = ae~ @) et y(z) = (ax + B)e 4@, 11
en résulte que 0 est valeur propre de ¢?, ’espace propre associé étant le plan
engendré par yo et zyo. Ce qui veut dire, avec ¢? (y) =y + 2ay’ + (a* + ') y,
que 'on a résolu I'équation différentielle y” + 2ay’ + (a® +a’ — A) y = 0 pour
tout A € C, en se ramenant a des équations différentielles d’ordre 1.

Exo Sup 12.5. Polyn6mes orthogonaux vecteurs propres d’un opé-
rateur différentiel

Soient A(X) = ap + a1 X + aaX? et B(X) = by + b1 X dans R[X] tels
que pas + by # 0 pour tout p € N. On leur associe lopérateur différentiel u
défini sur R[X] par u (P) = AP"” + BP' pour tout P € R[X] et on suppose
qu’il existe un intervalle ouvert I = la,b| avec —oo < a < b < +oo et une
fonction 7w : I — R de classe C* telle que :

Vzel, A(x)y (z) = (B(z) - 4" (2))y (2)

r>a 9;21?

b
Vk e N, / }xk}w(z) dr < +oo et lim 2" A (z) 7 (z) = lim 2" A (z) 7 (z) = 0
On munit alors l'espace vectoriel R [X] du produit scalaire défini par :

v(P,Q) € (R[X])?, <P|Q>=/ P(2)Q (2) 7 () da

1. Montrer que, pour n € N, la restriction u, de u & R, [X] est diagona-
lisable de valeurs propres Ay = k((k—1)az +b1) (0 <k <n), chaque
espace propre ker (u, — A\ Id), pour 0 < k < n, étant de dimension 1
engendré par un polynome unitaire Py de degré k.

2. Montrer que l'opérateur u est symétrique pour le produit scalaire associé
a la fonction w (i.e. (u (P) | Q) = (P | u(Q)) pour tous P,Q dans R [X])
et que (Pp), oy est une base orthogonale de (R[X], (-] -)).
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3. On désigne par (o) la suite de fonctions définie par ¢, = TA™ pour

tout n € N.

neN

(a) Montrer que, pour tout n € N et tout k compris entre 0 et n — 1,

on a Lpgc) =7 A" *Q, x 0 Qn i est un polynéme de degré k.

1
(b) Montrer que, pour tout n € N, Qp.p, = fga;") est un polynome de
™

degré n, puis que la famille (Q”x")nEN est une base orthogonale de

(RIXT, (- [-))-

4. Déduire de ce qui précéde qu’il existe une suite (ay,)
nuls telle que :

neN de réels tous non

1
Vn €N, P, = ap— (rA™)™
7r
5. Traiter les cas (A(X),B(X)) = (X?>-1,2X) sur ]-1,1],

(A(X),B(X)) = (X*-1,X) swr ]-1,1[, (A(X),B(X)) =
(X,—X +1) sur]0,+oo] et (A(X),B(X))=(1,—2X) surR.

Solution.

1.

En désignant par (ey)o<j<, = (Xk)ogkgn la base canonique de R,, [X], on a

pour tout entier £ compris entre 0 et n :

Up, (60) =0e€ R() [X]
Un (61) =by+ b X eRy [X]
n(en) =k (k—1)A(X) X*2 + kB (X) X" ! € Ry, [X]

Il en résulte que la matrice de u,, dans cette base est triangulaire supérieure,
chaque coefficient diagonal A étant donné par le coefficient dominant de u,, (ex) ,
soit :

Ak :k((k—l)a2+b1) (nggn)

Pour 0 < p,q < n, 'égalité A\, = A, est équivalente a :
P -p-+9)a+(P-9bh =0

soit & (p—q) ((p+q—1)ag +b1) = 0. En supposant que kas + b1 # 0 pour
tout entier k, cette égalité équivaut a p = q.

L’endomorphisme u,, a donc n+ 1 = dim (R,, [X]) valeurs propres distinctes et
en conséquence est diagonalisable, chaque espace propre étant de dimension 1.
Si, pour k compris entre 0 et n, Py est un vecteur propre non nul de u,, associé
a la valeur propre A, c’est aussi un vecteur propre de uy associé a A\, (uy est
la restriction & Ry, [X] de u,, et les espaces propres sont de dimension 1) ce qui
implique que Py € Ry [X]. En tenant compte du fait que (Py, -, Py) est une
base de Ry [X], on déduit que Py est nécessairement de degré k. Ce polyndme
P pouvant étre choisi unitaire.

. Comme 7 est solution sur I de I"équation différentielle Ay’ = (B — A’)y, on en

déduit que pour tout polynéme P, on a sur I'intervalle I :

7u (P) = (AP" + BP') = nAP" 4+ (An' + A'z) P' = (rAP')’
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et pour tout polyndéme @, une intégration par parties nous donne, en tenant
compte des conditions lim 2" A (z) 7 () = lim 2" A (z) 7 () =0 :
T>a o2b
<

b b
(w(P)| Q) = / (e AP (2) Q (x) dw = — / A(@) P (2)Q (2)7 (x) de

L’expression obtenue étant une fonction symétrique de (P, Q), on déduit que

(u(P)|Q) = (P|u(Q)).

Si n, m sont deux entiers naturels distincts, on a alors :
A APn | Pm) = (u(Pp) | Pn) = (Pn | u(Pr)) = Am (Pn | P)

et nécessairement (P, | P,,) = 0.

(a) Le résultat est vrai pour k =0 avec Q0 = 1.
La fonction 7 étant de classe C* sur I, il en est de méme de ¢,, avec :

¢ = A" (' At nmA') = A" (rB - w A+ nmA') = m AV Qn

avec Qn1 = B+ (n—1) A’ de degré 1 (son coefficient dominant est égal &
b1 +2(n—1)az #0), ce qui nous donne le résultat pour k = 1.
En supposant le résultat acquis jusqu’au rang k <n —1, on a :

_ ’ ke
(pglk-‘rl) _ (7‘(‘An an,k) — A" k 1Qn,k+1
aveC Qnitr1 = (B+(n—k—1)A)Qnr + AQ;L,C € Rgy1 [X]. En notant
¢; le coefficient dominant de @, ;, celui de @y, k41 est donné par :
1 =01+ 2n—k—2)az) e, #0
(pour 0 <k <n-—1,ona2n—k—22>0), cest-a-dire que @y, 11 est de
degré k + 1.
(b) On sait déja que Q. est un polyndome de degré n et (Qn,n) ey €St une
base de R [X] (suite de polynémes échelonnés en degrés).

Pour montrer que la famille (Qn ),y est orthogonale, il nous suffit de
montrer que :

¥n>1, VP € Ry 1[X], (Qun|P)=0

En utilisant la formule d’intégration par partie généralisée on a, pour tout
intervalle [«, 8] contenu dans I, tout entier n > 1 et tout polynéme P €

R[X]:
B B
Qun (2) P ()7 (z) dx = / o™ () P (x) da
n—1 B
) [ (=)l VPE ) (1) / o (0) P () d
k=0 a «
1 B
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et en faisant tendre a vers a et 3 vers b, on obtient compte tenu des
conditions lim 2" A () 7 (x) = lim 2" A (z) 7 (z) =0 :

T>a z—b

r>a x<b

b

(Qun | P) = (—1)" / on () P (2) da

a

Pour P € R, [X],ona PM™ =0et (Q,, | P)=0.

4. Les familles de polynomes (P,),,cry et (Qn,n),, oy étant orthogonales avec deg (P,,) =

n
deg (Qn.n) = n, on peut écrire @y, , = Z)%Pk et Ay = (Qnn | Px) = 0 pour

k=0
0<k<n—1,doncet Q,, = AP, avec A\, #0.

(a) Pour A(X) = X? —1et B(X) = 2X, 'opérateur différentiel associé est
défini par :
VP eR[X], u(P)= (X*—-1)P"+2XP

et ses valeurs propres sont données par A\, = n(n+ 1), oun € N (ce qui ré-
sutede u (1) =0, u(X)=2Xetu(X")=n(n+1) X" —n(n—-1) X" 2
pour n > 2). La fonction poids correspondante est solution de (x2 — 1) y =
0. Sur Vintervalle I = |—1,1[, 7 est une fonction constante réelle C' non
nulle. Pour C' = 1, on retrouve les polynémes de Legendre. Pour tout n € N
1 lyno P, = ((1 — x2)n)(n) est la solution polynomiale unitaire
e polynoéme P, = oy, poly

de I'équation différentielle (2% — 1) y” + 22y’ —n(n+1)y = 0.
(b) Pour A(X) = X2 —1 et B(z) = X, l'opérateur différentiel associé est

défini par :

VPEeR[X], u(P)=(X*-1)P"+ XP

et ses valeurs propres sont données par A, = n2, oit n € N. La fonction
poids correspondante est solution de (z2 - 1) y' = —xy. Si on se place sur
C
I =]-1,1], on obtient 7 () = ——, ou C est une constante réelle non
1.1 ()=
nulle. Pour C' = 1, on retrouve les polynémes de Tchebychev de premiere

n—1y ()
espece. Pour n € N le polynéome P, = a,v1 — 22 ((1 — x2) 2) est
la solution polynomiale unitaire de 'équation différentielle (z? — 1) y” +
xy —n?y = 0.
(c) Pour A(z) = X et B(z) = —X + 1, Vopérateur différentiel associé est
défini par :
VPeR[X], u(P)=XP'+(1-X)P

et ses valeurs propres sont données par A, = —n, ou n € N. La fonction
poids correspondante est solution de xy’ = —zy. Si on se place sur [ =
10, +00[, on obtient 7 (z) = Ce*, ot C est une constante réelle non nulle.
En prenant C' = 1, on retrouve les polynémes de Laguerre. Pour tout n € N
le polynéme P, = a,e” (x”e’“”)(n) est la solution polynomiale unitaire de
Péquation différentielle zy” + (1 — x) y’' + ny = 0.
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(d) Pour A(X)=1et B(X)=—2X, opérateur différentiel associé est alors

défini par :

VPeR[X], L(P)=P"-2XP
et ses valeurs propres sont données par A\, = —2n, ou n € N. La fonction
poids correspondante est golution de 3/ = —2zy. Si on se place sur I = R,
on obtient 7 (z) = Ce ™, ou C est une constante réelle non nulle. En

prenant C = 1, on retrouve les polynémes d’Hermite. Pour n € N le
5 2 (n)

polynéme P, = ane” (e r est la solution polynomiale unitaire de

léquation différentielle y” — 2xy’ 4+ 2ny = 0.

Exo Sup 12.6. Matrices diagonalisable sur un corps fini

Z
Soient p > 2 un nombre premier et F,, le corps a p éléments T On

se propose de montrer que deux matrices A et B qui sont diagonalisables
dans M, (F,) commutent si, et seulement si, pour tout X € Fp,, la matrice
A+ AB est diagonalisable dans M,, (F,) .

1l est classique de vérifier, pour tout corps commutatif K, que si A, B dans
M., (K) commutent et sont diagonalisables, alors A+ AB est diagonalisable
pour tout A € K.

1.

Montrer qu’une matrice A € M,, (F,,) est diagonalisable si, et seulement
si, AP = A.

Sotent A, B deuz matrices diagonalisables dans M,, (F2). Montrer que
A et B commutent si, et seulement si, pour tout A € Fo, la matrice
A+ AB est diagonalisable dans M, (Fa).

On prend p > 3 et on se donne A, B diagonalisables dans M,, (F3) telles
que A + AB soit diagonalisable pour tout \ € F3.

(a) Montrer que l'on peut se ramener au cas ou B est une matrice
diagonale de My (F3) avec au moins une valeur propre nulle.

0 0
(b) On suppose que B = ( 0 3

A= ( CCL 9 ) dans Mo (F3). Pour tout A € F3, on note Py le

) avec € F3 \ {0} et on note

d
polynome caractéristique de A+ AB et A (\) le discriminant de Py.

(¢) Montrer que, pour tout A € F3, A(\) est un carré dans Fs.

(d) Montrer que lapplication X — A (X) est une bijectiion de l’ensemble
B {a —d +% [0 <Ek< pgl} sur l’ensemble C3 des carrés de
Fs.

(e) Montrer que A et B commutent.

Solution.

1. Si A est diagonalisable dans M, (IF,), il existe alors une matrice inversible P
dans GL,, (F,) telle que D = P~'AP soit diagonale. En utilisant le théoréme
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de Fermat pour p premier, qui nous dit que 2P = z pour tout = € F,, on

déduit que DP = D et AP = PDPP~! = PDP~! = A. Réciproquement si on a
p—1

AP = A, la matrice A est alors annulée par le polynéme X? — X = H (X — E)
k=0

(encore le théoréme de Fermat) qui est scindé & racines simples dans F,, et il en

résulte que A est diagonalisable dans M,, (IF,,) .

2. Soient, A, B diagonalisables dans M,, (Fs) telles que A+ AB soit diagonalisable
pour tout A € Fy. La matrice A + B étant diagonalisable dans M,, (F2), on a
(A+ B)2 = A+ B, ce qui équivaut & A2+ AB + BA+ B? = A+ B, ou encore,
puisque A> = Aet B2= B, A AB=-BA= BA (-1 =1 dans Fy).

(a) En notant a, 8 les valeurs propres dans F, de la matrice diagonalisable
B, la matrice B’ = B — aly est diagonalisable de valeurs propres 0 et
B =8 —a. On aalors AB’ — B’A = AB — BA et pour tout A € Z,, la
matrice A + AB’ = A + AB — a)l; est diagonalisable si, et seulement si,
A+ AB Test. En remplagant B par B’, on se raméne ainsi au cas ot B a
au moins une valeur propre nulle.
En désignant par P une matrice inversible telle que P™'B'P = D' =
( 8 g, ) et en notant A’ = P71AP, pour tout A € F,, la matrice
A"+ AD" = P71 (A + AB') P est diagonalisable comme A + AB’ et avec :

A'D'—D'A =P ' (AB' —~B'A)P = P (AB—- BA)P

on déduit que (A'D' = D'A") & (AB = BA). On s’est ainsi ramené au
cas ou B est diagonale avec au moins une valeur propre nulle.

b) Le polynome caractéristique de A + AB est :
(b) Le poly q
Py (X)=X?—Tr(A+AB) X +det (A+ \B)
= X2 — (Tr(A) + \3) X +det (A) + aBA
B (X T (A) +)\ﬂ>2 AW

2 4

(F, est de caractéristique différente de 2, donc 4 = 22 # 0) ou :

AN = ((Tr (A) + AB)% — 4 (det (A) + aﬂ)\))
= B2A2 4+ 2(Tr (A) — 2a) B + (Tr (A))* — 4det (A)
= (BA+ Tr (A) — 2a) + (Tr (4))* — 4det (A) — (Tr (A) — 2a)°
= (BA+d —a)® + 4bc
est un polynéme de degré 2 en A puisque S # 0. Comme A + AB est

diagonalisable pour tout A € F,,, le polynéme P, a deux racines dans I,
et A (XA) est un carré.
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()

On vient de voir que 'application A — A () est & valeurs dans ensemble
C)p des carrés de Fp,. On vérifie que la restriction de A & I’ensemble :

a—d — p—1
E= El0<k<——
{5 rrosrst]

—-d — —-d —
est injective. En effet, ’égalité A <aﬂ + k1> =A <aﬁ + k2> avec

- C—2 —2 —
équivaut & ki = ko qui donne ky = kg ou

k1, ko compris entre 0 et P

ki = —ky, mais cette derniére égalité signifie que p divise k; + ko qui est

compris entre 0 et p — 1, ce qui n’est possible que pour k; + ko = 0, soit

1
pour k; = ko = 0. Avec card (E) = card (C,) = %, on déduit que A

est bijective de E sur Fp,.
Comme A est bijective de E sur F,, il existe Ao € E C F,, tel que A () =

0. La matrice A 4+ AgB a donc une valeur propre double et comme elle est

diagonalisable, elle est nécessairement scalaire. On a donc A+XgB = pl; et

A=puly—X\gB = < g u O)\ 3 ) est une matrice diagonale qui commute
— Ao

a B.
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Chapitre 13

Géométrie

Rien de neuf pour l'instant.
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