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Première partie

Exercices et problèmes
d’analyse

1





Chapitre 1

Espaces normés

Problème 1.1. Opérateurs de Volterra

Pour tout intervalle réel I non réduit à un point, on désigne par C0 (I,R) l’espace
vectoriel des fonctions continues de I dans R. Lorsque I = [a, b] est un segment,
on dispose sur l’espace C0 ([a, b] ,R) des normes usuelles :

∥f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|f (x)| , ∥f∥1 =

∫ b

a

|f (t)| dt, ∥f∥2 =

√∫ b

a

f2 (t) dt

cette dernière norme étant déduite du produit scalaire défini sur C0 ([a, b] ,R) par :

∀ (f, g) ∈
(
C0 ([a, b] ,R)

)2
, ⟨f | g⟩ =

∫ b

a

f (t) g (t) dt

Pour tous réels a < b et c < d, on désigne par C0 ([a, b]× [c, d] ,R) l’espace
vectoriel des fonctions continues de [a, b]× [c, d] dans R.

– I – Opérateurs de Volterra

Pour cette partie, a < b sont deux réels et E est l’espace C0 ([a, b] ,R) .
À toute fonction K ∈ C0

(
[a, b]

2
,R
)
, on associe les applications TK et T ∗

K

définies par :

TK (f) (x) =

∫ x

a

f (t)K (t, x) dt T ∗
K (f) (x) =

∫ b

x

f (t)K (x, t) dt

pour tous f ∈ E et x ∈ [a, b] . On dit que TK est un opérateur de Volterra de
noyau K.

Pour K constante égale à 1 sur [0, 1]
2
, on notera simplement T l’opérateur de

Volterra correspondant et T ∗ l’opérateur T ∗
K , soit :

∀f ∈ E, ∀x ∈ [a, b] , T (f) (x) =

∫ x

a

f (t) dt, T ∗ (f) (x) =

∫ b

x

f (t) dt

3
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1. Montrer que l’application TK est un endomorphisme de E.
2. Montrer que T ∗

K est l’unique endomorphisme de E tel que pour toutes fonctions
f, g dans E, on ait ⟨TK (f) | g⟩ = ⟨f | T ∗

K (g)⟩ (T ∗
K est l’opérateur adjoint de

TK).
3. On se propose de montrer que TK est continue de (E, ∥·∥∞) dans (E, ∥·∥∞)

avec ∥TK∥∞ = sup
x∈[a,b]

∫ x

a

|K (t, x)| dt.

(a) Monter le résultat pour K à valeurs positives.
(b) Montrer que l’opérateur TK est continue de (E, ∥·∥∞) dans (E, ∥·∥∞) avec

∥TK∥∞ ≤
∥∥T|K|

∥∥
∞ .

(c) Justifier l’existence de x0 ∈ [a, b] tel que :∥∥T|K|
∥∥
∞ = sup

x∈[a,b]

∫ x

a

|K (t, x)| dt =
∫ x0

a

|K (t, x0)| dt

(d) On désigne par (εn)n∈N une suite de réels strictement positifs telle que
lim

n→+∞
εn = 0 et par (fn)n∈N la suite de fonctions continues définie par :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, b] , fn (t) =
K (t, x0)

|K (t, x0)|+ εn

Montrer que lim
n→+∞

TK (fn) (x0) =
∥∥T|K|

∥∥
∞ et conclure.

4. On suppose que K est à valeurs positives et on se propose de montrer que TK

est continue de (E, ∥·∥1) dans (E, ∥·∥1) avec ∥TK∥1 = sup
x∈[a,b]

∫ b

x

K (x, t) dt.

(a) Montrer que l’opétateur TK est continue de (E, ∥·∥1) dans (E, ∥·∥1) avec

∥TK∥1 ≤ sup
x∈[a,b]

∫ b

x

K (x, t) dt.

(b) Justifier l’existence de x0 ∈ [a, b] tel que sup
x∈[a,b]

∫ b

x

K (x, t) dt =

∫ b

x0

K (x0, t) dt.

(c) Montrer que ∥TK∥1 = sup
x∈[a,b]

∫ b

x

K (x, t) dt.

5. Montrer que l’opérateur TK est continue de (E, ∥·∥2) dans (E, ∥·∥2) et que

∥TK∥2 ≤ b− a√
2

∥K∥∞ , où ∥K∥∞ = sup
(x,t)∈[a,b]2

|K (x, t)| .

6. On se propose de montrer que l’opérateur TK n’a pas de valeur propre réelle
non nulle.

(a) On suppose que K = 1. Montrer que T n’a pas de valeur propre réelle.
(b) On revient au cas général. Comme pour K = 0 le résultat est évident, on

suppose que K ̸= 0. On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe
un réel λ ∈ R∗ et une fonction f ∈ E \ {0} tels que TK (f) = λf.
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i. Montrer que la fonction g = T
(
f2
)

est croissante et qu’il existe un
réel α dans [a, b[ tel que g (x) = 0 pour tout x ∈ [a, α] et g (x) > 0
pour tout x ∈ ]α, b] .

ii. Montrer qu’il existe un réel β > 0 tel que λ2g′ (x) ≤ βg (x) pour tout
x ∈ [a, b] .

iii. Conclure.

(c) On suppose que [a, b] = [0, 1] et TK est l’opérateur défini par :

∀f ∈ E, ∀x ∈ [0, 1] , TK (f) (x) =

∫ x

0

f (t) cos (x− t) dt

(opérateur de convolution par la fonction cos).

i. Montrer que, pour toute fonction f ∈ E, la fonction TK (f) est de
classe C1 sur [0, 1] .

ii. Montrer que TK n’a pas de valeur propre.

7. Montrer que si K1 et K2 sont deux fonctions continues sur [a, b]
2
, alors la

composée TK1
◦ TK2

est un opérateur de Volterra sur E.
8. On dit qu’un réel λ est une valeur spectrale de TK si λId−TK n’est pas bijective.

En notant σ (TK) l’ensemble des valeurs spectrales de TK (le spectre de TK),
on se propose de montrer que σ (TK) = {0} .

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, l’application TnK est un opérateur de
Volterra, c’est-à-dire qu’il existe une fonction Kn ∈ C0

(
[a, b]

2
,R
)

telle
que :

∀f ∈ E, ∀x ∈ [a, b] , TnK (f) (x) =

∫ x

a

f (t)Kn (t, x) dt

(b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a :

∀ (x, y) ∈ [a, b]
2
, |Kn (x, y)| ≤

∥K∥n∞
(n− 1)!

|x− y|n−1

(c) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a :

∥TnK∥2 ≤
∥K∥n∞ (b− a)

n

n!

(d) Montrer que la série
∑

TnK est convergente dans (L (E) , ∥·∥2) , que Id−TK
est inversible dans L (E) et donner une expression de (Id− TK)

−1
.

(e) Montrer que, pour tout réel non nul λ, l’opérateur λId−TK est inversible
dans L (E) et retrouver le fait que TK n’a pas de valeur propre non nulle.

(f) Montrer que σ (TK) = {0} .

9. Pour cette question et les suivantes, K = 1.
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(a) Montrer que, pour tout f ∈ E, tout n ∈ N∗ et tout x ∈ [0, 1] , on a

Tn (f) (x) =

∫ x

a

(x− t)
n−1

(n− 1)!
f (t) dt, la fonction Tn (f) étant de classe Cn

sur [a, b] .

(b) Calculer ∥Tn∥∞ et ∥Tn∥1 , pour tout n ∈ N.

(c) Donner une expression de (λId− T )
−1 pour λ ∈ R∗.

(d) Montrer que, pour tout f ∈ E, tout n ∈ N∗ et tout x ∈ [a, b] , on a

(T ∗)
n
(f) (x) =

∫ b

x

(t− x)
n−1

(n− 1)!
f (t) dt.

(e) Montrer que, pour tout f ∈ E, tout n ∈ N∗ et tout x ∈ [a, b] , on a

Tn (f) (x) + (T ∗)
n
(f) (x) =

∫ b

a

|t− x|n−1

(n− 1)!
f (t) dt.

10. Soit H un sous-espace vectoriel de dimension finie de E stable par T. Montrer
que H = {0} .

11. Soient f une fonction de classe C1 sur [a, b] telle que f (a) = 0 et φ la fonction
définie sur l’intervalle ouvert ]a, b[ par φ (t) =

π

2 (b− a) tan
(
π
2
t−a
b−a

) .
(a) Montrer que la fonction φ se prolonge par continuité en b et que la fonction

φ · f se prolonge par continuité en a.

(b) Montrer que φ2 (t) + φ′ (t) = − π2

4 (b− a)
2 pour tout t ∈ ]a, b[ .

(c) Montrer que ∥f ′ − φ · f∥22 = ∥f ′∥22 −
π2

4 (b− a)
2 ∥f∥22 .

(d) En déduire que ∥f∥2 ≤ 2 (b− a)

π
∥f ′∥2 , l’égalité étant réalisée uniquement

pour les fonctions f : t ∈ [a, b] 7→ λ sin

(
π

2

t− a

b− a

)
, où λ est une constante

réelle.

12. Calculer ∥T∥2 .

– II – L’opérateur S = T ◦ T ∗ sur C0 ([0, 1] ,R)

Pour cette partie, I = [0, 1] et E est l’espace vectoriel C0 ([0, 1] ,R) muni de sa
structure euclidienne usuelle. On désigne par S l’opérateur S = T ◦ T ∗.

1. Montrer que, pour toute fonction f ∈ E, la fonction g = S (f) est de classe C2

sur [0, 1] avec g (0) = g′ (1) = 0.

2. Montrer que, pour f ∈ E et x ∈ [0, 1] , on a S (f) (x) =

∫ 1

0

min (t, x) f (t) dt.

3. Montrer que, ∥T ∗∥2 = ∥T∥2 et ∥S∥2 = ∥T∥22 .
4. Montrer que l’opérateur S est symétrique défini positif.
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5. Montrer que si S admet des valeurs propres réelles, elles sont nécessairement
strictement positives.

6. Montrer que les valeurs propres réelles de S sont les termes de la suite
(
µ2
n

)
n∈N ,

où (µn)n∈N =

(
2

(2n+ 1)π

)
n∈N

et que, pour tout n ∈ N, l’espace propre associé

à la valeur propre λn = µ2
n est la droite dirigée par fn : t ∈ [0, 1] 7→ sin

(
t

µn

)
.

7. Montrer que la famille (fn)n∈N est orthogonale dans E.
8. Calculer ∥fn∥2 pour tout n ∈ N.

On désigne par (φn)n∈N la famille orthonormée définie par :

φn =
1

∥fn∥
fn =

√
2 sin

(
(2n+ 1)

π

2
t
)

À toute fonction f ∈ E on associe la suite (cn (f))n∈N de ses coefficients de
Fourier relative au système (φn)n∈N définie par cn (f) = ⟨f | φn⟩ pour tout
n ∈ N.

9. Soient f ∈ E et g : R → R la fonction 2π-périodique et impaire définie par :

g (x) =

{
f
(
2
πx
)

si 0 < x ≤ π
2

f
(
2− 2

πx
)

si π
2 ≤ x < π

et g (0) = g (π) = 0. Calculer les coefficients de Fourier de g.

10. Montrer que
+∞∑
n=0

cn (f)
2
= ∥f∥22 pour tout f ∈ E.

11. Montrer que, pour f ∈ E et n ∈ N, on a cn (S (f)) = λncn (f) et en déduire
que :

∥S (f)∥22 =

+∞∑
n=0

λ2ncn (f)
2
=

16

π4

+∞∑
n=0

cn (f)
2

(2n+ 1)
4 (1.1)

12. Que déduit-on pour f = 1 ?
13. En utilisant (1.1) retrouver les valeurs de ∥S∥2 et.∥T∥2 .
14. Soit K la fonction définie sur [0, 1]

2 par K (t, x) = min (t, x) .

(a) Montrer que K est continue sur [0, 1]
2
.

(b) Montrer que
+∞∑
n=0

λ2n =

∫ 1

0

∫ 1

0

K (t, x)
2
dtdx.

(c) En déduire les valeurs de
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)
4 et

+∞∑
n=1

1

n4
.

Solution.

– I – Opérateurs de Volterra



8 Espaces normés

1. Pour x ∈ ]a, b] le changement de variable t = a + θ (x− a) avec 0 ≤ θ ≤ 1
donne :

TK (f) (x) = (x− a)

∫ 1

0

f (a+ θ (x− a))K (a+ θ (x− a) , x) dθ

ce résultat étant encore valable pour x = a.
La fonction (θ, x) 7→ f (a+ θ (x− a))K (a+ θ (x− a) , x) est continue sur [0, 1]×
[a, b] et l’intégration se fait sur un segment, donc la fonction TK (f) est continue
sur [a, b] , c’est-à-dire que TK (f) ∈ E. De la linéarité de l’intégrale, on déduit
que TK est linéaire.

2. Comme pour l’opérateur TK , on vérifie que T ∗
K ∈ L (E) . Pour f, g dans E, on

déduit du théorème de Fubini sur un triangle (roblème ??) que :

⟨TK (f) | g⟩ =
∫ b

a

TK (f) (x) g (x) dt =

∫ b

a

(∫ x

a

f (t)K (t, x) dt

)
g (x) dx

=

∫ b

a

f (t)

(∫ b

t

g (x)K (t, x) dx

)
dt =

∫ b

a

f (t)T ∗
K (g) (t) dt

= ⟨f | T ∗
K (g)⟩

Si u ∈ L (E) est tel que ⟨TK (f) | g⟩ = ⟨f | u (g)⟩ pour tout (f, g) ∈ E2, on
a alors ⟨f | T ∗

K (g)⟩ = ⟨f | u (g)⟩ ou encore ⟨f | (T ∗
K − u) (g)⟩ = 0 pour tout

(f, g) ∈ E2, ce qui équivaut à u = T ∗
K puisque ⟨· | ·⟩ est un produit scalaire.

3.

(a) Pour tout f ∈ E et tout x ∈ [a, b] , on a :

|TK (f) (x)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f (t)K (t, x) dt

∣∣∣∣ ≤ (∫ x

a

K (t, x) dt

)
∥f∥∞

≤

(
sup
x∈[a,b]

∫ x

a

K (t, x) dt

)
∥f∥∞

donc ∥TK (f)∥∞ ≤

(
sup
x∈[a,b]

∫ x

a

K (t, x) dt

)
∥f∥∞ et l’application linéaire

TK est continue de (E, ∥·∥∞) dans (E, ∥·∥∞) avec ∥TK∥∞ ≤ sup
x∈[a,b]

∫ x

a

K (t, x) dt.

Comme ∥TK (1)∥∞ = sup
x∈[a,b]

|TK (1) (x)| = sup
x∈[a,b]

∫ x

a

K (t, x) dt, on en dé-

duit que ∥TK∥∞ = sup
x∈[a,b]

∫ x

a

K (t, x) dt. En particulier, pour K = 1, on a

∥T∥∞ = b− a.

(b) Pour tout f ∈ E et tout x ∈ [a, b] , on a :

|TK (f) (x)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f (t)K (t, x) dt

∣∣∣∣ ≤ (∫ x

a

|f (t)| |K (t, x)| dt
)

= T|K| (|f |) (x)
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donc :

∥TK (f)∥∞ ≤
∥∥T|K| (|f |)

∥∥
∞ ≤

∥∥T|K|
∥∥
∞ ∥|f |∥∞ =

∥∥T|K|
∥∥
∞ ∥f∥∞

et ∥TK∥∞ ≤
∥∥T|K|

∥∥
∞ .

(c) La fonction φ : x 7→
∫ x

a

|K (t, x)| dt = T|K| (1) (x) étant continue sur le

segment [a, b] , elle y est bornée et atteint ses bornes, il existe donc un réel
x0 ∈ [a, b] tel que α = sup

x∈[a,b]

φ (x) = φ (x0) .

(d) La suite (fn)n∈N est une suite de fonctions continues sur [a, b] qui converge
simplement sur [a, b] vers la fonction t 7→ signe (K (x0, t)) . Pour tous n ∈ N

et t ∈ [a, b] , on a |fn (t)| =
|K (t, x0)|

|K (t, x0)|+ εn
< 1, donc∥fn∥∞ ≤ 1. De plus,

pour tout t ∈ [a, b] , on a :

|fn (t)K (t, x0)− |K (t, x0)|| =
∣∣∣∣ K2 (t, x0)

|K (t, x0)|+ εn
− |K (t, x0)|

∣∣∣∣
=

εn |K (t, x0)|
|K (t, x0)|+ εn

< εn

donc la suite de fonctions (fn ·K (·, x0))n∈N converge uniformément sur
[a, b] vers la fonction |K (·, x0)| et :

lim
n→+∞

TK (fn) (x0) = lim
n→+∞

∫ x0

a

fn (t)K (t, x0) dt

=

∫ x0

a

|K (t, x0)| dt =
∥∥T|K|

∥∥
∞

Avec |TK (fn) (x0)| ≤ ∥TK (fn)∥∞ ≤ ∥TK∥∞ ∥fn∥∞ ≤ ∥TK∥∞ pour tout
n ∈ N, on en déduit en faisant tendre n vers l’infini, que

∥∥T|K|
∥∥
∞ ≤ ∥TK∥∞

et l’égalité :

∥TK∥∞ =
∥∥T|K|

∥∥
∞ = sup

x∈[a,b]

∫ x

a

|K (t, x)| dt

Dans le cas particulier où K (t, x) = φ (x) avec φ continue sur [a, b] , on a
∥TK∥∞ = sup

x∈[a,b]

(x− a) |φ (x)| .

4.

(a) Pour toute fonction f ∈ E, on a :

∥TK (f)∥1 =

∫ b

a

|TK (f) (x)| dx ≤
∫ b

a

(∫ x

a

|f (t)| |K (t, x)| dt
)
dx

≤
∫ b

a

(∫ b

t

|K (t, x)| dx

)
|f (t)| dt ≤

(
sup
t∈[a,b]

∫ b

t

|K (t, x)| dx

)
∥f∥1
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(théorème de Fubini sur un triangle), donc l’application linéaire TK est
continue de (E, ∥·∥1) dans (E, ∥·∥1) avec :

∥TK∥1 ≤ sup
t∈[a,b]

∫ b

t

|K (t, x)| dx

(b) La fonction φ : t 7→
∫ b

t

|K (t, x)| dx = T ∗
|K| (1) (t) étant continue sur le

segment [a, b] , elle y est bornée et atteint ses bornes, il existe donc un réel
t0 ∈ [a, b] tel que sup

t∈[a,b]

φ (t) = φ (t0) .

(c) Si φ (t0) = 0, on a alors ∥TK∥1 = 0 = sup
t∈[a,b]

φ (t) . Si φ (t0) =

∫ b

t0

|K (t0, x)| dx >

0. Par continuité de φ en t0, on peut trouver, pour tout entier naturel n,
un réel ηn > 0 tel que :

∀t ∈ [an, bn] = [a, b]∩[t0 − ηn, t0 + ηn] , φ (t) > 0 et |φ (t)− φ (t0)| <
1

n+ 1

On désigne alors par fn : [a, b] → R+ une fonction affine par morceaux et
continue qui est nulle en dehors de ]an, bn[ et telle que :

∥fn∥1 =

∫ b

a

fn (x) dx =

∫ bn

an

fn (x) dx = 1

(voir la figure 1.1). Pour K à valeurs positives, comme fn est aussi à valeurs

an bn

Figure 1.1 – graphe de fn
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positives, on a :

∥TK (fn)∥1 − β =

∫ b

a

|TK (fn) (t)| dt−
∫ b

x0

|K (t, x0)| dt

=

∫ b

a

(∫ t

a

K (t, x) fn (x) dx

)
dt−

∫ b

x0

K (t, x0) dt

=

∫ b

a

(∫ b

x

K (t, x) dt

)
fn (x) dx−

∫ b

x0

K (t, x0) dt

∫ b

a

fn (x) dx

=

∫ b

a

(∫ b

x

K (t, x) dt−
∫ b

x0

K (t, x0) dt

)
fn (x) dx

=

∫ bn

an

(∫ b

x

K (t, x) dt−
∫ b

x0

K (t, x0) dt

)
fn (x) dx

=

∫ bn

an

(φ (x)− φ (x0)) fn (x) dx

et :

|∥TK (fn)∥1 − β| ≤
∫ bn

an

|φ (x)− φ (x0)| fn (x) dx ≤ εn

∫ bn

an

fn (x) dx = εn

de sorte que lim
n→+∞

∥TK (fn)∥1 = β.

Avec ∥TK (fn)∥1 ≤ ∥TK∥1 ∥fn∥1 = ∥TK∥1 , on en déduit que φ (x0) ≤
∥TK∥1 et :

∥TK∥1 = φ (x0) = sup
x∈[a,b]

∫ b

x

K (t, x) dt

5. On a : ∫ b

a

(TK (f) (x))
2
dx =

∫ b

a

(∫ x

a

K (x, t) f (t) dt

)2

dx

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur [a, x] , à x fixé dans ]a, b] , on
a :(∫ x

a

K (x, t) f (t) dt

)2

≤
∫ x

a

(K (x, t))
2
dt

∫ x

a

f2 (t) dt ≤
∫ x

a

(K (x, t))
2
dt ∥f∥22

cette inégalité étant encore vraie pour x = a, donc :

∥TK (f)∥22 ≤

(∫ b

a

(∫ x

a

(K (x, t))
2
dt

)
dx

)
∥f∥22

et on en déduit que TK est linéaire continue de (E, ∥·∥2) dans (E, ∥·∥2) avec

∥T∥22 ≤
∫ b

a

(∫ x

a

(K (x, t))
2
dt

)
dx ≤ ∥K∥2∞

∫ b

a

(∫ x

a

dt

)
dx = ∥K∥2∞

(b− a)
2

2
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6.

(a) Pour f ∈ E, T (f) est la primitive de f nulle en a. Elle est donc de classe
C1 sur [a, b] .
Supposons que T admette une valeur propre λ ∈ R (ou même λ ∈ C). Il
existe alors une fonction f ∈ E \ {0} (ou f ∈ C0 ([a, b] ,C) \ {0}) telle que :

∀x ∈ [a, b] , T (f) (x) =

∫ x

a

f (t) dt = λf (x) = λT (f)
′
(x)

Si λ = 0, on a alors T (f) = 0 et f = T (f)
′
= 0, ce qui n’est pas.

Si λ ̸= 0, on a alors T (f) (x) = αe
1
λ (x−a) avec α = T (f) (a) = 0, donc

T (f) = 0 et f = T (f)
′
= 0, ce qui n’est pas.

Dans les deux cas, on a une impossibilité, donc T n’admet pas de valeur
propre réelle (ou même complexe).

(b)

i. On a, pour tout x ∈ [a, b] :

g (x) = T
(
f2
)
(x) =

∫ x

a

f2 (t) dt

donc g est de classe C1 et à valeurs positives sur [a, b] avec :

g′ (x) = f2 (x) ≥ 0

donc g est croissante sur [a, b] .
Comme g (a) = 0, l’ensemble A = {x ∈ [a, b] | g (x) = 0} est non vide
majoré par b, il admet donc une borne supérieure α.
Par continuité de g, on a g (α) = 0 (si α = a, c’est clair, sinon,
pour tout n ≥ 1, il existe xn ∈ A tel que α − 1

n
< xn ≤ α et

g (α) = lim
n→+∞

g (xn) = 0).

Si α = b, on a alors g (b) =
∫ b

a

f2 (t) dt = 0 et f = 0, ce qui n’est pas.

On a donc α ∈ [a, b[ .
Pour tout x ∈ [a, α] , on a 0 ≤ g (x) ≤ g (α) = 0, donc g (x) = 0.
Un réel x ∈ ]α, b] n’est pas dans A, donc g (x) > 0.

ii. Pour tout x ∈ [a, b] , on a :

λf (x) = TK (f) (x) =

∫ x

a

K (x, t) f (t) dt

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que :

λ2f2 (x) ≤
∫ x

a

K2 (x, t) dt

∫ x

a

f2 (t) dt ≤ (b− a) ∥K∥2∞ g (x)

soit :
λ2g′ (x) ≤ βg (x)

où β = (b− a) ∥K∥2∞ > 0 puisque K ̸= 0.
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iii. Pour tout x ∈ ]α, b] , on a λ2 g
′ (x)

g (x)
≤ β, ce qui signifie que la fonction :

h : x 7→ β (x− α)− λ2 ln (g (x))

est croissante sur ]α, b] , donc :

∀x ∈ ]α, b] , h (x) = β (x− α)−λ2 ln (g (x)) ≤ h (b) = β (b− α)−λ2 ln (g (b))

ce qui contredit :
lim
x→α+

h (x) = +∞

pour λ ̸= 0.
En définitive, TK n’a pas de valeur propre réelle non nulle.

(c)

i. Pour f ∈ E et x ∈ [0, 1] , on a :

TK (f) (x) = cos (x)

∫ x

0

f (t) cos (t) dt+ sin (x)

∫ x

0

f (t) sin (t) dt

donc TK (f) est de classe C1 sur [0, 1] avec :

TK (f)
′
(x) = − sin (x)

∫ x

0

f (t) cos (t) dt+ cos (x)

∫ x

0

f (t) sin (t) dt

+ f (x)
(
cos2 (x) + sin2 (x)

)
= cos (x)

∫ x

0

f (t) sin (t) dt− sin (x)

∫ x

0

f (t) cos (t) dt+ f (x)

ii. On sait déjà que TK n’a pas de valeur propre non nulle.
Il s’agit donc d’étudier le noyau de TK .
Si TK (f) = 0, on a aussi TK (f)

′
= 0, soit :

f (x) = sin (x)

∫ x

0

f (t) cos (t) dt− cos (x)

∫ x

0

f (t) sin (t) dt

et f est de classe C1 sur [0, 1] avec :

f ′ (x) = cos (x)

∫ x

0

f (t) cos (t) dt+ sin (x)

∫ x

0

f (t) sin (t) dt

+ f (x) (sin (x) cos (x)− cos (x) sin (x))

= TK (f) (x) = 0

ce qui nous donne f = f (0) = 0.
Donc ker (TK) = {0} et TK n’a pas de valeur propre.

7. Montrer que si K1 et K2 sont deux fonctions continues sur [a, b]
2
, alors la

composée TK1
◦ TK2

est un opérateur de Volterra sur E.
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8. Pour f ∈ E et x ∈ [a, b] , on a :

TK1
◦ TK2

(f) (x) =

∫ x

a

K1 (x, t)TK2 (f) (t) dt =

∫ x

a

(∫ t

a

f (y)K1 (x, t)K2 (t, y) dy

)
dt

=

∫ x

a

(∫ x

y

K1 (x, t)K2 (t, y) dt

)
f (y) dy =

∫ x

a

K3 (x, y) f (y) dy

(théorème de Fubini sur un triangle) où on a posé :

K3 (x, y) =

∫ x

y

K1 (x, t)K2 (t, y) dt

= (x− y)

∫ 1

0

K1 (x, y + θ (x− y))K2 (y + θ (x− y) , y) dθ

pour (x, y) ∈ [a, b]
2
.

Comme la fonction :

(θ, x, y) 7→ K1 (x, y + θ (x− y))K2 (y + θ (x− y) , y)

est continue sur [0, 1]× [a, b]
2 et l’intégration se fait sur un segment, on déduit

que l’application K3 est continue sur [a, b]
2 et TK1

◦ TK2
est un opérateur de

Volterra sur E.
9.

(a) Du résultat précédent, on déduit par récurrence sur n ∈ N∗ que les TnK sont
des opérateurs de Volterra, les noyaux associés étant définis par K1 = K
et :

Kn+1 (x, y) =

∫ x

y

Kn (t, y)K (x, t) dt

(b) On procède par récurrence sur n ≥ 1.
C’est vrai pour n = 1 et supposant le résultat acquis pour n ≥ 1, on a,
pour (x, y) ∈ [a, b]

2 :

|Kn+1 (x, y)| =
∣∣∣∣∫ x

y

Kn (t, y)K (x, t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∥K∥∞
∥K∥n∞
(n− 1)!

∣∣∣∣∫ x

y

|t− y|n−1
dt

∣∣∣∣
≤ ∥K∥∞

∥K∥n∞
(n− 1)!

|x− y|n

n
=

∥K∥n+1
∞
n!

|x− y|n

(distinguer les cas x ≤ y et x > y).
(c) En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour n ∈ N∗, f ∈ E et

x ∈ [a, b] :

(TnK (f) (x))
2
=

(∫ x

a

f (t)Kn (x, t) dt

)2

≤
∫ x

a

f2 (t) dt

∫ x

a

K2
n (x, t) dt

≤ ∥f∥22

(
∥K∥n∞
(n− 1)!

)2 ∫ x

a

(x− t)
2(n−1)

dt

≤ ∥f∥22

(
∥K∥n∞
(n− 1)!

)2
(x− a)

2n−1

2n− 1
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donc :

∥TnK (f)∥22 ≤ ∥f∥22

(
∥K∥n∞
(n− 1)!

)2 ∫ b

a

(x− a)
2n−1

2n− 1
dx = ∥f∥22

(
∥K∥n∞
(n− 1)!

)2
(b− a)

2n

2n (2n− 1)

≤ ∥f∥22

(
∥K∥n∞
(n− 1)!

)2
(b− a)

2n

n2

(2n (2n− 1) ≥ n2 équivaut à 3n ≥ 2 pour n ≥ 1) et :

∥TnK∥2 ≤
∥K∥n∞ (b− a)

n

n!

(d) De ∥TnK∥2 ≤
∥K∥n∞ (b− a)

n

n!
pour tout n ≥ 1, on déduit que la série

∑
TnK

est normalement convergente dans (L (E) , ∥·∥2) et avec :

(Id− TK) ◦
+∞∑
n=0

TnK = (Id− TK) ◦ lim
n→+∞

n∑
k=0

T kK = lim
n→+∞

(Id− TK) ◦
n∑
k=0

T kK

= lim
n→+∞

(
Id− Tn+1

K

)
= Id

(continuité de la composition), on déduit que :

(Id− TK)
−1

=

+∞∑
n=0

TnK

soit, pour f ∈ E et x ∈ [a, b] :

(Id− TK)
−1

(f) (x) = f (x) +

+∞∑
n=1

TnK (f) (x)

= f (x) +

+∞∑
n=1

∫ x

a

f (t)Kn (x, t) dt

= f (x) +

∫ x

a

f (t)

(
+∞∑
n=1

Kn (x, t)

)
dt

= f (x) +

∫ x

a

f (t)L (x, t) dt

où :

L (x, t) =

+∞∑
n=1

Kn (x, t)

la convergence uniforme de cette série étant assurée par les inégalités :

|Kn (x, t)| ≤
∥K∥n∞ (b− a)

n−1

(n− 1)!
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(e) En écrivant que λId − TK = λ

(
Id− 1

λ
TK

)
= λ

(
Id− T 1

λK

)
et en rem-

plaçant la fonction K par 1

λ
K, on déduit que λId−TK est inversible dans

L (E) .
Pour λ ∈ R∗, l’endomorphisme λId − TK est en particulier injectif, donc
λ ne peut être valeur propre de TK .

(f) Comme TK (f) (a) = 0, l’opérateur TK n’est pas surjectif et en conséquence
n’est pas inversible, donc σ (TK) = {0} .

10.

(a) C’est vrai pour n = 1 et supposant le résultat acquis pour n ≥ 1, une
intégration par parties nous donne :

Tn+1 (f) (x) =

∫ x

a

(x− t)
n−1

(n− 1)!
T (f) (t) dt =

[
− (x− t)

n

n!
T (f) (t)

]x
a

+

∫ x

a

(x− t)
n

n!
f (t) dt

=

∫ x

a

(x− t)
n

n!
f (t) dt

La fonction Tn+1 (f) est de classe C1 sur [a, b] de dérivée Tn (f) qui est de
classe Cn, donc Tn+1 (f) est de classe Cn+1 sur [a, b] .

On a aussi (Tn (f))(k) (a) = 0 pour k compris entre 0 et n− 1.

(b) On a donc Tn = TKn
, où Kn (x, t) =

(x− t)
n

n!
sur [a, b]

2 et :

∥Tn∥∞ = ∥TKn
∥∞ = sup

x∈[a,b]

∫ x

a

(x− t)
n−1

(n− 1)!
dt = sup

x∈[a,b]

(x− a)
n

n!
=

(b− a)
n

n!

En remarquant qu’on peut aussi écrire Tn = TKn
, avecKn (x, t) =

|x− t|n

n!
≥

0 sur [a, b]
2
, on déduit que :

∥Tn∥1 = sup
t∈[a,b]

∫ b

t

(x− t)
n−1

(n− 1)!
dx = sup

t∈[a,b]

(b− t)
n

n!
=

(b− a)
n

n!

(c) On a Kn (x, y) =
(x− t)

n−1

(n− 1)!
pour tout n ≥ 1 et (Id− T )

−1
= Id + TL

avec :

L (x, t) =

+∞∑
n=1

(x− t)
n−1

(n− 1)!
= ex−t

donc :
(Id− T )

−1
(f) (x) = f (x) +

∫ x

a

ex−tf (t) dt
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et, pour λ ∈ R∗ :

(λId− T )
−1

(f) (x) =
1

λ

(
Id− 1

λ
T

)−1

(f) (x) =
1

λ

+∞∑
n=0

1

λn
Tn (f) (x)

=
1

λ

(
f (x) +

+∞∑
n=1

1

λn

∫ x

a

(x− t)
n−1

(n− 1)!
f (t) dt

)

=
1

λ

(
f (x) +

1

λ

∫ x

a

(
+∞∑
n=1

1

λn−1

(x− t)
n−1

(n− 1)!

)
f (t) dt

)

=
1

λ
f (x) +

1

λ2

∫ x

a

e
1
λ (x−t)f (t) dt

(d) C’est vrai pour n = 1 et supposant le résultat acquis pour n ≥ 1, une
intégration par parties nous donne :

(T ∗)
n+1

(f) (x) =

∫ b

x

(t− x)
n−1

(n− 1)!
T ∗ (f) (t) dt =

[
(x− t)

n

n!
T ∗ (f) (t)

]b
x

+

∫ b

x

(x− t)
n

n!
f (t) dt

=

∫ b

x

(t− x)
n

n!
f (t) dt

(e) On a :

Tn (f) (x) + (T ∗)
n
(f) (x) =

∫ x

a

(x− t)
n−1

(n− 1)!
f (t) dt+

∫ b

x

(t− x)
n−1

(n− 1)!
f (t) dt

=

∫ x

a

|x− t|n−1

(n− 1)!
f (t) dt+

∫ b

x

|x− t|n−1

(n− 1)!
f (t) dt

=

∫ b

a

|t− x|n−1

(n− 1)!
f (t) dt

11. Supposons que H ̸= {0} , notons n = dim (H) ≥ 1 et π (X) =

p∑
k=0

akX
k le

polynôme minimal de la restriction de T à H avec 1 ≤ p ≤ n et ap = 1.

Pour toute fonction f ∈ E, on a
p∑
k=0

akT
k (f) = 0. La fonction y = T p (f) est

de classe Cp sur [a, b] avec y(k) = T p−k (f) pour 1 ≤ k ≤ p et y(k) (a) = 0 pour
0 ≤ k ≤ p− 1, donc y est solution du problème de Cauchy :

p∑
k=0

aky
(p−k) = 0 avec y(k) (a) = 0 pour 0 ≤ k ≤ p− 1

ce qui impose y = 0 par unicité de cette solution, ce qui contredit H ̸= {0} .
En définitive, H = {0} est l’unique sous-espace vectoriel de dimension finie de
E stable par T.

12.
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(a) Comme lim
t→b−

φ (t) = 0, la fonction φ se prolonge par continuité en b en
posant φ (b) = 0.
Comme f est de classe C1 sur [a, b] avec f (a) = 0, on a :

lim
t→a+

f (t)

t− a
= lim
t→a+

f (t)− f (a)

t− a
= f ′ (a)

et :

φ (t) · f (t) =
π
2
t−a
b−a

tan
(
π
2
t−a
b−a

) f (t)
t− a

→
t→a+

f ′ (a)

donc φ · f se prolonge par continuité en a en posant (φ · f) (a) = f ′ (a) .

(b) Pour tout t ∈ ]a, b[ , on a 1

tan
(
π
2
t−a
b−a

) =
1

tan
(
π
2 − π

2
b−t
b−a

) = − tan

(
π

2

b− t

b− a

)
et :

φ′ (t) = − π2

4 (b− a)
2

(
1 + tan2

(
π

2

b− t

b− a

))
= − π2

4 (b− a)
2 − φ2 (t)

(c) On a :

∥f ′ − φ · f∥22 =

∫ b

a

(f ′ (t)− φ (t) · f (t))2 dt

= ∥f ′∥22 +
∫ b

a

(
φ2 (t) f2 (t)− 2φ (t) f (t) f ′ (t)

)
dt

avec :

φ2f2 − 2φ · f · f ′ = − π2

4 (b− a)
2 f

2 −
(
φ′f2 + 2φ · f · f ′

)
= − π2

4 (b− a)
2 f

2 −
(
φf2

)′
sur l’intervalle ]a, b[ , ce qui nous donne pour a < α < β < b :∫ β

α

(
φ2 (t) f2 (t)− 2φ (t) f (t) f ′ (t)

)
dt = − π2

4 (b− a)
2

∫ β

α

f2 (t) dt−
∫ β

α

(
φf2

)′
(t) dt

= − π2

4 (b− a)
2

∫ β

α

f2 (t) dt−
(
φ (β) f2 (β)− φ (α) f2 (α)

)
et faisant tendre (α, β) vers (a, b) , on aboutit à :

∥f ′ − φ · f∥22 = ∥f ′∥22 −
π2

4 (b− a)
2 ∥f∥22 −

(
φ (b) f2 (b)− (φ · f) (a) f (a)

)
= ∥f ′∥22 −

π2

4 (b− a)
2 ∥f∥22
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(d) On en déduit que ∥f ′∥22−
π2

4 (b− a)
2 ∥f∥22 ≥ 0, soit que ∥f∥2 ≤ 2 (b− a)

π
∥f ′∥2 .

L’égalité ∥f∥2 =
2 (b− a)

π
∥f ′∥2 est réalisée si, et seulement si, f ′ = φ · f,

ce qui équivaut à :
f (t) = λeΦ(t)

pour tout t ∈ ]a, b] , où Φ est la primitive de φ nulle en b, soit :

Φ(t) = −
∫ b

t

φ (x) dx = − π

2 (b− a)

∫ b

t

cos
(
π
2
x−a
b−a

)
sin
(
π
2
x−a
b−a

) dx = −
[
ln

(
sin

(
π

2

x− a

b− a

))]b
t

= ln

(
sin

(
π

2

t− a

b− a

))
On a donc :

f (t) = λ sin

(
π

2

t− a

b− a

)
pour tout t ∈ ]a, b] , cette égalité étant également assurée en a par conti-
nuité.

13. Pour toute fonction f ∈ E, la fonction T (f) est de classe C1 sur [a, b] avec
(T (f))

′
= f et (T (f)) (a) = a. On déduit alors de la question précédente que :

∥T (f)∥2 ≤ 2 (b− a)

π

∥∥(T (f))
′∥∥

2
=

2 (b− a)

π
∥f∥2

donc ∥T∥2 ≤ 2 (b− a)

π
.

Pour f (t) = cos

(
π

2

t− a

b− a

)
, on a T (f) (t) =

2 (b− a)

π
sin

(
π

2

t− a

b− a

)
et ∥T (f)∥2 =

2 (b− a)

π
∥f∥2 , donc ∥T∥2 =

2 (b− a)

π
.

– II – L’opérateur S = T ◦ T ∗

1. Pour tout f ∈ E, la fonction T (f) [resp. T ∗ (f)] est de classe C1 sur [0, 1] avec
(T (f))

′
= f [resp. (T ∗ (f))

′
= −f ], donc S = T ◦ T ∗ est de classe C2 sur [0, 1]

avec :
(S (f))

′′
=
(
T (T ∗ (f))

′)′
= (T ∗ (f))

′
= −f

Comme T (f) (0) = T ∗ (f) (1) = 0 pour tout f ∈ E, on a g (0) = T (T ∗ (g)) (0) =
0 et g′ (1) = T ∗ (f) (1) = 0.
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2. Pour f ∈ E et x ∈ [0, 1] , en notant λ = T (f) (1) =

∫ 1

0

f (t) dt, on a :

S (f) (x) = T (λ− T (f)) (x)

= λx− T 2 (f) (x) =

∫ 1

0

xf (t) dt−
∫ x

0

(x− t) f (t) dt

=

∫ x

0

xf (t) dt+

∫ 1

x

xf (t) dt−
∫ x

0

(x− t) f (t) dt

=

∫ 1

x

xf (t) dt+

∫ x

0

tf (t) dt =

∫ 1

0

min (x, t) f (t) dt

3. Pour tout f ∈ E, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

∥T (f)∥22 = ⟨T (f) | T (f)⟩ = ⟨f | T ∗ ◦ T (f)⟩ ≤ ∥f∥2 ∥T
∗ ◦ T (f)∥2

≤ ∥f∥2 ∥T
∗ ◦ T∥2 ∥f∥2 = ∥T ∗ ◦ T∥2 ∥f∥

2
2

∥T ∗ (f)∥22 = ⟨T ∗ (f) | T ∗ (f)⟩ = ⟨f | T ◦ T ∗ (f)⟩ ≤ ∥f∥2 ∥T ◦ T ∗ (f)∥2
≤ ∥f∥2 ∥T ◦ T ∗∥2 ∥f∥2 = ∥T ◦ T ∗∥2 ∥f∥

2
2

donc ∥T∥22 ≤ ∥T ∗ ◦ T∥2 ≤ ∥T ∗∥2 ∥T∥2 , soit ∥T∥2 ≤ ∥T ∗∥2 et ∥T ∗∥2 ≤ ∥T∥2 ,
ce qui donne ∥T ∗∥2 = ∥T∥2 et ∥T∥22 = ∥T ∗ ◦ T∥2 = ∥T ◦ T ∗∥2 .

Sachant que ∥T∥2 =
2

π
, on en déduit que :

∥S∥2 =
4

π2

4. Pour f, g dans E, on a :

⟨S (f) | g⟩ = ⟨T ∗ (f) | T ∗ (g)⟩

et cette expression est symétrique en (f, g) , donc S est symétrique.
Pour f ∈ E \ {0} , on a :

⟨S (f) | f⟩ = ∥T ∗ (f)∥2 > 0

(T ∗ est injectif car (T ∗ (f))
′
= −f), donc S est défini positif.

5. Résulte du fait que S est symétrique, défini et positif.
Si λ ∈ R est une valeur propre de S et f ∈ E \ {0} un vecteur propre associé,
on a alors S (f) = λf et :

λ ∥f∥2 = ⟨λf | f⟩ = ⟨S (f) | f⟩ = ∥T ∗ (f)∥2 > 0

avec ∥f∥2 > 0, donc λ > 0.

6. Si λ ∈ R est une valeur propre de S et f ∈ E \ {0} un vecteur propre associé,
on a alors S (f) = λf, donc f est de classe C2 sur [0, 1] , λ > 0 et λf ′′ = −f
avec les conditions f (0) = f ′ (1) = 0, ce qui nous donne :

f (t) = α cos

(
t√
λ

)
+ β sin

(
t√
λ

)
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avec :
α = f (0) = 0 et β√

λ
cos

(
1√
λ

)
= 0

avec β ̸= 0 puisque f ̸= 0, ce qui impose 1√
λ
=
π

2
+ nπ, soit λ =

4

(2n+ 1)
2
π2

avec n ∈ N.
Réciproquement, on vérifie que les réels λn = µ2

n, où µn =
2

(2n+ 1)π
, pour

tout n ∈ N, sont bien valeurs propres de S. En effet, en désignant par fn la

fonction définie par fn (t) = sin

(
t

µn

)
pour tout t ∈ [0, 1] , on a :

S (fn) (x) =

∫ 1

0

min (x, t) fn (t) dt = x

∫ 1

x

fn (t) dt+

∫ x

0

tfn (t) dt

= x

∫ 1

x

sin

(
t

µn

)
dt+

∫ x

0

t sin

(
t

µn

)
dt

= x

[
−µn cos

(
t

µn

)]1
x

+

[
−µnt cos

(
t

µn

)]x
0

+ µn

∫ x

0

cos

(
t

µn

)
dt

= xµn cos

(
x

µn

)
− µnx cos

(
x

µn

)
+ µ2

n sin

(
x

µn

)
= λnfn (x)

Donc λn est bien valeur propre de S et ce qui précède nous dit que l’espace
propre associé est la droite dirigée par fn.

7. Pour n ̸= m dans N, on a :

⟨λnfn | fm⟩ = ⟨S (fn) | fm⟩ = ⟨fn | S (fm)⟩ = ⟨fn | λmfm⟩

soit :
(λn − λm) ⟨fn | fm⟩ = 0

et ⟨fn | fm⟩ = 0.

8. Pour tout n ∈ N, on a :

∥fn∥2 =

∫ 1

0

sin2
(
t

µn

)
dt =

1

2

∫ 1

0

(
1− cos

(
2
t

µn

))
dt

=
1

2
− µn

4

[
sin

(
2
t

µn

)]1
0

=
1

2
− µn

4
sin ((2n+ 1)π) =

1

2

9. Pour tout f ∈ E et tout n ∈ N, on a :

cn (f) = ⟨f | φn⟩ =
√
2

∫ 1

0

sin
(
(2n+ 1)

π

2
t
)
f (t) dt

= 2

√
2

π

∫ π
2

0

sin ((2n+ 1)x) f

(
2

π
x

)
dx
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En désignant par g la fonction 2π-périodique et impaire définie par :

g (x) =


f

(
2

π
x

)
si 0 < x ≤ π

2

f

(
2− 2

π
x

)
si π

2
≤ x < π

et f (0) = f (π) = 0, ses coefficients de Fourier sont an = 0 pour tout n ∈ N et :

bn =
2

π

∫ π

0

sin (nx) g (x) dx

pour tout n ∈ N∗. Comme, pour x = π − t ∈
[π
2
, π
]
, on a :

g (x) = f

(
2− 2

π
(π − t)

)
= f

(
2

π
t

)
= g (t)

et :
sin (nx) = sin (n (π − t)) = (−1)

n+1
sin (nt)

on a :

bn =
2

π

(∫ π
2

0

sin (nx) g (x) dx+

∫ π

π
2

sin (nx) g (x) dx

)

=
2

π

(∫ π
2

0

sin (nx) g (x) dx+ (−1)
n+1

∫ π
2

0

sin (nt) g (t) dt

)
soit b2n = 0 et :

b2n+1 =
4

π

∫ π
2

0

sin ((2n+ 1)x) g (x) dx =
4

π

∫ π
2

0

sin ((2n+ 1)x) f

(
2

π
x

)
dx

=
4

π

π

2
√
2
cn (f) =

√
2cn (f)

10. La fonction g étant 2π-périodique, impaire et continue par morceaux, le théo-
rème de Parseval nous dit que :

a20 (g)

2
+

+∞∑
n=1

(
a2n (g) + b2n (g)

)
=

1

π

∫ 2π

0

g2 (x) dx =
2

π

∫ π

0

g2 (x) dx

=
2

π

(∫ π
2

0

g2 (x) dx+

∫ π

π
2

g2 (x) dx

)

=
4

π

∫ π
2

0

g2 (x) dx =
4

π

∫ π
2

0

f2
(
2

π
x

)
dx

= 2

∫ 1

0

f2 (t) dt

soit :
+∞∑
n=0

cn (f)
2
= ∥f∥22 (1.2)
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11. Soit f ∈ E.
Pour tout n ∈ N, on a :

cn (S (f)) = ⟨S (f) | φn⟩ = ⟨f | S (φn)⟩ = λn ⟨f | φn⟩ = λncn (f)

et utilisant (1.2) pour la fonction S (f) , on a le résultat annoncé.
12. Pour f = 1, on a :

cn (f) = 2

√
2

π

∫ π
2

0

sin ((2n+ 1)x) dx

=
2
√
2

(2n+ 1)π

S (f) (x) =

∫ 1

x

xdt+

∫ x

0

tdt = x (1− x) +
x2

2
= x

(
1− x

2

)
et :

∥S (f)∥22 =

∫ 1

0

x2
(
1− x

2

)2
dx =

2

15

donc :
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)
6 =

π6

960

Puis avec :
+∞∑
n=1

1

n6
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)
6 +

+∞∑
n=1

1

(2n)
6

on déduit que :
+∞∑
n=1

1

n6
=

64

63

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)
6 =

π6

945

13. Pour tout f ∈ E, on a :

∥S (f)∥22 =
16

π4

+∞∑
n=0

cn (f)
2

(2n+ 1)
4 ≤ 16

π4

+∞∑
n=0

cn (f)
2
=

16

π4
∥f∥22

donc ∥S∥2 ≤ 4

π2
.

Prenant f = φ0 =
√
2 sin

(π
2
t
)
, on a ∥f∥22 = ∥φ0∥22 = c0 (f) = 1 et cn (f) =

⟨φ0 | φn⟩ = 0 pour tout n ≥ 1, donc :

∥S (f)∥22 =
16

π4

En conclusion ∥S∥2 =
4

π2
= ∥T∥22 et on retrouve ∥T∥2 =

2

π
.

14.

(a) Résulte de :
K (x, t) =

1

2
(x+ t− |x− t|)
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(b) Pour tout x ∈ [0, 1] , la fonction Kx : t 7→ K (x, t) est dans E, donc :∫ 1

0

K2 (x, t) dt = ∥Kx∥22 =

+∞∑
n=0

cn (Kx)
2

avec :

cn (Kx) =

∫ 1

0

K (x, t)φn (t) dt = S (φn) (x) = λnφn (x)

Ce qui donne : ∫ 1

0

K (x, t)
2
dt =

+∞∑
n=0

λ2nφ
2
n (x)

et en intégrant :∫ 1

0

∫ 1

0

K (x, t)
2
dtdx =

+∞∑
n=0

λ2n ∥φn∥
2
2 =

+∞∑
n=0

λ2n

la convergence normale de la série de fonction qui est assurée par :

0 ≤ λ2nφ
2
n (x) ≤ 2λ2n =

32

(2n+ 1)
4
π4

nous permet d’intégrer terme à terme.
(c) On retrouve :

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)
4 =

π4

16

∫ 1

0

∫ 1

0

K (x, t)
2
dtdx =

π4

16

∫ 1

0

(∫ x

0

t2dt+

∫ 1

x

x2dt

)
+ dx

=
π4

16

∫ 1

0

(
x3

3
+ x2 (1− x)

)
dx =

π4

96

Puis avec :
+∞∑
n=1

1

n4
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)
4 +

+∞∑
n=1

1

(2n)
4

on déduit que :
+∞∑
n=1

1

n4
=

16

15

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)
4 =

π4

90



Chapitre 2

Suites et séries numériques

Exo Sup 2.1. Valeurs d’adhérences de (cos (nα))n∈N∗ pour 0 < α < 1
et de (cos (ln (n)))n∈N∗

On se donne une fonction continue f : [1,+∞[ → R+ dérivable sur
]1,+∞[ telle que f ′ (x) > 0 pour tout x ∈ ]1,+∞[ , lim

x→+∞
f (x) = +∞,

lim
x→+∞

f ′ (x) = 0 et on s’intéresse aux valeurs d’adhérences de la suite
(un)n∈N∗ définie par un = cos (f (n)) pour tout n ∈ N∗.

1. Montrer que f réalise un C1-difféomorphisme de ]1,+∞[ sur ]f (1) ,+∞[

et qu’on a lim
y→+∞

f−1 (y) = +∞, lim
y→+∞

(
f−1

)′
(y) = +∞.

2. Montrer qu’il existe un réel a ≥ f (1) tel que f−1 (y + 2π)− f−1 (y) > 1
pour tout y ≥ a.

3. Soient t ∈ R et n0 ∈ N le plus petit entier tel que t+ 2n0π > a (n0 = 0

pour t > a ou n0 =

[
a− t

2π

]
+ 1 ∈ N∗ pour t ≤ a).

(a) Montrer que pour tout entier n ≥ n0, il existe un unique entier
φ (n) ∈ N∗ tel que :

f (φ (n)) ≤ t+ 2nπ < f (φ (n) + 1) (2.1)

(b) Montrer que la suite d’entiers (φ (n))n≥n0
est strictement crois-

sante.
(c) Montrer que lim

n→+∞
(f (φ (n))− 2nπ) = t. Cela signifie que l’en-

semble
{
f (m)− 2nπ | (n,m) ∈ N2

}
est dense dans R.

4. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de (un)n∈N∗ est [−1, 1] .

5. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(cos (nα))n∈N∗ [resp. (sin (nα))n∈N∗ ] pour 0 < α < 1 [resp.
(cos (ln (n)))n∈N∗ ] est [−1, 1] .

Solution.

25
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1. La fonction f étant continue strictement croissante sur [1,+∞[ avec lim
x→+∞

f (x) =

+∞, elle réalise un homéomorphisme de [1,+∞[ sur [f (1) ,+∞[ . Comme f ′
ne s’annule jamais sur ]1,+∞[ , la fonction réciproque f−1 est dérivable sur
]f (1) ,+∞[ avec

(
f−1

)′
(y) =

1

f ′ (f−1 (y))
> 0 pour tout y ∈ ]f (1) ,+∞[ . On

a aussi lim
y→+∞

f−1 (y) = +∞ et lim
y→+∞

(
f−1

)′
(y) = +∞ puisque lim

x→+∞
f ′ (x) =

0+.

2. Pour tout y ∈ [f (1) ,+∞[ , il existe un réel cy ∈ ]y, y + 2π[ , tel que f−1 (y + 2π)−
f−1 (y) = 2π

(
f−1

)′
(cy) . Comme lim

t→+∞

(
f−1

)′
(t) = +∞, il existe un réel a ≥

f (1) tel que
(
f−1

)′
(t) >

1

2π
pour tout t ≥ a, ce qui nous donne f−1 (y + 2π)−

f−1 (y) > 1 pour tout y ≥ a.

3.

(a) Comme les fonctions f et f−1 sont strictement croissantes, la condition
(2.1) est équivalente à φ (n) ≤ f−1 (t+ 2nπ) < φ (n)+ 1, ce qui est réalisé
uniquement pour φ (n) =

[
f−1 (t+ 2nπ)

]
∈ N∗ (t+2nπ ≥ t+2n0π > a ≥

f (1) et f−1 (t+ 2nπ) ≥ 1).
(b) Cela résulte de la croissance de la partie entière (précisément si y − x > 1

alors y − x = p+ ε avec p ∈ N∗, ε ∈ [0, 1[ , donc [y] = [x] + p > [x]) et de
la stricte croissance de f−1. En effet, pour n ≥ n0, on a :

φ (n+ 1)− φ (n) =
[
f−1 (t+ 2nπ + 2π)

]
−
[
f−1 (t+ 2nπ)

]
> 0

puisque t+ 2nπ > a.

(c) Pour n ≥ n0, on a 0 ≤ t + 2nπ − f (φ (n)) < f (φ (n) + 1) − f (φ (n)) =
f ′ (cn) où cn ∈ ]φ (n) , φ (n) + 1[ . Comme lim

x→+∞
f ′ (x) = 0, on en déduit

que lim
n→+∞

f ′ (cn) = 0 (la suite (φ (n))n≥n0
est strictement croissante) et

en conséquence lim
n→+∞

(t+ 2nπ − f (φ (n))) = 0.

4. Pour tout x ∈ [−1, 1] , il existe un unique t ∈ [0, π] tel que x = cos (t) [resp.
t ∈

[
−π
2
,
π

2

]
tel que x = sin (t)] et de ce qui précède on déduit que :

x = lim
n→+∞

cos (f (φ (n))− 2nπ) = lim
n→+∞

cos (f (φ (n))) = lim
n→+∞

uφ(n)

[resp. x = lim
n→+∞

sin (f (φ (n)))], ce qui signifie que x est valeur d’adhérence
de (un)n∈N∗ . Réciproquement, toute valeur d’adhérence de (un)n∈N∗ est dans
[−1, 1] puisque cette suite est à valeurs dans [−1, 1] .

5. On applique ce qui précède aux fonctions f (x) = xα pour 0 < α < 1 et
f (x) = ln (x) .
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Exercice 2.2. Formule de Stirling

1. Vérifier que, pour tout x ∈ R+,∗, on a 1+
1

x
=

1 + 1
2x+1

1− 1
2x+1

, puis en déduire
que :

ln

(
1 +

1

x

)
= 2

+∞∑
k=0

1

(2k + 1) (2x+ 1)
2k+1

et :
1

x (x+ 1)
= 4

+∞∑
k=0

1

(2x+ 1)
2k

2. Soit (un)n∈N∗ la suite définie par un =

√
n

n!

(n
e

)n
.

(a) Montrer que les suites (ln (un))n∈N∗ et
(
ln (un) +

1

12n

)
n∈N∗

convergent vers un même réel ℓ.
(b) Montrer que la suite (un)n∈N∗ converge vers un réel α > 0, que pour

tout n ∈ N∗, on a :
√
n

α

(n
e

)n
< n! <

√
n

α

(n
e

)n(
1 +

1

n

)

et que n! v
n→+∞

√
n

α

(n
e

)n
.

(c) En utilisant la suite (Wn)n∈N =

(∫ π
2

0

cosn (t) dt

)
n∈N

des inté-

grales de Wallis (exercice 5.1), montrer que α =
1√
2π
. On a donc

n! v
n→+∞

√
2πn

(n
e

)n
(formule de Stirling) avec :

√
2πn

(n
e

)n
< n! <

√
2πn

(n
e

)n(
1 +

1

n

)
pour tout n ∈ N∗.

3. Étudier les série de termes généraux enn!

nn
et nn

ennαn!
.

Solution.

1. Pour tout x ∈ R+,∗, on a :

1 + 1
2x+1

1− 1
2x+1

=
2x+ 2

2x
=
x+ 1

x
= 1 +

1

x
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avec 1

2x+ 1
∈ ]0, 1[ , ce qui nous donne en utilisant le développement en série

entière de la fonction t 7→ ln (1 + t) sur ]−1, 1[ :

ln

(
1 +

1

x

)
= ln

(
1 +

1

2x+ 1

)
− ln

(
1− 1

2x+ 1

)
=

+∞∑
k=1

(−1)
k−1 1

k (2x+ 1)
k
+

+∞∑
k=1

1

k (2x+ 1)
k

= 2

+∞∑
k=0

1

(2k + 1) (2x+ 1)
2k+1

Le rayon de convergence de la série entière
∑ t2k+1

(2k + 1)
étant égal à 1, on peut

effectuer une dérivation terme à terme qui nous donne :

1

1 + x
− 1

x
= −4

+∞∑
k=0

1

(2x+ 1)
2k

soit 1

x (x+ 1)
= 4

+∞∑
k=0

1

(2x+ 1)
2k
.

2.

(a) On vérifie que les suites (ln (un))n∈N∗ et
(
ln (un) +

1

12n

)
n∈N∗

sont adja-

centes. En notant vn = ln (un+1)− ln (un) , on a pour tout n ∈ N∗ :

vn = ln

(
un+1

un

)
= ln

 √
n+1

(n+1)!

(
n+1
e

)n+1

√
n
n!

(
n
e

)n
 = −1 + ln

((
n+ 1

n

)n+ 1
2

)

= −1 +

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
= −1 +

+∞∑
k=0

1

(2k + 1) (2n+ 1)
2k

=

+∞∑
k=1

1

(2k + 1) (2n+ 1)
2k
> 0

donc la suite (ln (un))n∈N∗ est strictement croissante. En utilisant le fait
que 2k + 1 ≥ 3 pour tout k ∈ N∗, on a aussi :

vn <
1

3

+∞∑
k=1

1

(2n+ 1)
2k

=
1

12

1

n (n+ 1)
=

1

12

(
1

n
− 1

n+ 1

)

soit ln (un+1) +
1

12 (n+ 1)
< ln (un) +

1

12n
, ce qui signifie que la suite(

ln (un) +
1

12n

)
n∈N∗

est strictement décroissante. Compte tenu du fait

que lim
n→+∞

1

12n
= 0, on en déduit que ces deux suites sont adjacentes et

en conséquence, convergentes vers un même réel ℓ.
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(b) Pour tout n ∈ N∗, on a ln (un) < ℓ < ln (un)+
1

12n
avec ℓ = lim

n→+∞
ln (un) .

La suite (un)n∈N∗ converge donc vers α = eℓ > 0 avec un < α < une
1

12n ,

ou encore αe− 1
12n < un < α, soit :

αe−
1

12n <

√
n

n!

(n
e

)n
< α

ce qui nous donne :
√
n

α

(n
e

)n
< n! <

√
n

α

(n
e

)n
e

1
12n

En vérifiant que e
x
12 ≤ 1 + x pour tout x ∈ [0, 1] (en notant f (x) =

1+x− e x
12 , on a f ′ (x) = 1− 1

12
e

x
12 ≥ 0 sur [0, 1] , donc f (x) ≥ f (0) = 0),

il en résulte que :
√
n

α

(n
e

)n
< n! <

√
n

α

(n
e

)n(
1 +

1

n

)

et n! v
n→+∞

√
n

α

(n
e

)n
.

(c) Avec l’exercice 5.1 on a vu que (Wn)n∈N est décroissante, W2n =

(
2n
n

)
22n

π

2
,

Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn et (n+ 1)WnWn+1 =

π

2
, doncW2n+1 =

π

2

1

(2n+ 1)W2n

et W2n+1

W2n
=
π

2

1

(2n+ 1) (W2n)
2 avec :

1 ≤ W2n+1

W2n
≤ W2n+2

W2n
=

2n+ 1

2n+ 2

donc lim
n→+∞

W2n+1

W2n
= 1, soit lim

n→+∞

√
2n+ 1W2n =

√
π

2
avec :

√
2n+ 1W2n =

√
2n+ 1

(2n)!

22n (n!)
2

π

2
v

n→+∞

√
2n

√
2n

α

(
2n
e

)2n
22n

(√
n
α

(
n
e

)n)2 π2 = απ

ce qui nous donne απ =

√
π

2
, soit α =

1√
2π
.

3. Pour un =
enn!

nn
on a un+1

un
= e

(
n

n+ 1

)n
→

n→+∞
1 et le théorème de d’Alem-

bert ne permet pas de conclure. En utilisant la formule de Stirling, on a :

un v
√
2π
en

nn

√
nnn

en
=

√
2π

√
n
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et
∑

un diverge. Pour un =
nn

ennαn!
, on a :

un+1

un
=

1

e

(
n

n+ 1

)α(
n+ 1

n

)n
→

n→+∞
1

et le théorème de d’Alembert ne permet pas de conclure. En utilisant la formule
de Stirling, on a un v

√
2π

nn

ennα
en√
nnn

=
√
2π

1

nα+
1
2

et
∑

un diverge pour

α ≤ 1

2
, converge pour α > 1

2
.

Exo Sup 2.3. Série non commutativement convergente (2)

On s’intéresse encore à la série de Riemann alternée
+∞∑
n=0

(−1)
n

n+ 1
.

On se donne deux entiers naturels non nuls p, q et on désigne par σ la
permutation de N qui ordonne N comme suit :

σ (N) = {0, 2, · · · , 2 (p− 1)} ∪ {1, 3, · · · , 2q − 1}
∪ {2p, · · · , 2 (2p− 1)} ∪ {2q + 1, · · · , 4q − 1} ∪ · · ·

c’est-à-dire qu’on place les p premiers entiers pairs, puis les q premiers en-
tiers impairs, puis les p entiers pairs suivants, les q entiers impairs suivants,
et ainsi de suite. En effectuant la division euclidienne par p+ q tout entier
n s’écrit de manière unique n = (p+ q) k+r avec k ∈ N et 0 ≤ r ≤ p+q−1
et une telle permutation σ peut être définie par :

∀n ∈ N, σ (n) =
{

2 (pk + r) si 0 ≤ r ≤ p− 1
2 (qk + r − p) + 1 si p ≤ r ≤ p+ q − 1

1. Montrer que σ est bien permutation de N.

2. En notant un =
(−1)

n

n+ 1
, on désigne par

∑
vn la série de terme général

vn = uσ(n).
On se donne un entier n ≥ p+ q et on écrit n = (p+ q) k+ r sa division
euclidienne par p+ q avec k ≥ 1 et 0 ≤ r ≤ p+ q − 1.

(a) Écrire la somme partielle Sn =

n∑
j=0

vj sous la forme Sn = Tk − εk

où Tk = S(p+q)k+p+q−1 et lim
k→+∞

εk = 0.

(b) Pour tout entier k ≥ 1, on note Hk =

k−1∑
i=0

1

i+ 1
. Montrer que :

Tk = Tk = H2p(k+1) −
1

2

(
Hp(k+1) +Hq(k+1)

)
(c) En déduire que

+∞∑
n=0

uσ(n) = ln (2) +
1

2
ln

(
p

q

)
.
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Solution.
1. Soient n,m deux entiers naturels et n = (p+ q) k + r, m = (p+ q) k′ + r′ les

divisions euclidiennes de ces entiers par p+q. Si σ (n) = σ (m) , les restes r et r′
sont tous deux dans {0, 1, · · · , p− 1} ou {p, · · · , p+ q − 1} , sinon σ (n) et σ (m)
sont deux entiers de parités différente. En supposant qu’ils sont tous deux dans
{0, 1, · · · , p− 1} [resp. dans {p, · · · , p+ q − 1}] l’égalité σ (n) = σ (m) se traduit
par 2 (pk + r) = 2 (pk′ + r′) [resp. par 2 (qk + r − p) + 1 = 2 (qk′ + r′ − p) + 1]
soit par pk+r = pk′+r′ [resp. par qk+r−p = qk′+r′−p] avec 0 ≤ r, r′ ≤ p−1
[resp. 0 ≤ r − p, r′ − p ≤ q − 1] ce qui équivaut à k = k′ et r = r′ du fait de
l’unicité du quotient et du reste dans la division euclidienne par p [resp. par q].
On a donc n = m et σ est injective.
Si m est un entier pair, il s’écrit m = 2s = 2 (pk + r) avec 0 ≤ r ≤ p − 1 en
effectuant la division euclidienne de s par p, soit m = σ (n) où n = (p+ q) k+r.
Si m est un entier impair, il s’écrit m = 2s + 1 = 2 (qk + r′) + 1 avec 0 ≤
r′ ≤ q − 1 en effectuant la division euclidienne de s par q, soit m = σ (n) où
n = (p+ q) k + p+ r′. L’application σ est donc surjective.

2. Soit n = (p+ q) k + r un entier avec k ≥ 1 et 0 ≤ r ≤ p+ q − 1.

(a) Pour r = p+ q− 1, on a Sn = Tk et εk = 0, pour 0 ≤ r ≤ p+ q− 2, on a :

Sn =

(p+q)k+p+q−1∑
j=0

vj −
(p+q)k+p+q−1∑
j=(p+q)k+r+1

vj = Tk − εk

avec Tk = S(p+q)k+p+q−1 et :

|εk| ≤
∣∣v(p+q)k+1

∣∣+ · · ·+
∣∣v(p+q)k+p+q−1

∣∣ ≤ p+ q − 1

k
→

k→+∞
0

(b) On a :

Tk =

(p+q)k+p+q−1∑
j=0

uσ(j) =

p+q−1∑
r=0

k∑
i=0

uσ((p+q)i+r)

=

p−1∑
r=0

k∑
i=0

u2(pi+r) +

p+q−1∑
r=p

k∑
i=0

u2(qi+r−p)+1

=

p−1∑
r=0

k∑
i=0

1

2 (pi+ r) + 1
−
p+q−1∑
r=p

k∑
i=0

1

2 (qi+ r − p) + 2

=

p−1∑
r=0

k∑
i=0

1

2 (pi+ r) + 1
− 1

2

q−1∑
s=0

k∑
i=0

1

qi+ s+ 1

En utilisant la division euclidienne par q, on a :

{qi+ s+ 1 | 0 ≤ i ≤ k et 0 ≤ s ≤ q − 1} = {1, 2, · · · , qk + q}

et
q−1∑
s=0

k∑
i=0

1

qi+ s+ 1
=

q(k+1)∑
j=1

1

j
= Hq(k+1). En remarquant que les entiers

de la forme 2 (pi+ r) + 1 où 0 ≤ i ≤ k et 0 ≤ s ≤ p − 1 sont les entiers
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impairs compris entre 1 et 2pk + 2p − 1 (division euclidienne par 2p), on
a :
p−1∑
r=0

k∑
i=0

1

2 (pi+ r) + 1
=

2p−1∑
s=0

k∑
i=0

1

2pi+ s+ 1
−
p−1∑
r=0

k∑
i=0

1

2pi+ 2r + 2

=

2p−1∑
s=0

k∑
i=0

1

2pi+ s+ 1
− 1

2

p−1∑
r=0

k∑
i=0

1

pi+ r + 1

=

2p(k+1)∑
j=1

1

j
− 1

2

p(k+1)∑
j=1

1

j
= H2p(k+1) −

1

2
Hp(k+1)

On a donc Tk = H2p(k+1) −
1

2

(
Hp(k+1) +Hq(k+1)

)
.

(c) On utilisant Hn = ln (n) + δn avec lim
n→+∞

δn = γ, on a :

Tk = H2p(k+1) −
1

2

(
Hp(k+1) +Hq(k+1)

)
= ln

(
2

√
p

q

)
+ δ2p(k+1) −

1

2

(
δp(k+1) + δq(k+1)

)
et lim

k→+∞
Tk = ln (2)+

1

2
ln

(
p

q

)
. Toutes les suites extraites

(
S(p+q)k+r

)
k≥1

pour 0 ≤ r ≤ p+ q− 1 convergent alors vers la même limite, ce qui revient
à dire que (Sn)n≥1 converge vers cette limite, soit :

+∞∑
n=0

(−1)
σ(n)

σ (n) + 1
= ln (2) +

1

2
ln

(
p

q

)

Exo Sup 2.4. Permutation des termes d’une série convergente

Soit σ une permutation de N telle que la suite (σ (n)− n)n∈N soit bor-
née. Montrer que pour toute série convergente

∑
un, la série

∑
uσ(n) est

convergente et
+∞∑
n=0

uσ(n) =

+∞∑
n=0

un.

Solution. Si la suite (σ (n)− n)n∈N est bornée, il existe un entier N tel que
|σ (n)− n| ≤ N, ou encore n−N ≤ σ (n) ≤ n+N pour tout n ∈ N. Comme σ est
bijective, pour n ∈ N et 0 ≤ k ≤ n il existe un entier j tel que k = σ (j) et avec
j−N ≤ σ (j) = k ≤ j+N, on déduit que cet entier j est compris entre 0 et k+N.

Il en résulte que la somme partielle
n∑
k=0

uk est une partie de la somme
n+N∑
j=0

uσ(j)

et
n+N∑
j=0

uσ(j) −
n∑
k=0

uk =

n+N∑
j=0

σ(j)≥n+1

uσ(j). De plus avec σ (j) ≤ j + N ≤ n + 2N, on



Suites et séries numériques 33

déduit que :

{σ (j) | 0 ≤ j ≤ n+N et σ (j) ≥ n+ 1} ⊂ {n+ 1, · · · , n+ 2N}

et

∣∣∣∣∣∣
n+N∑
j=0

uσ(j) −
n∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣∣ ≤
n+N∑
j=0

σ(j)≥n+1

∣∣uσ(j)∣∣ ≤ n+2N∑
k=n+1

|uk| = εn. Comme chacune des

suites (|un+r|)n∈N pour r compris entre 1 et 2N tend vers 0, la suite (εn)n∈N
tend aussi vers 0 (somme finie de suites qui tendent vers 0). Il en résulte que

lim
n→+∞

n+N∑
j=0

uσ(j) = lim
n→+∞

n∑
k=0

uk, ce qui signifie que la série
∑

uσ(n) est convergente

avec
+∞∑
n=0

uσ(n) =

+∞∑
n=0

un.



34 Suites et séries numériques



Chapitre 3

Suites et séries de fonctions

Exo Sup 3.1. Polynomes de Bernstein

L’espace vectoriel E = C0 ([0, 1] ,R) des fonctions continues de [0, 1] dans
R est muni de la norme f 7→ ∥f∥∞ = sup

x∈[0,1]

|f (x)| . Pour tout entier non

nul n et tout entier k compris entre 0 et n, on désigne par Bn,k la fonc-

tion polynomiale définie par Bn,k (x) =

(
n

k

)
xk (1− x)

n−k pour tout réel

x et à toute fonction f ∈ E, on associe la suite (Bn (f))n∈N∗ de fonctions

polynomiales de Bernstein définie par Bn (f) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn,k pour tout

n ∈ N∗.

1. Montrer que, pour toute fonction f ∈ E et tout entier n ∈ N∗, on a :

Bn (xf) =
x (1− x)

n
(Bn (f))

′
+ xBn (f)

2. Pour tout entier k ∈ N, on note ek la fonction polynomiale définie par
ek (x) = xk pour tout réel x.
(a) Calculer Bn (ek) pour n ∈ N∗ et k ∈ {0, 1, 2} .
(b) Montrer que, pour tout entier n ∈ N∗ et tout réel x, on a :

n∑
k=0

(
k

n
− x

)
Bn,k (x) = 0 et

n∑
k=0

(
k

n
− x

)2

Bn,k (x) =
x (1− x)

n

3.
(a) Montrer que pour tout réel α > 0 et tout réel x ∈ [0, 1] , on a :

n∑
k=0

| kn−x|≥α

Bn,k (x) ≤
1

4α2n

(la somme étant nulle quand l’ensemble des entiers k compris entre

0 et n tels que
∣∣∣∣kn − x

∣∣∣∣ ≥ α est vide).

35
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(b) Montrer que, pour toute fonction f ∈ E, la suite (Bn (f))n∈N∗

converge uniformément vers f sur [0, 1] .

4. Montrer le théorème de Weierstrass : Soit (a, b) ∈ R2, avec a < b. Si f
est continue sur [a, b] , alors f est limite uniforme sur [a, b] d’une suite
de polynômes.

5. Montrer que si une fonction f est limite uniforme sur R d’une suite de
fonctions polynomiales, c’est alors une fonction polynomiale (le théorème
de Weierstrass n’est pas valable sur R).

6.

(a) Montrer qu’une fonction f ∈ E est limite uniforme sur [0, 1] d’une
suite de polynômes à coefficients entiers relatifs si, et seulement si,
f (0) et f (1) sont entiers relatifs.

(b) En déduire que, pour tout réel δ ∈
]
0,

1

2

[
, l’anneau Z [x] des

fonctions polynomiales à coefficients entiers relatifs est dense dans(
C0 ([δ, 1− δ]) , ∥·∥∞

)
.

7.

(a) Montrer que pour tout entier non nul n, on a :

B′
n,k =

 −nBn−1,0 pour k = 0
n (Bn−1,k−1 −Bn−1,k) pour 1 ≤ k ≤ n− 1
nBn−1,n−1 pour k = n

(b) Pour n ∈ N∗ et f ∈ E, montrer que :

Bn (f)
′
= n

n−1∑
k=0

(
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

))
Bn−1,k (3.1)

(c) Dans le cas où f est de classe C1 sur [0, 1] , montrer que la suite(
Bn (f)

′)
n≥1

converge uniformément vers f ′ sur [0, 1] .

Solution.

1. Pour n ∈ N∗ et 0 ≤ k ≤ n, on a :

B′
n,k (x) =


−n (1− x)

n−1 si k = 0(
n

k

)
xk−1 (1− x)

n−k−1
(k − nx) si 1 ≤ k ≤ n− 1

nxn−1 si k = n
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donc x (1− x)B′
n,k (x) = (k − nx)Bn,k (x) . Il en résulte que pour f ∈ E, on

a :

x (1− x)

n
(Bn (f))

′
=

n∑
k=0

k

n
f

(
k

n

)
Bn,k (x)− x

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn,k (x)

= Bn (xf)− xBn (f)

2.
(a) Pour tout réel x, on a :

Bn (e0) (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk (1− x)

n−k
= (x+ 1− x)

n
= 1

soit Bn (e0) = e0. Il en résulte que :

Bn (e1) (x) =
x (1− x)

n
(Bn (e0))

′
(x) + xBn (e0) (x) = x

soit Bn (e1) = e1 et :

Bn (e2) (x) =
x (1− x)

n
(Bn (e1))

′
(x) + xBn (e1) (x) =

x (1− x)

n
+ x2

soit Bn (e2) =
1

n
e1 +

(
1− 1

n

)
e2.

(b) Pour n ∈ N∗ et x ∈ R, on a :
n∑
k=0

(
k

n
− x

)
Bn,k (x) =

n∑
k=0

k

n
Bn,k (x)− x

n∑
k=0

Bn,k (x)

= Bn (e1) (x)− xBn (e0) (x) = x− x = 0

et :
n∑
k=0

(
k

n
− x

)2

Bn,k (x) = Bn (e2) (x)− 2xBn (e1) (x) + x2Bn (e0) (x)

=
x (1− x)

n
+ x2 − 2x2 + x2 =

x (1− x)

n

3.

(a) Pour x ∈ [0, 1] et k ∈ {0, · · · , n} tel que
∣∣∣∣x− k

n

∣∣∣∣ ≥ α, on a 1 ≤ 1

α2

(
k

n
− x

)2

,

donc :
n∑
k=0

| kn−x|≥α

Bn,k (x) ≤
1

α2

n∑
k=0

| kn−x|≥α

(
k

n
− x

)2

Bn,k (x)

≤ 1

α2

n∑
k=0

(
k

n
− x

)2

Bn,k (x) =
1

α2

x (1− x)

n
≤ 1

4α2n

(la fonction x 7→ x (1− x) atteint son maximum en 1

2
).
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(b) En utilisant l’égalité Bn (e0) = 1, on a pour tout x ∈ [0, 1] :

Bn (f) (x)− f (x) =

n∑
k=0

(
f

(
k

n

)
− f (x)

)
Bn,k (x)

La fonction f étant continue sur le compact [0, 1] , elle y est uniformément
continue, donc pour tout réel ε > 0, on peut trouver un réel α > 0 tel que :(

(x, y) ∈ [0, 1]
2 et |x− y| < α

)
⇒ (|f (x)− f (y)| < ε)

ce qui nous donne :

|Bn (f) (x)− f (x)|

≤
∑

| kn−x|≥α

∣∣∣∣f (kn
)
− f (x)

∣∣∣∣Bn,k (x) + ∑
| kn−x|<α

∣∣∣∣f (kn
)
− f (x)

∣∣∣∣Bn,k (x)
≤ 2 ∥f∥∞

∑
| kn−x|≥α

Bn,k (x) + ε
∑

| kn−x|<α
Bn,k (x)

≤
2 ∥f∥∞
4α2n

+ ε

n∑
k=0

Bn,k (x) =
∥f∥∞
2α2n

+ ε

soit ∥Bn (f)− f∥∞ ≤
∥f∥∞
2α2n

+ ε. Désignant par n0 un entier non nul tel

que
∥f∥∞
2α2n

< ε pour tout n ≥ n0, on déduit que ∥Bn (f)− f∥∞ < 2ε pour
tout n ≥ n0, donc (Bn (f))n∈N∗ converge uniformément vers f sur [0, 1] .

4. Si f est une fonction continue sur [a, b] , la fonction g définie sur [0, 1] par
g (t) = f (a+ t (b− a)) est continue, donc la suite de fonctions polynomiales
(Bn (g))n∈N∗ converge uniformément vers g sur [0, 1] et la suite de fonctions

polynomiales (Pn)n∈N∗ définie par Pn (x) = Bn (g)

(
x− a

b− a

)
converge unifor-

mément vers la fonction x 7→ g

(
x− a

b− a

)
= f (x) sur [a, b] .

5. Si f : R → R est limite uniforme sur R d’une suite (Pn)n∈N de fonctions
polynomiales, cette suite vérifie alors le critère de Cauchy uniforme, c’est-à-dire
que pour ε > 0 donné, il existe un entier naturel n0 tel que :

∀n > m ≥ n0, ∀x ∈ R, |Pn (x)− Pm (x)| < ε

En particulier, on a :

∀n ≥ n0, ∀x ∈ R, |Pn (x)− Pn0
(x)| < ε

c’est-à-dire que pour tout entier n ≥ n0 la fonction polynomiale Pn − Pn0
est

bornée sur R, elle est donc constante. Il existe donc une suite de réels (cn)n≥n0

telle que Pn = Pn0+cn pour tout n ≥ n0. La suite (Pn (0))n∈N étant convergente
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vers f (0) , on déduit que la suite (cn)n≥n0
converge vers f (0)−Pn0 (0) et pour

tout réel x, on a :

f (x) = lim
n→+∞
n≥n0

Pn (x) = Pn0
(x) + lim

n→+∞
n≥n0

cn = Pn0
(x) + f (0)− Pn0

(0)

La fonction f est donc polynomiale.
6.

(a) S’il existe une suite (Pn)n∈N∗ de polynômes dans Z [X] qui converge vers f
(même simplement), on a alors f (0) = lim

n→+∞
Pn (0) , où (Pn (0))n∈N∗ est

une suite d’entiers relatifs. Comme Z est fermé dans R, on a nécessairement
f (0) ∈ Z. De manière analogue, on voit que f (1) ∈ Z. Réciproquement,
soit f ∈ E telle que f (0) et f (1) soient entiers. En notant [·] la fonction
partie entière, on associe à la fonction f la suite (Pn (f))n∈N∗ de fonctions
polynomiales définie par :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ [0, 1] , Pn (f) (x) =

n∑
k=0

[
f

(
k

n

)(
n

k

)]
xk (1− x)

n−k

Comme f (0) et f (1) sont entiers, on a, pour tout x ∈ [0, 1] :

0 ≤ Bn (f) (x)− Pn (f) (x) ≤
n−1∑
k=1

xk (1− x)
n−k

et avec
(
n

k

)
= n

k−1∏
j=1

n− j

k − j + 1
≥ n pour tout k compris entre 1 et n − 1,

on déduit que :

0 ≤ Bn (f) (x)− Pn (f) (x) ≤
1

n

n∑
k=0

(
n

k

)
xk (1− x)

n−k
=

1

n

Puis avec :

∥f − Pn (f)∥∞ ≤ ∥f −Bn (f)∥∞ + ∥Bn (f)− Pn (f)∥∞

≤ ∥f −Bn (f)∥∞ +
1

n

et la convergence uniforme de la suite (Bn (f))n∈N∗ vers f, on déduit que
la suite de polynômes à coefficients entiers relatifs (Pn (f))n∈N∗ converge
uniformément vers la fonction f sur [0, 1] .

(b) Une fonction f ∈ C0 ([δ, 1− δ]) se prolongeant en une fonction f ∈ E nulle
en 0 et en 1, on en déduit que Z [x] est dense dans

(
C0 ([δ, 1− δ]) , ∥·∥∞

)
.

7.



40 Suites et séries de fonctions

(a) Pour n ∈ N∗ et x ∈ R, on a vu que B′
n,0 (x) = −nBn−1,0 (x) , B

′
n,n (x) =

nBn−1,n−1 (x) et pour 1 ≤ k ≤ n− 1 avec n ≥ 2 :

B′
n,k (x) = k

(
n

k

)
xk−1 (1− x)

n−k − n

(
n

k

)
xk (1− x)

n−1−k

= n

((
n− 1

k − 1

)
xk−1 (1− x)

n−k −
(
n− 1

k

)
xk (1− x)

n−1−k
)

= n (Bn−1,k−1 (x)−Bn−1,k (x))

(b) Pour n ≥ 2, on a :

Bn (f)
′
=

n∑
k=0

f

(
k

n

)
B′
n,k

= n

(
−Bn−1,0f (0) +

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
(Bn−1,k−1 −Bn−1,k) + f (1)Bn−1,n−1

)

= n

(
n∑
k=1

f

(
k

n

)
Bn−1,k−1 −

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn−1,k

)

= n

n−1∑
k=0

(
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

))
Bn−1,k

= n

n−1∑
k=0

(
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

))
Bn−1,k

ce qui est encore valable pour n = 1 (B1 (f) (x) = f (0) (1− x) + f (1)x).
(c) Pour n ≥ 2 et k compris entre 0 et n− 1, on a :

f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)
=

∫ k+1
n

k
n

f ′ (t) dt =
1

n

∫ 1

0

f ′
(
k + t

n

)
dt

donc, pour x ∈ [0, 1] :

Bn (f)
′
(x) =

n−1∑
k=0

(∫ 1

0

f ′
(
k + t

n

)
dt

)
Bn−1,k (x)

et :

Bn (f)
′
(x)−Bn−1 (f

′) (x) =

n−1∑
k=0

(∫ 1

0

(
f ′
(
k+t
n

)
− f ′

(
k

n−1

))
dt

)
Bn−1,k (x)

La fonction f ′ étant uniformément continue sur l’intervalle compact [0, 1] ,
on peut trouver, pour tout réel ε > 0, un réel η > 0 tel que :(

(x, y) ∈ [0, 1]
2
, |x− y| < η

)
⇒ |f ′ (x)− f ′ (y)| < ε
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Pour 0 ≤ k ≤ n− 1 et t ∈ [0, 1] , on a :∣∣∣∣k + t

n
− k

n− 1

∣∣∣∣ = |t (n− 1)− k|
n (n− 1)

≤ (n− 1) + k

n (n− 1)
≤ 2

n

donc il existe un entier n0 ≥ 2 tel que
∣∣∣∣k + t

n
− k

n− 1

∣∣∣∣ < η pour tous

n ≥ n0, k compris entre 0 et n − 1 et t ∈ [0, 1] , ce qui nous donne∣∣∣∣f ′(k + t

n

)
− f ′

(
k

n− 1

)∣∣∣∣ < ε. Il en résulte que pour tout n ≥ n0 et

tout x ∈ [0, 1] , on a :

∣∣Bn (f)′ (x)−Bn−1 (f
′) (x)

∣∣ ≤ ε

n−1∑
k=0

Bn−1,k (x) ≤ εBn−1 (e0) (x) = ε

soit
∥∥Bn (f)′ −Bn−1 (f

′)
∥∥
∞ ≤ ε pour tout n ≥ n0 et :∥∥Bn (f)′ − f ′

∥∥
∞ ≤

∥∥Bn (f)′ −Bn−1 (f
′)
∥∥
∞ + ∥Bn−1 (f

′)− f ′∥∞
≤ ε+ ∥Bn−1 (f

′)− f ′∥∞

avec lim
n→+∞

∥Bn−1 (f
′)− f ′∥∞ = 0, ce qui nous assure de l’existence de

n1 ≥ n0 tel que
∥∥Bn (f)′ − f ′

∥∥
∞ ≤ 2ε pour tout n ≥ n1. On a donc ainsi

montré que la suite
(
Bn (f)

′)
n≥1

converge uniformément vers f ′ sur [0, 1] .

Exo Sup 3.2. Équation des ondes

Il s’agit de déterminer une fonction u définie sur [0, π]× R et à valeurs
réelles telle que : 

∂2u

∂t2
(x, t)− c2

∂2u

∂x2
(x, t) = 0

u (x, 0) = f (x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = g (x)

u (0, t) = u (π, t) = 0

(3.2)

où c > 0, f et g sont des fonctions données, les hypothèses sur ces fonctions
étant précisées en cours d’exercice.

1. On suppose que f est de classe C3 sur [0, π] avec f (0) = f (π) = 0,
f ′′ (0) = f ′′ (π) = 0 et on la prolonge en une fonction impaire et 2π-
périodique sur R que l’on note encore f.

(a) Justifier le fait que la fonction f est développable en série de Fourier

sur R avec f (x) =
+∞∑
n=1

bn (f) sin (nx) .
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(b) Vérifier que les fonctions u1 (x, t) = f (x− ct) et u2 (x, t) =

f (x+ ct) sont solutions de l’équation ∂2u

∂t2
(x, t)− c2

∂2u

∂x2
(x, t) = 0

avec la condition u (x, 0) = f (x) .

(c) Construire, à partir de u1 et u2 une fonction u3 solution de :
∂2u

∂t2
(x, t)− c2

∂2u

∂x2
(x, t) = 0

u (x, 0) = f (x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = 0

u (0, t) = u (π, t) = 0

2. On suppose que g est de classe C3 sur [0, π] avec g (0) = g (π) = 0 et

on désigne par G la primitive de g sur [0, π] telle que
∫ π

0

G (x) dx = 0.

On prolonge G en une fonction paire et 2π-périodique sur R et g en une
fonction impaire et 2π-périodique sur R.

(a) Justifier l’existence et l’unicité de G.
(b) Justifier le fait que la fonction G est développable en série de Fou-

rier sur R avec G (x) = −
+∞∑
n=1

bn (g)

n
cos (nx) .

(c) Vérifier que les fonctions v1 (x, t) = G (x− ct) et v2 (x, t) =

G (x+ ct) sont solutions de l’équation ∂2u

∂t2
(x, t)− c2

∂2u

∂x2
(x, t) = 0

avec la condition u (x, 0) = G (x) .

(d) Construire, à partir de v1 et v2 une fonction v3 solution de :
∂2u

∂t2
(x, t)− c2

∂2u

∂x2
(x, t) = 0

u (x, 0) = 0,
∂u

∂t
(x, 0) = g (x)

u (0, t) = u (π, t) = 0

3. Déduire de ce qui précède que la fonction u définie par :

u (x, t) =

+∞∑
n=1

(
bn (f) cos (nct) +

bn (g)

n · c
sin (nct)

)
sin (nx)

est solution de (3.2) .

Solution.

1.

(a) La fonction prolongée f est continue, de classe C1 par morceaux sur R,
donc le théorème de Dirichlet nous dit que sa série de Fourier converge
normalement vers f sur R. Compte tenu du fait que les an (f) sont tous
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nuls (f est impaire), on a f (x) =

+∞∑
n=1

bn (f) sin (nx) . En fait, avec nos

hypothèses, le prolongement f est de classe C2 sur R.
(b) La fonction f étant de classe C2 sur R, il en est de même des fonctions u1,

u2 et pour k = 1, 2, on a uk (x, 0) = f (x) et :

∂2uk
∂t2

(x, t) = c2f ′′ (x± ct) = c2
∂2uk
∂x2

(x, t)

(c) On a :
∂u1
∂t

(x, 0) = −cf ′ (x) = −∂u2
∂t

(x, 0)

u1 (0, t) = f (−ct) = −f (ct) = −u2 (0, t)
u1 (π, t) = f (π − ct) = f (−π − ct) = −f (π + ct) = −u2 (π, t)

donc la fonction u3 =
1

2
(u1 + u2) vérifie ∂2u

∂t2
(x, t) = c2

∂2u

∂x2
(x, t) avec les

conditions u (x, 0) = f (x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = 0 et u (0, t) = u (π, t) = 0.

2.

(a) La fonction G est définie par G (x) =

∫ x

0

g (t) dt + λ pour x ∈ [0, π] et

la condition
∫ π

0

G (x) dx = 0, qui s’écrit
∫ π

0

(∫ x

0

g (t) dt

)
dx + πλ = 0,

détermine λ de manière unique.
(b) Cette fonction G est de classe C3 sur R, paire et 2π-périodique. En effet,

G est de classe C3 puisque g est de classe C2 ; pour tout x ∈ R, on a :

G (−x) =
∫ −x

0

g (t) dt+ λ = −
∫ x

0

g (−u) du+ λ =

∫ x

0

g (u) du+ λ = G (x)

puisque g est impaire et :

G (x+ 2π) =

∫ x+2π

0

g (t) dt+ λ = G (x) +

∫ x+2π

x

g (t) dt

avec : ∫ x+2π

x

g (t) dt =

∫ 2π

0

g (t) dt =

∫ π

−π
g (t) dt = 0

puisque g est impaire.
Le théorème de Dirichlet nous dit que G est développable en série de

Fourier sur R et avec a0 (G) =
2

π

∫ π

0

G (x) dx = 0, an (G) =
bn (g)

n
pour

tout n ≥ 0, on déduit que, pour tout réel x, on a :

G (x) = −
+∞∑
n=1

bn (g)

n
cos (nx)

la convergence étant uniforme.
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(c) La fonction G étant de classe C3 sur [0, π] il en est de même de vk, pour
k = 1, 2 et on a vk (x, 0) = G (x) et :

∂2vk
∂t2

(x, t) = c2G′′ (x± ct) = c2g′ (x± ct) = c2
∂2vk
∂x2

(x, t)

(d) On a :
∂v1
∂t

(x, 0) = −cG′ (x) = −cg (x) = −∂v2
∂t

(x, 0)

v1 (0, t) = G (−ct) = G (ct) = v2 (0, t)

v1 (π, t) = G (π − ct) = G (−π − ct) = G (π + ct) = v2 (π, t)

et la fonction v3 =
1

2c
(v2 − v1) est solution du problème :

∀ (x, t) ∈ [0, π]× R,
∂2u

∂t
(x, t)− c2

∂2u

∂x2
(x, t) = 0

∀x ∈ [0, π] , u (x, 0) = 0,
∂u

∂t
(x, 0) = g (x)

∀t ∈ R, u (0, t) = u (π, t) = 0

3. La fonction u = u3 + v3 est solution de (3.2) et elle s’écrit :

u (x, t) =
1

2
(f (x+ ct) + f (x− ct)) +

1

2c
(G (x+ ct)−G (x− ct))

avec :

f (x+ ct) + f (x− ct) =

+∞∑
n=1

bn (f) (sin (nx+ nct) + sin (nx− nct))

= 2

+∞∑
n=1

bn (f) sin (nx) cos (nct)

et :

G (x+ ct)−G (x− ct) =

+∞∑
n=1

bn (g)

n
(cos (nx− nct)− cos (nx+ nct))

= 2

+∞∑
n=1

bn (g)

n
sin (nx) sin (nct)

ce qui donne :

u (x, t) =

+∞∑
n=1

(
bn (f) cos (nct) +

bn (g)

nc
sin (nct)

)
sin (nx)
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Problème 3.1. Polynômes de Legendre et séries de Fourier-
Legendre

C0 ([−1, 1]) est la R-algèbre des fonctions continues de [−1, 1] dans R, pour tout
entier n ∈ N∗, Cn ([−1, 1]) est l’algèbre des fonctions n fois continûment dérivables
de [−1, 1] dans R et C∞ ([−1, 1]) est l’algèbre des fonctions indéfiniment dérivables
de [−1, 1] dans R.

R [x] est la sous-algèbre de C∞ ([−1, 1]) formée des fonctions polynomiales et,
pour tout entier n ∈ N, Rn [x] est l’espace vectoriel des fonctions polynomiales de
degré au plus égal à n.

– I – Résultats préliminaires

Si f : [−1, 1] → R, est continue par morceaux, on notera en tout point de
discontinuité a de f :

f
(
a−
)
= lim
x→a
x<a

f (x) (pour a > −1) et f
(
a+
)
= lim
x→a
x>a

f (x) (pour a < 1)

On note E la R-algèbre des fonctions continues par morceaux de [−1, 1] dans R
telles que f (−1) = f (−1+) , f (1) = f (1−) et en tout point a ∈ ]−1, 1[ où f est
discontinue on ait f (a) = 1

2
(f (a−) + f (a+)) . Pour toutes fonctions f, g dans E ,

on note :

⟨f | g⟩ =
∫ 1

−1

f (x) g (x) dx, ∥f∥ =

(∫ 1

−1

f2 (x) dx

) 1
2

et ∥f∥∞ = sup
x∈[−1,1]

|f (x)|

1. Montrer que l’application (f, g) 7→ ⟨f | g⟩ définit un produit scalaire sur E .
2. Montrer que l’espace vectoriel C0 ([−1, 1]) est dense dans (E , ∥·∥) , puis que

l’espace vectoriel R [x] des fonctions polynomiales est dense dans (E , ∥·∥) .
3. Montrer que pour tout n ∈ N∗ et toutes fonctions f, g dans Cn ([−1, 1]) , on a :

⟨
f (n) | g

⟩
=

[
n−1∑
k=0

(−1)
k
f (n−1−k)g(k)

]1
−1

+ (−1)
n
⟨
f | g(n)

⟩
(formule d’intégrations par parties itérées).

4. Calculer, pour tout entier n ∈ N, l’intégrale Wn =

∫ 1

−1

(
x2 − 1

)n
dx.

– II – Polynômes de Legendre

Pour tout n ∈ N, on désigne par π2n et Ln les fonctions polynomiales définies
par π2n (x) =

(
x2 − 1

)n et Ln =
1

2nn!
π
(n)
2n

1.

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N, Ln est un polynôme de degré n de même
parité que n. Pour n ∈ N∗, calculer Ln (0) ainsi que les coefficients de xn
et xn−1 dans Ln.
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(b) En utilisant la formule de Leibniz, calculer pour tout entier naturel n,
n∑
k=0

(
n

k

)2

, Ln (1) et Ln (−1) .

(c) Montrer que pour tout n ∈ N∗ et toute fonction f de classe C∞ sur [−1, 1] ,
on a 2nn! ⟨Ln | f⟩ = (−1)

n ⟨
π2n | f (n)

⟩
.

(d) Montrer que, pour tout n ∈ N, la famille (Lk)0≤k≤n est une base orthogo-
nale de Rn [x] (pour le produit scalaire ⟨· | ·⟩). Calculer ∥Ln∥ et ⟨Ln | xn⟩
(en notant abusivement xn la fonction x 7→ xn).

(e) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, le polynôme Ln admet n racines réelles
simples xn,1 < · · · < xn,n dans l’intervalle ]−1, 1[ .

(f) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, il existe une unique suite (λn,k)1≤k≤n de
réels strictement positifs telle que pour tout polynôme P ∈ R2n−1 [x] , on

ait
∫ 1

−1

P (x) dx =

n∑
k=1

λn,kP (xn,k) .

2.

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ R, on a :

(n+ 1)Ln+1 (x) + nLn−1 (x) = (2n+ 1)xLn (x) (3.3)

n (n+ 1) (Ln+1 (x)− Ln−1 (x)) = (2n+ 1)
(
x2 − 1

)
L′
n (x) (3.4)

(b) Montrer que pour tout n ∈ N et tous réels x, t on a :

(x− t)

n∑
k=0

(2k + 1)Lk (x)Lk (t) = (n+ 1) (Ln+1 (x)Ln (t)− Ln (x)Ln+1 (t))

(formule de Darboux-Christoffel).

3. En notant pour tout n ∈ N∗, xn = max
1≤k≤n

xn,k la plus grande des racines de Ln,

montrer que la suite (xn)n∈N∗ est convergente (nous verrons plus loin que cette
limite vaut 1).

4. Pour (x, r) ∈ [−1, 1] × R+,∗, on note γx,r le lacet défini par γx,r (t) = x + reit

pour tout t ∈ [0, 2π] . Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

Ln (x) =
1

2iπ

∫
γx,r

(
z2 − 1

)n
(z − x)

n+1

dz

2n

(formule intégrale de Schläffi) et :

Ln (x) =
1

2π

∫ 2π

0

(
x+ i

√
1− x2 sin (t)

)n
dt =

1

π

∫ π

0

(
x+ i

√
1− x2 cos (t)

)n
dt

(formule intégrale de Laplace).
5. En utilisant la formule intégrale de Laplace, calculer pour tout entier naturel
n, Ln (1) , Ln (−1) et ∥Ln∥∞ .
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6. Montrer que, pour tout réel δ ∈ ]0, 1[ , la suite de fonctions polynomiales
(Ln)n∈N converge uniformément vers la fonction nulle sur [−δ, δ] .

7. Montrer que :

∀ (x, t) ∈ [−1, 1]×
[
0,
π

2

]
,
∣∣∣x+ i

√
1− x2 cos (t)

∣∣∣ ≤ e−
2
π2 (1−x2)t2

En déduire que, pour tout n ∈ N et tout x ∈ ]−1, 1[ , on a |Ln (x)| ≤
√
π√

2n (1− x2)
.

Retrouver le résultat de II.6.
8.

(a) Soit α un réel. Calculer
∫ π

2

0

dt

1 + α2 cos2 (t)
et
∫ π

0

dt

1− iα cos (t)
.

(b) Montrer que, pour tout (x, y) ∈ [−1, 1]× ]−1, 1[ , on a :

1√
y2 − 2xy + 1

=

+∞∑
n=0

Ln (x) y
n

9.

(a) Montrer qu’il existe une suite (Tn)n∈N de fonctions polynomiales telle que

pour tout (x, y) ∈ [−1, 1] × ]−1, 1[ , on ait 1

y2 − 2xy + 1
=

+∞∑
n=0

Tn (x) y
n,

chaque polynôme Tn étant de degré n et de la parité de n.
(b) Montrer que la suite (Tn)n∈N vérifie la relation de récurrence :{

T0 (x) = 1, T1 (x) = 2x
Tn+1 (x) = 2xTn (x)− Tn−1 (x) (n ∈ N∗)

Préciser le coefficient dominant de Tn.
(c) Donner une expression simple de sin (θ)Tn (cos (θ)) pour tout n ∈ N et

tout θ ∈ R.

(d) En déduire que, pour tout n ∈ N∗, on a Tn (x) = 2n
n∏
k=1

(
x− cos

(
kπ

n+ 1

))
.

(e) Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a cos

(
π

n+ 1

)
< xn < 1 (xn est la plus

grande des racines de Ln) et en déduire que lim
n→+∞

xn = 1.

– III – Opérateur de Legendre

On définit l’opérateur de Legendre L sur l’espace C2 ([−1, 1] ,R) par :

∀f ∈ C2 ([−1, 1] ,R) , L (f) =
(
x2 − 1

)
f ′′ + 2xf ′

1. Montrer que l’opérateur L est symétrique positif (i.e. ⟨L (f) | g⟩ = ⟨f | L (g)⟩
et ⟨L (f) | f⟩ ≥ 0 pour toutes fonctions f, g dans C2 ([−1, 1] ,R)).
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2. Soit n ∈ N.

(a) Montrer que
(
x2 − 1

)
π′
2n (x) = 2nxπ2n (x) , puis que L (Ln) = n (n+ 1)Ln.

(b) En étudiant les variations, pour tout entier naturel n, de la fonction θn

définie sur [−1, 1] par θn (x) = (Ln (x))
2
+

(
1− x2

)
n (n+ 1)

(
(L′

n (x))
2
)
, retrouver

la valeur de ∥Ln∥∞ .

3. Montrer que l’on a pour tout n ∈ N∗ :

xL′
n − L′

n−1 = nLn, L
′
n+1 = L′

n−1 + (2n+ 1)Ln = xL′
n + (n+ 1)Ln

4. Pour tout réel λ, on note Eλ = ker (L − λId) .

(a) Déterminer l’ensemble Σ des réels λ tels que Eλ ̸= {0} .
(b) Montrer que, pour tout λ ∈ Σ, l’espace Eλ est une droite vectorielle dont

on donnera un vecteur directeur.

5. Déterminer l’ensemble des solutions de l’équation aux dérivées partielles :

∂2u

∂t2
(t, x) =

(
1− x2

) ∂2u
∂x2

(t, x)− 2x
∂u

∂x
(t, x)

de la forme u (t, x) = a (t) b (x) avec a de classe C2 sur R et b de classe C2 sur
[−1, 1] .

– IV – Séries de Fourier-Legendre

On désigne par (Pn)n∈N =

(√
2n+ 1

2
Ln

)
n∈N

la suite des polynômes de Le-

gendre normalisés. Cette famille (Pn)n∈N est une base orthonormée de R [x] . À
toute fonction f ∈ E on associe la suite (cn (f))n∈N = (⟨f | Pn⟩)n∈N de ses coeffi-

cient de Fourier-Legendre et pour tout entier n ∈ N, on note Sn (f) =
n∑
k=0

ck (f)Pk

la nème somme partielle de la série de Fourier-Legendre de f.
1. Montrer que ∥f − Sn (f)∥ = inf

Q∈Rn[x]
∥f −Q∥ pour tout n ∈ N et toute fonction

f ∈ E , (Sn (f) est la meilleure approximation pour la norme ∥·∥ de f par des
éléments de Rn [x]).

2. Montrer que, pour toute fonction f ∈ E , la série de terme général c2n (f) est

convergente et
+∞∑
n=0

c2n (f) ≤ ∥f∥2 (inégalité de Bessel), puis que lim
n→+∞

cn (f) = 0

(lemme de Riemann-Lebesgue).

3. Montrer que pour toute fonction f ∈ E , la série de fonctions
∑

cn (f)Pn

converge vers f dans (E , ∥·∥) (convergence en moyenne quadratique de la série

de Fourier-Legendre). En déduire que
+∞∑
n=0

c2n (f) = ∥f∥2 (égalité de Parseval).
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4. Montrer que deux fonctions f, g dans E sont égales si, et seulement si, elles ont
les mêmes coefficients de Fourier-legendre.

5. Soit f ∈ C1 ([−1, 1]) . Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a :

cn (f) =
cn−1 (f

′)√
(2n+ 1) (2n− 1)

− cn+1 (f
′)√

(2n+ 1) (2n+ 3)

En déduire que la série de Fourier-Legendre de f converge simplement sur
]−1, 1[ , la convergence étant uniforme sur tout segment [−δ, δ] contenu dans
]−1, 1[ .

6. Montrer que, pour tout n ∈ N, toute fonction f ∈ E et tout x ∈ [−1, 1] , on a

Sn (f) (x) =

∫ 1

−1

Kn (t, x) f (t) dt, où Kn est la fonction définie sur R2 par :

Kn (t, x) =

n∑
k=0

Pk (t)Pk (x)

=
n+ 1√

(2n+ 1) (2n+ 3)


Pn+1 (t)Pn (x)− Pn (t)Pn+1 (x)

t− x
si t ̸= x

Pn (x)P
′
n+1 (x)− P ′

n (x)Pn+1 (x) si t = x

7. Montrer que, pour tout n ∈ N et tout x ∈ [−1, 1] , on a
∫ 1

−1

Kn (t, x) dt = 1.

8. Soit f ∈ E . Montrer que si f admet une dérivée à droite et à gauche en un point

x ∈ ]−1, 1[ , on a alors f (x) =
+∞∑
n=0

cn (f)Pn (x) .

9. Montrer que si f ∈ E vérifie une condition de Hölder de constante λ ∈ R+ et

d’exposant α ∈
]
1

2
, 1

]
(i.e. |f (t)− f (x)| ≤ λ |t− x|α pour tout t ∈ [−1, 1]),

la série de Fourier-Legendre
+∞∑
k=0

ck (f)Pk converge alors simplement vers f sur

l’intervalle ouvert ]−1, 1[ .

10. Calculer les coefficients de Fourier-Legendre de la fonction f définie par :

∀x ∈ [−1, 1] , f (x) =

 0 si x ∈ [−1, α[
1
2 si x = α
1 si x ∈ ]α, 1]

où α est un réel strictement compris entre −1 et 1. Étudier la série de Fourier-
Legendre correspondante.

11. Montrer que, pour tout entier n ∈ N, l’application Sn est linéaire continue de

(E , ∥·∥∞) dans (E , ∥·∥∞) et que sa norme d’opérateurN∞ (Sn) = sup
f∈E\{0}

∥Sn (f)∥∞
∥f∥∞

est donnée par :

N∞ (Sn) = sup
x∈[−1,1]

∫ 1

−1

|Kn (x, t)| dt
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Solution.

– I – Résultats préliminaires

1. Des propriétés de l’intégrale sur un segment, on déduit que l’application ⟨· | ·⟩
est bilinéaire, symétrique et positive sur E . Si f ∈ E est telle que ⟨f | f⟩ = 0,
en notant a1 < · · · < ap ses éventuels points de discontinuités dans ]a0, ap+1[ =
]−1, 1[ , on a :

0 =

∫ 1

−1

(f (t))
2
dt =

p∑
k=0

∫ ak+1

ak

(f (t))
2
dt

donc
∫ ak+1

ak

(f (t))
2
dt = 0 pour tout k compris entre 0 et p et f est nulle sur

chaque intervalle Ik = ]ak, ak+1[ puisque f2 est continue positive sur Ik. On
a alors f

(
a−k
)
= lim

x→ak
x<ak

f (x) = 0, f
(
a+k
)
= lim

x→ak
x>ak

f (x) = 0 et en conséquence,

f (ak) =
f
(
a−k
)
+ f

(
a+k
)

2
= 0 (pareil en −1 et 1). La fonction f est donc

nulle sur [−1, 1] . En définitive, l’application ⟨· | ·⟩ est définie et c’est un produit
scalaire sur E .

2.

(a) Soient f ∈ E non continue (sinon, il n’y a rien à montrer) et a1 < · · · < ap
ses points de discontinuités dans ]a0, ap+1[ = ]−1, 1[ . Pour tout réel δ > 0
tel que [ak − δ, ak + δ] ⊂ [−1, 1] pour k compris entre 1 et p, en désignant
par fδ la fonction définie sur [−1, 1] par :

fδ (x) =


f (x) si x /∈

p∪
k=1

[ak − δ, ak + δ]

f (ak − δ)
ak + δ − x

2δ
+ f (ak + δ)

x− (ak − δ)

2δ
si x ∈ [ak − δ, ak + δ]

(fδ coïncide avec f sur [−1, 1] \
p∪
k=1

[ak − δ, ak + δ] , est affine sur chaque

intervalle [ak − δ, ak + δ] et est continue sur [−1, 1] comme indiqué en figure
3.1), on a :

∥f − fδ∥2 =

p∑
k=1

∫ ak+δ

ak−δ
(f (t)− fδ (t))

2
dt

≤ 4 ∥f∥2∞
p∑
k=1

∫ ak+δ

ak−δ
dt ≤ 8p ∥f∥2∞ δ

Pour tout réel ε > 0 on peut choisir δ > 0 tel que 8p ∥f∥2∞ δ < ε2 et
la fonction fδ qui est dans C0 ([−1, 1]) est telle que ∥f − fδ∥ < ε. Ce qui
prouve la densité de C0 ([−1, 1]) dans (E , ∥·∥) .
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Figure 3.1 –

(b) Soient f ∈ E , ε > 0 et fε ∈ C0 ([−1, 1]) telle que ∥f − fε∥ < ε. Le théorème
de Weierstrass nous dit qu’il existe une fonction polynomiale Pε telle que

∥fε − Pε∥∞ < ε, donc ∥fε − Pε∥2 ≤ ∥fε − Pε∥2∞
∫ 1

−1

dt < 2ε2 et en consé-

quence, ∥f − Pε∥ ≤ ∥f − fε∥ + ∥fε − Pε∥ <
(
1 +

√
2
)
ε, ce qui prouve la

densité de R [x] dans (E , ∥·∥) .

3. On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, une intégration par parties
nous donne pour f, g dans C1 ([−1, 1]) :

⟨f ′ | g⟩ =
∫ 1

−1

f ′ (x) g (x) dx = [fg]
1
−1 −

∫ 1

−1

f (x) g′ (x) dx = [fg]
1
−1 − ⟨f | g′⟩

Supposons le résultat acquis pour n ≥ 1 et soient f, g dans Cn+1 ([−1, 1]) . Le
cas n = 1 appliqué au couple

(
f (n), g

)
nous donne :⟨

f (n+1) | g
⟩
=

⟨(
f (n)

)′
| g
⟩

=
[
f (n)g

]1
−1

−
⟨
f (n) | g′

⟩
puis appliquant l’hypothèse de récurrence au couple

(
f (n), g′

)
, on obtient :

⟨
f (n+1) | g

⟩
=
[
f (n)g

]1
−1

+

[
n∑
k=1

(−1)
k
f (n−k)g(k)

]1
−1

+ (−1)
n+1

⟨
f | g(n+1)

⟩

=

[
n∑
k=0

(−1)
k
f (n−k)g(k)

]1
−1

+ (−1)
n+1

⟨
f | g(n+1)

⟩
4. Pour tout entier naturel n, on a :

Wn =

∫ 1

−1

(x+ 1)
n
(x− 1)

n
dx =

n!

(2n)!

∫ 1

−1

(
(x+ 1)

2n
)(n)

(x− 1)
n
dx
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et utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :

Wn = (−1)
n (n!)

2

(2n)!

∫ 1

−1

(x+ 1)
2n
dx = (−1)

n (n!)
2

(2n)!

22n+1

2n+ 1

compte tenu du fait que −1 est racine d’ordre 2n de (x+ 1)
2n et 1 est racine

d’ordre n de (x− 1)
n
.

– II – Polynômes de Legendre

1.

(a) Pour n = 0 on a π0 = L0 = 1. Pour n ≥ 1, la fonction polynômiale

π2n (x) =

n∑
k=0

(−1)
n−k

(
n

k

)
x2k est de degré 2n et :

Ln (x) =
π
(n)
2n (x)

2nn!
=

1

2nn!

∑
n
2 ≤k≤n

(−1)
n−k

(
n

k

)
(2k)!

(2k − n)!
x2k−n

=
1

2n

∑
n
2 ≤k≤n

(−1)
n−k

(
n

k

)(
2k

n

)
x2k−n (3.5)

est un polynôme de degré n. Le polynôme π2n étant pair, sa dérivée d’ordre
n est de la parité de n, ce qui entraîne que L2p+1 (0) = 0 pour tout p ∈ N.

En utilisant l’expression (3.5) de L2p, on a L2p (0) =
(−1)

p

22p

(
2p

p

)
. Le

coefficient dominant de Ln est λn =
1

2n

(
2n

n

)
et le coefficient de xn−1 est

nul du fait de la parité de (−1)
n
Ln.

(b) En utilisant la formule de Leibniz, on a aussi :

2nn!Ln (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
n!

(n− k)!
(x− 1)

n−k n!

k!
(x+ 1)

k

= n!

n∑
k=0

(
n

k

)2

(x− 1)
n−k

(x+ 1)
k
% (3.6)

et le coefficient dominant de Ln est 1

2n

(
2n

n

)
=

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)2

, ce qui nous

donne l’égalité
n∑
k=0

(
n

k

)2

=

(
2n

n

)
qui peut aussi se montrer avec des

arguments combinatoires. Utilisant l’expression (3.6) de Ln, on a Ln (1) =
1

2n
2n = 1 et la propriété de parité nous donne Ln (−1) = (−1)

n
.
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(c) Pour tout n ∈ N∗ et toute fonction f de classe C∞ sur [−1, 1] , on a :

2nn! ⟨Ln | f⟩ =
⟨
π
(n)
2n | f

⟩
=

[
n−1∑
k=0

(−1)
k
π
(n−1−k)
2n (x) f (k) (x)

]1
−1

+ (−1)
n
⟨
π2n | f (n)

⟩
= (−1)

n
⟨
π2n | f (n)

⟩
(−1 et 1 étant racines d’ordre n du polynôme π2n, on a π(n−1−k)

2n (±1) = 0
pour k compris entre 0 et n− 1).

(d) La famille (Lk)0≤k≤n qui est formée de n+1 polynômes non nuls échelonnés
en degrés dans Rn [x] est une base de cet espace vectoriel (qui est de
dimension n + 1). Pour n ∈ N∗ et P ∈ Rn−1 [x] , on a P (n) = 0 et de la
question précédente, on déduit que ⟨Ln | P ⟩ = 0. Chaque polynôme Lk
étant de degré k, on en déduit que (Lk)0≤k≤n est une base orthogonale de
Rn [x] et (Ln)n∈N est une base orthogonale de R [x] . Pour P = Ln, on a :

2nn! ∥Ln∥2 = (−1)
n
∫ 1

−1

π2n (x)L
(n)
n (x) dx = (−1)

n (2n)!

2nn!
Wn

=
(2n)!

2nn!

(n!)
2

(2n)!

22n+1

2n+ 1
=

2

2n+ 1
2nn!

soit ∥Ln∥ =

√
2

2n+ 1
. En écrivant que Ln (x) = λnx

n + Pn−1 (x) , où

Pn−1 ∈ Rn−1 [x] , on obtient :

⟨Ln | xn⟩ = 1

λn
⟨Ln | Ln − Pn−1⟩ =

∥Ln∥2

λn
=

2n+1

2n+ 1

(n!)
2

(2n!)

(e) Soit ∈ N∗. Si Ln ne s’annule pas sur l’intervalle ]−1, 1[ , il garde alors un

signe constant (par continuité) et on a ⟨Ln | L0⟩ =
∫ 1

−1

Ln (t) dt ̸= 0, ce qui

contredit l’orthogonalité de Ln et L0 pour n ≥ 1. Le polynôme Ln a donc
au moins une racine réelle dans ]−1, 1[ . Si x1 ∈ ]−1, 1[ est une racine de
Ln de multiplicité p ≥ 2, on peut alors écrire Ln (x) = (x− x1)

2
Pn−2 (x)

avec Pn−2 ∈ Rn−2 [x] et on a :

0 = ⟨Ln | Pn−2⟩ =
∫ 1

−1

(t− x1)
2
P 2
n−2 (t) dt > 0

soit une impossibilité. Les racines de Ln qui sont dans ]−1, 1[ sont donc
toutes simples. Notons x1, ..., xp ces racines. Si p < n, on peut alors écrire

Ln (x) =

p∏
k=1

(x− xk)Pn−p (x) ,avec Pn−p ∈ Rn−p [x] de signe constant

dans ]−1, 1[ et on a :

0 =

⟨
Ln |

p∏
k=1

(x− xk)

⟩
=

∫ 1

−1

p∏
k=1

(t− xk)
2
Pn−p (t) dt ̸= 0
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soit encore une impossibilité. On a donc p = n, c’est-à-dire que toutes les
racines de Ln sont dans ]−1, 1[ et simples.

(f)

i. Par division euclidienne, tout polynôme P ∈ R2n−1 [x] s’écrit sous la
forme P = QLn +R avec Q,R dans Rn−1 [x] et on a :∫ 1

−1

P (t) dt = ⟨Ln | Q⟩+
∫ 1

−1

R (t) dt =

∫ 1

−1

R (t) dt

puisque Ln ∈ (Rn−1 [x])
⊥
. Comme P (xn,k) = R (xn,k) pour tout k

compris entre 1 et n, il nous suffit de montrer le résultat annoncé
sur Rn−1 [x] , ce qui équivaut à prouver que le système linéaire de n
équations aux n inconnues λn,k :

n∑
i=1

xk−1
n,i λn,i =

∫ 1

−1

xk−1dt (1 ≤ k ≤ n)

a une unique solution. Le déterminant de ce système étant le déter-
minant de Vandermonde

∏
1≤j<i≤n

(xn,i − xn,j) ̸= 0, on est assuré de

l’existence et de l’unicité d’une solution (λn,k)1≤k≤n .

ii. En désignant, pour tout k compris entre 1 et n, par Pn,k ∈ Rn−1 [x]
le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par Pn,k (xn,i) = 0
pour j ̸= k et Pn,k (xn,k) = 1, on a P 2

n,k ∈ R2n−2 [x] et λn,k =∫ 1

−1

P 2
n,k (t) dt > 0. On a aussi :

Pn,k (x) =

∏
1≤j ̸=k≤n

(x− xn,j)∏
1≤j ̸=k≤n

(xn,k − xn,j)
=

1

L′
n (xn,k)

Ln (x)

x− xn,k

et λn,k =
1

L′
n (xn,k)

∫ 1

−1

Ln (t)

t− xn,k
dt.

2.

(a) Pour n ∈ N∗, on a xLn ∈ Rn+1 [x] = Vect {L0, · · · , Ln+1} , donc xLn =
n+1∑
k=0

αkLk avec αk ∥Lk∥2 = ⟨xLn | Lk⟩ = ⟨Ln | xLk⟩ = 0 pour k+1 < n, ce

qui nous donne xLn = αn+1Ln+1 + αnLn + αn−1Ln−1. Comme Ln est de
la parité de n, la fonction xL2

n est impaire et :

αn ∥Ln∥2 = ⟨xLn | Ln⟩ =
∫ 1

−1

xL2
n (x) dx = 0

et il reste xLn = αn+1Ln+1+αn−1Ln−1. Le coefficient dominant de Ln est

λn =
1

2n
(2n)!

(n!)
2 et l’identification des coefficients de xn+1 dans la dernière
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égalité donne αn+1 =
λn
λn+1

=
n+ 1

2n+ 1
. Pour le calcul de αn−1, on peut

écrire que :

αn−1 ∥Ln−1∥2 = ⟨Ln | xLn−1⟩ = ⟨Ln | λn−1x
n + Pn−1⟩

= λn−1 ⟨Ln | xn⟩ = λn−1
∥Ln∥2

λn

ce qui nous donne αn−1 =
∥Ln∥2

∥Ln−1∥2
λn−1

λn
=

2n− 1

2n+ 1

n

2n− 1
=

n

2n+ 1
et la

relation de récurrence :

(n+ 1)Ln+1 (x) + nLn−1 (x) = (2n+ 1)xLn (x)

Pour n ∈ N∗, on a
(
x2 − 1

)
L′
n ∈ Rn+1 [x] , donc

(
x2 − 1

)
L′
n =

n+1∑
k=0

βkLk

avec βn ∥Ln∥2 =

∫ 1

−1

(
x2 − 1

)
L′
n (x)Ln (x) dx = 0 par imparité et :

βk ∥Lk∥2 =
⟨(
x2 − 1

)
L′
n | Lk

⟩
=
⟨
L′
n |
(
x2 − 1

)
Lk
⟩

=
[(
t2 − 1

)
Lk (t)Ln (t)

]1
−1

−
⟨
Ln |

(
x2 − 1

)
L′
k + 2xLk

⟩
= −

⟨
Ln |

(
x2 − 1

)
L′
k + 2xLk

⟩
= 0

pour k+1 < n. Il reste donc
(
x2 − 1

)
L′
n = βn+1Ln+1 +βn−1Ln−1. L’éva-

luation en 1 donne βn−1 = −βn+1, puis l’identification des coefficients de
xn+1 donne βn+1 = n

λn
λn+1

= n
n+ 1

2n+ 1
et la relation de récurrence :

(2n+ 1)
(
x2 − 1

)
L′
n = n (n+ 1) (Ln+1 − Ln−1)

(b) Pour k ∈ N∗ et x ∈ R, on a :

(2k + 1)xLk (x) = (k + 1)Lk+1 (x) + kLk−1 (x)

En multipliant les deux membres de cette égalité par Lk (t) , avec t ∈ R,
il vient (2k + 1)xLk (x)Lk (t) = (k + 1)Lk+1 (x)Lk (t)+kLk−1 (x)Lk (t) ,
ce qui peut aussi s’écrire en permutant les rôles de x et t :

(2k + 1) tLk (t)Lk (x) = (k + 1)Lk+1 (t)Lk (x) + kLk−1 (t)Lk (x)

En faisant la différence des deux égalités obtenues, on obtient :

(2k + 1) (x− t)Lk (x)Lk (t) = Uk+1 (t)− Uk (t)

en notant Uk (t) = k (Lk (x)Lk−1 (t)− Lk−1 (x)Lk (t)) et la somme pour
k allant de 1 à n donne :

(x− t)

n∑
k=1

(2k + 1)Lk (x)Lk (t) = Un+1 (t)− U1 (t)

= (n+ 1) (Ln+1 (x)Ln (t)− Ln (x)Ln+1 (t))− (x− t)
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soit :

(x− t)

n∑
k=0

(2k + 1)Lk (x)Lk (t) = (n+ 1) (Ln+1 (x)Ln (t)− Ln (x)Ln+1 (t))

3. On vérifie par récurrence que la suite (xn)n∈N∗ est strictement croissante. On

a L1 (x) = x, L2 (x) =
1

2

(
3x2 − 1

)
et L3 (x) =

x

2

(
5x2 − 3

)
, donc x1 = 0 <

x2 =
1√
3
< x3 =

√
3√
5
. Supposons que 0 < x1 < · · · < xn−1 < xn pour

n ≥ 3. Si xn+1 = xn, la relation (3.3) nous donne Ln−1 (xn) = 0 avec xn >
xn−1 = max

1≤k≤n−1
xn−1,k, ce qui n’est pas possible. Si xn+1 < xn, on a alors

α = max (xn−1, xn+1) < xn et pour tout x > α :

(2n+ 1)xLn (x) = (n+ 1)Ln+1 (x) + nLn−1 (x) > 0

(puisque les coefficients dominants des Lk sont strictement positifs), ce qui
est incompatible avec xn > α et Ln (xn) = 0. On a donc xn < xn+1. La
suite (xn)n∈N∗ est donc croissante majorée par 1 (les xn sont dans ]0, 1[) et en
conséquence convergente vers un réel ℓ ∈ ]0, 1] .

4.

(a) Pour tout entier k compris entre 0 et n, on a :∫
γr,x

z2k

(z − x)
n+1 dz =

∫ 2π

0

(
x+ reit

)2k
(reit)

n+1 ireitdt =
i

rn

∫ 2π

0

(
x+ reit

)2k
e−intdt

=
i

rn

∫ 2π

0

2k∑
j=0

(
2k

j

)
xjr2k−jei(2k−j)te−intdt

=
i

rn

2k∑
j=0

(
2k

j

)
xjr2k−j

∫ 2π

0

ei(2k−j−n)tdt

avec
∫ 2π

0

eimtdt = 0 pour tout entier relatif non nul m. Pour 0 ≤ k <
n

2
,

on a 2k− j −n < 0 pour tout j ≥ 0 et pour n
2
≤ k ≤ n, il ne reste dans la

somme ci-dessus que l’intégrale correspondante à j = 2k − n, ce qui nous
donne :∫

γr,x

z2k

(z − x)
n+1 dz =

i

rn

(
2k

2k − n

)
x2k−nrn2π = 2iπ

(
2k

n

)
x2k−n

Il en résulte que :∫
γx,r

(
z2 − 1

)n
(z − x)

n+1 dz = 2iπ
∑

n
2 ≤k≤n

(−1)
n−k

(
2k

n

)(
n

k

)
x2k−n = 2iπ2nLn (x)
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soit :

2nLn (x) =
1

2iπ

∫
γr,x

(
z2 − 1

)n
(z − x)

n+1 dz =
1

2iπ

∫ 2π

0

((
x+ reit

)2 − 1
)n

(reit)
n+1 ireitdt

=
1

2π

∫ 2π

0

(
2x+ reit − 1− x2

reit

)n
dt

Cette solution qui suppose le résultat connu n’est pas très élégante. L’élé-
gance nécessite les formules de Cauchy pour les fonctions holomorphes (qui
ne sont pas au programme de l’agrégation interne). Pour toute fonction f
holomorphe sur un voisinage du disque fermé D (x, r) de centre x et de
rayon r, on a pour tout nombre complexe z0 dans le disque ouvert D (x, r)

et tout entier naturel n, f
(n) (z0)

n!
=

1

2iπ

∫
γr,x

f (z)

(z − z0)
n+1 dz, ce qui nous

donne pour f = π2n et z0 = x ∈ D (x, r) :

2nLn (x) =
f (n) (x)

n!
=

1

2iπ

∫
γr,x

(
z2 − 1

)n
(z − x)

n+1 dz

(b) Pour x ∈ ]−1, 1[ et r =
√
1− x2, cela donne :

Ln (x) =
1

2π

∫ 2π

0

(
2x+

√
1− x2eit −

√
1− x2e−it

)n dt
2n

=
1

2π

∫ 2π

0

(
x+ i

√
1− x2 sin (t)

)n
dt

Le changement de variable t = θ +
π

2
nous donne compte tenu de la 2π-

périodicité de la fonction intégrée :

Ln (x) =
1

2π

∫ 3π
2

−π
2

(
x+ i

√
1− x2 cos (θ)

)n
dθ

=
1

2π

∫ π

−π

(
x+ i

√
1− x2 cos (θ)

)n
dθ

=
1

π

∫ π

0

(
x+ i

√
1− x2 cos (θ)

)n
dθ

Comme Ln (x) est réel, on a aussi par conjugaison complexe :

Ln (x) =
1

π

∫ π

0

(
x− i

√
1− x2 cos (θ)

)n
dθ

La fonction φ : (θ, x) 7→
(
x+ i

√
1− x2 cos (θ)

)n étant continue sur [0, π]×

[−1, 1] et l’intégration se faisant sur un segment, la fonction x 7→
∫ π

0

φ (x, θ) dθ

est continue sur [−1, 1] comme Ln, il s’en suit que l’égalité précédente est
encore valable pour x = ±1 par continuité.
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5. En utilisant la formule intégrale de Laplace, on a pour tout n ∈ N :

Ln (±1) =
1

π

∫ π

0

(±1)
n
dt = (±1)

n

Pour tout (θ, x) ∈ [0, π]× [−1, 1] :∣∣∣x+ i
√

1− x2 cos (θ)
∣∣∣2 = x2 +

(
1− x2

)
cos2 (θ) ≤ x2 + 1− x2 = 1

donc |Ln (x)| ≤ 1 = Ln (1) et en conséquence, ∥Ln∥∞ = 1.

6. Pour tout n ∈ N et tout x ∈ [−1, 1] , on a Ln (x) =
1

π

∫ π

0

fn (x, t) dt en posant

fn (x, t) =
(
x+ i

√
1− x2 cos (t)

)n
. Pour tout n ∈ N et tout (t, x) ∈ [0, π] ×

[−δ, δ] , on a :∣∣∣x+ i
√

1− x2 cos (t)
∣∣∣2 = x2 +

(
1− x2

)
cos2 (t) = x2 sin2 (t) + cos2 (t)

≤ δ2 sin2 (t) + cos2 (t) = g2 (t)

donc |Ln (x)| ≤ εn =
1

π

∫ π

0

gn (t) dt avec lim
n→+∞

gn (t) = 0 pour tout t ∈ ]0, π[

(puisque 0 < g2 (t) < sin2 (t) + cos2 (t)) = 1) et 0 ≤ g (t)
n ≤ 1 pour tout n ∈ N

et tout t ∈ [0, π] . On déduit alors du théorème de convergence dominée que
lim

n→+∞
εn = 0, ce qui nous assure la convergence uniforme de (Ln)n∈N vers 0

sur [−δ, δ] .
7.

(a) Pour (x, t) ∈ [−1, 1]×
[
0,
π

2

]
, on a

∣∣x+ i
√
1− x2 cos (t)

∣∣2 = x2+
(
1− x2

)
cos2 (t)

avec cos2 (t) = 1− sin2 (t) et sin (t) ≥ 2

π
t, ce qui nous donne :∣∣∣x+ i

√
1− x2 cos (t)

∣∣∣2 ≤ x2 +
(
1− x2

)(
1− 4

π2
t2
)

= 1− 4

π2

(
1− x2

)
t2

puis en utilisant l’inégalité de convexité 1 − y < e−y pour y ≥ 0, on en
déduit que : ∣∣∣x+ i

√
1− x2 cos (t)

∣∣∣2 ≤ e−
4
π2 (1−x2)t2

(b) Pour tout n ∈ N et tout x ∈ ]−1, 1[ , on a :

|Ln (x)| ≤
1

π

∫ π

0

∣∣∣x+ i
√
1− x2 cos (t)

∣∣∣n dt = 1

π
In (x)

Le changement de variable t 7→ π − t dans l’intégrale sur
[π
2
, π
]

donne :

In (x) =

∫ π
2

0

∣∣∣x+ i
√
1− x2 cos (t)

∣∣∣n dt+ ∫ π

π
2

∣∣∣x+ i
√
1− x2 cos (t)

∣∣∣n dt
= 2

∫ π
2

0

∣∣∣x+ i
√
1− x2 cos (t)

∣∣∣n dt
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Il en résulte que In (x) ≤ 2

∫ π
2

0

e−
2n
π2 (1−x2)t2dt et en effectuant le change-

ment de variable θ =
√
2n (1− x2)

π
t, on obtient :

In (x) ≤ 2
π√

2n (1− x2)

∫ +∞

0

e−θ
2

dθ =
π
√
π√

2n (1− x2)

et |Ln (x)| ≤
√
π√

2n (1− x2)
.

(c) On en déduit que, pour tout δ ∈ ]0, 1[ , on sup
x∈[−δ,δ]

|Ln (x)| ≤
√
π√

2n (1− δ2)
,

ce qui entraîne la convergence uniforme de (Ln)n∈N vers 0 sur [−δ, δ] .

8.

(a) Pour α réel, on a 1+α2 cos2 (t) ̸= 0 et 1−iα cos (t) ̸= 0 pour tout t ∈ [0, π] ,
donc les deux intégrale sont bien définies. Le changement de variable t =
π − θ nous donne :

I (α) =

∫ π

0

dt

1− iα cos (t)
=

∫ π
2

0

dt

1− iα cos (t)
+

∫ π

π
2

dt

1− iα cos (t)

=

∫ π
2

0

dt

1− iα cos (t)
+

∫ π
2

0

dθ

1 + iα cos (t)
= 2

∫ π
2

0

dt

1 + α2 cos2 (t)

puis en effectuant le changement de variable x = tan (t) (invariance de
dt

1 + α2 cos2 (t)
par t 7→ π + t), on obtient :

I (α) = 2

∫ +∞

0

dx

α2 + 1 + x2
=

2

α2 + 1

∫ +∞

0

dx

1 + x2

α2+1

=
2√

α2 + 1

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π√
α2 + 1

(b) En notant φ (x, t) = x+ i
√
1− x2 cos (t) , on a pour (t, x) ∈ ]0, π[× ]−1, 1[ :

|φ (x, t)|2 = x2 +
(
1− x2

)
cos2 (t) < x2 +

(
1− x2

)
= 1

ce qui nous donne pour tout y ∈ ]−1, 1[ :

f (t, x, y) =

+∞∑
n=0

(
x+ i

√
1− x2 cos (t)

)n
yn =

1

1− xy − iy
√
1− x2 cos (t)

D’autre part, en notant fn (t, x, y) =
(
x+ i

√
1− x2 cos (t)

)n
yn pour (t, x, y) ∈

]0, π[× ]−1, 1[
2
, on dispose d’une fonction continue telle que :

+∞∑
n=0

∫ π

0

|fn (t, x, y)| dt ≤ π

+∞∑
n=0

|y|n < +∞
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ce qui nous permet d’écrire que :∫ π

0

f (t, x, y) dt =

+∞∑
n=0

∫ π

0

(
x+ i

√
1− x2 cos (t)

)n
yndt = π

+∞∑
n=0

Ln (x) y
n

avec 1− xy > 0 et :∫ π

0

f (t, x, y) dt =

∫ π

0

dt

1− xy − iy
√
1− x2 cos (t)

=
1

1− xy
I

(
y
√
1− x2

1− xy

)

=
1

1− xy

π√
y2(1−x2)

(1−xy)2 + 1
=

π√
y2 − 2xy + 1

ce qui nous donne 1√
y2 − 2xy + 1

=

+∞∑
n=0

Ln (x) y
n, cette formule étant

encore valable pour x = ±1 (puisque Ln (±1) = (±1)
n).

9.

(a) Pour x fixé dans [−1, 1] , on a le produit de Cauchy des séries entières :

1

y2 − 2xy + 1
=

(
+∞∑
n=0

Ln (x) y
n

)2

=

+∞∑
n=0

Tn (x) y
n (3.7)

pour tout y ∈ ]−1, 1[ , avec pour tout n ∈ N :

Tn (x) =

n∑
k=0

Lk (x)Ln−k (x) ∈ Rn [x]

Le coefficient de xn dans Tn étant 1

2n

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2 (n− k)

n− k

)
∈ R+,∗, ce

polynôme est de degré n. Chaque Lk étant de la parité de k, le polynôme
Tn est de la parité de n.

(b) La relation (3.7) s’écrit
(
y2 − 2xy + 1

) +∞∑
n=0

Tn (x) y
n = 1, soit :

+∞∑
n=0

Tn (x) y
n+2 − 2x

+∞∑
n=0

Tn (x) y
n+1 +

+∞∑
n=0

Tn (x) y
n = 1

ce qui peut s’écrire :
+∞∑
n=1

Tn−1 (x) y
n+1 − 2x

+∞∑
n=0

Tn (x) y
n+1 +

+∞∑
n=−1

Tn+1 (x) y
n+1 = 1

ou encore :
+∞∑
n=1

(Tn−1 (x)− 2xTn (x) + Tn+1 (x)) y
n+1+T0 (x)+(T1 (x)− 2xT0 (x)) y = 1
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Par unicité du développement en série entière, on en déduit que les poly-
nômes Tn sont définis par la relation de récurrence :{

T0 (x) = 1, T1 (x) = 2xT0 (x) = 2x
Tn+1 (x) = 2xTn (x)− Tn−1 (x) (n ∈ N∗)

On en déduit que le coefficient dominant de Tn est 2n, ce qui nous donne

en prime l’égalité
n∑
k=0

(
2k

k

)(
2 (n− k)

n− k

)
= 22n.

(c) On a sin (θ)T0 (cos (θ)) = sin (θ) , sin (θ)T1 (cos (θ)) = sin (2θ) et par ré-
currence, on vérifie que sin (θ)Tn (cos (θ)) = sin ((n+ 1) θ) . C’est vrai pour
n ∈ {0, 1} et supposant le résultat acquis jusqu’au rang n ≥ 1, on a :

sin (θ)Tn+1 (cos (θ)) = 2 cos (θ) sin ((n+ 1) θ)− sin (nθ)

= 2 cos (θ) (sin (nθ) cos (θ) + cos (nθ) sin (θ))− sin (nθ)

=
(
2 cos2 (θ)− 1

)
sin (nθ) + cos (nθ) sin (2θ)

= cos (2θ) sin (nθ) + cos (nθ) sin (2θ) = sin ((n+ 2) θ)

(d) Pour n ∈ N∗ et k compris entre 1 et n, on a sin

(
kπ

n+ 1

)
Tn

(
cos

(
kπ

n+ 1

))
=

sin (kπ) = 0, donc kπ

n+ 1
est une racine de Tn, ce qui nous donne n ra-

cines distinctes de ce polynôme de degré n et en conséquence, Tn (x) =

2n
n∏
k=1

(
x− cos

(
kπ

n+ 1

))
.

(e) Pour tout x ≥ xn, on a Lk (x) > 0 pour k compris entre 0 et n − 1 (car

xn > xk et L0 = 1) et Ln (x) ≥ 0, donc Tn (x) =
n∑
k=0

Lk (x)Ln−k (x) > 0.

Il en résulte que yn < xn (si yn ≥ xn, on a alors 0 = Tn (yn) > 0, ce qui

est impossible). On a donc yn = cos

(
π

n+ 1

)
< xn < 1 et faisant tendre

n vers l’infini, on en déduit que lim
n→+∞

xn = 1.

– III – Opérateur de Legendre

1. Pour f, g dans C2 ([−1, 1] ,R) , on a en notant abusivement
(
x2 − 1

)
f ′ la fonc-

tion x 7→
(
x2 − 1

)
f ′ (x) :

⟨L (f) | g⟩ =
⟨((

x2 − 1
)
f ′
)′ | g⟩ =

[(
x2 − 1

)
f ′ · g

]1
−1

−
⟨(
x2 − 1

)
f ′ | g′

⟩
=

∫ 1

−1

(
1− x2

)
f ′ (x) g′ (x) dx

cette expression étant symétrique en (f, g) , ce qui nous assure que L est symé-
trique. Pour g = f on a :

⟨L (f) | f⟩ =
∫ 1

−1

(
1− x2

)
(f ′ (x))

2
dx ≥ 0

l’égalité étant uniquement réalisée pour f constante puisque f ′ est continue.
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2.

(a) Pour n = 0, on a π′
0 = 0 et pour n ∈ N∗, π′

2n (x) = 2nx
(
x2 − 1

)n−1
,

donc
(
x2 − 1

)
π′
2n (x) = 2nxπ2n (x) . En dérivant n+ 1 fois cette relation,

la formule de dérivation de Leibniz nous donne :(
x2 − 1

)
π
(n+2)
2n (x) + 2 (n+ 1)xπ

(n+1)
2n (x) + n (n+ 1)π

(n)
2n (x)

= 2n
(
xπ

(n+1)
2n (x) + (n+ 1)π

(n)
2n (x)

)
soit

(
x2 − 1

)
π
(n+2)
2n (x) + 2xπ

(n+1)
2n (x) = n (n+ 1)π

(n)
2n (x) ou encore :

L (Ln) (x) =
(
x2 − 1

)
L′′
n (x) + 2xL′

n (x) = n (n+ 1)Ln (x)

(b) Pour tout x ∈ R, on a :

θ′n (x) =
2L′

n (x)

n (n+ 1)

(
n (n+ 1)Ln (x)− xL′

n (x)−
(
x2 − 1

)
L′′
n (x)

)
=

2x (L′
n (x))

2

n (n+ 1)
≥ 0

donc la fonction θn est croissante sur [0, 1] et on a :

∀x ∈ [0, 1] , 0 ≤ (Ln (x))
2 ≤ θn (x) ≤ θn (1) = (Ln (1))

2
= 1

ce résultat est encore valable sur [−1, 1] par parité de L2
n. Il en résulte que

∥Ln∥∞ = 1.

3.

(a) Pour n ∈ N∗, on a xL′
n−L′

n−1 ∈ Rn [x] = Vect {L0, · · · , Ln} , donc xL′
n−

L′
n−1 =

n∑
k=0

αkLk avec :

αk ∥Lk∥2 =
⟨
xL′

n − L′
n−1 | Lk

⟩
= ⟨L′

n | xLk⟩ −
⟨
L′
n−1 | Lk

⟩
= [xLn (x)Lk (x)]

1
−1 −

⟨
Ln | (xLk)′

⟩
− [Ln−1 (x)Lk (x)]

1
−1 + ⟨Ln−1 | L′

k⟩

= 1 + (−1)
n+k −

⟨
Ln | (xLk)′

⟩
−
(
1− (−1)

n−1+k
)
+ ⟨Ln−1 | L′

k⟩

= ⟨Ln−1 | L′
k⟩ −

⟨
Ln | (xLk)′

⟩
= ⟨Ln−1 | L′

k⟩ − ⟨Ln | Lk⟩ − ⟨Ln | xL′
k⟩ = 0

our k ≤ n − 1 et xL′
n − L′

n−1 = αnLn. Les coeeficients de xn dans cette
égalité donnent αn = n.

(b) La relation (3.4) nous donne par dérivation :

n (n+ 1)
(
L′
n+1 − L′

n−1

)
= (2n+ 1)L (Ln) = (2n+ 1)n (n+ 1)Ln

soit L′
n+1 − L′

n−1 = (2n+ 1)Ln.
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(c) De ces deux égalités, on déduit que :

L′
n+1 = L′

n−1+(2n+ 1)Ln = xL′
n−nLn+(2n+ 1)Ln = xL′

n+(n+ 1)Ln

4.

(a) La question précédente nous dit que Σ contient Σ′ = {λn = n (n+ 1) | n ∈ N}
et il nous reste à vérifier que pour réel λ ∈ R \ Σ′, on a Eλ = {0} . Pour
f ∈ Eλ et n ∈ N, on a :

λ ⟨f | Ln⟩ = ⟨L (f) | Ln⟩ = ⟨f | L (Ln)⟩ = n (n+ 1) ⟨f | Ln⟩

avec λ ̸= n (n+ 1) , donc ⟨f | Ln⟩ = 0. Comme (Ln)n∈N est une base de
R [x] , on en déduit ⟨f | Q⟩ = 0 pour toute fonction polynomiale Q ∈ R [x] .
Par ailleurs, le théorème de Weierstrass nous dit qu’il existe une suite
(Qn)n∈N de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f sur
[−1, 1] (f est continue), donc la suite (fQn)n∈N converge uniformément
vers f2 sur [−1, 1] (

∥∥fQn − f2
∥∥
∞ ≤ ∥f∥∞ ∥Qn − f∥∞) et :

∥f∥2 =

∫ 1

−1

f2 (x) dx = lim
n→+∞

∫ 1

−1

f (x)Qn (x) dx = lim
n→+∞

⟨f | Qn⟩ = 0

ce qui impose la nullité de f.
(b) Pour n ∈ N, l’espace Eλn

contient Ln et c’est l’ensemble des solutions sur
[−1, 1] de l’équation différentielle linéaire d’ordre 2 :(

x2 − 1
)
y′′ (x) + 2xy′ (x)− n (n+ 1) y (x) = 0

Le théorème de Cauchy-Lipschitz nous dit que l’ensemble Sλndes solution
de cette équation différentielle sur l’intervalle ouvert ]−1, 1[ est de dimen-
sion 2. On dispose donc d’une base (Ln, fn) de cet espace. Pour vérifier que
l’espace Eλn

⊂ Sλn
qui nous intéresse est de dimension 1, il suffit de vérifier

que la solution fn n’est pas dans Eλn
, c’est-à-dire qu’elle ne peut pas se

prolonger en fonction de classe C2 sur [−1, 1] . Pour ce faire, on utilise le
wronskien wn = Lnf

′
n − L′

nfn. Sur ]−1, 1[ , on a :(
x2 − 1

)
w′
n + 2xwn =

(
x2 − 1

)
(Lnf

′′
n − L′′

nfn) + 2x (Lnf
′
n − L′

nfn)

= n (n+ 1) (Lnfn − fnLn) = 0

soit
((
x2 − 1

)
wn (x)

)′
= 0 et en conséquence, wn (x) =

wn (0)

1− x2
avec

wn (0) ̸= 0 (sans quoi wn = 0 et
(
fn
Ln

)′

= 0 en dehors des racines de

Ln et fn = αLn, ce qui n’est pas, ou de manière générale le wronskien
d’une base de solution est non nul). Il en résulte alors que lim

|x|→1
|wn (x)| =

lim
|x|→1

|Ln (x) f ′n (x)− fn (x)L
′
n (x)| = +∞ et fn n’est pas dans Eλn . En

conclusion, Eλn
est de dimension 1 engendré par Ln.
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5. Pour u (t, x) = a (t) b (x) , notre équation aux dérivées partielles devient :

a′′ (t) b (x) = −a (t)
((
x2 − 1

)
b′′ (x) + 2xb′ (x)

)
= −a (t)L (b) (x)

Pour u non identiquement nulle, il existe t0 ∈ R tel que a (t0) ̸= 0 et b est non

identiquement nulle telle que L (b) = λb avec λ = −a
′′ (t0)

a (t0)
, il existe donc un

entier n ∈ N tel que λ = n (n+ 1) et b = αLn. Pour x = 1 et t ∈ [−1, 1] , on a
a′′ (t)Ln (1) = −2L′

n (1) a (t) avec Ln (1) = 1 et 2L′
n (1) = n (n+ 1) (qui résulte

de
(
x2 − 1

)
L′′
n (x) + 2xL′

n (x) = n (n+ 1)Ln (x)), soit a′′ (t) = −n (n+ 1) a (t)

et a (t) = β + γt pour n = 0, a (t) = β cos
(√

n (n+ 1)t
)
+ γ sin

(√
n (n+ 1)t

)
pour n ≥ 1. Les solutions cherchées sont donc les fonctions de la forme u (t, x) =
a + bt ou u (t, x) =

(
a cos

(√
n (n+ 1)t

)
+ b sin

(√
n (n+ 1)t

))
Ln (x) avec

n ∈ N∗.

– III – Séries de Fourier-Legendre

1. Comme (Pk)0≤k≤n est une base orthonormée de Rn [x] , on a Sn (f) ∈ Rn [x] et
pour tout entier j compris entre 0 et n :

⟨f − Sn (f) | Pj⟩ = ⟨f | Pj⟩ −
n∑
k=0

ck (f) ⟨Pk | Pj⟩ = cj (f)− cj (f) = 0

donc f − Sn (f) ∈ (Rn [x])⊥ et Sn (f) est la projection orthogonale de f sur
Rn [x] . Il en résulte que pour tout Q ∈ Rn [x] , on a :

∥f −Q∥2 = ∥(f − Sn (f)) + (Sn (f)−Q)∥2

= ∥f − Sn (f)∥2 + ∥Sn (f)−Q∥2 ≥ ∥f − Sn (f)∥2

donc ∥f − Sn (f)∥ = inf
Q∈Rn[x]

∥f −Q∥ .

2. Comme, pour tout n ∈ N, Sn (f) est la projection orthogonale de f sur Rn [x] ,
on a :

∥f∥2 = ∥(f − Sn (f)) + Sn (f)∥2 = ∥f − Sn (f)∥2 + ∥Sn (f)∥2

et
n∑
k=0

c2k (f) = ∥Sn (f)∥2 = ∥f∥2 − ∥f − Sn (f)∥2 ≤ ∥f∥2 , ce qui entraîne la

convergence de la série à termes positifs
∑

c2n (f) avec l’inégalité
+∞∑
n=0

c2n (f) ≤

∥f∥2 . Il en résulte que lim
n→+∞

cn (f) = 0.

3.

(a) Soit f ∈ E . Comme R [x] est dense dans (E, ∥·∥) , pour tout réel ε > 0, il
existe un entier naturel nε et un polynôme Qε ∈ Rnε

[x] tel que ∥f −Qε∥ <
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ε. Pour tout entier n ≥ nε, le polynôme Sn (f) =
n∑
k=0

ck (f)Pk est la projec-

tion orthogonale de f sur Rn [x] qui contient Rnε [x] , donc ∥f − Sn (f)∥ ≤
∥f −Qε∥ < ε. On a donc ainsi prouvé que lim

n→+∞
∥f − Sn (f)∥ = 0, c’est

à dire que dans (E, ∥·∥) on a l’égalité f =

+∞∑
n=0

cn (f)Pn.

(b) Pour tout entier n ∈ N, on a ∥f − Sn (f)∥2 = ∥f∥2 − ∥Sn (f)∥2 , donc :

lim
n→+∞

(
∥f∥2 − ∥Sn (f)∥2

)
= lim
n→+∞

∥f − Sn (f)∥2 = 0

soit ∥f∥2 = lim
n→+∞

∥Sn (f)∥2 =

+∞∑
n=0

c2n (f) .

4. Il est clair que deux fonctions de E qui sont égales ont les mêmes coefficients de
Fourier-legendre. Si f, g dans E sont telles que cn (f) = cn (g) pour tout n ∈ N,
on a alors cn (f − g) = 0 pour tout n ∈ N et de l’égalité de parseval, on déduit
que ∥f − g∥ = 0, ce qui équivaut à f = g.

5.

(a) Pour tout n ∈ N∗, on a cn (f) = ⟨f | Pn⟩ =

√
2n+ 1

2
⟨f | Ln⟩ avec

(2n+ 1)Ln = L′
n+1 − L′

n−1, ce qui nous donne :

(2n+ 1) ⟨f | Ln⟩ =
⟨
f | L′

n+1 − L′
n−1

⟩
= [f (x) (Ln+1 (x)− Ln−1 (x))]

1
−1 − ⟨f ′ | Ln+1 − Ln−1⟩

= −⟨f ′ | Ln+1 − Ln−1⟩

car Ln+1 − Ln−1 est nulle en ±1, ce qui nous donne :

cn (f) =

√
2

2n+ 1

⟨
f | 2n+ 1

2
Ln

⟩
= − 1√

2 (2n+ 1)
⟨f ′ | Ln+1 − Ln−1⟩

= − 1√
2 (2n+ 1)

(√
2

2n+ 3
⟨f ′ | Pn+1⟩ −

√
2

2n− 1
⟨f ′ | Pn−1⟩

)

=
cn−1 (f

′)√
(2n+ 1) (2n− 1)

− cn+1 (f
′)√

(2n+ 1) (2n+ 3)

(b) En utilisant l’inégalité |ab| ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
, on en déduit que :

|cn (f)| ≤
1

2

(
|cn−1 (f

′)|2 + |cn+1 (f
′)|2 + 2

(2n− 1) (2n+ 3)

)
≤ |cn−1 (f

′)|2 + |cn+1 (f
′)|2

2
+

1

n2
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et pour x ∈ ]−1, 1[ :

|cn (f)Pn (x)| ≤

(
|cn−1 (f

′)|2 + |cn+1 (f
′)|2

2
+

1

n2

)√
2n+ 1

2
|Ln (x)|

≤

(
|cn−1 (f

′)|2 + |cn+1 (f
′)|2

2
+

1

n2

)√
2n+ 1

2

√
π√

2n (1− x2)

≤

(
|cn−1 (f

′)|2 + |cn+1 (f
′)|2

2
+

1

n2

)√
2n+ 1

4n

√
π√

1− x2

≤

(
|cn−1 (f

′)|2 + |cn+1 (f
′)|2

2
+

1

n2

) √
π√

1− x2

avec
+∞∑
n=0

c2n (f
′) < +∞ et

+∞∑
n=0

1

n2
< +∞. La convergence simple de

∑
cn (f)Pn

sur ]−1, 1[ et la convergence uniforme sur tout segment [−δ, δ] ⊂ ]−1, 1[ en
résultent.

6. On a, pour tout x ∈ [−1, 1] :

Sn (f) (x) =

n∑
k=0

ck (f)Pk (x) =

∫ 1

−1

(
n∑
k=0

Pk (t)Pk (x)

)
f (t) dt

On définit la fonction Kn sur R2 par Kn (t, x) =

n∑
k=0

Pk (t)Pk (x) . Cette fonc-

tion étant polynomiale, elle est indéfiniment dérivable sur R2. La formule de
Darboux-Christoffel s’écrit :

(x− t)

n∑
k=0

Pk (x)Pk (t) =
n+ 1√

(2n+ 1) (2n+ 3)
(Pn+1 (x)Pn (t)− Pn (x)Pn+1 (t))

et pour x ̸= t, elle nous donne :

Kn (t, x) =
n+ 1√

(2n+ 1) (2n+ 3)

Pn+1 (t)Pn (x)− Pn (t)Pn+1 (x)

t− x

En écrivant que :

Pn+1 (t)Pn (x)− Pn (t)Pn+1 (x)

t− x
=
Pn+1 (t)− Pn+1 (x)

t− x
Pn (x)

− Pn (t)− Pn (x)

t− x
Pn+1 (x)

et en faisant tendre t vers x on obtient :

Kn (x, x) =
n+ 1√

(2n+ 1) (2n+ 3)

(
P ′
n+1 (x)Pn (x)− P ′

n (x)Pn+1 (x)
)
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7. Prenant f = 1 ∈ Rn [x] , on a Sn (1) = 1 et
∫ 1

−1

Kn (t, x) dt = 1. Plus générale-

ment, pour 0 ≤ k ≤ n, on a Sn
(
xk
)
= xk et

∫ 1

−1

Kn (t, x) t
kdt = xk.

8. De ce qui précède on déduit que pour tout entier n ∈ N et tout x ∈ [−1, 1] on
a :

Sn (f) (x)− f (x) · 1 =

∫ 1

−1

Kn (t, x) f (t) dt−
∫ 1

−1

Kn (t, x) f (x) dt

=

∫ 1

−1

Kn (t, x) (f (t)− f (x)) dt

avec Kn (t, x) (f (t)− f (x)) pour t = x et :

Kn (t, x) (f (t)− f (x))

=
n+ 1√

(2n+ 1) (2n+ 3)
(Pn (x)Pn+1 (t)− Pn+1 (x)Pn (t))

f (t)− f (x)

t− x

pour t ∈ [−1, 1] \ {x} . Dans le cas où f est dérivable à droite et gauche en
x ∈ ]−1, 1[ , la fonction φx définie par :

∀t ∈ [−1, 1] , φx (t) =


f (t)− f (x)

t− x
si t ̸= x

f ′g (x) + f ′d (x)

2
si t = x

est alors un élément de E (comme f ∈ E , la fonction φx est continue sur [−1, 1]
privé de x et des éventuels points de discontinuité de f et en tous ces points,
φx admet des limites à droite et à gauche puisque f ∈ E et f est dérivable à
droite et gauche en x). On a donc :

Sn (f) (x)− f (x)

= n+1√
(2n+1)(2n+3)

(
Pn (x)

∫ 1

−1

φx (t)Pn+1 (t) dt− Pn+1 (x)

∫ 1

−1

φx (t)Pn (t) dt

)
= n+1√

(2n+1)(2n+3)
(Pn (x) cn+1 (φx)− Pn+1 (x) cn (φx))

et pour n ∈ N∗ :

|Sn (f) (x)− f (x)| ≤ n+1√
(2n+1)(2n+3)

(|Pn (x)| |cn+1 (φx)|+ |Pn+1 (x)| |cn (φx)|)

≤ |Pn (x)| |cn+1 (φx)|+ |Pn+1 (x)| |cn (φx)|

≤
√
π√

1− x2
(|cn+1 (φx)|+ |cn (φx)|) →

n→+∞
0

(on a |Pn (x)| =
√

2n+ 1

2
|Ln (x)| ≤

√
2n+ 1

2

√
π√

2n (1− x2)
≤

√
π√

1− x2
pour

n ≥ 1), c’est-à-dire que f (x) =
+∞∑
n=0

cn (f)Pn (x) .
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9. Pour x ∈ ]−1, 1[ et δ > 0 tel que [x− δ, x+ δ] ⊂ ]−1, 1[ , on désigne par φx,δ
l’élément de E défini par :

∀t ∈ [−1, 1] , φx,δ (t) =

 f (t)− f (x)

t− x
si t /∈ [x− δ, x+ δ]

0 si t ∈ ]x− δ, x+ δ[

(en t = x± δ, on prend la valeur moyenne 1

2

f (t)− f (x)

t− x
) et on a :

Sn (f) (x)− f (x) =

∫ 1

−1

Kn (t, x) (f (t)− f (x)) dt = In,δ (x) + Jn,δ (x)

où on a noté :

In,δ (x) =

∫
|t−x|≥δ

Kn (t, x) (f (t)− f (x)) dt

=
n+ 1√

(2n+ 1) (2n+ 3)
(Pn (x) cn+1 (φx,δ)− Pn+1 (x) cn (φx,δ))

et :
Jn,δ (x) =

∫ x+ε

x−ε
Kn (t, x) (f (t)− f (x)) dt

On a alors :

|In,δ (x)| ≤
√
π√

1− x2
(|cn+1 (φx,δ)|+ |cn (φx,δ)|) →

n→+∞
0

et dans le cas où f vérifie une condition de Hölder de constante λ ∈ R+ et

d’exposant α ∈
]
1

2
, 1

]
, on a :

∀t ∈ [x− ε, x+ ε] , |f (t)− f (x)| ≤ λ |t− x|α

et :

|Jn,δ (x)| ≤ λ n+1√
(2n+1)(2n+3)

∫ x+δ

x−δ

(
|Pn(x)||Pn+1(t)|+|Pn+1(x)||Pn(t)|

|t−x|1−α

)
dt

≤ λ
√
π√

1− x2

(∫ x+δ

x−δ

|Pn+1 (t)|
|t− x|1−α

dt+

∫ x+δ

x−δ

(
|Pn (t)|

|t− x|1−α

)
dt

)

les intégrales du membre de droite de cette inégalité étant convergentes puisque
1− α < 1. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :∫ x+δ

x−δ

|Pn+1 (t)|
|t− x|1−α

dt ≤

√∫ x+δ

x−δ
|P 2
n (t)| dt

√∫ x+δ

x−δ

dt

|t− x|2(1−α)

≤ ∥Pn∥

√∫ x+δ

x−δ

dt

|t− x|2(1−α)
=

√∫ x+δ

x−δ

dt

|t− x|2(1−α)
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la dernière intégrale étant convergente du fait que 2 (1− α) < 1 pour α ∈]
1

2
, 1

]
. Enfin, avec :

∫ x+δ

x−δ

dy

|y|2(1−α)
= 2

∫ δ

0

dt

y2(1−α)
=

2δ2α−1

2α− 1
→
δ→0

0

on peut choisir, pour tout réel ε > 0 (à x fixé dans ]−1, 1[), un réel δ > 0 assez
petit de sorte que :

∀n ∈ N∗,

∫ x+δ

x−δ

|Pn+1 (t)|
|t− x|1−α

dt < ε

On peut donc conclure que lim
n→+∞

Sn (f) (x) = f (x) .

10. Les coefficients de Fourier-Legendre de f sont les cn (f) =
∫ 1

α

Pn (x) dx. Pour

n = 0, on a c0 (f) =
1− α√

2
. Pour n ≥ 1, avec l’égalité :

Pn =
1√

2n+ 1

(
1√

2n+ 3
P ′
n+1 −

1√
2n− 1

P ′
n−1

)
on a pour n ≥ 1 :

cn (f) =
1√

2n+ 1

(
Pn+1 (1)− Pn+1 (α)√

2n+ 3
− Pn−1 (1)− Pn−1 (α)√

2n− 1

)

avec Pk (1) =
√

2k + 1

2
, ce qui nous donne :

1√
2n+ 3

Pn+1 (1)−
1√

2n− 1
Pn−1 (1) = 0

et cn (f) =
1√

2n+ 1

(
Pn−1 (α)√
2n− 1

− Pn+1 (α)√
2n+ 3

)
. La fonction f étant lipschit-

zienne, on a pour tout x ∈ ]−1, 1[ :

f (x) =
1− α√

2
P0 (x) +

+∞∑
n=1

1√
2n+ 1

(
Pn−1 (α)√
2n− 1

− Pn+1 (α)√
2n+ 3

)
Pn (x)

En utilisant les polynômes Lk =

√
2√

2k + 1
Pk, cela s’écrit :

f (x) =
1− α

2
+

1

2

+∞∑
n=1

(Ln−1 (α)− Ln+1 (α))Ln (x)

Pour x = α, on obtient :

1− α

2
+

1

2

+∞∑
n=1

(Ln−1 (α)− Ln+1 (α))Ln (α) =
1

2

ce qui peut se vérifier directement (somme télescopique).
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11. Sn étant la projection orthogonale de E sur Rn [x] , elle est linéaire de E dans
E . Pour tout f ∈ E et tout x ∈ [−1, 1] , on a :

|Sn (f) (x)| =
∣∣∣∣∫ 1

−1

Kn (t, x) f (t) dt

∣∣∣∣ ≤ (∫ 1

−1

|Kn (x, t)| dt
)
∥f∥∞

≤

(
sup

x∈[−1,1]

∫ 1

−1

|Kn (x, t)| dt

)
∥f∥∞ = α ∥f∥∞

donc l’application linéaire Sn est continue avec N∞ (Sn) ≤ α. La fonction φn :

x 7→
∫ 1

−1

|Kn (x, t)| dt étant continue sur le segment [−1, 1] , est bornée et atteint

ses bornes, il existe donc un réel x0 ∈ [−1, 1] tel que α = sup
x∈[−1,1]

φn (x) =

φn (x0) . On utilise la suite de fonctions continues (fk)k∈N définie par :

∀k ∈ N, ∀t ∈ [−1, 1] , fk (t) =
Kn (x0, t)

|Kn (x0, t)|+ εk

où (εk)k∈N est une suite de réels strictement positifs telle que lim
k→+∞

εk = 0.

Pour tout k ∈ N et tout t ∈ [0, 1] , on a |fk (t)| =
|Kn (x0, t)|

|Kn (x0, t)|+ εk
< 1, soit

∥fk∥∞ ≤ 1 et :

|Sn (fk) (x0)− α| =
∣∣∣∣∫ 1

−1

K2
n (x0, t)

|Kn (x0, t)|+ εk
dt−

∫ 1

−1

|Kn (x0, t)| dt
∣∣∣∣

= εk

∣∣∣∣∫ 1

−1

Kn (x0, t)

|Kn (x0, t)|+ εk
dt

∣∣∣∣ ≤ 2εk →
k→+∞

0

soit lim
k→+∞

Sn (fk) (x0) = α. Enfin, avec |Sn (fk) (x0)| ≤ ∥Sn (fk)∥∞ ≤ N∞ (Sn) ∥fk∥∞ ≤
N∞ (Sn) , on déduit que α ≤ N∞ (Sn) et N∞ (Sn) = α.



Chapitre 4

Continuité, dérivabilité et
convexité

Exo Sup 4.1. Accroissements sur des espaces de Banach

Pour toute application linéaire continue u : E → F entre deux espaces
de Banach (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) , on note |||u||| = sup

∥x∥E=1

∥u (x)∥F .

1. Pour cette question, O est un ouvert non vide de Rn et a, b sont deux
points distincts de O tels que le segment [a, b] soit contenu dans O. Les
espaces E = Rn et F = Rm sont munis de la norme infinie notée ∥·∥ .

(a) Soit f : O → R une fonction continue sur O et différentiable en
tout point de ]a, b[ . Montrer qu’il existe c ∈ ]a, b[ tel que :

f (b)− f (a) =

n∑
k=1

∂f

∂xk
(c) (bk − ak)

(b) Soit f : O → Rm une fonction continue sur O et différentiable en
tout point de ]a, b[ . On suppose qu’il existe une constante µ > 0
telle que |||df (c)||| ≤ µ pour tout c ∈ ]a, b[ . Montrer que :

∥f (b)− f (a)∥ ≤ µ ∥b− a∥

2. Pour cette question et la suivante, a < b sont deux réels, f : [a, b] → F
et g : [a, b] → R sont deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur
]a, b[ . On suppose que ∥f ′ (t)∥F < g′ (t) pour tout t ∈ ]a, b[ . Pour tout
α ∈ ]a, b[ , on note Eα = {t ∈ ]α, b[ | ∥f (t)− f (α)∥F > g (t)− g (α)} .

(a) Montrer que Eα est ouvert.
(b) En supposant Eα non vide, on note β sa borne inférieure. Montrer

que β ∈ ]α, b[ et en déduire une contradiction.
(c) Montrer que ∥f (b)− f (a)∥F ≤ g (b)− g (a) .

3. Dans le cadre de la question précédente, on suppose que ∥f ′ (t)∥F ≤ g′ (t)
pour tout t ∈ ]a, b[ .

71
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(a) Montrer que ∥f (b)− f (a)∥F ≤ g (b) − g (a) (inégalité généralisée
des accroissements finis). Dans le cas où il existe un réel λ ≥ 0 tel
que ∥f ′ (t)∥F ≤ λ pour tout t ∈ ]a, b[ , prenant g : t 7→ λt, on aboutit
à l’inégalité des accroissements finis, ∥f (b)− f (a)∥F ≤ λ (b− a) .

(b) Montrer que si l’égalité ∥f (b)− f (a)∥F = g (b)− g (a) est réalisée,
on a alors ∥f (z)− f (t)∥F = g (z)−g (t) pour tous t < z dans [a, b]
et ∥f ′ (t)∥F = g′ (t) pour tout t ∈ ]a, b[ .

4. Soient O un ouvert non vide de E, f : O → F une fonction continue
et a, b deux points distincts de O tels que le segment [a, b] soit contenu
dans O. On suppose que f est différentiable en tout point de ]a, b[ et qu’il
existe une constante µ > 0 telle que |||df (c)||| ≤ µ pour tout c ∈ ]a, b[ .
Montrer que ∥f (b)− f (a)∥F ≤ µ ∥b− a∥E .

5. Montrer que le système d’équations :{
sin (x+ y) = 2x
cos (x− y) = 2y

a une unique solution dans R2.

Solution.
1.

(a) On se ramène au cas des fonctions d’une variable réelle en considérant la
fonction g définie sur [0, 1] par g (t) = f (γ (t)) = f (a+ t (b− a)) . Cette
fonction est bien définie sur [0, 1] du fait que [a, b] ⊂ O et comme composée,
elle continue sur cet intervalle, dérivable sur ]0, 1[ avec :

g′ (t) = df (γ (t)) (b− a) =

n∑
k=1

∂f

∂xk
(γ (t)) (bk − ak)

pour tout t ∈ ]0, 1[ . Le théorème des accroissements finis pour les fonctions
d’une variable réelle à valeurs réelles nous dit qu’il existe θ ∈ ]0, 1[ tel que
g (1)− g (0) = g′ (θ) , ce qui s’écrit :

f (b)− f (a) = df (c) (b− a) =

n∑
k=1

∂f

∂xk
(c) (bk − ak)

où c = a+ θ (b− a) ∈ ]a, b[ .

(b) En notant f = (fi)1≤i≤m , on a pour tout c ∈ O et tout h ∈ Rn :

df (c) (h) =

 n∑
j=1

∂fi
∂xj

hj


1≤i≤m

= (dfi (c) (h))1≤i≤m

Chaque fonction fi : O → R étant continue sur O et différentiable sur ]a, b[ ,
il existe une suite (ci)1≤i≤m de points de ]a, b[ telle que fi (b) − fi (a) =
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dfi (ci) (b− a) pour tout i compris entre 1 et m. Il en résulte que :

∥f (b)− f (a)∥ = max
1≤i≤m

|fi (b)− fi (a)| = max
1≤i≤m

|dfi (ci) (b− a)|

≤ max
1≤i≤m

∥df (ci) (b− a)∥ ≤
(

max
1≤i≤m

|||df (ci)|||
)
∥b− a∥

≤ µ ∥b− a∥

2. De l’hypothèse ∥f ′ (t)∥F < g′ (t) pour tout t ∈ ]a, b[ , on déduit que g′ (t) > 0,
donc g est strictement croissante sur [a, b] et en particulier, on a g (b)−g (a) > 0

(a) Eα est ouvert dans ]α, b[ comme image réciproque de l’ouvert R+,∗ par
l’application continue t ∈ ]α, b[ 7→ ∥f (t)− f (α)∥F − (g (t)− g (α)) .

(b) Si Eα est non vide, il admet alors une borne inférieure β ∈ [α, b[ car cet
ensemble est minoré par α (pour t ∈ Eα, on a β ≤ t < b, donc β < b).
Si β = α, par définition de la borne inférieure, pour tout entier n ∈ N∗ il

existe un réel tn ∈ Eα tel que α < tn < α+
1

n
, donc

∥f (tn)− f (α)∥F
tn − α

>

g (tn)− g (α)

tn − α
et faisant tendre n vers l’infini, on aboutit à ∥f ′ (α)∥F ≥

g′ (α) qui est en contradiction avec ∥f ′ (α)∥F < g′ (α) . Donc β ∈ ]α, b[ et
β /∈ Eα puisque Eα est ouvert dans ]α, b[ , ce qui nous donne :

∥f (β)− f (α)∥F ≤ g (β)− g (α) , ∥f ′ (β)∥F < g′ (β)

et entraîne que pour tout t > β dans un voisinage de β, on a
∥f (t)− f (β)∥F

t− β
<

g (t)− g (β)

t− β
(∥f ′ (β)∥F < g′ (β) et définition du nombre dérivé), donc :

{
∥f (t)− f (β)∥F < g (t)− g (β)
∥f (β)− f (α)∥F ≤ g (β)− g (α)

ce qui donne par addition :

∥f (t)− f (α)∥F ≤ ∥f (t)− f (β)∥F + ∥f (β)− f (α)∥F < g (t)− g (α)

soit t /∈ Eα, ce qui est en contradiction avec le fait que β est la borne
inférieure de Eα.

(c) En définitive tous les ensembles Eα, pour α ∈ ]a, b[ , sont vides et en
conséquence, on a ∥f (t)− f (α)∥F ≤ g (t) − g (α) pour tout t ∈ [α, b]
(c’est vrai sur ]α, b[ , puis sur [α, b] par continuité). En particulier, on a
∥f (b)− f (α)∥F ≤ g (b)− g (α) pour tout α ∈ ]a, b[ et en faisant tendre α
vers a on aboutit à ∥f (b)− f (a)∥F ≤ g (b)− g (a) .

3.

(a) Le cas général s’obtient en remplaçant la fonction g par la fonction gε : t 7→
g (t) + ε (t− a) avec ε > 0 quelconque. On a ∥f ′ (t)∥F < g′ε (t) = g′ (t) + ε
sur ]α, b[ , donc ∥f (b)− f (a)∥F ≤ g (b) + ε (b− a) − g (a) et en faisant
tendre ε vers 0 on a le résultat annoncé.
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(b) Supposons qu’il existe t < z dans ]a, b[ tels que ∥f (z)− f (t)∥F < g (z)−
g (t) . D’après l’inégalité des accroissements finis, on a ∥f (t)− f (a)∥F ≤
g (t)− g (a) et ∥f (b)− f (z)∥F ≤ g (b)− g (z) , donc :

∥f (b)− f (a)∥F ≤ ∥f (b)− f (z)∥F + ∥f (z)− f (t)∥F + ∥f (t)− f (a)∥F
< g (b)− g (z) + g (z)− g (t) + g (t)− g (a) = g (b)− g (a)

Donc si ∥f (b)− f (a)∥F = g (b) − g (a) , on a alors ∥f (z)− f (t)∥F =
g (z)− g (t) pour tous t < z dans ]a, b[ . Pour tout t ∈ ]a, b[ , on a aussi :

∥f ′ (t)∥F = lim
z→t
t<z<b

∥f (z)− f (t)∥F
z − t

= lim
z→t
t<z<b

g (z)− g (t)

z − t
= g′ (t)

4. La fonction g : t ∈ [0, 1] 7→ f (γ (t)) = f (a+ t (b− a)) ∈ F est continue sur
[0, 1] , dérivable sur ]0, 1[ avec :

∥g′ (t)∥F = ∥df (γ (t)) (b− a)∥F ≤ |||df (γ (t))||| · ∥b− a∥E
≤ µ ∥b− a∥E

pour tout t ∈ ]0, 1[ . On déduit alors de l’inégalité des accroissements finis
pour les fonctions d’une variable réelle à valeurs dans un espace de Banach que
∥f (b)− f (a)∥F = ∥g (1)− g (0)∥F ≤ µ ∥b− a∥E .

5. La fonction f : (x, y) 7→ (sin (x+ y) , cos (x− y)) est de classe C1 sur R2 avec :

df (x, y) =

(
cos (x+ y) cos (x+ y)
− sin (x− y) sin (x− y)

)
et en utilisant la norme euclidienne, on a :

∥df (x, y) (h, k)∥2 = cos2 (x+ y) (h+ k)
2
+ sin2 (x− y) (k − h)

2

≤ (h+ k)
2
+ (h− k)

2
= 2 ∥(h, k)∥2

pour tout (h, k) ∈ R2, donc |||df (x, y)||| ≤
√
2. On déduit de l’inégalité des ac-

croissements finis que ∥f (x, y)− f (x′, y′)∥ ≤
√
2 ∥(x, y)− (x′, y′)∥ et les éga-

lités f (x, y) = 2 (x, y) , f (x′, y′) = 2 (x′, y′) impliquent 2 ∥(x, y)− (x′, y′)∥ ≤√
2 ∥(x, y)− (x′, y′)∥ , soit (x, y) = (x′, y′) . L’équation f (x, y) = 2 (x, y) a donc

au plus une solution. En fait l’inégalité des accroissements finis nous dit la
fonction 1

2
f est strictement contractante, ce qui nous assure de l’existence (et

de l’unicité) d’une solution comme limite de la suite ((xn, yn))n∈N définie par
(x0, y0) ∈ R2 et (xn+1, yn+1) = f (xn, yn) pour tout n ≥ 0 (théorème du point
fixe). Une solution approchée est (x, y) w (0.386 45, 0.496 95) (programmation
Xcas).
En utilisant la norme infinie, on aboutit à |||df (x, y)||| ≤ 2, ce qui n’est pas
suffisant pour conclure.
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Exo Sup 4.2. Prolongement par continuité ou par différentiabilité

1. Soient I un intervalle réel non réduit à un point, a un point de I et
f : I → R une fonction continue sur I et dérivable sur I \ {a} . Montrer
que si f ′ a une limite à gauche [resp. une limite à droite, resp. une
limite] ℓ en a, alors f est dérivable à gauche [resp. dérivable à droite,
resp. dérivable] en a avec f ′g (a) = ℓ [resp. f ′d (a) = ℓ, resp. f ′ (a) = ℓ].

2. Montrer que la fonction f définie par f (0) = 0 et f (x) = e−
1
x2 pour

x ̸= 0 est de classe C∞ sur R avec f (n) (0) = 0 pour tout n ∈ N.
3. Soit I un intervalle réel non réduit à un point Montrer qu’une fonction

f : I → R dérivable et convexe est continûment dérivable (voir aussi la
question 4b de l’exercice 4.5).

4. Soient (E, ∥·∥E) , (F, ∥·∥F ) deux espaces de Banach, O un ouvert non
vide de E, a un point de O et f : O → F une fonction continue. On
suppose que f est différentiable sur O \ {a} et que la différentielle df
admet une limite L ∈ Lc (E,F ) quand x tend vers a. Montrer que f est
différentiable en a de différentielle df (a) = L.

Solution.

1. Soit ℓ = lim
x→a−

f ′ (x) [resp. ℓ = lim
x→a+

f ′ (x)]. Pour tout réel ε > 0, il existe un
réel η > 0 tel que |f ′ (t)− ℓ| < ε pour tout t ∈ Jη = ]a− η, a[ ⊂ I [resp.
t ∈ Jη = ]a, a+ η[ ⊂ I]. Pour tout x ∈ Jη le théorème des accroissements finis
nous dit qu’il existe un réel cx ∈ ]x, a[ ⊂ Jη [resp. cx ∈ ]a, x[ ⊂ Jη] tel que :∣∣∣∣f (x)− f (a)

x− a
− ℓ

∣∣∣∣ = |f ′ (cx)− ℓ| < ε

ce qui prouve que lim
x→a−

f (x)− f (a)

x− a
= ℓ [resp. lim

x→a+

f (x)− f (a)

x− a
= ℓ] et

signifie que f est dérivable à gauche [resp. à droite] en a avec f ′g (a) = ℓ [resp.
f ′d (a) = ℓ]. Dans le cas où f admet une limite en a, on a ℓ = lim

x→a−
f ′ (x) =

lim
x→a+

f ′ (x) , donc ℓ = f ′g (a) = f ′g (a) , ce qui signifie que f est dérivable en a

avec f ′ (a) = ℓ.

2. La fonction f est continue sur R ( lim
x→0

e−
1
x2 = 0 = f (0)) et dérivable sur R∗

avec lim
x→0

f ′ (x) = lim
x→0

2

x3
e−

1
x2 = 0, elle est donc dérivable en 0 de dérivée nulle

et f ′ est continue sur R. En supposant, pour n ≥ 1, que f est de classe Cn sur R

avec f (n) (0) = 0, f (n) (x) = Pn

(
1

x

)
e−

1
x2 pour x ̸= 0, où Pn est une fonction

polynomiale de degré 3n, on déduit que f est de classe Cn+1 sur R∗ avec :

f (n+1) (x) =

(
2

x3
Pn

(
1

x

)
− 1

x2
P ′
n

(
1

x

))
e−

1
x2 = Pn+1

(
1

x

)
e−

1
x2
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le polynôme Pn+1 étant de degré 3n+3. Puis avec lim
x→0

f (n+1) (x) = 0, on déduit
que f est de classe Cn+1 sur R avec f (n+1) (0) = 0.

3. Si f est convexe et dérivable de I dans R, sa dérivée f ′ est alors croissante
et en conséquence admet une limite à gauche et à droite en tout point a ∈ I.
De la question 1, on déduit alors que f ′ (a) = f ′g (a) = lim

x→a−
f ′ (x) et f ′ (a) =

f ′d (a) = lim
x→a+

f ′ (x) , donc f ′ (a) = lim
x→a

f ′ (a) et f ′ est continue en a, ce qui
signifie que f est continûment dérivable sur I.

4. Comme lim
x→a

df (x) = L, pour tout réel ε > 0, il existe un réel η > 0 tel que la
boule ouverte B (a, η) de centre a et de rayon η soit contenue dans l’ouvert O
et |||df (x)− L||| < ε pour tout x ∈ B (a, η)\{a} . La fonction g définie sur O par
g (x) = f (x) − f (a) − L (x− a) est continue sur O, différentiable sur O \ {a}
avec dg (x) = df (x) − L pour tout x ∈ O \ {a} . On a donc |||dg (x)||| < ε pour
tout x ∈ B (a, η) \ {a} et de l’inégalité des accroissements finis, on déduit que :

∥g (x)∥F = ∥g (x)− g (a)∥F ≤ ε ∥x− a∥E
(le segment [a, x] est contenu dans O car B (a, η) est convexe et g est diffren-
tiable sur ]a, x[). On a donc prouvé que :

lim
x→a

∥f (x)− f (a)− L (x− a)∥F
∥x− a∥E

= lim
x→a

∥g (x)∥F
∥x− a∥E

= 0

ce qui signifie que f est différentiable en a de différentielle égale à L.

Exo Sup 4.3. Accroissements finis et limites à l’infini

f, g sont deux fonctions dérivables de R+ dans R.

1. On suppose que f (x) > 0 pour tout x ∈ R+ et que lim
x→+∞

f ′ (x)

f (x)
= ℓ.

Montrer que lim
x→+∞

f (x+ 1)

f (x)
= eℓ.

2. On suppose que f ′ est uniformément continue sur R+ et que
lim

x→+∞
f (x) = ℓ. Montrer que lim

x→+∞
f ′ (x) = 0. Que dire pour f ′ conti-

nue ?
3. On suppose que lim

x→+∞
(f (x) + f ′ (x)) = ℓ.

(a) Dans le cas où ℓ = 0, on désigne par g la fonction définie sur
R+ par g (x) = exf (x) . En appliquant le théorème généralisé des
accroissements finis au couple de fonctions (g, exp) , montrer que
pour tous réels x > α > 0, il existe un réel cx,α ∈ ]α, x[ tel que :

f (x) = eα−xf (α) +
(
1− eα−x

)
(f (cx,α) + f ′ (cx,α))

En déduire que lim
x→+∞

f (x) = 0.

(b) Pour ℓ quelconque, montrer que lim
x→+∞

f (x) = ℓ et lim
x→+∞

f ′ (x) = 0.
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4. Soit φ : R → R une fonction continue telle que lim
x→+∞

φ (x) = ℓ et

lim
x→−∞

φ (x) = ℓ′. Montrer que
∫ +∞

−∞
(φ (t+ 1)− φ (t)) dt = ℓ − ℓ′. Cal-

culer
∫ +∞

−∞
(arctan (t+ 1)− arctan (t)) dt.

Solution.

1. Pour tout réel ε > 0, il existe un réel α > 0 tel que
∣∣∣∣f ′ (t)f (t)

− ℓ

∣∣∣∣ < ε pour tout

x > α. Le théorème des accroissements finis appliqué à la fonction g = ln (f)
(f est à valeurs strictement positives) nous dit que pour tout x ∈ R+, il existe

cx ∈ ]x, x+ 1[ tel que ln

(
f (x+ 1)

f (x)

)
= g (x+ 1) − g (x) = g′ (cx) =

f ′ (cx)

f (cx)

avec
∣∣∣∣f ′ (cx)f (cx)

− ℓ

∣∣∣∣ < ε pour x > α, ce qui nous donne :∣∣∣∣ln(f (x+ 1)

f (x)

)
− ℓ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′ (cx)f (cx)
− ℓ

∣∣∣∣ < ε

et prouve que lim
x→+∞

ln

(
f (x+ 1)

f (x)

)
= ℓ, ce qui équivaut à lim

x→+∞

f (x+ 1)

f (x)
= eℓ

(continuité de exp et ln).
2. Comme f ′ est uniformément continue sur R+, pour tout réel ε > 0 il existe

un réel η > 0 tel que |f ′ (y)− f ′ (x)| < ε pour tous x, y dans R+ tels que
|y − x| < η. Pour tout réel x > 0, il existe cx ∈ ]x, x+ η[ tel que :∣∣∣∣f (x+ η)− f (x)

η
− f ′ (x)

∣∣∣∣ = |f ′ (cx)− f ′ (x)| < ε

Comme lim
x→+∞

f (x+ η)− f (x)

η
= 0, il existe α > 0 tel que

∣∣∣∣f (x+ η)− f (x)

η

∣∣∣∣ <
ε pour tout x > α, ce qui nous donne pour x > α :

|f ′ (x)| ≤
∣∣∣∣f (x+ η)− f (x)

η
− f ′ (x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f (x+ η)− f (x)

η

∣∣∣∣ < 2ε

et prouve que lim
x→+∞

f ′ (x) = 0. Ce résultat n’est plus vrai si on suppose f ′

seulement continue. Par exemple la fonction f définie par f (x) =
sin
(
x2
)

x
pour x > 0 et f (0) = 0 est dérivable sur R+ de dérivée définie par f ′ (x) =

2 cos
(
x2
)
−

sin
(
x2
)

x2
pour x > 0 et f ′ (0) = 1. Cette dérivée est continue sur

R+ et n’a pas de limite à l’infini (on a f ′ (
√
nπ) = 2 (−1)

n).
3.

(a) Le théorème généralisé des accroissements finis nous dit que pour tous réels
x > α > 0, il existe cx,α ∈ ]α, x[ tel que :

(g (x)− g (α)) ecx,α = (ex − eα) g′ (cx,α)
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avec g′ (t) = et (f (t) + f ′ (t)) , ce qui nous donne :

(exf (x)− eαf (α)) ecx,α = (ex − eα) ecx,α (f (cx,α) + f ′ (cx,α))

ou encore :

f (x) = eα−xf (α) +
(
1− eα−x

)
(f (cx,α) + f ′ (cx,α))

Pour tout réel ε > 0, il existe un réel α > 0 tel que |f (t) + f ′ (t)| < ε pour
tout t > α. On déduit alors que que pour tout x > α, on a :

|f (x)| ≤ eα−x |f (α)|+
(
1− eα−x

)
ε ≤ eα−x |f (α)|+ ε

puis avec lim
x→+∞

eα−x = 0, on en déduit qu’il existe un réel β > α tel que
|f (x)| ≤ 2ε pour tout x > β, ce qui prouve que lim

x→+∞
f (x) = 0.

Pour f de classe C1, on peut écrite que g (x) =
∫ x

α

g′ (t) dt+ g (α) , ce qui
nous donne :

f (x) = e−x
∫ x

α

et (f (t) + f ′ (t)) dt+ eα−xf (α)

et pour α > 0 tel que |f (t) + f ′ (t)| < ε pour tout t > α, cela donne :

|f (x)| ≤ e−x
∫ x

α

et |f (t) + f ′ (t)| dt+ eα−x |f (α)|

≤ εe−x
∫ x

α

etdt+ eα−x |f (α)| = ε
(
1− eα−x

)
+ eα−x |f (α)|

< ε+ eα−x |f (α)| < 2ε

pour x > β > α.

(b) En notant h = f − ℓ, on dispose d’une fonction dérivable sur R+ telle
que lim

x→+∞
(h (x) + h′ (x)) = 0 et de la question précédente, on déduit

que lim
x→+∞

h (x) = 0, ce qui équivaut à lim
x→+∞

f (x) = ℓ. Il en résulte que
lim

x→+∞
f ′ (x) = lim

x→+∞
(f (x) + f ′ (x))− lim

x→+∞
f (x) = 0.

4. En notant F la primitive de f nulle en 0, on a pour tout réel x > 0 :∫ x

0

(f (t+ 1)− f (t)) dt = F (x+ 1)− F (x)− F (1)

le théorème des accroissements finis nous dit qu’il existe un réel cx ∈ ]x, x+ 1[
tel que : ∫ x

0

(f (t+ 1)− f (t)) dt = f (cx)− F (1)

Dans le cas où lim
x→+∞

f (x) = ℓ, on en déduit que :

∫ +∞

0

(f (t+ 1)− f (t)) dt = ℓ− F (1)
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De manière analogue, pour x < 0 on a :∫ 0

x

(f (t+ 1)− f (t)) dt = F (1)− (F (x+ 1)− F (x)) = F (1)− f (dx)

avec dx ∈ ]x, x+ 1[ et avec lim
x→−∞

f (x) = ℓ′ on obtient :

∫ 0

−∞
(f (t+ 1)− f (t)) dt = F (1)− ℓ′

Ce qui donne en définitive
∫ +∞

−∞
(f (t+ 1)− f (t)) dt = ℓ− ℓ′. Pour f = arctan,

on a lim
x→+∞

f (x) =
π

2
et lim

x→−∞
f (x) = −π

2
, donc :

∫ +∞

−∞
(arctan (t+ 1)− arctan (t)) dt = π

Exo Sup 4.4. Règle de l’Hospital et applications

I est un intervalle réel non réduit à un point et f, g sont deux fonctions
continues de I dans R.

1. On suppose que f, g sont dérivables sur I \ {a} , où a ∈ I, avec

g′ (x) ̸= 0 pour tout x ∈ I \ {a} . Montrer que si lim
x→a

f ′ (x)

g′ (x)
= ℓ alors

lim
x→a

f (x)− f (a)

g (x)− g (a)
= ℓ (règle de l’Hospital). La réciproque de ce résultat

est-elle vraie ?

2. Calculer lim
x→1−

arccos (x)√
1− x2

, lim
x→1

arctan
(
x2−1
x2+1

)
x− 1

et lim
x→0

(
sin (x)

x

) 1
x

.

3. Soient f : R → R de classe C2 telle que f (0) > 0 et f ′ (0) = 0 et λ ∈ R∗.

Montrer que lim
x→+∞

(
f

(
λ√
x

))x
= e

λ2f′′(0)
2f(0) .

4. Soient α ∈ R+,∗ et f : ]−α, α[ → R de classe C∞ telle que f (0) = 0.

Montrer que la fonction g définie sur ]−α, α[ \ {0} par g (x) = f (x)

x
se

prolonge en une fonction de classe C∞ sur ]−α, α[ (voir aussi l’exercice
??, question ??).

5. On suppose que f, g sont dérivables sur I = R+ telles que g′ (x) ̸= 0

pour tout x ∈ R+, lim
x→+∞

g (x) = +∞ et lim
x→+∞

f ′ (x)

g′ (x)
= ℓ. Montrer que

lim
x→+∞

f (x)

g (x)
= ℓ (règle généralisée de l’Hospital). Dans le cas particulier

où g (x) = x, on a lim
x→+∞

f (x)

x
= ℓ.
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6. On suppose que f, g sont dérivables sur I = R+ et qu’il existe un réel
λ > 0 tel que lim

x→+∞
(λf (x) + f ′ (x)) = ℓ. Montrer que lim

x→+∞
f (x) =

ℓ

λ
et lim

x→+∞
f ′ (x) = 0.

Solution.

1. De g′ (t) ̸= 0 pour tout t ∈ I \ {a} on déduit du théorème des accroissements
finis que g (x) ̸= g (a) pour tout x ∈ I \ {a} . Pour tout réel ε > 0, il existe un

réel η > 0 tel que
∣∣∣∣f ′ (t)g′ (t)

− ℓ

∣∣∣∣ < ε pour tout t ∈ Jη = (]a− η, a+ η[ ∩ I) \ {a} .

Le théorème généralisé des accroissements finis nous dit que pour tout x ∈ Jη
il existe un réel cx strictement compris entre a et x, donc dans Jη, tel que :∣∣∣∣f (x)− f (c)

g (x)− g (c)
− ℓ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′ (cx)g′ (cx)
− ℓ

∣∣∣∣ < ε

ce qui prouve que lim
x→a

f (x)− f (c)

g (x)− g (c)
= ℓ.

La réciproque de ce résultat est fausse. Considérons par exemple la fonction

f : x 7→ x2 sin

(
1

x

)
prolongée par continuité en 0 et g : x 7→ x. La fonction f

est dérivable avec f ′ (0) = 0, f ′ (x) = 2x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
pour x ̸= 0 et on

a lim
x→0

f (x)− f (0)

g (x)− g (0)
= lim

x→0
x sin

(
1

x

)
= 0, alors que f ′

g′
= f ′ n’a pas de limite

en 0 (puisque f ′
(

1

nπ

)
= (−1)

n+1).

2.

(a) Notant f (x) = arccos (x) et g (x) =
√
1− x2 pour tout x ∈ ]−1, 1[ , on a

f (1) = g (1) = 0 et lim
x→1−

f ′ (x)

g′ (x)
= lim

x→1−

1

x
= 1, donc lim

x→1−

arccos (x)√
1− x2

= 1

(la règle de l’Hospital est encore valable quand a est l’une des extrémités
de l’intervalle I).

(b) Notant f (x) = arctan

(
x2 − 1

x2 + 1

)
et g (x) = x − 1 pour tout x ∈ R, on

a f (1) = g (1) = 0 et lim
x→1

f ′ (x)

g′ (x)
= lim

x→1−

2x

x4 + 1
= 1 et en conséquence,

lim
x→1

arctan
(
x2−1
x2+1

)
x− 1

= 1.

(c) Pour x ∈ ]−1, 1[ \ {0} , on a sin (x)

x
> 0 et h (x) =

(
sin (x)

x

) 1
x

= e
f(x)
g(x) ,

où f (x) = ln

(
sin (x)

x

)
, g (x) = x. On a alors f (0) = g (0) = 1 et
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lim
x→0

f ′ (x)

g′ (x)
= lim

x→0

x cos (x)− sin (x)

x sin (x)
= 0 (développement limité à l’ordre

3), donc lim
x→0

f (x)

g (x)
= 0 et lim

x→0

(
sin (x)

x

) 1
x

= 1.

3. La fonction f étant continue sur R telle que f (0) > 0, il existe η > 0 tel que

f (t) > 0 pour tout t ∈ ]−η, η[ et pour x >
λ2

η2
, on a

(
f

(
λ√
x

))x
= eg(x)

avec g (x) = x ln

(
f

(
λ√
x

))
. Le changement de variable x =

1

t2
avec 0 <

t <
η

|λ|
, nous donne g (x) =

ln (f (λt))

t2
=

u (t)

v (t)
avec u (0) = v (0) = 0 et

u′ (t)

v′ (t)
=
λf ′ (λt)

2tf (λt)
pour t ∈

]
− η

|λ|
,
η

|λ|

[
\ {0} . On a aussi u′ (0) = v′ (0) = 0 et

u′′ (t)

v′′ (t)
=

λ2f ′′ (λt)

2 (f (λt) + λtf ′ (λt))
, pour t ∈

]
− η

|λ|
,
η

|λ|

[
\ {0} , donc :

lim
t→0+

u (t)

v (t)
= lim
t→0+

u′ (t)

v′ (t)
= lim
t→0+

u′′ (t)

v′′ (t)
= lim
t→0+

λ2f ′′ (λt)

2 (f (λt) + λtf ′ (λt))
=
λ2f ′′ (0)

2f (0)

ce qui nous donne lim
x→+∞

(
f

(
λ√
x

))x
= e

λ2f′′(0)
2f(0) .

4. Dans le cas où f est développable en série entière sous la forme f (x) =
+∞∑
n=0

anx
n,

on a a0 = f (0) = 0, g (x) =

+∞∑
n=1

anx
n−1 et c’est terminé.

Avec lim
x→0

g (x) = lim
x→0

f (x)− f (0)

x
= f ′ (0) , on voit que g se prolonge par

continuité en 0 en posant g (0) = f ′ (0) . Avec g′ (x) = xf ′ (x)− f (x)

x2
=
u (x)

v (x)

pour ]−α, α[ \ {0} , où u (0) = v (0) = 0 et lim
x→0

u′ (x)

v′ (x)
= lim

x→0

xf ′′ (x)

2x
=
f ′′ (0)

2
,

on déduit que lim
x→0

g′ (x) =
f ′′ (0)

2
(règle de l’Hospital), donc g est dérivable en

0 avec g′ (0) = f ′′ (0)

2
et g′ se prolonge par continuité en 0. Supposant que, pour

n ≥ 1, g se prolonge en une fonction de classe Cn avec g(n) (0) = f (n+1) (0)

n+ 1
, on

a pour tout x ∈ ]−α, α[ \ {0} :

g(n+1) (x) =

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
f (k) (x) (−1)

n+1−k (n+ 1− k)!

xn+2−k

=

n+1∑
k=0

(−1)
n+1−k (n+ 1)!

k!

f (k) (x)

xn+2
xk = (−1)

n+1
(n+ 1)!

u (x)

v (x)
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où u (x) =

n+1∑
k=0

(−1)
k f

(k) (x)

k!
xk et v (x) = xn+2. Comme u (0) = f (0) = 0 =

v (0) et :

u′ (x) =

n+1∑
k=0

(−1)
k f

(k+1) (x)

k!
xk +

n+1∑
k=1

(−1)
k f

(k) (x)

(k − 1)!
xk−1

=

n+1∑
k=0

(−1)
k f

(k+1) (x)

k!
xk −

n∑
j=0

(−1)
j f

(j+1) (x)

j!
xj

= (−1)
n+1 f

(n+2) (x)

(n+ 1)!
xn+1

on a lim
x→0

u (x)

v (x)
= lim

x→0

u′ (x)

v′ (x)
= lim

x→0

(−1)
n+1

f (n+2) (x)

(n+ 2) (n+ 1)!
= (−1)

n+1 f
(n+2) (0)

(n+ 2)!

et lim
x→0

g(n+1) (x) =
f (n+2) (0)

n+ 2
, donc g(n) est dérivable en 0 avec g(n+1) (0) =

f (n+2) (0)

n+ 2
et g(n) se prolonge par continuité en 0. La fonction g se prolonge

donc en fonction de classe Cn+1 sur ]−α, α[ .

5. Pour tout réel ε > 0, il existe un réel α > 0 tel que
∣∣∣∣f ′ (t)g′ (t)

− ℓ

∣∣∣∣ < ε pour tout

t > α. Le théorème généralisé des accroissements finis nous dit que pour tout

x > α, il existe cx,α ∈ ]α, x[ tel que f (x)− f (α)

g (x)− g (α)
=
f ′ (cx,α)

g′ (cx,α)
, donc :

∣∣∣∣ f (x)

g (x)− g (α)
− ℓ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f (x)− f (α)

g (x)− g (α)
− ℓ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f (α)

g (x)− g (α)

∣∣∣∣ < ε+

∣∣∣∣ f (α)

g (x)− g (α)

∣∣∣∣
avec lim

x→+∞

f (α)

g (x)− g (α)
= 0. Il existe donc β > α tel que

∣∣∣∣ f (x)

g (x)− g (α)
− ℓ

∣∣∣∣ <
2ε pour tout x > β. En écrivant que f (x)

g (x)− g (α)
=
f (x)

g (x)

1

1− g(α)
g(x)

, on obtient :

∣∣∣∣f (x)g (x)
− ℓ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(1− g (α)

g (x)

)
f (x)

g (x)− g (α)
− ℓ

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ f (x)

g (x)− g (α)
− ℓ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣g (α)g (x)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f (x)

g (x)− g (α)

∣∣∣∣
< 2ε+

∣∣∣∣g (α)g (x)

∣∣∣∣ (2ε+ |ℓ|)

avec lim
x→+∞

g (α)

g (x)
= 0. Il existe donc γ > β tel que

∣∣∣∣f (x)g (x)
− ℓ

∣∣∣∣ < 2ε+ε (2ε+ |ℓ|) ,

ce qui prouve que lim
x→+∞

f (x)

g (x)
= ℓ.
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6. Pour tout x ∈ R+, on a f (x) =
eλxf (x)

eλx
=
u (x)

v (x)
avec v′ (x) ̸= 0 pour tout

x ∈ R+, lim
x→+∞

v (x) = +∞ et lim
x→+∞

u′ (x)

v′ (x)
= lim

x→+∞

λf (x) + f ′ (x)

λ
=
ℓ

λ
, donc

lim
x→+∞

f (x) =
ℓ

λ
. Pour λ = 1, on a une solution rapide de la question 3 de

l’exercice 4.3. Pour λ < 0, ce résultat n’est plus valable. Prendre λ = −1,
f (x) = ex.

Exo Sup 4.5. Théorème de Darboux et applications

Le théorème des accroissements finis peut être utilisé (avec le théorème
des valeurs intermédiaires) pour montrer le théorème de Darboux qui nous
dit qu’une fonction dérivée vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.
On donne ensuite quelques applications du théorème de Darboux.
1. On se donne une fonction f à valeurs réelles définie et dérivable sur un

intervalle I non réduit à un point et il s’agit de montrer que pour tous
a < b dans I et tout λ compris entre f ′ (a) et f ′ (b) , il existe c ∈ [a, b]
tel que λ = f ′ (c) . Dans le cas où f ′ (a) = f ′ (b) , c = a convient. On
suppose donc que f ′ (a) < f ′ (b) , on se donne λ ∈ ]f ′ (a) , f ′ (b)[ et on
définit les fonctions τa et τb sur [a, b] par :

τa (x) =

 f ′ (a) si x = a
f (x)− f (a)

x− a
si x ̸= a

τb (x) =

 f ′ (b) si x = b
f (b)− f (x)

b− x
si x ̸= b

Dans le cas où λ ≤ τa (b) [resp. λ > τa (b)] montrer qu’il existe α ∈ ]a, b]

[resp. α ∈ ]a, b[] tel que λ =
f (α)− f (a)

α− a
[resp. λ =

f (b)− f (α)

b− α
].

Conclure.
2. Donner un exemple de fonction qui vérifie la propriété des valeurs in-

termédiaires sans être continue.
3. Justifier l’existence de fonctions définies sur un intervalle réel qui n’ad-

mettent pas de primitive.
4. Soit I un intervalle réel non réduit à un point.

(a) Montrer qu’une fonction monotone φ : I → R qui vérifie la pro-
priété des valeurs intermédiaires est continue sur I.

(b) Montrer qu’une fonction convexe et dérivable f : I → R est conti-
nûment dérivable (voir aussi la question 3 de l’exercice 4.2).

5. Soient I un intervalle réel non réduit à un point et f : I → R une
fonction dérivable.

(a) Montrer que si f ′ ne s’annule jamais, alors f est strictement mo-
notone.

(b) Trouver toutes les fonctions dérivables f : I → R telles que
(f ′ (x))

2
= 1 pour tout x ∈ I.
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6. Soient I un intervalle réel non réduit à un point et f : I → R une
fonction dérivable. Montrer que s’il existe deux réels a < b dans I tels

que f ′ (a) = f ′ (b) , il existe alors c ∈ ]a, b[ tel que f ′ (c) = f (c)− f (a)

c− a
(il existe un point M du graphe de f tel que la tangente en M passe par
(a, f (a))).

7. Soit f : R → R deux fois dérivable telle que lim
|x|→+∞

f (x)

x
= 0. Montrer

qu’il existe un réel c tel que f ′′ (c) = 0.

8. Soient a < b deux réels et f : ]a, b[ → R une fonction dérivable telle que
lim
x→a+

f (x) = lim
x→b−

f (x) = +∞. Montrer que f ′ (]a, b[) = R.

Solution.
1. Les fonctions τa et τb sont continues sur I puisque f est dérivable sur I et on

a τa (a) = f ′ (a) < λ < f ′ (b) = τb (b) . L’idée est d’appliquer le théorème des
valeurs intermédiaires à la fonction τa ou τb en fonction de la position de λ par
rapport à τa (b) .

(a) Si λ ≤ τa (b) , on a alors τa (a) = f ′ (a) < λ ≤ τa (b) et le théorème des
valeurs intermédiaires nous dit qu’il existe α ∈ ]a, b] tel que λ = τa (α) =
f (α)− f (a)

α− a
, puis le théorème des accroissements qu’il existe c ∈ ]a, α[ tel

que λ = f ′ (c) .

(b) Si λ > τa (b) , on a alors τb (a) =
f (b)− f (a)

b− a
= τa (b) < λ < f ′ (b) = τb (b)

et le théorème des valeurs intermédiaires nous dit qu’il existe α ∈ ]a, b[ tel

que λ = τb (α) =
f (b)− f (α)

b− α
, puis le théorème des accroissements qu’il

existe c ∈ ]α, b[ tel que λ = f ′ (c) .

2. Il suffit de donner un exemple de fonction dérivable qui n’est pas de classe

C1. Par exemple, la fonction f définie par f (x) = x2 sin

(
1

x

)
pour x ̸= 0

et f (0) = 0 est dérivable sur R de dérivée f ′ vérifiant la propriété des valeurs

intermédiaires et non continue en 0 (f ′ (x) = 2x sin

(
1

x

)
−cos

(
1

x

)
pour x ̸= 0,

f ′ (0) = 0 et f ′
(

1

nπ

)
= (−1)

n+1).

Ce qu’il manque à une fonction vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires
pour être continue est donné par le résultat suivant : une fonction f : I → R
vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires est continue si, et seulement
si, pour tout réel y, l’ensemble f−1 {y} est fermé dans I (on peut même se
contenter de y ∈ I ∩Q).

3. Si f admet une primitive F sur un intervalle I, le théorème de Darboux nous dit
alors qu’elle doit vérifier la propriété des valeurs intermédiaires. Une fonction ne
vérifiant pas cette propriété, par exemple une fonction en escalier non constante,
n’admet pas de primitive sur I.
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4.

(a) On suppose que φ est croissante et vérifie la propriété des valeurs inter-
médiaires. Il s’agit de montrer que pour tout x ∈ I on a lim

t→x
φ (t) = φ (x) .

On sait déjà qu’en tout x ∈ I, φ admet une limite à gauche φ (x−) =
sup

t∈I, t<x
φ (t) ≤ φ (x) (quand x n’est pas l’extrémité gauche de I) et à

droite φ (x+) = inf
t∈I, t>x

φ (t) ≥ φ (x) (quand x n’est pas l’extrémité droite

de I) et il s’agit de montrer que φ (x−) = φ (x+) = φ (x) pour x ∈
◦
I

[resp. φ (x−) = φ (x) , resp. φ (x+) = φ (x) , dans le cas où x est une ex-
trémité de I]. Supposons que x n’est pas l’extrémité gauche de I et que
φ (x−) < φ (x) . Pour tout t ∈ I tel que t < x, on a :

φ (t) ≤ φ
(
x−
)
< φ (x)

Comme la fonction φ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, pour
tout λ ∈ ]φ (x−) , φ (x)[ ⊂ ]φ (t) , φ (x)[ , il existe c ∈ ]t, x[ tel que λ =
φ (c) , mais alors λ = φ (c) ≤ φ (x−) , ce qui est en contradiction avec
λ > φ (x−) . On a donc φ (x−) = φ (x) . On montre de manière analogue
que φ (x) = φ (x+) . Les limites à droite et à gauche en x sont donc égales
à φ (x) , ce qui prouve la continuité de φ en x.

(b) Si f est convexe et dérivable de I dans R, sa dérivée f ′ est alors croissante.
Cette dérivée vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires, on déduit
de la question précédente qu’elle est continue sur I.

5.

(a) Si f ′ (x) ̸= 0 pour tout x ∈ I, le théorème de Darboux nous dit que f ′ est
de signe constant (s’il existe x < y dans I tels que f ′ (x) < 0 et f ′ (y) > 0, il
existe alors z ∈ ]x, y[ tel que f ′ (z) = 0), donc f est strictement monotone.

(b) La fonction f ′ qui ne s’annule jamais est de signe constant telle que (f ′)
2
=

1, donc f ′ = −1 ou f ′ = 1 et on a soit f (x) = −x + c pour tout x ∈ I,
soit f (x) = x+ c pour tout x ∈ I, où c est une constante réelle.

6. On désigne par τa la fonction définie sur I par :

τa (x) =

 f (x)− f (a)

x− a
si x ̸= a

f ′ (a) si x = a

Cette fonction est continue sur I, dérivable sur I \ {a} avec :

∀x ∈ I \ {a} , τ ′a (x) =
1

x− a

(
f ′ (x)− f (x)− f (a)

x− a

)
En particulier, on a pour x = b :

τ ′a (b) =
1

b− a

(
f ′ (b)− f (b)− f (a)

b− a

)
=

1

b− a

(
f ′ (a)− f (b)− f (a)

b− a

)
= −τa (b)− τa (a)

b− a
= −τ ′a (c)
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où c ∈ ]a, b[ . Dans le cas où τ ′a (c) = 0, on a 1

c− a

(
f ′ (c)− f (c)− f (a)

c− a

)
= 0,

soit f ′ (c) = f (c)− f (a)

c− a
.Dans le cas contraire, on a τ ′a (b) τ ′a (c) = − (τ ′a (c))

2
<

0 et le théorème de Darboux nous dit qu’il existe d ∈ ]c, b[ tel que τ ′a (d) = 0,

ce qui équivaut à f ′ (d) = f (d)− f (a)

d− a
.

7. Pour f ′ = 0, f est constante et le résultat est trivial. On suppose donc que
f ′ ̸= 0 et on se donne un réel a tel que f ′ (a) ̸= 0. On peut supposer que
f ′ (a) > 0. Si f ′′ (a) = 0 c’est alors terminé. Sinon, en utilisant la formule de
Taylor-Lagrange à l’ordre 2, on peut écrire pour tout réel x ̸= a :

f (x) = f (a) + f ′ (a) (x− a) +
f ′′ (cx)

2
(x− a)

2

où cx est un réel strictement compris entre a et x et on a :

f ′′ (cx)

2
(x− a) =

f (x)− f (a)

x− a
− f ′ (a) →

|x|→+∞
−f ′ (a) < 0

puisque lim
|x|→+∞

f (x)

x
= 0. On peut donc trouver deux réel c1 < a et c2 > a

tels que f ′′ (c1) > 0 et f ′′ (c2) < 0. Le théorème de Darboux nous assure alors
l’existence d’un réel c ∈ ]c1, c2[ tel que f ′′ (c) = 0.

8. En notant c = a+ b

2
, on a lim

h→( b−a
2 )

−
f (c+ h) = lim

x→b−
f (x) = +∞ et lim

h→( b−a
2 )

−
f (c− h) =

lim
x→a+

f (x) = +∞, donc pour tout réel λ > 0, il existe des réels h, k dans]
0,
b− a

2

[
tels que f (c− h) > f (c) > f (c)−λh et f (c+ k) > f (c)+λ

b− a

2
>

f (c) + λk, ce qui nous donne :

f (c)− f (c− h)

h
= f ′ (α) < λ <

f (c+ k)− f (c)

k
= f ′ (β)

avec α ∈ ]c− h, c[ et β ∈ ]c, c+ k[ . Le théorème de Darboux nous assure
alors de l’existence de γ ∈ ]α, β[ tel que λ = f ′ (γ) . Pour λ ≤ 0, on procède de

manière analogue avec h, k dans
]
0,
b− a

2

[
tels que f (c− h) > f (c)−λb− a

2
≥

f (c)− λh et f (c+ k) > f (c) ≥ f (c) + λk, ce qui nous donne :

f (c)− f (c− h)

h
= f ′ (α) < λ <

f (c+ k)− f (c)

k
= f ′ (β)
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Exo Sup 4.6. Équation fonctionnelle f ′ = f ◦ f avec f strictement
croissante

On se propose de montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R → R
strictement croissante et dérivable, telle que f ′ = f ◦ f. Pour ce faire,
on raisonne par l’absurde en supposant qu’une telle fonction existe.

1. Montrer la fonction f est de classe C2 sur R, de dérivée première f ′

strictement croissante et à valeurs strictement positives.

2. En déduire que f (0) > 0, lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

f ′ (x) = lim
x→+∞

f (x)

x
=

+∞.

3. Montrer qu’il existe un réel α > 0 tel que f ′′ (t) ≥ (f ′ (t))
2 pour tout

réel t > α. En déduire que x − α ≤ 1

f ′ (α)
− 1

f ′ (x)
pour tout x > α et

conclure.

Solution.
1.

(a) De l’égalité f ′ = f ◦f avec f dérivable sur R, on déduit que f ′ est dérivable,
donc continue, avec f ′′ = (f ′ ◦ f) f ′ qui est continue comme composée et
produit. Donc f est de classe C2 sur R.

(b) L’égalité f ′ = f ◦ f avec f strictement croissante nous dit aussi que f ′ est
strictement croissante.

(c) Comme f est dérivable et croissante, sa dérivée est à valeurs positives.
S’il existe un réel x0 tel que f ′ (x0) = 0, de l’encadrement 0 ≤ f ′ (x) ≤
f ′ (x0) = 0 pour x ≤ x0, on déduit que f ′ est nulle sur ]−∞, x0] et donc
que f est constante sur cet intervalle, ce qui n’est pas compatible avec la
stricte croissance de f. On a donc f ′ (x) > 0 pour tout réel x.

2.

(a) Si f (0) ≤ 0, on a alors f ′ (0) = f (f (0)) ≤ f (0) ≤ 0, en contradiction avec
f ′ (0) > 0. On a donc f (0) > 0.

(b) Pour tout x ∈ R+,∗, il existe un réel cx ∈ ]0, x[ tel que :

f (x) = f (0) + xf ′ (cx) > xf ′ (0)

avec f ′ (0) > 0, donc lim
x→+∞

f (x) = +∞ et lim
x→+∞

f ′ (x) = lim
x→+∞

f (f (x)) =

+∞.

(c) Pour tout réel A > 0, on peut donc trouver un réel α > 0 tel que f ′ (x) >
2A pour tout x > α. En utilisant le théorème des accroissements finis, on
en déduit que pour tout réel x > α, il existe un réel cx ∈ ]α, x[ tel que
f (x)− f (α)

x− α
= f ′ (cx) > 2A et en conséquence :

f (x)

x− α
=
f (x)− f (α)

x− α
+
f (α)

x− α
> 2A
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(on a f (α) > f (0) > 0), soit f (x)

x

1

1− α
x

> 2A, ou encore f (x)

x
>

2A
(
1− α

x

)
avec lim

x→+∞

(
1− α

x

)
= 1. Il existe donc un réel β > α tel que

1− α

x
>

1

2
pour tout x > β, ce qui nous donne f (x)

x
> A pour tout x > β.

On a donc bien lim
x→+∞

f (x)

x
= +∞.

3. Il existe donc un réel α > 0 tel que f (t)

t
> 1 pour tout t > α. Pour tout t > α

et tout h > 0, il existe un réel ct,h ∈ ]f (t) , f (t+ h)[ tel que

f ′ (t+ h)− f ′ (t) = f (f (t+ h))− f (f (t))

= (f (t+ h)− f (t)) f ′ (ct,h) > (f (t+ h)− f (t)) f ′ (f (t))

> (f (t+ h)− f (t)) f ′ (t)

(f, f ′ sont strictement croissantes et f (t) > t), donc :

f ′ (t+ h)− f ′ (t)

h
>
f (t+ h)− f (t)

h
f ′ (t)

Faisant tendre h vers 0+, on en déduit que f ′′ (t) ≥ (f ′ (t))
2
, soit 1 ≤ f ′′ (t)

(f ′ (t))
2 .

Par intégration, il en résulte que pour tout x > α, on a :

x− α =

∫ x

α

dt ≤
∫ x

α

f ′′ (t)

(f ′ (t))
2 dt = −

∫ x

α

(
1

f ′

)′

(t) dt =
1

f ′ (α)
− 1

f ′ (x)
(4.1)

ce qui est peu compatible avec lim
x→+∞

(
1

f ′ (α)
− 1

f ′ (x)

)
=

1

f ′ (α)
. En conclu-

sion notre équation fonctionnelle n’a pas de solution.

Exo Sup 4.7. Accroissements finis et sommes de Riemann

On se donne deux réels a < b et deux fonctions f, g de [a, b] dans R
dérivables de dérivées Riemann-intégrables sur [a, b] .

1. Montrer que
∫ b

a

f ′ (t) dx = f (b)− f (a) .

2. Montrer que
∫ b

a

f (t) g′ (t) dt = f (b) g (b)− f (a) g (a)−
∫ b

a

f ′ (t) g (t) dt.

3. On suppose que [a, b] = [0, 1] et on note Sn =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
pour tout

n ∈ N∗. Montrer que lim
n→+∞

(Sn+1 − Sn) =

∫ 1

0

f (x) dx.
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Solution. On rappelle que si φ : [a, b] → R est une fonction Riemann-intégrable
sur [a, b] et, pour tout n ∈ N∗, (an,k)0≤k≤n est une subdivision de [a, b] telle que :

an,0 = a < an,1 < · · · < an,n−1 < an,n = b et lim
n→+∞

max
0≤k≤n−1

(an,k+1 − an,k) = 0

on a alors pour toute suite réelle (cn,k)0≤k≤n telle que cn,k ∈ [an,k, an,k+1] pour
tout k compris entre 0 et n− 1 :∫ b

a

φ (t) dt = lim
n→+∞

n−1∑
k=0

(an,k+1 − an,k)φ (cn,k)

(sommes de Riemann).

1. Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par (an,k)0≤k≤n la subdivision

de pas constant b− a

n
où an,k = a+ k

b− a

n
, pour 0 ≤ k ≤ n. Le théorème des

accroissements finis nous dit que pour tout entier k compris entre 0 et n− 1, il
existe un réel cn,k ∈ ]an,k, an,k+1[ tel que :

f (an,k+1)− f (an,k) = (an,k+1 − an,k) f
′ (cn,k) =

b− a

n
f ′ (cn,k)

ce qui nous donne :

f (b)− f (a) =

n−1∑
k=0

(f (an,k+1)− f (an,k)) =
b− a

n

n−1∑
k=0

f ′ (cn,k)

et on reconnaît une somme de Riemann pour la fonction f ′ qui tend vers∫ b

a

f ′ (t) dt quand n tend vers l’infini. On a donc
∫ b

a

f ′ (t) dt = f (b)− f (a) .

2. Le fonction fg est dérivable sur [a, b] de dérivée (fg)
′
= f ′g + fg′ Riemann-

intégrable (l’ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] est une R-
algèbre), donc :

f (b) g (b)− f (a) g (a) =

∫ b

a

(fg)
′
(t) dt =

∫ b

a

f ′ (t) g (t) dt+

∫ b

a

f (t) g′ (t) dt

3. Pour tout n ∈ N∗, on a :

Sn+1−Sn =

n∑
k=1

(
f

(
k

n+ 1

)
− f

(
k

n

))
+f (1) = − 1

n+ 1

n∑
k=1

k

n
f ′ (cn,k)+f (1)

où cn,k ∈
]

k

n+ 1
,
k

n

[
pour k compris entre 1 et n, ce qui peut aussi s’écrire :

Sn+1 − Sn = − 1

n+ 1

n∑
k=1

cn,kf
′ (cn,k) + f (1)− 1

n+ 1
Rn
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où :

|Rn| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
k

n
− cn,k

)
f ′ (cn,k)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

(
k

n
− cn,k

)
|f ′ (cn,k)|

≤ ∥f ′∥∞
n∑
k=1

(
k

n
− k

n+ 1

)
=

∥f ′∥∞
n (n+ 1)

n∑
k=1

k =
∥f ′∥∞

2

(f ′ est bornée car Riemann-intégrable) et :

lim
n→+∞

(
1

n+ 1

n∑
k=1

cn,kf
′ (cn,k)

)
=

∫ 1

0

tf ′ (t) dt

(on a k

n+ 1
< cn,k <

k

n
≤ k + 1

n+ 1
pour 1 ≤ k ≤ n, ce qui nous donne une somme

de Riemann pour x 7→ xf ′ (x)), donc :

lim
n→+∞

(Sn+1 − Sn) = −
∫ 1

0

tf ′ (t) dt+ f (1)

= − [tf (t)]
1
0 +

∫ 1

0

f (t) dt+ f (1) =

∫ 1

0

f (t) dt

Exo Sup 4.8. Différentiabilité de (x, y) 7→ f (y)− f (x)

y − x

Soient I un intervalle ouvert non vide et f : I → R une fonction de
classe C1 à laquelle on associe la fonction φ : I2 → R définie par :

φ (x, y) =


f (y)− f (x)

y − x
si y ̸= x

f ′ (x) si y = x

1. Montrer que φ est continue sur I2 et de classe C1 sur I2\{(x, x) | x ∈ I} .
2. Dans le cas où f est deux fois dérivable en a ∈ I, montrer que φ est

différentiable en (a, a) .

Solution.

1. Les fonctions (x, y) 7→ f (y)− f (x) et (x, y) 7→ y − x étant de classe C1 sur I2,
la fonction φ est de classe C1 sur I2 \∆ où ∆ = {(x, x) | x ∈ I} et en particulier
elle est continue. On se donne a ∈ I et r > 0 tel que K = [a− r, a+ r]

2 ⊂ I2.
Pour tout (x, y) ∈ K \∆, il existe un réel cx,y strictement compris entre x et y
tel que φ (x, y)−φ (a, a) = f ′ (cx,y)−f ′ (a) . Comme f ′ est continue sur I, pour
tout réel ε > 0, on peut trouver un réel η ∈ ]0, r[ tel que |f ′ (t)− f ′ (a)| < ε pour
tout t ∈ [a− η, a+ η] . Pour (x, y) ∈ [a− η, a+ η]

2\∆, on a cx,y ∈ [a− η, a+ η]
et en conséquence, |φ (x, y)− φ (a, a)| < ε. Cela prouve que la fonction φ est
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continue en (a, a) . En conclusion, φ est continue sur I2.
On peut aussi procéder comme suit. Pour y ̸= x dans I, on a :

f (y)− f (x) =

∫ y

x

f ′ (t) dt = (y − x)

∫ 1

0

f ′ (x+ θ (y − x)) dθ

donc φ (x, y) =

∫ 1

0

f ′ (x+ θ (y − x)) dθ, cette égalité étant encore vérifiée pour

y = x. La fonction (x, y, θ) 7→ f ′ (x+ θ (y − x)) étant continue sur I2 × [0, 1] et
l’intégration se faisant sur un segment, on en déduit que φ est continue sur I2.

2. On se donne r > 0 tel que [a− r, a+ r] ⊂ I. Pour h ̸= k dans [−r, r] , on a :

φ (a+ h, a+ k) =
f (a+ k)− f (a+ h)

k − h

avec f (a+ t) = f (a)+f ′ (a) t+
f ′′ (a)

2
t2+g (t) pour t ∈ [−r, r] , où g (t) = o

(
t2
)

(développement de Taylor-Young), ce qui nous donne :

φ (a+ h, a+ k) = f ′ (a) +
f ′′ (a)

2
(k + h) +

g (k)− g (h)

k − h

La fonction g est de classe C1 sur [−r, r] avec g′ (t) = f ′ (a+ t)−f ′ (a)−f ′′ (a) t

et lim
t→a

g′ (t)

t
= 0, donc pour tout réel ε > 0, il existe η ∈ ]0, r[ tel que |g′ (t)| <

ε |t| pour tout t ∈ [−η, η] (on a g′ (0) = 0). Le théorème des accroissements finis
nous dit alors que pour tous h ̸= k dans [−r, r] , il existe c strictement compris
entre h et k tel que :∣∣∣∣g (k)− g (h)

k − h

∣∣∣∣ = |g′ (c)| ≤ ε |c| ≤ εmax (|h| , |k|) = ε ∥(h, k)∥∞

(pour h < k, on a −max (|h| , |k|) ≤ − |h| ≤ h < c < k ≤ |k| ≤ max (|h| , |k|)).
La fonction φ est donc différentiable en (a, a) de différentielle donnée par

dφ (a, a) (h, k) =
f ′′ (a)

2
(k + h) . On a aussi ∂φ

∂x
(a, a) =

∂φ

∂y
(a, a) =

f ′′ (a)

2
.
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Chapitre 5

Intégration

Exercice 5.1. Intégrales de Wallis

On note (Wn)n∈N =

(∫ π
2

0

cosn (t) dt

)
n∈N

la suite des intégrales de Wal-

lis.

1. Montrer que, pour tout n ∈ N, on a Wn =

∫ π
2

0

sinn (t) dt.

2. Calculer W0 et W1.

3. Montrer que, pour tout n ∈ N, on a :

Wn = 2

∫ 1

0

(
1− x2

)n
(1 + x2)

n+1 dx =

∫ +∞

0

dθ

chn+1 (θ)

4. Montrer que la suite (Wn)n∈N converge en décroissant vers 0.

5. Montrer que pour tout n ∈ N, on a Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn. En déduire

que la suite (un)n∈N = ((n+ 1)WnWn+1)n∈N est constante, puis que

W2n+1 =
22n

(2n+ 1)
(
2n
n

) . Il suffit donc de calculer Wn pour n pair ou

pour n impair.
6. Montrer que pour tout n ∈ N et tout t ∈ R, on a :

(cos (t))
n
=

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
cos ((2k − n) t)

puis en déduire que W2n =

(
2n
n

)
22n

π

2
et W2n+1 =

22n

(2n+ 1)
(
2n
n

) .
7. Montrer que l’on a lim

n→+∞

√
2n+ 1W2n =

√
π

2
, ce qui se traduit par(

2n

n

)
∼

n→+∞

22n√
2n

√
2

π
.
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8. Pour tout n ∈ N∗, on note In =

∫ √
n

0

(
1− t2

n

)n
dt.

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, on a In =
√
nW2n+1, puis que

lim
n→+∞

In =

√
π

2
.

(b) Montrer que l’on a aussi lim
n→+∞

In =

∫ +∞

0

e−t
2

dt et en déduire
ainsi la valeur de l’intégrale de Gauss.

Solution.
1. Le changement de variable t = π

2
− θ nous donne pour tout n ∈ N :

Wn =

∫ π
2

0

cosn
(π
2
− θ
)
dθ =

∫ π
2

0

sinn (θ) dθ

2. On a W0 =

∫ π
2

0

dt =
π

2
et W1 =

∫ π
2

0

cos (t) dt = 1.

3. Le changement de variable x = tan

(
t

2

)
nous donne dx =

1 + x2

2
dt, cos (t) =

2 cos2
(
t

2

)
− 1 =

1− x2

1 + x2
et :

Wn = 2

∫ 1

0

(
1− x2

)n
(1 + x2)

n+1 dx

Puis le changement de variable x = th

(
θ

2

)
nous donne dx =

1− x2

2
dθ, ch (θ) =

2 ch2
(
θ

2

)
− 1 =

1 + x2

1− x2
et :

Wn =

∫ 1

0

(
1− x2

1 + x2

)n+1
2dx

1− x2
=

∫ +∞

0

dθ

chn+1 (θ)

4. Pour tout t ∈
[
0,
π

2

]
, on a 0 ≤ cos (t) ≤ 1, donc 0 ≤ cosn+1 (t) ≤ cosn (t) pour

tout n ∈ N et par intégration, 0 ≤ Wn+1 ≤ Wn. La suite (Wn)n∈N est donc
décroissante minorée par 0 et en conséquence, convergente vers un réel λ ≥ 0.

Pour tout réel ε ∈
]
0,
π

2

[
, on a pour tout n ∈ N :

0 ≤Wn =

∫ ε

0

cosn (t) dt+

∫ π
2

ε

cosn (t) dt ≤
∫ ε

0

dt+

∫ π
2

ε

cosn (ε) dt ≤ ε+
π

2
cosn (ε)

(sur
[
0,
π

2

]
, on a 0 ≤ cos (t) ≤ 1 et cos est décroissante) avec lim

n→+∞
cosn (ε) = 0

(puisque 0 < cos (ε) < 1 pour ε ∈
]
0,
π

2

[
), il existe donc un entier naturel nε tel
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que π

2
cosn (ε) < ε. On peut aussi utiliser le théorème de convergence dominée

puisque 0 ≤ cos (t) ≤ 1 et lim
n→+∞

cosn (t) = 0 pour tout t ∈
]
0,
π

2

[
.

5. Une intégration par parties nous donne :

Wn+2 =

∫ π
2

0

cosn (t)
(
1− sin2 (t)

)
dt =Wn −

∫ π
2

0

(cosn (t) sin (t)) sin (t) dt

=Wn −
[
− sin (t)

cosn+1 (t)

n+ 1

]π
2

0

− 1

n+ 1

∫ π
2

0

cosn+2 (t) dt =Wn − Wn+2

n+ 1

soit Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn. En notant un = (n+ 1)WnWn+1, on a :

un+1 = (n+ 2)Wn+1Wn+2 = (n+ 2)Wn+1
n+ 1

n+ 2
Wn = un

donc un = u0 = W0W1 =
π

2
, soit Wn+1 =

π

2

1

(n+ 1)Wn
. Avec cette relation,

on retrouve le fait que la limite λ de (Wn)n∈N est nulle. En effet de l’égalité
WnWn+1 =

π

2 (n+ 1)
, on déduit en passant à la limite quand n tend vers l’infini

que λ2 = 0, donc λ = 0.

6. On a :

(cos (t))
n
=

(
eit + e−it

)n
2n

=
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
eikte−i(n−k)t =

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
ei(2k−n)t

donc (cos (t))
n
= Re

(
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
ei(2k−n)t

)
=

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
cos ((2k − n) t) . Il

en résulte que :

W2n =
1

22n

2n∑
k=0

(
2n

k

)∫ π
2

0

cos ((2 (k − n)) t) dt =

(
2n
n

)
22n

π

2

et W2n+1 =
π

2

1

(2n+ 1)W2n
=

22n

(2n+ 1)
(
2n
n

) .
7. On a W2n+1

W2n
=

π

2

1

(2n+ 1) (W2n)
2 avec 1 ≤ W2n+1

W2n
≤ W2n+2

W2n
=

2n+ 1

2n+ 2

(puisque la suite (Wn)n∈N est décroissante), donc lim
n→+∞

W2n+1

W2n
= 1, soit

lim
n→+∞

√
2n+ 1W2n =

√
π

2
, ce qui compte tenu de W2n =

(
2n
n

)
22n

π

2
se traduit

par
(
2n

n

)
∼

n→+∞

22n√
2n

√
2

π
.

8.
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(a) Pour n ∈ N∗, le changement de variable t =
√
n sin (θ) , nous donne :

In =
√
n

∫ π
2

0

(
1− sin2 (θ)

)n
cos (θ) dθ =

√
n

∫ π
2

0

cos2n+1 (θ) dθ

=
√
nW2n+1 =

√
n
π

2

1

(2n+ 1)W2n
=

√
n

2n+ 1

π

2

1√
2n+ 1W2n

avec lim
n→+∞

√
2n+ 1W2n =

√
π

2
, ce qui nous donne lim

n→+∞
In =

√
π

2
.

(b) Pour tout entier naturel non nul n, on définit la fonction fn sur R+ par

fn (t) =

(
1− t2

n

)n
1]0,

√
n[ (t) . Chaque fonction fn est continue par mor-

ceaux sur R+ et on a In =

∫ +∞

0

fn (t) dt. Pour tout t ∈ R+,∗, il existe

nt ∈ N∗ tel que t ∈ [0,
√
n[ pour tout n ≥ nt, donc on a fn (t) =(

1− t2

n

)n
> 0 et ln (fn (t)) = n ln

(
1− t2

n

)
∼

n→+∞
−t2, ce qui implique

que lim
n→+∞

fn (t) = e−t
2

. De plus avec l’inégalité ln (1− x) ≤ −x pour
tout x ∈ [0, 1[ , on déduit que ln (fn (t)) ≤ −t2 pour n ∈ N∗ tel que
t ∈ [0,

√
n[ , ce qui nous donne fn (t) ≤ e−t

2

, cette inégalité étant encore
valable pour n ∈ N∗ tel que

√
n ≤ t puisque fn (t) = 0 dans ce cas. On

a donc 0 ≤ fn (t) ≤ e−t
2 pour tout t ∈ R+, la fonction t 7→ e−t

2 étant
intégrable sur R+. On déduit alors du théorème de convergence dominée

que
∫ +∞

0

e−t
2

dt = lim
n→+∞

In =

√
π

2
.

Exo Sup 5.2. Calcul de ζ (2) en utilisant une intégrale double

On rappelle que ζ (2) =
+∞∑
n=1

1

n2
.

1. Montrer que ζ (2) = −
∫ 1

0

ln (1− y)

y
dy =

∫∫
]0,1[2

dxdy

1− xy
.

2.
(a) Montrer que l’application φ : (u, v) 7→ (u− v, u+ v) est un C1-

difféomorphisme de R2 sur lui même et préciser son inverse.
(b) Déterminer l’image par φ−1 du carré ouvert ]0, 1[2 .

(c) Montrer que pour u ∈ ]0, 1[ , on a arctan

(
u√

1− u2

)
= arcsin (u)

et arctan
(

1− u√
1− u2

)
=
π

4
− arcsin (u)

2
.

(d) En utilisant le changement de variable (x, y) = φ (u, v) , montrer

que
∫∫

]0,1[2

dxdy

1− xy
=
π2

6
et en conséquence ζ (2) = π2

6
.
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Solution.

1.

(a) Pour tout réel y ∈ ]0, 1[ , on a − ln (1− y)

y
=

+∞∑
n=1

yn−1

n
, les fonctions

considérées étant toutes à valeurs positives et continues sur ]0, 1[ . Tenant

compte de
+∞∑
n=1

∫ 1

0

yn−1

n
dy =

+∞∑
n=1

1

n2
< +∞, on déduit du théorème de

convergence monotone que :

−
∫ 1

0

ln (1− y)

y
dy =

+∞∑
n=1

∫ 1

0

yn−1

n
dy =

+∞∑
n=1

1

n2

(b) Pour y fixé dans ]0, 1[ , on a
∫ 1

0

dx

1− xy
=

[
− ln (1− xy)

y

]1
0

= − ln (1− y)

y
et :∫ ∫

]0,1[2

dxdy

1− xy
=

∫ 1

0

(∫ 1

0

dx

1− xy

)
dy = −

∫ 1

0

ln (1− y)

y
dy =

+∞∑
n=1

1

n2

2.

(a) L’application φ : (u, v) 7→ (u− v, u+ v) étant linéaire bijective de R2

sur lui même (son déterminant vaut 2 ̸= 0) d’inverse φ−1 : (x, y) 7→(
x+ y

2
,
y − x

2

)
, elle réalise un C1-difféomorphisme de R2 sur lui même.

(b) L’image φ−1
(
]0, 1[

2
)

est le carré ouvert C de sommets φ−1 (0, 0) = (0, 0) ,

φ−1 (1, 0) =

(
1

2
,−1

2

)
, φ−1 (1, 1) = (1, 0) et φ−1 (0, 1) =

(
1

2
,
1

2

)
. En

effet, en désignant par (e1, e2) la base canonique de R2, un point du carré
ouvert ]0, 1[

2 s’écrit xe1 + ye2 avec 0 < x, y < 1 et son image par φ−1 est

x

(
1

2
e1 −

1

2
e2

)
+ y

(
1

2
e1 +

1

2
e2

)
, elle est donc dans le carré C et récipro-

quement tout point de C s’écrit φ−1 (xe1 + ye2) avec xe1 + ye2 ∈ ]0, 1[
2).

(c) Si g (u) = arctan

(
u√

1− u2

)
, on a pour u ∈ ]0, 1[ :

g′ (u) =

√
1− u2 − u −u√

1−u2

1− u2
1

1 + u2

1−u2

=
1√

1− u2
= arcsin′ (u)

et en conséquence g (u) = arcsin (u) + c, où c est une constante réelle.
Faisant tendre u vers 0, on a c = 0 et g (u) = arcsin (u) . De même, si
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h (u) = arctan

(
1− u√
1− u2

)
, on a pour u ∈ ]0, 1[ :

h′ (u) =
−
√
1− u2 − (1− u) −u√

1−u2

1− u2
1

1 + (1−u)2
1−u2

= − 1

2
√
1− u2

= −1

2
arcsin′ (u)

et en conséquence h (u) = −1

2
arcsin (u) + c, où c est une constante réelle.

Faisant tendre u vers 0, on a c = π

4
et h (u) = π

4
− 1

2
arcsin (u) .

(d) Le changement de variable (x, y) = φ (u, v) = (u− v, u+ v) nous donne
dxdy = 2dudv et :

I =

∫∫
]0,1[2

dxdy

1− xy
= 2

∫∫
φ−1(]0,1[2)

dudv

1− u2 + v2

= 2

(∫ 1
2

0

(∫ u

−u

dv

1− u2 + v2

)
du+

∫ 1

1
2

(∫ 1−u

−(1−u)

dv

1− u2 + v2

)
du

)

= 4

(∫ 1
2

0

(∫ u

0

dv

1− u2 + v2

)
du+

∫ 1

1
2

(∫ 1−u

0

dv

1− u2 + v2

)
du

)

avec, pour u fixé dans ]0, 1[ :∫
dv

1− u2 + v2
=

1

1− u2

∫
dv

1 + v2

1−u2

=
1

1− u2

∫
dv

1 +
(

v√
1−u2

)2
=

1√
1− u2

arctan

(
v√

1− u2

)
ce qui donne :

I

4
=

∫ 1
2

0

g (u)√
1− u2

du+

∫ 1

1
2

h (u)√
1− u2

du

=

∫ 1
2

0

arcsin (u)√
1− u2

du+

∫ 1

1
2

1√
1− u2

(
π

4
− 1

2
arcsin (u)

)
du

=

[
arcsin2 (u)

2

] 1
2

0

+
π

4
[arcsin (u)]

1
1
2
− 1

2

[
arcsin2 (u)

2

]1
1
2

=
π2

72
+
π

4

(π
2
− π

6

)
− 1

2

(
π2

8
− π2

72

)
=
π2

24

et I =
π2

6
.
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Exo Sup 5.3. Comparaison série-intégrale (2)

1. Soit f : R+ → R une fonction décroissante telle que
∫ +∞

0

f (t) dt

converge, cette intégrale étant non nulle. Montrer que, pour tout réel
strictement positif x, la série

∑
f (nx) est convergente et qu’on a

+∞∑
n=1

f (nx) ∼
x→0

1

x

∫ +∞

0

f (t) dt.

2. Montrer que lim
x→0

x

+∞∑
n=1

e−n
2x2

=

√
π

2
et lim

x→0
x

+∞∑
n=1

1

1 + x2n2
=
π

2
.

3. Soit f : R+ → R+,∗ de classe C1 telle que lim
x→+∞

f ′ (x)

f (x)
= ℓ ∈ R∗.

(a) Montrer que lim
x→+∞

f (x+ 1)

f (x)
= eℓ.

(b) Notant h la fonction définie par h (x) = f (x) − ℓ

∫ x

0

f (t) dt sur

R+, montrer que h′ (x) = o
x→+∞

(f (x)) et h (x+ 1) − h (x) =

o
x→+∞

(f (x)) .

(c) Montrer que
∫ x+1

x

f (t) dt ∼
x→+∞

eℓ − 1

ℓ
f (x) .

(d) Montrer que si ℓ > 0, alors la série
∑

f (n) diverge et :

n∑
k=0

f (k) ∼
n→+∞

ℓ

eℓ − 1

∫ n+1

0

f (t) dt

(e) Montrer que si ℓ < 0, alors la série
∑

f (n) converge et :

+∞∑
k=n+1

f (k) ∼
n→+∞

ℓ

eℓ − 1

∫ +∞

n+1

f (t) dt

(f) Montrer que, pour tout réel α strictement positif, on a
n∑
k=1

αk ln (k) ∼
n→+∞

αn+1

α− 1
ln (n+ 1) .

4. Soient −∞ < a < b ≤ +∞ et f : [a, b[ → C une fonction continue par
morceaux.

(a) Montrer que l’intégrale de f sur [a, b[ est convergente si, et seule-
ment si, pour toute suite croissante (xn)n∈N de points de [a, b[ telle
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que x0 = a, xn > a pour tout n ≥ 1 et lim
n→+∞

xn = b, la série∑∫ xn+1

xn

f (t) dt est convergente. Dans ce cas, on a :

∫ b

a

f (t) dt =

+∞∑
n=0

∫ xn+1

xn

f (t) dt

(b) On suppose que f est à valeurs réelles positives. Montrer que l’in-
tégrale de f sur [a, b[ est convergente si, et seulement si, il existe
une suite croissante (xn)n∈N de points de [a, b[ avec x0 = a, xn > a

pour tout n ≥ 1 et lim
n→+∞

xn = b, telle que la série
∑∫ xn+1

xn
f (t) dt

soit convergente.
(c) Montrer que, s’il existe une suite croissante (xn)n∈N de points de

[a, b[ telle que x0 = a, xn > a pour tout n ≥ 1, lim
n→+∞

xn = b

et lim
n→+∞

∫ xn+1

xn

|f (t)| dt = 0, alors la convergence de la série∑∫ xn+1

xn

f (t) dt entraîne celle de l’intégrale
∫ b

a

f (t) dt.

5. Montrer que, pour 0 < α ≤ 1, l’intégrale
∫ +∞

1

|sin (t)|
tα

dt est divergente.

6. Soient α ≥ 0 et β > 0.Montrer que l’intégrale
∫ +∞

π

tα

1 + tβ sin2 (t)
dt est

convergente si, et seulement si, β − 2α > 2.

7. Soit f : R+ → R+ une fonction continue par morceaux et dé-
croissante à valeurs positives telle que lim

x→+∞
f (x) = 0. Montrer que∫ +∞

0

f (t) sin (t) dt converge. Par exemple pour f (t) =
1

tα (ln (t))
β
, où

α > 0 et β ≥ 0, l’intégrale
∫ +∞

0

sin (t)

tα (ln (t))
β
dt est convergente.

Solution.

1. Comme f est décroissante et
∫ +∞

0

f (t) dt converge, on a lim
x→+∞

f (x) = 0 et f

est positive (exercice ??). Pour x > 0, la série
∑

f (nx) est de même nature

que l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

f (xt) dt =
1

x

∫ +∞

0

f (u) du, donc convergente.

Les inégalités
∫ +∞

n+1

f (xt) dt ≤
+∞∑

k=n+1

f (xk) ≤
∫ +∞

n

f (xt) dt s’écrivent aussi

∫ +∞

(n+1)x

f (u) du ≤ x

+∞∑
k=n+1

f (xk) ≤
∫ +∞

nx

f (u) du et en particulier, pour n = 0
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on obtient : ∫ +∞

x

f (u) du ≤ x

+∞∑
k=1

f (xk) ≤
∫ +∞

0

f (u) du

On en déduit que lim
x→0

x

+∞∑
k=1

f (xk) =

∫ +∞

0

f (u) du, ce qui revient à dire que :

+∞∑
n=1

f (nx) ∼
x→0

1

x

∫ +∞

0

f (t) dt

2. Pour f (x) = e−x
2

, on obtient
+∞∑
n=1

e−n
2x2 ∼

x→0

1

x

∫ +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2x
, ou encore :

lim
x→0

x

+∞∑
n=1

e−n
2x2

=

√
π

2

Pour f (x) =
1

1 + x2
, on obtient

+∞∑
n=1

1

1 + x2n2
∼
x→0

1

x

∫ +∞

0

dx

1 + x2
=

π

2x
, ou

encore lim
x→0

x

+∞∑
n=1

1

1 + x2n2
=
π

2
.

3.

(a) Comme f est à valeurs strictement positives, il est équivalent de montrer

que lim
x→+∞

ln

(
f (x+ 1)

f (x)

)
= ℓ. La fonction g définie sur R+ par g (x) =

ln (f (x)) est de classe C1 avec g′ (x) = f ′ (x)

f (x)
. En utilisant le théorème des

accroissements finis, on a pour tout réel x > 0 :

ln

(
f (x+ 1)

f (x)

)
= g (x+ 1)− g (x) = g′ (cx) =

f ′ (cx)

f (cx)

où cx ∈ ]x, x+ 1[ . De lim
x→+∞

f ′ (x)

f (x)
= ℓ, on déduit que :

lim
x→+∞

ln

(
f (x+ 1)

f (x)

)
= lim
x→+∞

f ′ (cx)

f (cx)
= ℓ

(b) La fonction h est de classe C1 sur R+ avec

h′ (x) = f ′ (x)− ℓf (x) = f (x)

(
f ′ (x)

f (x)
− ℓ

)
= o
x→+∞

(f (x))

En utilisant le théorème des accroissements finis, on a pour tout réel x > 0 :

h (x+ 1)− h (x) = h′ (cx)
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où cx ∈ ]x, x+ 1[ , donc h (x+ 1)− h (x)

f (x)
=
h′ (cx)

f (x)
=
h′ (cx)

f (cx)

f (cx)

f (x)
. Avec

lim
x→+∞

f ′ (x)

f (x)
= ℓ ̸= 0 et f (x) > 0, on déduit qu’il existe un réel x0 ≥ 0 tel

que f ′ (x) soit non nulle de signe constant sur [x0,+∞[ , ce qui signifie que
f est strictement monotone sur [x0,+∞[ . On a donc, pour tout x ≥ x0,

1 <
f (cx)

f (x)
<
f (x+ 1)

f (x)
pour ℓ > 0 ou 0 <

f (x+ 1)

f (x)
<
f (cx)

f (x)
< 1 pour ℓ <

0, la fonction x 7→ f (x+ 1)

f (x)
étant bornée puisqu’elle est à valeurs positives

avec lim
x→+∞

f ′ (x)

f (x)
= ℓ. Dans tous les cas, il existe un réel M > 0 tel que

0 <
f (cx)

f (x)
≤M pour tout x ≥ x0. Avec lim

x→+∞

h′ (cx)

f (cx)
= lim
x→+∞

h′ (x)

f (x)
= 0,

on en déduit que lim
x→+∞

h (x+ 1)− h (x)

f (x)
= 0, ce qui signifie que h (x+ 1)−

h (x) = o
x→+∞

(f (x)) .

(c) Pour tout réel x > 0, on a :

h (x+ 1)− h (x)

f (x)
=
f (x+ 1)− f (x)

f (x)
− ℓ

f (x)

∫ x+1

x

f (t) dt

=

(
f (x+ 1)

f (x)
− 1

)
− ℓ

f (x)

∫ x+1

x

f (t) dt

avec lim
x→+∞

h (x+ 1)− h (x)

f (x)
= 0 et lim

x→+∞

(
f (x+ 1)

f (x)
− 1

)
= eℓ− 1, donc

lim
x→+∞

ℓ

f (x)

∫ x+1

x

f (t) dt = eℓ − 1, soit
∫ x+1

x

f (t) dt ∼
x→+∞

eℓ − 1

ℓ
f (x) .

(d) Pour ℓ > 0, on a lim
n→+∞

f (n+ 1)

f (n)
= eℓ > 1, donc la série

∑
f (n) est

divergente (critère de d’Alembert).
On peut aussi dire que f (n) ≥ f (x0) > 0 pour n ≥ x0, donc la suite
(f (n))n∈N ne tend pas vers 0 et la série diverge.

Avec
∫ n+1

n

f (t) dt ∼
n→+∞

eℓ − 1

ℓ
f (n) et la divergence de la série à termes

strictement positifs
∑

f (n) , on déduit qu’on a l’équivalence des sommes

partielles e
ℓ − 1

ℓ

n∑
k=0

f (k) ∼
n→+∞

n∑
k=0

∫ k+1

k

f (t) dt =

∫ n+1

0

f (t) dt.

(e) Pour ℓ < 0, de lim
n→+∞

f (n+ 1)

f (n)
= eℓ < 1, on déduit que la série à termes

positifs
∑

f (n) est convergente et on a l’équivalence des restes :

eℓ − 1

ℓ

+∞∑
k=n+1

f (k) ∼
n→+∞

+∞∑
k=n+1

∫ k+1

k

f (t) dt =

∫ +∞

n+1

f (t) dt
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(f) Pour f (x) = αx ln (1 + x) sur R+, où α > 1, on a :

lim
x→+∞

f ′ (x)

f (x)
= lim
x→+∞

(
ln (α) +

1

(1 + x) ln (1 + x)

)
= ln (α) > 0

donc
n∑
k=1

αk ln (1 + k) ∼
n→+∞

ln (α)

α− 1

∫ n

0

αx ln (1 + x) dx. Une intégration par

parties donne :∫ n

0

αx ln (1 + x) dx =

[
αx

ln (α)
ln (1 + x)

]n
0

− 1

ln (α)

∫ n

0

αx

1 + x
dx

=
αn

ln (α)
ln (n+ 1)− 1

ln (α)

∫ n

0

αx

1 + x
dx

Comme les intégrales
∫ +∞

0

αx ln (1 + x) dx et
∫ +∞

0

αx

1 + x
dx sont diver-

gentes avec αx

1 + x
= o
x→+∞

(αx ln (1 + x)) , on en déduit que :∫ n

0

αx

1 + x
dx = o

n→+∞

∫ n

0

αx ln (1 + x) dx

et
n∑
k=1

αk ln (1 + k) ∼
n→+∞

ln (α)

α− 1

αn

ln (α)
ln (n+ 1) =

αn

α− 1
ln (n+ 1) .

4.

(a) On note F : x 7→
∫ x

a

f (t) dt. Dire que
∫ b

a

f (t) dt converge équivaut à dire
que F a une limite finie ℓ en b, ce qui équivaut encore à dire que pour
toute suite (xn)n∈N de points de [a, b[ qui converge en croissant vers b avec
x0 = a et xn > a pour tout n ≥ 1, la suite (F (xn))n∈N converge vers ℓ.
On conclut alors en écrivant que :

F (xn) =

∫ xn

a

f (t) dt =

n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f (t) dt.

(b) La question précédente nous dit que si
∫ b

a

f (t) dt converge alors la série∑∫ xn+1

xn

f (t) dt est convergente pour toute suite (xn)n∈N de points de

[a, b[ qui converge vers b avec x0 = a et xn > a pour tout n ≥ 1 (l’hypo-
thèse f ≥ 0 n’est pas utile ici). Supposons qu’il existe une suite croissante
(xn)n∈N de points de [a, b[ , avec x0 = a, xn > a pour tout n ≥ 1 et
lim

n→+∞
xn = b, telle que la série

∑∫ xn+1

xn
f (t) dt soit convergente vers un

réel S. En notant F : x 7→
∫ x

a

f (t) dt, on a pour tout entier n ≥ 1 :

Sn =

n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f (t) dt =

∫ xn

a

f (t) dt = F (xn) ≤ S
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du fait que f est à valeurs positives (ce qui entraîne que la suite (Sn)n≥1

et la fonction F sont croissantes). Comme pour tout réel x ∈ [a, b[ , on
peut trouver un entier n tel que xn ≤ x < b (puisque lim

n→+∞
xn = b), on

en déduit que F (x) ≤ F (xn) ≤ S et la fonction F est croissante majorée,

donc convergente, ce qui revient à dire que
∫ b

a

f (t) dt converge.
Sans l’hypothèse de positivité, la condition suffisante ne garantit pas la
convergence de l’intégrale comme le montre l’exemple de f (x) = sin (x)
sur R+ avec la suite (2nπ)n∈N .

(c) Notons S =

+∞∑
n=0

∫ xn+1

xn
f (t) dt. Pour tout réel ε > 0, il existe un entier n0

tel que :

∀n ≥ n0,

∫ xn+1

xn

|f (t)| dt < ε et

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∫ xk+1

xk

f (t) dt− S

∣∣∣∣∣ < ε

Pour tout réel x ∈ ]xn0
, b[ , il existe un entier n ≥ n0 tel que xn ≤ x ≤ xn+1

((xn)n∈N converge en croissant vers b) et on a :∣∣∣∣∣
∫ x

a

f (t) dt−
n∑
k=0

∫ xk+1

xk

f (t) dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ x

a

f (t) dt−
∫ xn+1

a

f (t) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ xn+1

x

f (t) dt

∣∣∣∣
≤
∫ xn+1

x

|f (t)| dt ≤
∫ xn+1

xn

|f (t)| dt < ε

ce qui nous donne :∣∣∣∣∫ x

a

f (t) dt− S

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ x

a

f (t) dt−
n∑
k=0

∫ xk+1

xk

f (t) dt

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∫ xk+1

xk

f (t) dt− S

∣∣∣∣∣
< 2ε

On a donc ainsi montré que
∫ b

a

f (t) dt est convergente vers S.

5. En utilisant une intégration par parties, on vérifie facilement que les intégrales∫ +∞

1

sin (t)

tα
dt sont convergentes pour α > 0.

Comme pour t ≥ 1 et 0 < α ≤ 1, on a
∣∣∣∣ sin (t)tα

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ sin (t)t

∣∣∣∣ (qui résulte de

t ≥ tα ou encore t1−α ≥ 1), il nous suffit de montrer que
∫ +∞

1

sin (t)

t
dt est

semi-convergente. Pour ce faire, on utilise la suite (xn)n∈N∗ = (nπ)n∈N∗ . Pour
n ≥ 1, le changement de variable t = nπ + u nous donne :∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣ sin (t)t

∣∣∣∣ dt = ∫ π

0

sin (u)

nπ + u
du ≥ 1

(n+ 1)π

∫ π

0

sin (u) du =
2

(n+ 1)π
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et en conséquence
+∞∑
n=1

∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣ sin (t)t

∣∣∣∣ dt = +∞, ce qui entraîne la divergence

de
∫ +∞

1

∣∣∣∣ sin (t)t

∣∣∣∣ dt.
6. Pour tout réel t > 0, on note f (t) = tα

1 + tβ sin2 (t)
. Cette fonction est continue

à valeurs positives. On note pour tout entier n ≥ 1 :

un =

∫ (n+1)π

nπ

xα

1 + xβ sin2 (x)
dx =

∫ π

0

(nπ + t)
α

1 + (nπ + t)
β
sin2 (t)

dt

et on a :

(nπ)
α
∫ π

0

dt

1 + ((n+ 1)π)
β
sin2 (t)

≤ un ≤ ((n+ 1)π)
α
∫ π

0

dt

1 + (nπ)
β
sin2 (t)

(les fonctions x 7→ xα et x 7→ xβ sont croissantes pour α ≥ 0 et β > 0).

Pour tout réel λ > 0, on a
∫ π

0

dt

1 + λ sin2 (t)
= 2

∫ π
2

0

dt

1 + λ sin2 (t)
et le change-

ment de variable x = tan (t) , nous donne :∫ π

0

dt

1 + λ sin2 (t)
= 2

∫ +∞

0

dx

(1 + x2)
(
1 + λ x2

1+x2

) = 2

∫ +∞

0

dx

1 + (1 + λ)x2

=
2√
1 + λ

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π√
1 + λ

On a donc π (nπ)
α√

1 + ((n+ 1)π)
β
≤ un ≤ π ((n+ 1)π)

α√
1 + (nπ)

β
et un v

n→+∞

πα+1− β
2

n
β
2 −α

. Il

en résulte que
∑

un converge si, et seulement si, β − 2α > 2 et il en est de

même pour
∫ +∞

π

tαdt

1 + tβ sin2 (t)
.

7. On note pour tout entier n ≥ 1 :

un =

∫ (n+1)π

nπ

f (t) sin (t) dt et vn =

∫ (n+1)π

nπ

|f (t) sin (t)| dt

=

∫ (n+1)π

nπ

f (t) |sin (t)| dt

(f est positive). Le changement de variable t = nπ + x nous donne :

un = (−1)
n
∫ π

0

f (x+ nπ) sin (x) dx et vn =

∫ π

0

f (x+ nπ) sin (x) dx = |un|

Comme f est décroissante de limite nulle à l’infini, on a :

0 ≤ vn ≤ f (nπ)

∫ π

0

sin (x) dx = 2f (nπ) →
n→+∞

0
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donc lim
n→+∞

∫ xn+1

xn

|f (t) sin (t)| dt = lim
n→+∞

vn = 0.

Avec la décroissance de f, on déduit aussi que :

vn+1 =

∫ π

0

f (x+ (n+ 1)π) sin (x) dx ≤
∫ π

0

f (x+ nπ) sin (x) dx = vn

c’est-à-dire que (vn)n∈N est décroissante.
On déduit alors du théorème des séries alternées que la série de terme général

un =

∫ xn+1

xn

f (t) dt et l’intégrale
∫ +∞

0

sin (t)

tα (ln (t))
β
dt sont convergentes.



Chapitre 6

Transformées de Fourier et
de Laplace

Rien de neuf pour l’instant.
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Chapitre 7

Équations fonctionnelles

Rien de neuf pour l’instant.
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Chapitre 8

Fonctions de plusieurs
variables réelles

Rien de neuf pour l’instant.
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Chapitre 9

Dénombrements et
probabilités

Exo Sup 9.1. Variables aléatoires réelles discrètes mutuellement
indépendantes

1. Soient n ≥ 2 et (Xk)1≤k≤n une famille de variables aléatoires réelles
discrètes sur un espace probabilisé (Ω,B,P) mutuellement indépendantes.

En notant pour tout entier r compris entre 1 et n − 1, Yr =

r∑
k=1

Xk,

montrer que les variables aléatoires Yr, Xr+1, · · · , Xn sont mutuellement
indépendantes.

2. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi bi-
nomiale de paramètres respectifs (n, p) et (m, p) . Montrer que la variable
aléatoire Z = X + Y suit une loi binomiale de paramètre (n+m, p) .

3. Soit (Xk)1≤k≤n une suite de n ≥ 1 variables aléatoires indépendantes
suivant une même loi de Bernoulli de paramètre p. Montrer que la va-

riable aléatoire X =

n∑
k=1

Xk suit une loi binomiale de paramètre (n, p) .

Par exemple, si (Ak)1≤k≤n est une suite de n événements indépendants

dans B, tous de même probabilité p, la variable aléatoire
n∑
k=1

1Ak
suit

alors une loi binomiale de paramètre (n, p) .

4. Soit (Xk)1≤k≤n une suite de n ≥ 1 variables aléatoires indépendantes
suivant une même loi de Bernoulli de paramètre p. Montrer que la va-

riable aléatoire Y =

n∏
k=1

Xk suit une loi de Bernoulli de paramètre pn.

5. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi géo-
métrique de paramètres respectifs p et q.

(a) Déterminer la loi de U = X + Y et celle de V = min (X,Y ) .

113
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(b) Calculer P (X < Y ) .

(c) Calculer la probabilité que la matrice
(
X 1
0 Y

)
soit diagonali-

sable.

6. Montrer que si X, Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant
une loi de Poisson de paramètres respectifs λ, µ, alors Z = X + Y suit
une loi de Poisson de paramètre λ+ µ.

7. Soient (Xk)1≤k≤n une suite finie de variables aléatoires indépendantes
sur un espace probabilisé (Ω,B,P) et (Fk)1≤k≤n la suite des fonctions
de répartition correspondantes.

(a) Calculer les fonction de répartition des variables aléatoires X =
max

1≤k≤n
Xk et Y = min

1≤k≤n
Xk.

(b) Montrer que, pour tous réels y < x, on a :

P (y < Y ≤ X ≤ x) =

n∏
k=1

(Fk (x)− Fk (y))

(c) On suppose que, pour k compris entre 1 et n, Xk suit une loi géo-
métrique de paramètre pk ∈ ]0, 1[ . Déterminer la loi de Y.

8. Soient X,Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabilisé
(Ω,B,P) à valeurs dans N telles que :

∀ (n,m) ∈ N2, P ((X = n) ∩ (Y = m)) = (n+m) pn+m+3

où p est un réel fixé dans ]0, 1[ .

(a) Montrer que X et Y suivent une même loi que l’on précisera.
(b) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution. On rappelle qu’une famille (Xi)i∈I de variables aléatoires réelles sur un
même espace probabilisé (Ω,B,P) est formée de variables aléatoires mutuellement
indépendantes si pour toute partie finie non vide J de I, les variables aléatoires
(Xj)j∈‘J sont indépendantes. Dans le cas où toutes les variables aléatoires Xi sont
discrètes, elles sont mutuellement indépendantes si, et seulement si, pour toute
partie finie J de I et toute suite (tj)j∈J de réels, on a :

P

∩
j∈J

(Xj = tj)

 =
∏
j∈J

P (Xj = tj)

1. Pour r = 1, il n’y a rien à démontrer. On suppose donc que n ≥ 3 et on procède
par récurrence finie sur r compris entre 2 et n − 1. Pour r = 2 et tout réel
x ∈ Y1 (Ω) , on a (Y1 = x) =

∪
x1∈X1(Ω)

(X1 = x1) ∩ (X2 = x− x1) , l’ensemble
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X1 (Ω) étant dénombrable, ce qui nous donne :

P (Y1 = x) =
∑

x1∈X1(Ω)

P ((X1 = x1) ∩ (X2 = x− x1))

=
∑

x1∈X1(Ω)

P (X1 = x1)P (X2 = x− x1)

(X1 et X2 sont indépendantes). Pour x ∈ Y1 (Ω) et (xi)3≤i≤n ∈
n∏
i=3

Xi (Ω) , on

a :

A = (Y1 = x) ∩

(
n∩
i=3

(Xi = xi)

)

=
∪

x1∈X1(Ω)

(X1 = x1) ∩ (X2 = x− x1) ∩

(
n∩
i=3

(Xi = xi)

)

donc :

P (A) =
∑

x1∈X1(Ω)

P

(
(X1 = x1) ∩ (X2 = x− x1) ∩

(
n∩
i=3

(Xi = xi)

))

=
∑

x1∈X1(Ω)

P (X1 = x1)P (X2 = x− x1)

n∏
i=3

P(Xi = xi)

=

 ∑
x1∈X1(Ω)

P (X1 = x1)P (X2 = x− x1)

 n∏
i=3

P(Xi = xi)

= P (Y = x)

n∏
i=3

P(Xi = xi)

et Y1, X3, · · · , Xn sont mutuellement indépendantes. Le résultat final s’en dé-
duit facilement par récurrence finie sur r compris entre 2 et n− 1.

2. On a Z (Ω) = {0, 1, · · · , n+m} et pour tout entier k compris entre 0 et n+m,
on a :

(Z = k) =

n∪
j=0

(X = j) ∩ (Y = k − j) =

min(n,k)∪
j=max(0,k−m)

(X = j) ∩ (Y = k − j)
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ce qui nous donne compte de l’indépendance de X et Y

P (Z = k) =

min(n,k)∑
j=max(0,k−m)

P (X = j)P (Y = k − j)

=

min(n,k)∑
j=max(0,k−m)

(
n

j

)
pj (1− p)

n−j
(

m

k − j

)
pk−j (1− p)

m−(k−j)

= pk (1− p)
n+m−k

min(n,k)∑
j=max(0,k−m)

(
n

j

)(
m

k − j

)

= pk (1− p)
n+m−k

n+m∑
j=0

(
n

j

)(
m

k − j

)

avec la convention que
(
p

i

)
= 0 pour i < 0 ou i > p.

En écrivant dans R [X] que (1 +X)
n+m

= (1 +X)
n
(1 +X)

m
, soit :

n+m∑
k=0

(
n+m

k

)
Xk =

(
n+m∑
k=0

(
n

k

)
Xk

)(
n+m∑
k=0

(
m

k

))
Xk

on déduit que, pour 0 ≤ k ≤ n +m, le coefficient de Xk de ce polynôme est(
n+m

k

)
=

n+m∑
j=0

(
n

j

)(
m

k − j

)
, ce qui nous donne :

P (Z = k) =

(
n+m

k

)
pk (1− p)

n+m−k

et signifie que la variable aléatoire Z = X + Y suit une loi binomiale de para-
mètre (n+m, p) .

3. On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, c’est clair et pour n = 2,
c’est la question précédente. Supposons le résultat acquis au rang n − 1 ≥ 2
et soit (Xk)1≤k≤n une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une

même loi de Bernoulli de paramètre p. La variable aléatoire X =

n∑
k=1

Xk suit

alors une loi binomiale de paramètre (n, p) et est indépendante de Xn+1 qui

suit une loi binomiale de paramètre (1, p) , donc
n+1∑
k=1

Xk = X +Xn+1 suit une

loi binomiale de paramètre (n+ 1, p) .

4. On a Y (Ω) = {0, 1} et P (Y = 1) = P

(
n∩
k=1

(Xk = 1)

)
= pn (indépendance des

Xk), donc P (Y = 0) = 1− P (Yn = 1) = 1− pn.

5.
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(a) La variable aléatoire U = X + Y est à valeurs dans N \ {0, 1} et pour tout
entier naturel k ≥ 2, on a du fait de l’indépendance de X et Y :

P (U = k) = P

k−1∪
j=1

(X = j) ∩ (Y = k − j)


=

k−1∑
j=1

P (X = j)P (Y = k − j) =

k−1∑
j=1

p (1− p)
j−1

q (1− q)
k−j−1

= pq

k−2∑
i=0

(1− p)
i
(1− q)

k−2−i
= pq (1− q)

k−2
k−2∑
i=0

(
1− p

1− q

)i
ce qui nous donne pour p ̸= q :

P (U = k) = pq (1− q)
k−2

1−
(

1−p
1−q

)k−1

1− 1−p
1−q

= pq (1− q)
k−1

1−
(

1−p
1−q

)k−1

p− q

= pq
(1− q)

k−1 − (1− p)
k−1

p− q

et pour p = q, P (U = k) = (k − 1) p2 (1− p)
k−2

.
La variable aléatoire V = min (X,Y ) est à valeurs dans N∗ et pour tout
entier naturel k ≥ 1, on a du fait de l’indépendance de X et Y :

P (V > k) = P ((X > k) ∩ (Y > k)) = P (X > k)P (Y > k)

= (1− p)
n
(1− q)

n

donc :

P (V = k) = P (V > k − 1)− P (V > k)

= ((1− p) (1− q))
k−1

(1− (1− p) (1− q))

et V suit une loi géométrique de paramètre r = (1− p) (1− q) .

(b) On a, du fait de l’indépendance de X et Y :

P (X < Y ) = P

(
+∞∪
k=1

(X = k) ∩ (Y > k)

)
=

+∞∑
k=1

P ((X = k) ∩ (Y > k))

=

+∞∑
k=1

P (X = k)P (Y > k) = p

+∞∑
k=1

(1− p)
k−1

(1− q)
k

=
p (1− q)

1− (1− p) (1− q)
=

p (1− q)

p+ q − pq

(c) La matrice
(
X 1
0 Y

)
est diagonalisable si, et seulement si, X ̸= Y, donc

la probabilité cherchée est :

P (X < Y ) + P (X > Y ) =
p (1− q)

p+ q − pq
+

q (1− p)

p+ q − pq
=
p+ q − 2pq

p+ q − pq
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6. La variable aléatoire Z = X+Y est à valeurs dans N et pour tout entier naturel
k, on a du fait de l’indépendance de X et Y :

P (Z = k) = P

 k∪
j=0

(X = j) ∩ (Y = k − j)


=

k∑
j=0

P (X = j)P (Y = k − j) =

k∑
j=0

λj

j!
e−λ

µk−j

(k − j)!
e−µ

=
e−(λ+µ)

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
λjµk−j =

(λ+ µ)
k

k!
e−(λ+µ)

donc X + Y suit une loi de Poisson de paramètre λ+ µ.

7.

(a) Du fait de l’indépendance des Xk, on a pour tout réel x :

FX (x) = P (X ≤ x) = P

(
n∩
k=1

(Xk ≤ x)

)
=

n∏
k=1

P (Xk ≤ x) =

n∏
k=1

Fk (x)

et :

FY (x) = P (Y ≤ x) = 1− P (Y > x) = 1− P

(
n∩
k=1

(Xk > x)

)

= 1−
n∏
k=1

P (Xk > x) = 1−
n∏
k=1

(1− Fk (x))

(b) Pour y < x, on a :

(y < Y ≤ X ≤ x) = (Y > y) ∩ (X ≤ x) =

n∩
k=1

(y < Xk ≤ x)

donc P (y < Y ≤ X ≤ x) =

n∏
k=1

(Fk (x)− Fk (y)) par indépendance des Xk.



Dénombrements et probabilités 119

(c) On a Y (Ω) = N∗ et pour tout entier k ≥ 1 :

P (Y = k) = P ((X1 = k) ∩ (X2 > k)) + P ((X1 > k) ∩ (X2 = k))

+P ((X1 = k) ∩ (X2 = k))

= p1 (1− p1)
k−1

+∞∑
j=k+1

p2 (1− p2)
j−1

+p2 (1− p2)
k−1

+∞∑
j=k+1

p1 (1− p1)
j−1

+ p1p2 (1− p1)
k−1

(1− p2)
k−1

=
p1p2 (1− p1)

k−1
(1− p2)

k

1− (1− p2)
+
p1p2 (1− p2)

k−1
(1− p1)

k

1− (1− p1)

+p1p2 (1− p1)
k−1

(1− p2)
k−1

= p1 (1− p1)
k−1

(1− p2)
k
+ p2 (1− p2)

k−1
(1− p1)

k

+p1p2 (1− p1)
k−1

(1− p2)
k−1

= (1− p1)
k−1

(1− p2)
k−1

(p1 (1− p2) + p2 (1− p1) + p1p2)

= (1− p1)
k−1

(1− p2)
k−1

(p1 + p2 − p1p2)

= (1− (1− p1) (1− p2)) ((1− p1) (1− p2))
k−1

donc min (X1, X2) suit une loi géométrique de paramètre 1−(1− p1) (1− p2)
qui est bien dans ]0, 1[ . Par récurrence, on en déduit que min

1≤k≤n
Xk suit

une loi géométrique de paramètre 1−
n∏
k=1

(1− pk) .

8.

(a) Pour tout entier n ∈ N∗, on a :

P (X = n) =

+∞∑
m=0

P ((X = n) ∩ (Y = m)) =

+∞∑
m=0

(n+m) pn+m+3

= p4
+∞∑
m=0

(n+m) pn+m−1 = p4
+∞∑
k=n

kpk−1

avec :

+∞∑
k=n

kpk−1 =

(
+∞∑
k=n

pk

)′

=

(
pn

+∞∑
k=0

pk

)′

=

(
pn

1− p

)′

=
n (1− p) pn−1 + pn

(1− p)
2 =

1

1− p
npn−1 +

1

(1− p)
2 p

n
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ce qui nous donne P (X = n) =
p4

1− p
npn−1 +

p4

(1− p)
2 p

n et pour n = 0 :

1− P (X = 0) =

+∞∑
n=1

P (X = n) =
p4

1− p

+∞∑
n=1

npn−1 +
p4

(1− p)
2

+∞∑
n=1

pn

=
p4

(1− p)
3 +

p4

(1− p)
2

(
1

1− p
− 1

)
=

(1 + p) p4

(1− p)
3

Comme n et m jouent des rôles symétriques, on a aussi P (Y = m) =
p4

1− p
mpm−1+

p4

(1− p)
2 p

m pour tout m ∈ N∗ et P (Y = 0) = 1− (1 + p) p4

(1− p)
3 .

Pour p = 1

2
, on a P (X = n) =

n+ 1

2n+2
, P (Y = n) =

m+ 1

2m+2
pour n,m dans

N.
(b) Pour p ∈ ]0, 1[ \ {α} , où α est la racine dans ]0, 1[ de (1 + p) p4 = (1− p)

3

(figure 9.1), on a P ((X = 0) ∩ (Y = 0)) = 0 ̸= P (X = 0)P (Y = 0) et ces
variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1

1.5

2

Figure 9.1 – Graphes de y = (1− x)
3 et y = (1 + x)x4
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Chapitre 10

Groupes, anneaux, corps

Exo Sup 10.1. Groupe diédral

On dit qu’un groupe G est diédral de type D2n, s’il est dicyclique engendré
par un élément ρ d’ordre n et un élément σ ̸= ρ d’ordre 2 tels que ρσ soit
aussi d’ordre 2. On se place dans le plan complexe muni de sa structure
euclidienne canonique et on se fixe un entier n ≥ 2.

1. On définit les applications ρ et σ par :

∀z ∈ C, ρ (z) = e
2iπ
n z, σ (z) = z

(ρ est la rotation d’angle 2π

n
et σ est la réflexion d’axe Ox).

(a) Montrer que le sous-groupe G = ⟨ρ, σ⟩ de S (C) est diédral de type
D2n.

(b) Montrer que G est le groupe des isométries du plan complexe qui
conservent l’ensemble Γn =

{
e

2ikπ
n | 0 ≤ k ≤ n− 1

}
des sommets

d’un polygone régulier à n cotés.

2. Soit G = ⟨ρ, σ⟩ un groupe diédral de type D2n.

(a) Montrer que G =
{
Id, ρ, · · · , ρn−1

}
∪
{
σ, σρ, · · · , σρn−1

}
et qu’il

est d’ordre 2n.

(b) Montrer que deux groupes diédraux de type D2n sont isomorphe.

Solution. On rappelle que le groupe G = ⟨ρ, σ⟩ engendré par deux éléments ρ et
σ est G =

{
g1 · · · gp | gi ∈

{
ρ, ρ−1, σ, σ−1

}}
.

1. On remarque que, pour tout entier relatif m, on a ρm (z) = e
2imπ

n z pour tout
z ∈ C.

(a) On a σ ̸= Id, σ2 = Id, donc σ est d’ordre 2 et ρm = Id si, et seulement si,
e

2imπ
n = 1, ce qui équivaut à m ≡ 0 mod (n) , donc ρ est d’ordre n.

Pour tout z ∈ C, on a ρσρσ (z) = e
2iπ
n e

2iπ
n z = z, donc ρσρσ = Id (ρσ est

la réflexion d’axe Re iπ
n ). Le groupe G = ⟨ρ, σ⟩ est donc bien diédral de

123
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type D2n.
On peut aussi considérer le sous-groupe de GL2 (R) engendré par :

R =

(
cos
(
2π
n

)
− sin

(
2π
n

)
sin
(
2π
n

)
cos
(
2π
n

) )
et S =

(
1 0
0 −1

)
(b) Soit Is (Γn) le groupe des isométries qui conservent Γn. Pour tout entier

k compris entre 0 et n − 1, on a σ
(
e

2ikπ
n

)
= e−

2ikπ
n = e

2i(n−k)π
n ∈ Γn et

ρ
(
e

2ikπ
n

)
= e

2i(k+1)π
n ∈ Γn, donc ρ et σ sont dans Is (Γn) et G = ⟨ρ, σ⟩

est contenu dans Is (Γn) . Réciproquement si φ ∈ Is (Γn) , c’est soit une
rotation, soit une réflexion. Si φ : z 7→ eiαz est une rotation avec 0 ≤ α <
2π, comme φ (1) est dans Γn, il existe un entier k compris entre 0 et n− 1

tel que φ (1) = eiα = e
2ikπ
n et α =

2kπ

n
, donc φ = ρk ∈ G. Si c’est une

réflexion, alors σ ◦ φ est une rotation dans Is (Γn) , donc σ ◦ φ ∈ G et
φ = σ ◦ (σ ◦ φ) ∈ G. On a donc Is (Γn) ⊂ G et G = Is (Γn) .

2.

(a) Comme ρ est d’ordre n et σ d’ordre 2, on a ρ−1 = ρn−1 (puisque ρn = Id)
et σ−1 = σ, donc :

G = ⟨ρ, σ⟩ =
{
g1 · · · gp | gi ∈

{
ρ, ρ−1, σ, σ−1

}}
=
{
g1 · · · gp | gi ∈

{
ρ, ρn−1, σ

}}
=
{
σk1ρj1 · · ·σkpρjp | p ≥ 1, ki ≥ 0, ji ≥ 0

}
=
{
σk1ρj1 · · ·σkpρjp | p ≥ 1, 0 ≤ ki ≤ 1, 0 ≤ ji ≤ n− 1

}
Notons G′ =

{
Id, ρ, · · · , ρn−1

}
∪
{
σ, σρ, · · · , σρn−1

}
. Il est clair que σkρj

est dans G′ pour tout k ∈ {0, 1} et j ∈ {0, · · · , n− 1} (pour k = 0, on a
ρj et pour k = 1, on a σρj).
Montrons que le produit de deux tels éléments est encore dans G′. Soient
donc g = σkρj et g′ = σk

′
ρj

′ dans G.
Si (k, k′) = (0, 0) ou (k, k′) = (1, 0) , on a alors gg′ = ρj+j

′
= ρr ou

gg′ = σρj+j
′
= σρr avec 0 ≤ r ≤ n − 1 (r est le reste dans la division

euclidienne de j + j′ par n).
Si (k, k′) = (0, 1) , on a alors gg′ = ρjσρj

′
. Pour j = 0, c’est terminé. Pour

j ≥ 1, on utilise l’égalité ρσρσ = 1 qui se traduit par ρσ = (ρσ)
−1

=
σ−1ρ−1 = σρ−1, pour écrire que gg′ = ρj−1ρσρj

′
= ρj−1σρj

′−1 et au
bout d’un nombre fini d’étapes, on arrive à gg′ = σρj

′−j = σρr avec
0 ≤ r ≤ n− 1 (r est le reste dans la division euclidienne de j′ − p par n).
Si (k, k′) = (1, 1) , on a alors gg′ = σρjσρj

′
. Pour j = 0, on a gg′ = σ2ρj

′
=

ρj
′ et c’est terminé. Pour j ≥ 1, on a :

gg′ = σρj−1ρσρj
′
= σρj−1σρj

′−1

et au bout d’un nombre fini d’étapes, on arrive à gg′ = ρj
′−j = ρr avec

0 ≤ r ≤ n− 1.
On en déduit alors par récurrence sur p ≥ 1 que tout élément de la forme
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σk1ρj1 · · ·σkpρjp avec 0 ≤ ki ≤ 1, 0 ≤ ji ≤ n− 1 est dans G′. Pour p = 1,
c’est clair et supposant le résultat acquis pour p ≥ 1, on a :

σk1ρj1 · · ·σkp+1ρjp+1 = σkρjσkp+1ρjp+1 = σk
′
ρj

′
∈ G′.

On a donc G ⊂ G′ et G = G′. Il en résulte que G est d’ordre 2n.

(b) Soient G = ⟨ρ, σ⟩ et G′ = ⟨ρ′, σ′⟩ deux groupes diédraux d’ordre 2n. L’ap-
plication φ : G → G′ définie par φ

(
ρj
)
= (ρ′)

j et φ
(
σρj
)
= σ (ρ′)

j pour
0 ≤ j ≤ n− 1 réalise un isomorphisme de G sur G′.

Exo Sup 10.2. Groupe orthogonal et sous-groupes finis de GL (E)

Soient (E, ⟨· | ·⟩) un espace euclidien de dimension n ≥ 2 et G un sous-
groupe fini de GL (E) .

1. Montrer que l’application (x, y) ∈ E2 7→ φ (x, y) =
∑
g∈G

⟨g (x) | g (y)⟩

définit un produit scalaire sur E.
2. Montrer que G est un sous-groupe fini du groupe orthogonal O (E,φ) .

3. Pour E de dimension 2, montrer que G est cyclique ou diédral.
4. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E stable par tous les

éléments de G, il admet alors un supplémentaire stable par tous les élé-
ments de G (théorème de Maschke).

Solution.

1. Comme une somme de produits scalaires est un produit scalaire, il suffit de mon-
trer que pour tout g ∈ G ⊂ GL (E) , l’application (x, y) 7→ ⟨g (x) | g (y)⟩ définit
un produit scalaire sur E, ce qui résulte du fait que g est un isomorphisme.

2. Pour g ∈ G et x, y dans E, on a :

φ (g (x) , y) =
∑
u∈G

⟨u (g (x)) | u (y)⟩ =
∑
u∈G

⟨
u ◦ g (x) | u ◦ g

(
g−1 (y)

)⟩
=
∑
v∈G

⟨
v (x) | v

(
g−1 (y)

)⟩
= φ

(
x, g−1 (y)

)
du fait que l’application u 7→ u ◦ g est une permutation de G. Donc G est un
sous-groupe de O (E,φ) .

3. Si G est contenu dans O+ (E,φ) , comme E est de dimension 2, G est isomorphe
à un sous-groupe du groupe Γ des nombres complexes de module égal à 1 et
on sait que l’unique sous-groupe d’ordre p = card (G) de Γ est le groupe Γp
des racines p-èmes de l’unité. L’unique sous-groupe d’ordre p de O+ (E,φ) est
donc le groupe cyclique

{
Id, ρ, · · · , ρp−1

}
d’ordre p engendré par la rotation ρ

d’angle 2π

p
.

Si G n’est pas contenu dans O+ (E,φ) , pour toute réflexion σ ∈ G\O+ (E,φ) ,
on a G = G+∪σ◦G+, où G+ = G∩O+ (E,φ) est un sous-groupe de O+ (E,φ) .
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En effet, pour tout σ′ ∈ G \G+, on a u = σ ◦ σ′ ∈ G+ et σ′ = σ ◦ u ∈ σG+.

Comme G+ =
{
Id, ρ, · · · , ρr−1

}
, où r = p

2
et ρ est une rotation d’angle 2π

r
qui

engendre G+, on a G =
{
Id, ρ, · · · , ρr−1, ρ ◦ σ, · · · , ρr−1 ◦ σ

}
qui est diédral.

4. Soient H = Fφ,⊥ le supplémentaire orthogonal de F pour le produit scalaire φ
et g ∈ G. Comme F est stable par g, on a g (F ) = F (g (F ) ⊂ F et l’égalité par
les dimensions car g est un automorphisme) et g−1 (F ) = F. Il en résulte que
pour tout x ∈ H et y ∈ F, on a φ (g (x) , y) = φ

(
x, g−1 (y)

)
= 0 et g (x) ∈ H.

On a donc g (H) ⊂ H et l’égalité par les dimensions. L’espace vectoriel H est
donc un supplémentaire de F stable par G.

Exo Sup 10.3. Racines n-èmes de l’unité sur un corps fini

p ≥ 2 est un nombre premier fixé et Fp est le corps Z
pZ
.

1. Montrer que pour tout entier n ≥ 1, il y a δn = n ∧ (p− 1) racines
n-èmes de l’unité dans le corps Fp.

2. Que dire du cardinal de l’ensemble des racines n-èmes de l’unité dans
un corps commutatif K.

Solution.
1. Notons, pour n ≥ 1, Γn =

{
x ∈ F∗

p | xn = 1
}

(1 ∈ Γn, donc Γn ̸= ∅). Comme
δn = n ∧ (p− 1) divise n, l’équation xδ = 1 entraîne xn = 1, donc Γδn ⊂ Γn.
Si x ∈ Γn, on a alors xn = 1 et l’ordre m de x dans le groupe multiplicatif F∗

p

divise n. Le théorème de Lagrange nous dit que m divise aussi p−1 = card
(
F∗
p

)
,

donc m qui est un diviseur commun de n et p− 1 est aussi un diviseur du pgcd
δn, ce qui entraîne que xδn = 1, soit que x ∈ Γδn . On a donc Γδn ⊂ Γn et
l’égalité Γn = Γδn .
Comme δn divise p−1, le polynôme Xδn −1 divise Xp−1−1 =

∏
λ∈( Z

pZ )
∗
(X − λ)

(encore le théorème de Lagrange), ce qui implique que l’équation Xδn − 1 = 0
a δn racines dans F∗

p. On a donc card (Γn) = card (Γδn) = δn = n ∧ (p− 1) .

2. Notons, pour n ≥ 2, Γn = {x ∈ K∗ | xn = 1} cet ensemble. C’est un sous-
groupe fini du groupe multiplicatif K∗ de cardinal au plus égal à n (racines du
polynôme de degré n, Xn− 1) et il est cyclique. En notant δn le cardinal de Γn
et ωn un générateur de de ce groupe, on a ωnn = 1, donc l’ordre δn de ωn divise
n et Γδn ⊂ Γn.

Pour K = C, on a ωn = exp

(
2iπ

n

)
qui est d’ordre n et δn = n.

Pour K = R, on a |ωn| = 1, donc ωn = ±1 et δn = 1 pour n impair ou δn = 2
pour n pair.
Si K est un corps fini, il est alors de cardinal pr où p ≥ 2 est un nombre premier
et r est un entier naturel non nul.
Comme pour r = 1, on voit que δn divise n∧(pr − 1) , donc ωn ∈ Γpr−1 et Γδn ⊂
Γn ⊂ Γpr−1, le groupe Γpr−1 ayant exactement pr−1 éléments. Il en résulte que
Γδn a exactement δn éléments (c’est l’ensemble des racines de Xδn − 1 divise
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Xpr−1−1 qui est scindé à racines simples), donc Γn = Γδn ⊂ Γn∧(pr−1) ⊂ Γn et
Γn = Γδn = Γn∧(pr−1) avec Γn∧(pr−1) qui a a exactement n∧ (pr − 1) éléments.
En conclusion, δn = n ∧ (pr − 1) .
Par exemple, pour n premier avec pr − 1, on a Γn = {1} et pour n multiple de
pr − 1, on a Γn = K∗.

Exo Sup 10.4. Nombres de Fibonacci

On désigne par (Fn)n∈N la suite des nombres de Fibonacci définie par
(F0, F1) = (0, 1) et Fn+2 = Fn + Fn+1 pour tout n ≥ 0. Le pgcd de deux
entiers relatifs a, b est noté a ∧ b.

1. En notant Xn =

(
Fn
Fn+1

)
et A =

(
0 1
1 1

)
, montrer que l’on a

Xn+1 = AXn pour tout entier naturel n.

2. Montrer que An =

(
Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)
pour tout entier naturel non nul

n. En déduire que Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)

n (relation de Cassini), puis
que Fn−1 et Fn sont premiers entre eux.

3. Soient n ≥ 2 un entier et d ≥ 2 un diviseur de n. Montrer que, modulo
Fd, la matrice An est diagonale, puis en déduire que Fd divise Fn.

4. Montrer que Fn ∧Fm = Fn∧m pour tous les entiers naturels n,m (théo-
rème de Lucas).

5. Montrer que pour n ≥ 3 et m ≥ 1, l’entier n divise m si, et seulement
si, Fn divise Fm.

6.

(a) Montrer que Fn+m+1 = Fn+1Fm+1 + FnFm pour tous les entiers
naturels n,m.

(b) Retrouver le résultat de la question 3, à savoir que Fd divise Fn si
d divise n.

7. Soit n ∈ N. Montrer que, pour tout entier k ≥ 1, on a Fkn ≡ kFnF
k−1
n+1

mod F 2
n et Fkn+1 ≡ F kn+1 mod F 2

n .

8. Montrer que, pour n ≥ 3 et m ∈ N∗, l’entier Fm est divisible par F 2
n si,

et seulement si, m est divisible par nFn (théorème de Matijasevitch).

Solution. Pour tout réel r ≥ 2 et toute matrice A =

(
a b
c d

)
dans M2 (Z) ,

on note A =

(
a b

c d

)
dans M2

(
Z
rZ

)
.

1. Pour tout n ∈ N, on a :

Xn+1 =

(
Fn+1

Fn+2

)
=

(
Fn+1

Fn + Fn+1

)
=

(
0 1
1 1

)(
Fn
Fn+1

)
= AXn
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2. Pour n = 1, on a A =

(
0 1
1 1

)
=

(
F0 F1

F1 F2

)
et, supposant le résultat

acquis pour n ≥ 1, il vient :

An+1 =

(
Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)(
0 1
1 1

)
=

(
Fn Fn−1 + Fn
Fn+1 Fn + Fn+1

)
=

(
Fn Fn+1

Fn+1 Fn+2

)
Il en résulte que :

det (An) = (det (A))
n
= (−1)

n
=

∣∣∣∣ Fn−1 Fn
Fn Fn+1

∣∣∣∣ = Fn−1Fn+1 − F 2
n

ce qui donne la relation de Bézout ((−1)
n
Fn+1)Fn−1 +

(
(−1)

n+1
Fn

)
Fn = 1

qui traduit le fait que Fn−1 et Fn sont premiers entre eux.

3. Pour n = qd, on a dans dans M2

(
Z
FdZ

)
:

A
n
=

(
Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)
=
(
A
d
)q

=

(
Fd−1 Fd
Fd Fd+1

)q
=

(
Fd−1 0
0 Fd+1

)q
=

( (
Fd−1

)q
0

0
(
Fd+1

)q )

donc Fn = 0 dans Z
FdZ

, ce qui revient à dire que Fd divise Fn.

4. Pour n qui divise m, on a vu à la question précédente que Fn divise Fm, donc
Fn ∧ Fm = Fn = Fn∧m. En supposant que n ne divise pas m, que m ne divise
pas n et en notant d le pgcd de n et m, la question précédente nous dit que Fd
divise Fn et Fm, donc aussi δ = Fn ∧Fm. Le théorème de Bézout nous dit qu’il
existe deux entiers α, β tels que αb < 0 et d = αn + βm, ce que l’on écrit en

supposant que α = −γ < 0, d+ γn = βm et nous donne dans M2

(
Z
δZ

)
:

A
d
(
A
n
)γ

=

(
Fd−1 Fd
Fd Fd+1

)(
Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)γ
=

(
Fd−1 Fd
Fd Fd+1

)(
Fn−1

γ
0

0 Fn+1
γ

)
=

(
Fd−1Fn−1

γ
FdFn+1

γ

FdFn−1
γ

Fd+1Fn+1
γ

)
=
(
A
m
)γ

=

(
Fm−1 Fm
Fm Fm+1

)γ
=

(
Fm−1

γ
0

0 Fm+1
γ

)
donc FdFn+1

γ
= 0, ce qui signifie que δ divise FdF γn+1. Comme Fn et Fn+1 sont

premiers entre eux, δ est premier avec Fn+1 (si δ ∧ Fn+1 ≥ 2, il existe alors un
diviseur premier p de δ et Fn+1, donc de Fn et Fn+1, ce qui contredit le fait
que Fn et Fn+1 sont premiers entre eux) et le théorème de Gauss nous dit que
δ divise Fd. On a donc en conclusion δ = Fd, soit Fn ∧ Fm = Fn∧m.
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5. La condition nécessaire est déjà acquise. Supposons que Fn divise Fm avec
n ≥ 3. Dans ce cas, on a Fn ∧ Fm = Fn = Fn∧m avec 1 ≤ n ∧m ≤ n, la suite
(Fk)k≥2 étant strictement croissante (Fk+1 −Fk = Fk−1 ≥ 1 pour k ≥ 2), donc
n ∧m = n (si n ∧m = 1, F1 = 1 ne peut être égal à Fn ≥ F3 > 1) et n divise
m.

6.

(a) Pour m = 0 et n ≥ 0, on a Fn+1 = Fn+1F1 + FnF0. On vérifie facilement
par récurrence sur m ≥ 1 (à n ≥ 0 fixé) que Xn+m = AmXn, ce qui nous
donne :(

Fn+m
Fn+m+1

)
=

(
Fm−1 Fm
Fm Fm+1

)(
Fn
Fn+1

)
=

(
Fm−1Fn + Fn+1Fm
Fn+1Fm+1 + FnFm

)
et en particulier Fn+m+1 = Fn+1Fm+1 + FnFm.

(b) On raisonne par récurrence sur q = n

d
. Pour d = n, c’est clair. Supposant

le résultat acquis pour n = qd où q ≥ 1 (à d ≥ 2 fixé), on a :

F(q+1)d = Fd+(qd−1)+1 = Fd+1Fqd + FdFqd−1

où Fqd est divisible par Fd, donc F(q+1)d est divisible par Fd.

7. On raisonne par récurrence sur k ≥ 1 à n ∈ N∗ fixé (pour n = 0 on a des
égalités dans N). Pour k = 1, le résultat est évident (on a des égalités dans N).
Supposant le résultat acquis pour k ≥ 1, le résultat de 6 pour m = kn− 1 nous
donne :

F(k+1)n = Fn+(kn−1)+1 = Fn+1Fkn + FnFkn−1 = Fn+1Fkn + Fn (Fkn+1 − Fkn)

= (Fn+1 − Fn)Fkn + FnFkn+1

≡ k (Fn+1 − Fn)FnF
k−1
n+1 + FnF

k
n+1 modF 2

n

≡ kFnF
k
n+1 + FnF

k
n+1 modF 2

n ≡ (k + 1)FnF
k
n+1 modF 2

n

De même, le résultat de 6 pour m = kn nous donne :

F(k+1)n+1 = Fn+kn+1 = Fn+1Fkn+1 + FnFkn

≡ Fn+1F
k
n+1 + kF 2

nF
k−1
n+1 modF 2

n ≡ F k+1
n+1 modF 2

n

8. Si Fm est divisible par F 2
n , il est alors divisible par Fn, ce qui équivaut à dire

que m est divisible par n (question 5), donc m = kn avec k ≥ 1 et :

kFnF
k−1
n+1 ≡ Fkn = Fm ≡ 0 modF 2

n

donc kFnF k−1
n+1 = qF 2

n et kF k−1
n+1 = qFn avec q ≥ 1, c’est-à-dire que Fn divise

kF k−1
n+1 en étant premier avec Fn. Il en résulte que Fn divise k (théorème de

Gauss) et nFn divise nk = m. Réciproquement si m est divisible par nFn, on a
alors m = qnFn = kn et :

Fm ≡ kFnF
k−1
n+1 = qF 2

nF
k−1
n+1 ≡ 0 modF 2

n

c’est-à-dire que F 2
n divise Fm.
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Exo Sup 10.5. Idéaux maximaux de C0 (E,R)

On se donne un espace métrique compact (E, d) , C0 (E,R) est l’anneau
des fonctions continues de E dans R et pour tout x ∈ E, on désigne par δx
l’application définie sur C0 (E,R) par δx (f) = f (x) pour tout f ∈ C0 (E,R)
(masse de Dirac en x).

1. Montrer que, pour tout x ∈ E, l’application δx est un morphisme d’an-
neaux de C0 (E,R) dans R et que, réciproquement, pour tout morphisme
d’anneaux φ de C0 (E,R) dans R, il existe un unique x ∈ E tel que
φ = δx.

2. Montrer que, pour tout x ∈ E, l’ensemble Ix = ker (δx) est un idéal
maximal de C0 (E,R) .

3. Montrer que, pour tout x ∈ E, l’idéal Ix = ker (δx) n’est pas principal.
4. Soient I un idéal I de C0 (E,R) et Z (I) = {x ∈ E | ∀f ∈ I, f (x) = 0} .

Montrer que Z (I) = ∅ si, et seulement si, I = C0 (E,R) .
5. Montrer que, pour tout idéal maximal I de C0 (E,R) , il existe un unique

x ∈ E tel que I = Ix.

6. Soit φ un automorphisme de l’anneau C0 (E,R) .

(a) Montrer que l’image par φ d’un idéal maximal de C0 (E,R) est un
idéal maximal.

(b) Montrer que pour tout x ∈ E, il existe un unique y ∈ E tel que
δx ◦φ = δy, puis que la fonction ψ : x 7→ y est un homéomorphisme
de E.

(c) En déduire que les automorphismes de C0 (E,R) sont les application
f 7→ f ◦ ψ, où ψ est un homéomorphisme de E.

Solution.

1. Il est clair que, pour tout x ∈ E, δx est un morphisme d’anneaux surjectif de
C0 (E,R) dans R. Si φ est un morphisme d’anneaux de C0 (E,R) dans R, en
identifiant l’ensemble des fonctions constantes à R, il induit alors un morphisme
d’anneaux de R dans R, donc un morphisme de corps, et on a φ (λ) = λ pour
tout réel λ.
Supposons qu’il existe un morphisme d’anneaux φ de C0 (E,R) dans R qui ne
soit pas de la forme δx, ce qui signifie que :

∀x ∈ E, ∃fx ∈ C0 (E,R) | φ (fx) ̸= fx (x)

En notant, pour tout x ∈ E, λx = φ (fx) ∈ R et gx = fx−λx, on a alors φ (gx) =
φ (fx)− λx = 0. Comme gx est continue avec gx (x) ̸= 0, il existe un voisinage
ouvert Vx de x dans E sur lequel gx ne s’annule jamais. Du recouvrement
ouvert du compact E par les Vx, on peut extraire un sous-recouvrement fini

(Vxk
)1≤k≤n et en notant g =

n∑
k=1

g2xk
, on définit une fonction continue sur E à

valeurs strictement positives. Cette fonction g est alors inversible dans l’anneau
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C0 (E,R) et telle que φ (g) =

n∑
k=1

(φ (gxk
))

2
= 0, ce qui est impossible.

Si δx = δy, on a alors f (x) = f (y) pour toute fonction f ∈ C0 (E,R) et pour
fx : t 7→ d (t, x) , on obtient fx (y) = d (y, x) = fx (x) = 0, soit y = x. En
définitive, les δx sont les seuls morphismes d’anneaux de C0 (E,R) dans R.

2. Pour tout x ∈ E, le noyau Ix = ker (δx) du morphisme d’anneaux δx est un
idéal de C0 (E,R) . Si I est un idéal de C0 (E,R) qui contient strictement Ix, il
existe alors une fonction h dans I \ Ix, donc h (x) ̸= 0 et pour toute fonction

f ∈ C0 (E,R) , la fonction g = f − f (x)

h (x)
h est dans Ix. Il en résulte que f =

g +
f (x)

h (x)
h est dans I (c’est un idéal et g ∈ Ix ⊂ I). On a donc I = C0 (E,R) .

En fait, cela résulte du fait que Ix = ker (δx) est un hyperplan du R-espace
vectoriel C0 (E,R) .
On peut aussi utiliser le fait qu’un idéal I d’un anneau commutatif unitaire A
est maximal si, et seulement si, l’anneau quotient A

I
est un corps.

Comme δx est un morphisme d’anneaux surjectif de C0 (E,R) dans R, il induit

un isomorphisme de C0 (E,R)
Ix

=
C0 (E,R)
ker (δx)

sur R et C0 (E,R)
Ix

est un corps, ce

qui revient à dire que l’idéal Ix est maximal.
3. Supposons que l’idéal Ix soit principal. Il existe alors une fonction f ∈ C0 (E,R)

nulle en x telle que Ix = (f) . La fonction
√
|f | étant dans Ix, il existe une

fonction g ∈ C0 (E,R) telle que
√
|f | = fg, ce qui nous donne |f | = f2g2, soit

|f |
(
1− |f | g2

)
= 0 et f est nulle sur une boule ouverte B (x, α) (avec α > 0)

puisque 1− |f | g2 vaut 1 en x, mais alors toutes les fonctions de Ix sont nulles
sur B (x, α) . Considérant la fonction fx : t 7→ d (t, x) qui est dans Ix, on aboutit
à une contradiction puisque fx s’annule uniquement en x.

4. Si I = C0 (E,R) , il contient alors les constantes non nulles et Z (I) = ∅. Si
Z (I) =

∩
f∈I

f−1 {0} = ∅, on obtient alors en passant au complémentaire, le

recouvrement ouvert E =
∪
f∈I

(
E \ f−1 {0}

)
du compact E duquel on extrait

un sous-recouvrement fini, E =

p∪
k=1

(
E \ f−1

k {0}
)

où les fk, pour k compris

entre 1 et p, sont dans I, ce qui nous donne
p∩
k=1

f−1
k {0} = ∅. En utilisant les

équivalences :(
x ∈

p∩
k=1

f−1
k {0}

)
⇔ (f1 (x) = · · · = fp (x) = 0) ⇔

(
n∑
k=1

f2k (x) = 0

)
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où f =

n∑
k=1

f2k ∈ I, l’égalité
p∩
k=1

f−1
k {0} = ∅ équivaut à dire que f (x) ̸= 0 pour

tout x ∈ E, donc la fonction f =

n∑
k=1

f2k qui est dans l’idéal I est inversible dans

l’anneau C0 (K,R) , ce qui revient à dire que I = C0 (E,R) .
5. Soit I un idéal maximal de C0 (E,R) . C’est un idéal propre et Z (I) ̸= ∅. En

prenant x ∈ Z (I) , on a I ⊂ Ix & C0 (E,R) , donc I = Ix. Si Ix = Iy, toute
fonction continue nulle en x est nulle en y, c’est donc le cas pour fx : t 7→ d (t, x)
et on a fx (y) = d (y, x) = 0, soit y = x. L’application x 7→ Ix réalise donc une
bijection de E sur l’ensemble des idéaux maximaux de C0 (E,R) .

6.

(a) Soit I un idéal maximal de C0 (E,R) . Comme φ est surjectif, φ (I) est un
idéal de C0 (E,R) (φ (I) est un sous-groupe de C0 (E,R) et pour φ (f) ∈
φ (I) et h ∈ C0 (E,R) , dans le cas où φ est surjective, il existe g ∈ C0 (E,R)
tel que h = φ (g) et φ (f)·h = φ (fg) ∈ φ (I)). Si J est un idéal de C0 (E,R)
qui contient strictement φ (I) , φ−1 (J) est alors un idéal de C0 (E,R)
qui contient strictement I (φ est un automorphisme de C0 (E,R)), donc
φ−1 (J) = C0 (E,R) et J = C0 (E,R) .

(b) Pour x ∈ E, δx ◦φ est un morphisme d’anneaux de C0 (E,R) dans R, donc
il existe un unique y ∈ E tel que δx ◦ φ = δy. Si (xn)n∈N est une suite
d’éléments de E qui converge vers x ∈ E, on a alors pour toute fonction
f ∈ C0 (E,R) , δxn ◦ φ (f) = φ (f) (xn) = δψ(xn) (f) = f (ψ (xn)) et :

lim
n→+∞

f (ψ (xn)) = lim
n→+∞

φ (f) (xn) = φ (f) (x) = δx ◦ φ (f)

= δψ(x) (f) = f (ψ (x))

Prenant f : t 7→ d (t, ψ (x)) , on en déduit que lim
n→+∞

d (ψ (xn) , ψ (x)) = 0,

ce qui signifie que (ψ (xn))n∈N converge vers ψ (x) . La fonction ψ est donc
continue.
En remplaçant φ par φ−1, on dispose d’une fonction continue τ : E → E
telle que δx ◦ φ−1 = δτ(x) pour tout x ∈ E. On a alors, pour tout x ∈ E :

δψ◦τ(x) = δτ(x) ◦ φ = δx ◦ φ−1 ◦ φ = δx

et δτ◦ψ(x) = δψ(x) ◦φ−1 = δx ◦φ◦φ−1 = δx, donc ψ ◦ τ (x) = τ ◦ψ (x) = x,
ce qui signifie que ψ est bijective d’inverse égal à τ qui est continue, c’est
donc un homéomorphisme de E.

(c) Pour tout homéomorphisme ψ de E, l’application φ : f 7→ f ◦ ψ est un
automorphisme de l’anneau C0 (E,R) d’inverse φ−1 : f 7→ f ◦ ψ−1. Réci-
proquement si φ est un automorphisme de l’anneau C0 (E,R) , les relations
δx ◦ φ = δψ(x) se traduisent par φ (f) (x) = f (ψ (x)) pour tout x ∈ E et
tout f ∈ C0 (E,R) , soit par φ (f) = f ◦ ψ pour tout f ∈ C0 (E,R) , où ψ
est un homéomorphisme de E.



Chapitre 11

Polynômes

Exo Sup 11.1.

On propose plusieurs démonstrations du théorème de d’Alembert-Gauss
qui nous dit que le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.
Pour ce faire, on se donne un polynôme unitaire de degré n ≥ 1, P (X) =
n∑
k=0

akX
k dans C [X] et en raisonnant par l’absurde, on suppose qu’un tel

polynôme ne s’annule jamais sur C.

1. On utilise le fait qu’une fonction continue sur un compact de C est bornée
et atteint ses bornes.

(a) Soit φ : ]0, 1[ → C telle que φ (t) = 1− tp+ o
t→0+

(tp) . Montrer qu’il
existe un réel t0 ∈ ]0, 1[ tel que |φ (t0)| < 1.

(b) Soit Q un polynôme non constant tel que Q (0) = 1. Montrer qu’il
existe z0 ∈ C tel que |Q (z0)| < 1.

(c) Montrer que, pour tout z1 ∈ C, il existe t1 ∈ C tel que |P (t1)| <
|P (z1)| (on rappelle que P est supposé ne jamais s’annuler).

(d) Montrer qu’il existe un réel R > 0 tel que :

∀z ∈ C \D (0, R) ,
|z|n

2
≤ |P (z)| ≤ 3

|z|n

2

où D (0, R) = {z ∈ C | |z| ≤ R} .

(e) Montrer que lim
|z|→+∞

|P (z)|
|z|k

= +∞ pour tout entier k compris entre

0 et n− 1.

(f) Montrer qu’il existe z1 ∈ C tel que |P (z1)| = inf
z∈C

|P (z)| et conclure.

2. Une démonstration très courte qui utilise la dérivation sous le signe d’in-

tégration de la fonction f : r 7→
∫ 2π

0

dt

P (reit)
.

133
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(a) Vérifier que la fonction φ définie sur R2 par φ (r, t) =
1

P (reit)
est

de classe C∞ sur R2, puis établir une relation entre ∂φ

∂r
et ∂φ

∂t
.

(b) Montrer que la fonction f est de classe C∞ sur R. Préciser sa dé-
rivée sur R∗ et conclure.

3. Avec cette question, on se propose de montrer le résultat suivant qui est
utilisé dans les deux questions suivantes : si f est une fonction dévelop-
pable en série entière en 0 avec un rayon de convergence R ∈ ]0,+∞]

et telle que f (z) ̸= 0 pour tout z ∈ D (0, R) , son inverse 1

f
est alors

développable en série entière en 0 avec le même rayon de convergence.

(a) Montrer que pour tout r ∈ [0, R[ , la fonction φr définie sur R
par φr (t) =

1

f (reit)
est développable en série de Fourier. On note

(cn (r))n∈Z la suite de ses coefficients de Fourier exponentiels.
(b) Montrer que, pour tout entier relatif n, la fonction bn définie sur

]0, R[ par bn (r) =
cn (r)

rn
est constante. On note bn sa valeur.

(c) Montrer que bn = 0 pour tout n < 0 et conclure.

4. On utilise un théorème de permutation des signes de sommation et d’in-
tégration pour une série normalement convergente et le résultat de la
question 3.

(a) Soit f une fonction entière. Montrer que
∫ 2π

0

f
(
eit
)
eitdt = 0.

(b) Montrer que
∫ 2π

0

dt

|P (2 cos (t))|2
et conclure.

5. On utilise le résultat de la question 3 et le théorème de Liouville.

(a) Montrer que les seules fonctions entières et bornées sur C sont les
fonctions constantes (théorème de Liouville).

(b) En déduire le théorème de d’Alembert-Gauss.

Solution. Le polynôme P est identifié à la fonction polynomiale z 7→ P (z) .

1.

(a) Pour tout réel t ∈ ]0, 1[ , on a |φ (t)| ≤ 1− tp + tp |ε (t)| avec lim
t→0

ε (t) = 0.

Il existe donc un réel t0 ∈ ]0, 1[ tel que |ε (t0)| <
1

2
, ce qui nous donne

|φ (t0)| ≤ 1− tp0 +
tp0
2

= 1− tp0
2
< 1.

(b) Dire que Q est un polynôme non constant tel que Q (0) = 1, revient à dire
qu’il est de la forme Q (X) = 1− αXp (1 +R (X)) , où α ∈ C∗, p ∈ N∗ et
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R est un polynôme nul en 0. En désignant par ω ∈ C∗ une racine p-ème
de α, on a pour tout réel t :

Q

(
t

ω

)
= 1− α

(
t

ω

)p(
1 +R

(
t

ω

))
= 1− tp + o

t→+∞
(tp)

d’où l’existence de t0 ∈ ]0, 1[ tel que
∣∣∣∣Q( t0ω

)∣∣∣∣ < 1.

(c) Pour z1 ∈ C fixé, le polynôme Q défini par Q (X) =
P (z1 +X)

P (z1)
(P ne

s’annule jamais) est non constant tel que Q (0) = 1, donc il existe z0 ∈ C
tel que |Q (z0)| < 1, ce qui se traduit par |P (z1 + z0)| < |P (z1)| .

(d) Pour tout z dans C∗, on a lim
|z|→+∞

|P (z)|
|z|n

= lim
|z|→+∞

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ak
zn−k

∣∣∣∣∣ = 1, donc il

existe un réel R > 0 tel que 1

2
≤ |P (z)|

|z|n
≤ 3

2
pour tout z dans C\D (0, R) ,

ce qui nous donne le résultat annoncé.

(e) On en déduit que |z|n−k

2
≤ |P (z)|

|z|k
≤ 3

|z|n−k

2
pour tout entier k compris

entre 0 et n− 1 et en conséquence lim
|z|→+∞

|P (z)|
|z|k

= +∞.

(f) Comme lim
|z|→+∞

|P (z)| = +∞, il existe R1 > 0 tel que |P (z)| > |P (0)|

pour tout z ∈ C \D (0, R1) . D’autre part, sur le disque fermé D (0, R1) ,
la fonction continue |P | est minorée et atteint sa borne inférieure, ce qui
signifie qu’il existe z1 ∈ D (0, R1) tel que |P (z1)| = inf

z∈D(0,R1)
|P (z)| . On

a alors, pour tout z ∈ C, soit z ∈ D (0, R1) et |P (z)| ≥ |P (z1)| , soit z /∈
D (0, R1) et |P (z)| > |P (0)| ≥ |P (z1)| . Dans tous les cas, on a |P (z)| ≥
|P (z1)| , donc |P (z1)| = inf

z∈C
|P (z)| . Mais le résultat de la question 1c

appliqué à z1 nous conduit à l’existence de t1 ∈ C tel que |P (t1)| <
|P (z1)| , ce qui est impossible. Le polynôme P admet donc une racine
complexe et par récurrence sur le degré de P, on en déduit qu’il en admet
n.

2.

(a) La fonction (r, t) 7→ P
(
reit
)
=

n∑
k=0

akr
keikt étant de classe C∞ sur R2 et à

valeurs dans C∗, son inverse φ est également de classe C∞ sur R2 avec :

∂φ

∂r
(r, t) = −eit

P ′ (reit)
P 2 (reit)

et ∂φ
∂t

(r, t) = −ireit
P ′ (reit)
P 2 (reit)

= ir
∂φ

∂r
(r, t)

(b) La fonction φ est de classe C∞ sur R2 et l’intégration se fait sur un segment,
donc la fonction f est de classe C∞ sur R avec :

f ′ (r) =

∫ 2π

0

∂φ

∂r
(r, t) dt = − i

r

∫ 2π

0

∂φ

∂t
(r, t) dt = − i

r
[φ (r, t)]

t=2π
t=0 = 0
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pour r ̸= 0 par 2π-périodicité de la fonction t 7→ φ (r, t) , donc f est
constante égale à f (0) = 2π

P (0)
̸= 0. Mais avec :

|f (r)| ≤
∫ 2π

0

dt

|P (reit)|
≤
∫ 2π

0

2dt

rn
=

4π

rn

pour r > R (question 1d) on déduit que 2π

P (0)
= lim

r→+∞
f (r) = 0, ce qui

est une contradiction. Le polynôme P admet donc une racine complexe.

3.

(a) La fonction φr est 2π-périodique et indéfiniment dérivable, donc sa série
de Fourier est normalement convergente vers φr sur R tout entier.

(b) Pour tout r ∈ [0, R[ et tout n ∈ Z, on a :

cn (r) =
1

2π

∫ 2π

0

e−int

f (reit)
dt, c′n (r) = − 1

2π

∫ 2π

0

eitf ′
(
reit
)

f2 (reit)
e−intdt

(la fonction (t, r) 7−→ e−int

f (reit)
est indéfiniment dérivable sur [0, 2π]× [0, R[

et on intègre sur un intervalle fermé borné), donc :

b′n (r) =
rc′n (r)− ncn (r)

rn+1
= − 1

2πrn+1

∫ 2π

0

reitf ′
(
reit
)
+ nf

(
reit
)

f2 (reit)
e−intdt

pour r ∈ ]0, R[ avec
reitf ′

(
reit
)
+ nf

(
reit
)

f2 (reit)
e−int = i

∂

∂t

(
e−int

f (reit)

)
, ce

qui nous donne en tenant compte de la 2π-périodicité de t 7→ e−int

f (reit)
:

b′n (r) = − i

2πrn+1

∫ 2π

0

∂

∂t

(
e−int

f (reit)

)
dt = 0

La fonction bn est donc constante sur ]0, R[ , pour tout n ∈ Z. En notant
bn cette constante on a cn (r) = bnr

n pour tout r ∈ ]0, R[ et tout n ∈ Z.
(c) De la continuité de chaque fonction r 7−→ cn (r) sur [0, R[ , on déduit que

bn = 0 pour tout n < 0. Et toujours par continuité, on a cn (r) = bnr
n

pour n ∈ N et r ∈ [0, R[ . On a donc pour tout r ∈ [0, R[ et tout t ∈ R,
1

f (reit)
=

+∞∑
n=0

bnr
neint, ce qui s’écrit aussi 1

f (z)
=

+∞∑
n=0

bnz
n pour tout

z ∈ C tel que |z| < R. La fonction 1

f
est donc développable en série entière

en 0 avec un rayon de convergence R′ ≥ R. En appliquant le raisonnement

précédent à la fonction 1

f
, on déduit que f =

(
1

f

)−1

a un rayon de

convergence R ≥ R′. En définitive f et 1

f
ont même rayon de convergence.
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4.
(a) Pour tout nombre complexe z, on a f (z) =

∑
n≥0

αnz
n, la convergence étant

uniforme sur tout compact, donc :∫ 2π

0

f
(
eit
)
eitdt =

∫ 2π

0

∑
n≥0

αne
i(n+1)tdt =

∑
n≥0

αn

∫ 2π

0

ei(n+1)tdt = 0

(b) En posant z = eit, on a pour tout réel t ∈ [0, 2π] :

|P (2 cos (t))|2 = P

(
z +

1

z

)
P

(
z +

1

z

)
=

(
n∑
k=0

ak

(
z +

1

z

)k)( n∑
k=0

ak

(
z +

1

z

)k)

=

2n∑
k=0

 k∑
j=0

ajak−j

(z + 1

z

)k
=

2n∑
k=0

bk

(
z +

1

z

)k
=
Q (z)

z2n

où Q (X) = P

(
X +

1

X

)
P

(
X +

1

X

)
X2n =

2n∑
k=0

bk
(
X2 + 1

)k
X2n−k est

un polynôme qui ne s’annule jamais (Q (z) ̸= 0 pour z ̸= 0 car P ne
s’annule pas et Q (0) = b2n = 1), donc :∫ 2π

0

dt

|P (2 cos (t))|2
=

∫ 2π

0

e2intdt

Q (eit)
=

∫ 2π

0

f
(
eit
)
eitdt = 0

en posant f (z) =
z2n−1

Q (z)
(cette fonction est entière car Q est entière et

ne s’annule pas). Mais la fonction t 7→ 1

|P (2 cos (t))|2
étant continue sur

[0, 2π] et à valeurs strictement positives, on a aussi
∫ 2π

0

φ (θ) dθ > 0, ce
qui est contradictoire..Le polynôme P admet donc une racine complexe.

5.

(a) Si f est une fonction entière bornée, on a alors f (z) =
+∞∑
n=0

αnz
n pour tout

z ∈ C et il existe un réel M > 0 tel que |f (z)| ≤M pour tout z ∈ C. Pour
tout réel r > 0 et tout entier n ≥ 1, on a par convergence uniforme de la
série entière sur tout compact :

|αn| =
1

2πrn

∣∣∣∣∫ 2π

0

f
(
reiθ

)
e−inθdt

∣∣∣∣ ≤ 1

2πrn

∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣ dθ ≤ M

rn
→ 0
r→+∞

donc αn = 0 pour tout n ≥ 1 et f = α0.

(b) Comme 1

P
est une fonction entière bornée, le théorème de d’Alembert-

Gauss s’en déduit.
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Problème 11.1. Nombres algébriques. Constructions à la règle et
au compas

Notations et définitions

Pour tout anneau commutatif unitaire A, on note A [X] l’anneau des polynômes
à coefficients dans A.

Le pgcd de deux entiers relatifs a et b est noté a ∧ b.
Pour tout nombre premier p ≥ 2, on note Fp le corps Z

pZ
et pour tout n ∈ Z,

on note n la classe de n modulo p dans Fp. À tout polynôme P (X) =

n∑
k=0

akX
k

dans Z [X] , on associe le polynôme P (X) =

n∑
k=0

akX
k dans Fp [X] .

Si K et L sont deux corps commutatifs tels que K ⊂ L, on dit alors que L
est une extension de K. Une extension L du corps commutatif K est un espace
vectoriel sur K, sa dimension est appelée degré de l’extension et est notée [L : K] .
Une extension de degré 2 est dite quadratique. Pour tout α dans L (une extension
d’un corps commutatif K), on note K [α] = {P (α) | P ∈ K [X]} et on désigne par
K (α) le plus petit sous-corps de L qui contient K et α.

Pour n ∈ N∗, on note ω1 = e
2iπ
n , Un =

{
ωk1 | 0 ≤ k ≤ n− 1

}
le groupe multipli-

catif des racines n-ièmes de l’unité et Dn l’ensemble des diviseurs de n dans N∗. On
appelle racine primitive n-ième de l’unité tout générateur de Un, on note Rn l’en-
semble de toutes les racines primitives n-ièmes de l’unité et Φn (X) =

∏
z∈Rn

(X − z)

est le n-ième polynôme cyclotomique.

– I – Résultats préliminaires

1. Montrer [R : Q] est infini.
2. Soit g un élément d’ordre n ∈ N dans un groupe multiplicatif G. Montrer que,

pour tout k ∈ Z∗, gk est d’ordre n

n ∧ k
.

3. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, on a Rn =
{
ωk1 | 1 ≤ k ≤ n− 1 et k ∧ n = 1

}
.

4. Soit p ≥ 2 un nombre premier. Montrer que pour tout r ∈ N∗, on a :

Φpr (X) = Φp

(
Xpr−1

)
=

p−1∑
k=0

Xkpr−1

5. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, les ensembles Rd où d parcourt Dn forment
une partition de Un, puis que Xn − 1 =

∏
d∈Dn

Φd (X) . En déduire que Φn est

unitaire dans Z [X] .

6. Calculer Φn pour n = 1, 2, · · · , 6.
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7. Soient p ≥ 2 un nombre premier et P (X) =

n∑
k=0

akX
k unitaire non constant

dans Z [X] de degré n ≥ 2. Montrer que si p divise a0, a1, · · · , an−1 et p2 ne
divise pas a0, le polynôme P est alors irréductible dans Z [X] (critère d’irréduc-
tibilité d’Eisenstein).

8. Le contenu d’un polynôme non constant P (X) =

n∑
k=0

akX
k ∈ Z [X] de degré

n ∈ N∗ est l’entier c (P ) = pgcd (a0, a1, · · · , an) . Dans le cas où c (P ) = 1, on
dit que P est primitif.

(a) Montrer que le produit de deux polynômes primitifs dans Z [X] est primitif
(lemme de Gauss).

(b) Soient P,Q dans Z [X] non constants. Montrer que c (PQ) = c (P ) c (Q) .

(c) Montrer qu’un polynôme irréductible dans Z [X] est irréductible dans Q [X] .

9. Soit p ≥ 2 un nombre premier. Montrer (sans utiliser II.15d) que, pour tout
r ∈ N∗, le polynôme cyclotomique Φpr est irréductible dans Q [X] (on pourra
utiliser le polynôme Φpr (X + 1)).

10. Soit K un corps commutatif. À tout polynôme unitaire P (X) = Xn−
n−1∑
k=0

akX
k

dans K [X] de degré n ≥ 1, on associe sa matrice compagnon CP ∈ Mn (K)

définie par CP = (a0) pour n = 1 ou CP =


0 · · · 0 a0

1
. . .

... a1
...

. . . 0
...

0 · · · 1 an−1

 pour n ≥ 2.

(a) Montrer que le polynôme P est le polynôme caractéristique et le polynôme
minimal de sa matrice compagnon CP .

(b) Soient M ∈ Mn (K) de valeurs propres α1, · · · , αn comptées avec leur
multiplicité (ce qui suppose que le polynôme caractéristique de M est
scindé sur K) et P ∈ K [X] . En notant χA le polynôme caractéristique

d’une matrice A ∈ Mn (K) , montrer que χP (M) (X) =

n∏
k=1

(X − P (αk)) .

(c) Soient P ∈ Q [X] et Q ∈ Q [X] unitaire non constant de racines complexes

α1, · · · , αn comptées avec leur multiplicité. Montrer que
n∏
k=1

(X − P (αk))

appartient à Q [X] .

11. Soit p un nombre premier.

(a) Soient (Ak)1≤k≤r une suite de polynômes dans Z [X] et A =

r∑
k=1

Ak. Mon-

trer que dans Fp [X] , on a l’égalité Ap =
r∑

k=1

Apk.
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(b) Soit A ∈ Z [X] . Montrer que dans Fp [X] , on a l’égalité Ap (X) = A (Xp) .

12. Soient P,Q deux polynômes unitaires dans Q [X] tels que le produit PQ soit
dans Z [X] . Montrer que P et Q sont nécessairement dans Z [X] .

– II – Nombres algébriques

Pour cette partie, L désigne une extension d’un corps commutatif K.
On dit qu’un élément α de L est algébrique sur K s’il existe un polynôme non

nul P dans K [X] tel que P (α) = 0. Un élément α de L qui n’est pas algébrique
sur K est dit transcendant.
1. Montrer que l’ensemble des nombres réels algébriques sur Q est dénombrable

et en déduire qu’il existe une infinité de nombres réels transcendants.
2. Soit α un élément de L qui est algébrique sur K.

(a) Montrer qu’il existe un unique polynôme unitaire Pα dans K [X] tel que :

{P ∈ K [X] | P (α) = 0} = K [X] · Pa

On dit que Pα est le polynôme minimal de α et son degré est le degré de
α sur K. Il est noté d (α,K) .

(b) Montrer que le polynôme minimal de α est l’unique polynôme unitaire
irréductible de K [X] qui annule α.

(c) On suppose que le corps K est de caractéristique nulle. Montrer que les
racines de Pα dans L sont toutes simples.

3. Soient p ≥ 2 un nombre premier, r ∈ N∗ et α une racine primitive pr-ième
de l’unité. Montrer que α est algébrique sur Q et déterminer son polynôme
minimal.

4. Soit α ∈ L. Montrer que :

(α ∈ K) ⇔ (K [α] = K) ⇔ (α est algébrique sur K et d (α,K) = 1)

5.

(a) Soit α un nombre complexe algébrique sur Q. Montrer qu’il existe une
constante Cα > 0 telle que pour tout nombre rationnel p

q
distinct de α

avec (p, q) ∈ Z× N∗, on ait
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ Cα
qd(α,Q)

.

(b) Soit (an)n≥1 une suite d’entiers compris entre 0 et 9 telle que an soit
non nul à partir d’un certain rang. Montrer que le réel α =

∑
n≥1

an
10n!

,est

transcendant. Un tel réel est un nombre de Liouville.

6. Soit α un élément de L. Montrer que :

(α est algébrique sur K) ⇔ (K [α] = K (α)) ⇔ (dimK K [α] est fini)

(dimK K [α] est la dimension du K-espace vectoriel K [α]).
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7. Montrer que si [L : K] est fini, alors tout élément de L est algébrique sur K.
8. Soient α ∈ C algébrique sur Q et Pα son polynôme minimal.

(a) Montrer que si σ est un morphisme de Q-algèbres de Q [α] dans C, σ (α)
est alors une racine de Pα. En déduire qu’il y a exactement d (α,Q) tels
morphismes de Q-algèbres.
On note (σk)1≤k≤d(α,Q) la suite de ces morphismes.

(b) Soit θ ∈ Q [α] . Montrer que θ est algébrique sur Q, que le polynôme

Qθ (X) =

d(α,Q)∏
k=1

(X − σk (θ)) est dans Q [X] , que Pθ divise Qθ et que Qθ

est une puissance de Pθ.

9. Montrer que si α ∈ L \ {0} est algébrique sur K, alors 1

α
est aussi algébrique

sur K et 1

α
∈ K [α] .

10. Soit M un corps commutatif tel que K ⊂ M ⊂ L. Dans le cas où les degrés sont
finis, montrer que l’on a [L : K] = [L : M] [M : K] .

11. Montrer que l’ensemble A des éléments de L qui sont algébriques sur K est un
sous-corps de L contenant K.

12. Soient 2 ≤ p < q deux nombres premiers. Montrer que les réels α =
√
p +

√
q

et β =
√
p+ 3

√
q sont algébriques sur Q en précisant leur polynôme minimal.

13. Soient K un sous corps de R et L une extension quadratique de K. Montrer
qu’il existe λ ∈ L \K tel que λ2 ∈ K et L = K [λ] .

14. On dit qu’un nombre complexe est un entier algébrique s’il est racine d’un
polynôme unitaire P ∈ Z [X] .

(a) Montrer qu’un nombre algébrique α est un entier algébrique si, et seule-
ment si, son polynôme minimal Pα est dans Z [X] .

(b) Soit α ∈ C. Montrer que α est un entier algébrique si, et seulement si, le
groupe additif Z [α] est de type fini.

(c) Montrer qu’un nombre rationnel est un entier algébrique si, et seulement
si, c’est un entier relatif.

(d) Montrer que l’ensemble des entiers algébriques de C est un sous-anneau
du corps A des nombres complexes algébriques sur Q.

15. Soient n ≥ 2 un entier, α une racine primitive n-ième de l’unité et p un nombre
premier ne divisant pas n. On note ω1 = e

2iπ
n et (αk)0≤k≤n−1 =

(
ωk1
)
0≤k≤n−1

est la suite des racines n-ième de l’unité.

(a) Montrer que Pα (α
p)

p
est un entier algébrique.

(b) Exprimer
∏

0≤j<k≤n−1

(ak − αj)
2 en fonction de l’entier n.

(c) Montrer que Pα (αp) = 0, puis que Pα = Pαp .

(d) Déduire de ce qui précède que Φn est irréductible dans Q [X] .
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16. Montrer que pour tout n ∈ N∗, le réel α = cos

(
2π

n

)
est algébrique sur Q et

préciser son degré.

– III – Nombres constructibles

Pour cette partie le plan R2 est muni de sa structure affine euclidienne usuelle.
Si A,B sont deux points distincts de R2 et R un réel strictement positif, on

note AB la distance entre ces deux points, (AB) la droite passant par ces points
et C (A,R) le cercle de centre A et de rayon R.

On note O (0, 0) , I (1, 0) et on associe à toute partie Σ de R2 qui contient les
points O et I, les ensembles suivants :

— l’ensemble D (Σ) =
{
(AB) | (A,B) ∈ Σ2, A ̸= B

}
de toutes les droites pas-

sant par deux points distincts de Σ ;
— l’ensemble δ (Σ) =

{
AB | (A,B) ∈ Σ2, A ̸= B

}
de toutes les distances pos-

sibles entre deux points distincts de Σ ;
— l’ensemble C (Σ) = {C (A,R) | A ∈ Σ, R ∈ δ (Σ)} de tous les cercles centrés

en un point de Σ et de rayon la distance entre deux points distincts de Σ ;
— la réunion ∆(Σ) de Σ et de l’ensemble de tous les points obtenus par l’in-

tersection de deux droites distinctes de D (Σ) , ou d’une droite de D (Σ) et
d’un cercle de C (Σ) ou de deux cercles distincts de C (Σ) .

On définit la suite (Γn)n∈N de parties de R2 par Γ0 = {O, I} , Γn+1 = ∆(Γn)
pour tout n ∈ N et on définit l’ensemble Γ des points constructibles à la règle et
au compas à partir de {O, I} (on dira simplement constructibles) par Γ =

∪
n∈N

Γn.

Une droite est dite constructible, si elle passe par deux points constructibles.
Un cercle est dit constructible, si son centre est constructible et s’il passe par

un point constructible.
Un réel x est dit constructible (on dit aussi que x est un nombre constructible),

si le point (x, 0) est constructible.

Un angle θ ∈ R
2πZ

est dit constructible, si le réel cos (θ) est constructible.

1. Soit K un sous corps de R et Σ = K2 l’ensemble des points de R2 ayant leurs
coordonnées dans K. Montrer que :

(a) le point d’intersection de deux droites sécantes de D (Σ) est dans Σ ;
(b) un point d’intersection d’une droite de D (Σ) et d’un cercle de C (Σ) est soit

dans Σ soit un point dont les deux coordonnées sont dans une extension
quadratique de K ;

(c) un point d’intersection de deux cercles non concentriques de C (Σ) est soit
dans Σ soit un point dont les deux coordonnées sont dans une extension
quadratique de K.

2. Montrer que si x ∈ R est un nombre constructible, les points (−x, 0) et (0, x)
sont alors constructibles.

3. Soit D une droite constructible et A un point constructible. Montrer que la
perpendiculaire et la parallèle à D passant par A sont constructibles.
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4. Montrer que l’ensemble K des nombres constructibles est un sous-corps de R.
Justifier le fait que K contient Q.

5. Montrer que le corps K des nombres constructibles est stable par racine carrée.
6. Montrer qu’un réel x est constructible si, et seulement si, il existe une suite

finie (Ki)0≤i≤n de sous corps de R telle que K0 = Q, pour tout i compris entre
1 et n, Ki est une extension quadratique de Ki−1 (on dira que (Ki)0≤i≤n est
une chaîne d’extensions quadratiques) et x ∈ Kn (théorème de Wantzel).

7. Montrer qu’un nombre réel constructible est algébrique sur Q de degré une
puissance de 2.

8. Montrer que l’ensemble K des nombres réels constructibles est dénombrable et
que c’est le plus petit sous-corps de R (contenant Q) et stable par racine carrée.

9. Soient n ∈ N∗ et p un nombre premier. Donner une condition nécessaire et
suffisante portant sur n pour que n

√
p soit constructible.

10. Soit θ un réel. Montrer que si cos (θ) est constructible, alors pour tout entier
relatif n, cos (nθ) et sin (nθ) sont constructibles.

11. Pour tout n ∈ N∗, on note Pn = {M0,M1, · · · ,Mn−1} le polygone régulier à n

cotés où Mk

(
cos

(
2kπ

n

)
, sin

(
2kπ

n

))
pour k compris entre 0 et n−1. On dit

que Pn est constructible (à la règle et au compas à partir de {0, I}) si l’angle
2π

n
est constructible (ce qui revient à dire que M1 est constructible).

(a) Montrer que pour tout m ∈ N, le polygone P2m est constructible.
(b) Soient n ≥ 2 un entier et m ∈ N∗ un diviseur de n. Montrer que si Pn est

constructible, Pm est alors constructible.
(c) Soient n,m deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Montrer que

Pnm est constructible si, et seulement si, Pn et Pm sont constructibles.
(d) Soit p ≥ 3 un nombre premier impair et m ≥ 2 un entier. Montrer que

Ppm n’est pas constructible.
(e) Soit p ≥ 3 un nombre premier impair. Montrer que si Pp est constructible,

p est alors un nombre premier de Fermat, c’est-à-dire qu’il existe k ∈ N tel
que p = 22

k

+ 1.

(f) Soit n ≥ 3 un entier. Montrer que si Pn est constructible, on a alors n = 2m

avec m ≥ 2 ou n = 2mp1 · · · pr avec m ≥ 0, r ≥ 1 et p1, · · · , pr nombres
premiers de Fermat distincts.

Solution.

– I – Résultats préliminaires

1. Si [R : Q] est fini égal à n, le Q-espace vectoriel R est alors isomorphe à Qn,
donc dénombrable, ce qui n’est pas vrai. En conséquence [R : Q] est infini.

2. Soient δ = n ∧ k et n′, k′ premiers entre eux tels que n = δn′, k = δk′. Pour
tout r ∈ N∗, on a :((

gk
)r

= gkr = 1
)
⇔ (∃q ∈ Z | kr = qn) ⇔ (∃q ∈ Z | k′r = qn′)

⇔ (n′ divise r (théorème de Gauss))
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donc l’ordre de gk dans G est n′ = n

n ∧ k
(l’ordre de h ∈ G est le plus petit

entier naturel non nul r tel que hr = 1).
3. Pour n = 1, on a U1 = R1 = {1} . Pour n ≥ 2, Un = ⟨ω1⟩ est le groupe

cyclique d’ordre n engendré par ω1 et ses générateurs sont les éléments d’ordre
n. Si k ∈ {1, · · · , n− 1} est premier avec n, le théorème de Bézout nous dit
alors qu’il existe deux entiers relatifs u, v tels que uk + vn = 1, ce qui entraîne
ω1 =

(
ωk1
)u ∈

⟨
ωk1
⟩

et Un =
⟨
ωk1
⟩
. Réciproquement si k ∈ {1, · · · , n− 1} est

tel que Un =
⟨
ωk1
⟩
, il existe alors u ∈ Z tel que ω1 =

(
ωk1
)u

= ωku1 , ce qui
s’écrit aussi ω1−ku

1 = 1 et n divise 1− ku (puisque n est l’ordre de ω1), ce qui
signifie qu’il existe un entier relatif v tel que 1− ku = vn, donc uk+ vn = 1 et
k est premier avec n. On en déduit que :

deg (Φn) = card (Rn) = card {k ∈ {1, · · · , n} | k ∧ n = 1} = φ (n)

où φ est la fonction indicatrice d’Euler.
4. Si p ≥ 2 est premier, tout entier k ∈ {1, · · · , p− 1} est alors premier avec p, de

sorte que Rp =
{
ωk1 | 1 ≤ k ≤ p− 1

}
= Up \ {1} et :

Φp (X) =
∏

z∈Up\{1}

(X − z) =
Xp − 1

X − 1
=

p−1∑
k=0

Xk

Pour r ≥ 2, un entier k ∈ {1, · · · , pr − 1} est non premier avec pr si, et seule-
ment si, il est divisible par p, soit de la forme k = up avec u ∈

{
1, · · · , pr−1 − 1

}
,

donc :

Xpr − 1 =
∏
z∈Upr

(X − z) =
∏

z∈Rpr

(X − z)
∏

z∈Upr\Rpr

(X − z)

= Φpr (X)

pr−1−1∏
u=0

(
X − e

2iuπ

pr−1

)
= Φpr (X)

(
Xpr−1

− 1
)

ce qui nous donne :

Φpr (X) =
Xpr − 1

Xpr−1 − 1
=

(
Xpr−1

)p
− 1

Xpr−1 − 1
= Φp

(
Xpr−1

)
=

p−1∑
k=0

Xkpr−1

5.

(a) Un élément z de Rd est d’ordre égal à d dans C∗ et pour d ∈ Dn, on
a zn =

(
zd
)n

d = 1, ce qui signifie que z ∈ Un. On a donc l’inclusion∪
d∈Dn

Rd ⊂ Un. Un élément z de Un s’écrit z = ωk1 avec k ∈ {1, · · · , n− 1}

et il est d’ordre d =
n

n ∧ k
(question I.2), il est donc dans Rd avec d ∈ Dn.

On a donc l’égalité
∪
d∈Dn

Rd = Un et il est clair que cette réunion est

disjointe (Rd est l’ensemble des éléments d’ordre d dans C∗).
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(b) Pour n = 1, on a U1 = R1 = D1 = {1} et Φ1 (X) = X − 1. Pour n ≥ 2, les
Rd où d décrit Dn, forment une partition de Un et on a :

Xn − 1 =
∏
z∈Un

(X − z) =
∏
d∈Dn

∏
z∈Rd

(X − z) =
∏
d∈Dn

Φd (X)

Pour n = pr avec p ≥ 2 premier et r ∈ N∗, on a Dn = {1, p, · · · , pr} et :

Xpr − 1 =

r∏
k=0

Φpk (X) = Φpr (X)

r−1∏
k=0

Φpk (X) = Φpr (X)
(
Xpr−1

− 1
)

et on retrouve l’égalité Φpr (X) = Φp

(
Xpr−1

)
.

(c) Pour vérifier que Φn est unitaire dans Z [X] , on procède par récurrence
sur n ≥ 1. Pour n = 1, on a Φ1 (X) = X − 1. Supposant le résultat
acquis jusqu’au rang n− 1 ≥ 1, l’égalité Xn− 1 = Φn (X)

∏
d∈Dn\{n}

Φd (X)

nous dit que Φn est le quotient dans la division euclidienne dans C [X] de
A (X) = Xn − 1 par B (X) =

∏
d∈Dn\{n}

Φd (X) . Les polynômes A et B

étant unitaires dans Z [X] (hypothèse de récurrence pour B), le théorème
de division euclidienne dans Z [X] nous aussi dit qu’il existe un unique
couple Q, R dans Z [X] , le polynôme Q étant unitaire, tel que A = BQ+R
et nécessairement on a Φn = Q par unicité du quotient et du reste dans
C [X] .

6. On a U1 = R1 = {1} et Φ1 (X) = X − 1. Pour les nombres premiers 2, 3, 5, on
a Φ2 (X) = X + 1, Φ3 (X) = X2 +X + 1, Φ5 (X) = X4 +X3 +X2 +X + 1.
Pour n = 4, on a Φ4 (X) = Φ2

(
X2
)
= X2 + 1. Enfin, de :

X6 − 1 = Φ6 (X)Φ3 (X)Φ1 (X)Φ2 (X) = Φ6 (X)
(
X3 − 1

)
(X + 1)

on déduit que Φ6 (X) =
X6 − 1

(X3 − 1) (X + 1)
= X2 −X + 1.

7. Dans le cas où P est unitaire et les ak, pour k compris entre 0 et n − 1, sont
divisibles par p, on a P (X) = Xn dans Fp [X] . Si P est réductible dans Z [X] ,

il existe alors deux polynômes unitaires Q (X) =

q∑
k=0

bkX
k et R (X) =

r∑
k=0

ckX
k

dans Z [X] de degrés respectifs q et r compris entre 1 et n− 1 tels que P = QR
et dans Fp [X] on a l’égalité P (X) = Q (X)R (X) = Xn, donc bqcr = 1, ce qui
implique que bq et cr sont non nuls dans Fp, c’est-à-dire que Q est de degré q et
R de degré r dans Fp [X] . L’unicité de la décomposition en facteurs irréductibles
dans Fp [X] et l’égalité P = Xn entraînent que Q (X) = bqX

q et R = crX
r,

c’est-à-dire que tous les bk pour k compris entre 0 et q− 1 et tous les cj pour j
compris entre 0 et r− 1 sont divisibles par p. En particulier p divise b0 et c0, ce
qui implique que p2 divise a0 = b0c0 en contradiction avec l’une des hypothèses
de départ. En définitive P est irréductible dans Z [X] .

8.
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(a) Soient P (X) =

n∑
k=0

akX
k et Q (X) =

m∑
k=0

bkX
k deux polynômes primitifs

dans Z [X] et R (X) =

n+m∑
k=0

ckX
k leur produit. Si R n’est pas primitif, son

contenu admet alors un diviseur premier p qui divise tous les ck pour k
compris entre 0 et n+m. Dans Fp [X] , on a :

P (X) ·Q (X) = R (X) =

n+m∑
k=0

ckX
k = 0

donc P = 0 ou Q = 0 puisque l’anneau Fp [X] est intègre, ce qui signi-
fie que p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de Q,
en contradiction avec P et Q primitifs. En définitive, le produit de deux
polynômes primitifs dans Z [X] est primitif.

(b) On a P · Q = c (P ) c (Q)

(
1

c (P )
P

)(
1

c (Q)
P

)
, les polynômes 1

c (P )
P et

1

c (Q)
P étant primitifs (on a pgcd (λai)1≤i≤n = λ pgcd (ai)1≤i≤n pour tout

λ ∈ N∗), ce qui nous donne P ·Q = c (P ) c (Q)R avec R primitif dans Z [X]
comme produit de deux polynômes primitifs, donc c (PQ) = c (P ) c (Q) par
homogénéité du pgcd .

(c) Soit P = c (P )P1 irréductible dans Z [X] avec P1 primitif dans Z [X] . Si
P est réductible dans Q [X] , il en est alors de même de P1 qui va donc
s’écrire P1 = Q1R1 avec Q1 et R1 non constants dans Q [X] . Écrivant que
Q1 =

1

q
Q2, R1 =

1

r
R2 avec q, r dans N∗ et Q2, R2 non constants dans

Z [X] , on a qrP1 = Q2R2, qr = c (qrP1) = c (Q2) c (R2) et P = c (P )P1 =
c (P )

c (Q2) c (R2)
Q2R2 = QR, les polynômes Q =

c (P )

c (Q2)
Q2 et R =

1

c (R2)
R2

étant non constants dans Z [X] , ce qui contredit l’irréductibilité de P. En
conclusion, le polynôme P est irréductible dans Q [X] .

9.

(a) On a Φp (X) =
Xp − 1

X − 1
et Φp (X + 1) =

(X + 1)
p − 1

X
=

p∑
k=1

(
p

k

)
Xk−1

avec p premier qui divise les
(
p

k

)
pour tout k compris entre 1 et p − 1

(comme le nombre premier p divise p! = k! (p− k)!

(
p

k

)
et est premier

avec k! (p− k)!, on déduit du théorème de Gauss qu’il divise
(
p

k

)
), p qui

ne divise pas le coefficient dominant ap−1 = 1 et p2 qui ne divise pas le
coefficient constant a0 = p. On déduit alors du critère d’Eisenstein que le
polynôme Φp (X + 1) est irréductible dans Z [X] , donc dans Q [X] et il en
est nécessairement de même de Φp (X) .
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(b) Pour tout entier r ≥ 2, on a Φpr (X + 1) =

p−1∑
k=0

(
(X + 1)

pr−1
)k

avec

(X + 1)
pr−1

= X
pr−1

+1 dans Fp [X] (c’est vrai pour r = 2 car p premier di-

vise
(
p

k

)
pour 1 ≤ k ≤ p−1 et supposant le résultat acquis pour r−1 ≥ 2,

on a (X + 1)
pr−1

=

(
(X + 1)

pr−2
)p

=
(
X

pr−2

+ 1
)p

= X
pr−1

+ 1), de
sorte que :

Φpr (X + 1) =

p−1∑
k=0

(
X

pr−1

+ 1

)k
= Φp

(
X

pr−1

+ 1

)
= X

(p−1)pr−1

dans Fp [X] (la question précédente nous dit que Φp (Y + 1) = Y p−1)
et ce résultat se traduit en disant que tous les coefficients du polynôme
Φpr (X + 1) sauf son coefficient dominant sont divisibles par p. Le coeffi-
cient constant Φpr (1) = Φp (1) = p n’étant pas divisible par p2, le critère
d’Eisenstein nous dit que Φpr (X + 1) est irréductible dans Z [X] , donc
dans Q [X] et il en est de même de Φpr (X) .

10.

(a) On désigne par (ek)1≤k≤n la base canonique de Kn et par u l’endomor-
phisme de Kn de matrice CP dans cette base. On a u (ek) = ek+1 pour 1 ≤

k ≤ n − 1, donc ek+1 = uk (e1) et u (en) =
n−1∑
k=0

akek+1, ce qui nous donne

un (e1) =

n−1∑
k=0

aku
k (e1) ou encore P (u) (e1) = 0, ce qui signifie que P est

annulateur de u (car P (u) (ek+1) = P (u)
(
uk (e1)

)
= uk (P (u) (e1)) = 0

pour 1 ≤ k ≤ n− 1), donc multiple de son polynôme minimal Pu. Comme
la famille

(
uk−1 (e1)

)
1≤k≤n = (ek)1≤k≤n est libre, ce polynôme minimal

Pu est de degré n (sinon Pu (X) = Xr −
r−1∑
k=0

αkX
k avec 1 ≤ r ≤ n − 1 et

de Pu (u) (e1) = 0 on déduit que er+1 −
r−1∑
k=0

αkek+1 = 0, ce qui n’est pas

possible). Il en résulte que Pu = P puisque ces polynômes sont unitaires de
même degré. Comme Pu divise le polynôme caractéristique χu (théorème
de Cayley-Hamilton) qui est aussi unitaire de degré n, on a Pu = χu.

(b) La matrice M dont le polynôme caractéristique est scindé sur K est tri-
gonalisable, donc il existe R ∈ GLn (K) et T ∈ Mn (K) triangulaire de
termes diagonaux α1, · · · , αn telles que M = RTR−1. Il en résulte que
Mk = RT kR−1 pour tout k ∈ N et P (M) = RP (T )R−1 par linéarité,
P (T ) étant triangulaire de termes diagonaux P (α1) , · · · , P (αn) , ce qui

nous donne χP (M) (X) = χP (T ) (X) =

n∏
k=1

(X − P (αk)) .
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(c) Pour M = CQ ∈ Mn (Q) , on a Q (X) = χ
M
(X) =

n∏
k=1

(X − αk) , donc

χ
P (M)

(X) =

n∏
k=1

(X − P (αk)) ∈ Q [X] puisque P (M) ∈ Mn (Q) .

11.

(a) En raisonnant par récurrence, il nous suffit de considérer le cas où r = 2.

Si p est premier, il divise alors tous les
(
p

k

)
pour k compris entre 1 et

p − 1 et en conséquence, on a (A1 +A2)
p
=

p∑
k=0

(
p

k

)
Ak1A

p−k
2 = Ap1 + Ap2

dans Fp [X] .

(b) Pour tout A (X) =

n∑
k=0

akX
k ∈ Z [X] , on a :

Ap (X) =

(
n∑
k=0

akXk

)p
=

n∑
k=0

apkX
kp

dans Fp [X] avec apk = ak
p = ak dans Fp pour tout k compris entre 0 et n

(théorème de Fermat), ce qui donne Ap (X) =

n∑
k=0

akX
kp = A (Xp) .

12. Après réduction au même dénominateur des coefficients de P et Q, on peut
écrire que P =

1

m
P1, Q =

1

m
Q1 avec m ∈ N∗ et P1, Q1 dans Z [X] de coefficient

dominant égal àm (P etQ sont unitaires). On a alorsm2PQ = P1Q1 dans Z [X]
et on peut écrire que c

(
m2PQ

)
= m2c (PQ) = c (P1) c (Q1) avec c (PQ) = 1

puisque PQ est unitaire dans Z [X] . On a donc m2 = c (P1) c (Q1) avec c (P1)
et c (Q1) qui divisent m (m est le coefficient dominant de ces polynômes), ce qui
implique que c (P1) = c (Q1) = m, c’est-à-dire que m divise tous les coefficients
de P1 et Q1 et donc P =

1

m
P1, Q =

1

m
Q1 sont dans Z [X] .

– II – Nombres algébriques

1. En écrivant que Q [X] =
∪
n∈N

Qn [X] , on en déduit que Q [X] est dénombrable, ce

qui signifie que Q [X] = {Pk | k ∈ N} , les Pk étant des polynômes à coefficients
rationnels. Donc l’ensemble A =

∪
k∈N

P−1
k {0} des nombres réels algébriques sur

Q est dénombrable et l’ensemble R \ A des réels transcendants est infini non
dénombrable.

2.

(a) Pour tout α ∈ L, Iα = {P ∈ K [X] | P (α) = 0} est un idéal de l’anneau
principal K [X] (noyau du morphisme d’anneaux P ∈ K [X] 7→ P (α) ∈ L).
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Pour α algébrique sur K, cet idéal n’est pas réduit à {0} et il existe un
unique polynôme unitaire non nul Pα ∈ K [X] tel que Iα = K [X] · Pa. On
rappelle que Pα est le polynôme unitaire de Iα de degré minimum, ce qui
implique qu’un polynôme non nul de degré strictement inférieur à celui de
Pα ne peut annuler α.

(b) Par définition Pα est unitaire et annule α. Si Pα = QR avec Q,R dans
K [X] , on a alors Q (α)R (α) = 0 et Q (α) = 0 ou R (α) = 0, ce qui équi-
vaut à dire que Q ou R est dans l’idéal Iα, ces polynômes étant de degré
inférieur ou égal à celui de Pα, l’un des deux est nécessairement constant.
On a donc ainsi prouvé que Pα est irréductible dans K [X] . Réciproque-
ment si Q est un polynôme unitaire irréductible de K [X] qui annule α,
il est alors dans Iα, donc proportionnel à Pα et nécessairement égal à Pα
puisque irréductible et unitaire. D’où l’unicité.

(c) Le polynôme Pα qui est irréductible dans K [X] est de degré d (α,K) ≥ 1
et son polynôme dérivé P ′

α est non nul puisque K est de caractéristique
nulle et premier avec Pα (sinon il existe un diviseur D ∈ K [X] de Pα
de degré d ≥ 1, ce qui contredit l’irréductibilité de Pα). Le théorème de
Bézout nous dit alors qu’il existe deux polynômes U, V dans K [X] tels que
UPα + V P ′

α = 1, donc un élément de L ne peut annuler simultanément
Pα et P ′

α. Le polynôme Pα n’a donc que des racines simples dans L (ce
polynôme a au moins une racine dans L, à savoir α).

3. Une racine primitive pr-ième de l’unité étant annulée par le polynôme cycloto-
mique Φpr qui est irréductible dans Q [X] (question I.9), on en déduit qu’elle
est algébrique sur Q de polynôme minimal Φpr .

4. Pour tout α ∈ L, on a K ⊂ K [α] . Si α ∈ K, on a alors P (α) ∈ K pour
tout polynôme P ∈ K [X] puisque K est un corps et K [α] = K. Si K [α] = K
on a alors α ∈ K et il est annulé par X − α qui est unitaire irréductible de
K [X] , ce qui entraîne que α est algébrique sur K de polynôme minimal X − α
et d (α,K) = 1. Si α est algébrique sur K avec d (α,K) = 1, son polynôme
minimal est alors de la forme Pα (X) = X + c dans K [X] et on a α = −c ∈ K.

5.

(a) On note d = d (α,Q) . Pour d = 1, α est rationnel, soit α =
a

b
avec(a, b)

dans Z×N∗ et pour r = p

q
∈ Q distinct de α on a 0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = |aq − bp|
qb

,

donc |aq − bp| ≥ 1 (c’est un entier naturel non nul) et
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ 1

b

1

q
.

Pour d ≥ 2, le nombre α est nécessairement irrationnel. En notant Pα son
polynôme minimal dans Q [X] , il existe un entier naturel non nul n tel que
Qα = nPα ∈ Z [X] et pour tout rationnel r =

p

q
, on a qdQα (r) ∈ Z. De

plus cet entier est non nul. En effet si qdQα (r) = 0, r est alors racine de Qα
et on a Qα (X) = (X − r)R (X) avec X−r et R dans Q [X] non constants
(on a d ≥ 2), en contradiction avec Pα irréductible dans Q [X] . On a donc∣∣qd (Qα (α)−Qα (r))

∣∣ =
∣∣qdQα (r)∣∣ ≥ 1. D’autre part, le théorème des

accroissements finis permet d’écrire que Qα (α)−Qα (r) = (α− r)Q′
α (s)
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avec s strictement compris entre α et r. On distingue alors deux cas : soit
|α− r| ≤ 1 et dans ce cas on a s ∈ [α− 1, α+ 1] de sorte que :

1 ≤
∣∣qdQα (r)∣∣ = qd |α− r| |Q′

α (s)|

≤

(
sup

s∈[α−1,α+1]

|Q′
α (s)|

)
qd |α− r| =Mqd |α− r|

soit |α− r| ≥ C1

qd
où C1 =

1

M
; soit |α− r| > 1 et dans ce cas on a

|α− r| > 1

qd
. En posant Cα = min

(
1,

1

M

)
, on a

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ Cα
qd
.

(b) Soit n0 ∈ N∗ tel que ak ̸= 0 pour tout k ≥ n0. En notant p = 10n!
n∑
k=1

ak
10k!

et q = 10n! pour tout n ≥ n0, on a :

0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = +∞∑
k=n+1

ak
10k!

≤ 9

10(n+1)!

+∞∑
k=0

1

10k
=

9

10(n+1)!

10

9
≤ 1

qn

Si α est algébrique de degré d ≥ 1, il existe alors un réel Cα > 0 tel que
Cα
qd

≤
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qn
pour tout n ≥ n0 et faisant tendre n vers l’infini, on

aboutit à une absurdité. En conclusion α est transcendant.

6. Pour tout α ∈ L, K (α) est un sous-corps de L qui contient α et K, donc il
contient K [α] . Supposons que α soit algébrique sur K de polynôme minimal
Pα. Pour montrer que K [α] = K (α) , il nous suffit de montrer que l’anneau
unitaire K [α] est un corps (par définition de K (α)), ce qui revient à montrer
que tout élément non nul de K [α] est inversible dans K [α] . Tout x de K [α]
s’écrit x = P (α) avec P ∈ K [X] . Par division euclidienne on peut écrire que
P = PαQ+R avec R = 0 ou R ̸= 0 et deg (R) < deg (Pα) et on a x = R (α) . Si
x n’est pas nul, il en est alors de même de R qui est premier avec le polynôme
irréductible Pα et le théorème de Bézout nous dit qu’il existe deux polynômes
U, V dans K [X] tels que UPα + V R = 1, ce qui implique que V (α)R (a) = 1
et signifie que R (a) est inversible dans K [α] d’inverse V (a) . On peut aussi
utiliser le morphisme d’anneaux :

φα : K [X] → L
P 7→ P (α)

de noyau Iα = K [X] · Pa et d’image K [α] . Par passage au quotient, on dé-

duit un isomorphisme d’anneaux de K [X]

Iα
sur K [α] et pour α algébrique le

polynôme Pα est irréductible, donc K [X]

Iα
est un corps ainsi que K [α] . Sup-

posons que K [α] = K (α) , c’est-à-dire que K [α] est un corps. Si α = 0, il est
alors algébrique, sinon il est inversible dans K [α] et il existe P ∈ K [X] tel
que αP (α) = 1 et XP (X) − 1 ∈ K [X] annule α, ce qui signifie que α est
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algébrique sur K. Par division euclidienne tout polynôme P ∈ K [X] s’écrit
P = PαQ+R et P (α) = R (α) est combinaison linéaire de 1, α, · · · , αd(α,K)−1,
une telle écriture étant unique. Le K-espace vectoriel K [α] est donc de dimen-
sion finie dimK K [α] = d (α,K) . Si dimK K [α] est fini égale à d, la famille(
αk
)
0≤k≤d est alors liée, ce qui se traduit en disant qu’il existe un polynôme

non nul P de degré au plus égal à d dans K [X] tel que P (α) = 0, donc α est
algébrique sur K.

7. Si [L : K] est fini, alors pour tout α dans L le sous-K-espace vectoriel K [α] de L
est également de dimension finie, ce qui signifie que α est algébrique sur K. Par
exemple de [C : R] = 2 on déduit que tout nombre complexe est algébrique sur
R, ce qui peut aussi se voir directement en écrivant que pour tout z = x + iy
dans C on a (z − x)

2
+ y2 = 0.

8. Notons dα = d (α,Q) et (αk)1≤k≤dα les racines complexes distinctes de Pα avec
α1 = α.

(a) Soit σ un morphisme de Q-algèbres de Q [α] dans C. On a σ (1) = 1,
σ (xy) = σ (x)σ (y) , σ (ax+ y) = aσ (x) + σ (y) pour tous x, y dans
K [α] et tout a dans Q, donc (σ (α))

k
= σ

(
αk
)

pour tout k ∈ N et
P (σ (α)) = σ (P (α)) pour tout polynôme P ∈ Q [X] , ce qui donne en
particulier Pα (σ (α)) = σ (Pα (α)) = σ (0) = 0. Il existe donc un entier
k compris entre 1 et dα tel que σ (α) = αk. Les αk étant deux à deux
distincts, cela défini exactement dα morphismes de Q-algèbres de Q [α]

dans C (tout z ∈ Q [α] s’écrit de manière unique z =

dα−1∑
j=0

ajα
j , donc en

posant σ (α) = αk, on définit un morphisme de Q-algèbres de Q [α] dans

C par σ (z) =
dα−1∑
j=0

ajα
j
k). Comme tout morphisme de corps, σk est injec-

tif (comme σk (1) = 1, le noyau de σk est un idéal strict du corps Q [α] ,
donc réduit à {0} et σk est injectif) et c’est un isomorphisme de Q [α] sur
Im (σk) = Q [αk] .

(b)

i. Le corps Q [α] étant une extension de degré fini de Q, tous ses éléments
sont algébriques.

ii. On a θ =

dα−1∑
j=0

ajα
j = P (α) avec P (X) =

dα−1∑
j=0

ajX
j ∈ Q [X] , donc

pour tout k compris entre 1 et dα, on a :

σk (θ) =

dα−1∑
j=0

aj (σk (α))
j
=

dα−1∑
j=0

ajα
j
k = P (αk)

ce qui nous donne Qθ (X) =

dα∏
k=1

(X − P (αk)) ∈ Q [X] d’après I.10.
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iii. On note dθ = d (θ,Q) et Pθ (X) =

dθ∏
k=1

(X − θk) où (θk)1≤k≤dθ est

la suite des racines complexes deux à deux distinctes de Pθ. La res-
triction de chaque σk à Q [θ] est un morphisme de Q-algèbres de Q [θ]
dans C, donc il existe j compris entre 1 et dθ tel que σk (θ) = θj et on a
Qθ (θj) = Qθ (σk (θ)) = σk (Qθ (θ)) = 0 avec Qθ ∈ Q [X] . Il en résulte
que Pθ = Pθj divise Qθ dans Q [X] (Pθ est irréductible dans Q [X]
annulant θj , donc Pθ = Pθj ). On a donc Qθ = QP rθ avec r ≥ 1 et
Q ∈ Q [X] unitaire non divisible par Pθ. Si Q est non constant, il ad-
met alors une racine complexe qui est aussi racine de Qθ, cette racine
est donc l’un des σk (θ) = P (αk) et on a σk (Q (θ)) = Q (σk (θ)) = 0,
ce qui implique que Q (θ) = 0 puisque σk est injectif et le polynôme
minimal Pθ de θ devrait diviser Q, ce qui n’est pas. On a donc Q = 1
et Qθ = P rθ .

9. Soit α ∈ L \ {0} algébrique sur K de polynôme minimal Pα (X) =

dα∑
k=0

akX
k. Le

polynôme Q (X) =

dα∑
k=0

adα−kX
k est non nul dans K [X] et on a :

Q

(
1

α

)
=

dα∑
k=0

adα−kα
−k =

1

αdα

dα∑
k=0

adα−kα
dα−k =

Pα (α)

αdα
= 0

c’est-à-dire que 1

α
est algébrique sur K. Sachant que K [α] = K (α) est un corps,

1

α
est dans K [α] .

10. Soient (ei)1≤i≤p une base du K-espace vectoriel M et (fj)1≤j≤q une base du

M-espace vectoriel L. Tout élément x de L s’écrit x =

q∑
j=1

xjfj , chaque xj

dans M s’écrivant xj =

p∑
i=1

xijei, ce qui implique que x =
∑

1≤i≤p
1≤j≤q

xijeifj et

montre que (eifj)1≤i≤p
1≤j≤q

est un système générateur du K-espace vectoriel L. Si

∑
1≤i≤p
1≤j≤q

xijeifj = 0, les xij étant dans K, on a alors
q∑
j=1

(
p∑
i=1

xijei

)
fj = 0 avec les

p∑
i=1

xijei dans M, ce qui implique que
p∑
i=1

xijei = 0 pour tout j compris entre 1 et

q et entraîne la nullité de tous les xij . En définitive la famille (eifj)1≤i≤p
1≤j≤q

est libre

et c’est une base du K-espace vectoriel L, donc [L : K] = pq = [L : M] [M : K] .

11. Tout élément de K étant algébrique sur K, on a K ⊂ A ⊂ L. Pour vérifier
que A est un sous-corps de L, il suffit de montrer que si α, β sont dans A
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avec β ̸= 0, alors −α, 1

β
, α + β et αβ sont aussi dans A. Pour 1

β
c’est déjà

fait en II.9. Si P (X) =

d∑
k=0

akX
k est un polynôme non nul dans K [X] qui

annule α, alors le polynôme Q (X) =

d∑
k=0

(−1)
k
akX

k est non nul dans K [X] et

Q (−α) = P (α) = 0, c’est-à-dire que −α est dans A. Pour ce qui est de α + β
et αβ, il s’agit de montrer que les K-espaces vectoriels K [α+ β] et K [αβ] sont
de dimensions finies. Ces espaces étant contenus dans K [α] [β] , il nous suffit
de montrer que ce dernier est de dimension finie. Comme α est algébrique sur
K, K [α] est un sous-corps de L et un K-espace vectoriel de dimension finie. De
plus si β est algébrique sur K, il l’est également sur K [α] et K [α] [β] est de
dimension finie sur K [α] . Avec la propriété de multiplicativité des degrés, on a
alors :

[K [α] [β] : K] = [K [α] [β] : K [α]] [K [α] : K] < +∞
(voir aussi l’exercice ??).

12.
(a) Pour α =

√
p +

√
q, on a

(
α2 − p− q

)2
= 4pq, donc α est annulé par le

polynôme P (X) = X4 − 2 (p+ q)X2 + (p− q)
2 et il est algébrique sur Q

de degré compris entre 2 et 4 (si α ∈ Q, on a alors √
pq =

α2 − p− q

2
∈ Q,

ce qui n’est pas pour p < q premiers). En notant α′ =
√
q − √

p, on a
α+ α′ = 2

√
q et αα′ = q − p, c’est-à-dire que α et α′ sont les solutions de

l’équation P (X) = X2 − 2
√
qX + q − p = 0. Ils sont donc algébriques sur

le corps Q
[√
q
]

(√q est algébrique sur Q de degré 2). Comme α n’est pas
dans Q

[√
q
]

(si α ∈ Q
[√
q
]
, on a alors √

p ∈ Q
[√
q
]
, soit √

p = r + s
√
q

avec r, s rationnels et p = r2+ qs2+2rs
√
q nous dit que √

q est rationnel),
on en déduit qu’il est de degré 2 sur Q

[√
q
]

et on a :

[Q [α] : Q] = [Q [α] : Q [
√
q]] [Q [

√
q] : Q] = 4

ce qui implique que P est le polynôme minimal de α.
(b) Posons β′ = 3

√
q−√

p. On a β+β′ = 2 3
√
q et ββ′ = 3

√
q2−p, c’est-à-dire que

β et β′ sont les solutions de l’équation P (X) = X2−2 3
√
qX+

(
3
√
q
)2−p = 0.

Ils sont donc algébriques sur le corps Q
[

3
√
q
]

(il est facile de vérifier que
3
√
q est algébrique sur Q de degré 3). Comme β n’est pas dans Q

[
3
√
q
]
, on

en déduit qu’il est de degré 2 sur Q
[

3
√
q
]

et :

[Q [β] : Q] = [Q [β] : Q [ 3
√
q]] [Q [ 3

√
q] : Q] = 6

Avec
(
β −√

p
)3

= q, on déduit que β3 − 3β2√p + 3pβ − p
√
p = q, ce qui

entraîne
(
β3 + 3pβ − q

)2
= p

(
3β2 + p

)2
, c’est-à-dire que β est annulé par

le polynôme :

P (X) =
(
X3 + 3pX − q

)2 − p
(
3X2 + p

)2
= X6 − 3pX4 − 2qX3 + 3p2X2 − 6pqX + q2 − p3
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et ce polynôme est le polynôme minimal de α.

13. Comme [L : K] = 2, on a K ̸⊂ L et pour tout x ∈ L\K, (1, x) est une base du K
espace vectoriel de L. Le système

(
1, x, x2

)
est alors lié et il existe a, b, c non tous

nuls dans K tels que ax2+bx+c = 0. Comme (1, x) est libre, on a nécessairement

a ̸= 0 et l’équation précédente s’écrit a

((
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a2

)
= 0. En

posant λ = x+
b

2a
, on a λ ∈ L \K, λ2 =

b2 − 4ac

4a2
∈ K et (1, λ) est une base du

K espace vectoriel de L, ce qui entraîne que L = K [λ] . En particulier si α est
un réel algébrique de degré 2 sur K, l’extension L = K [α] est de degré 2 sur K
et il existe un réel µ > 0 dans K tel λ =

√
µ ∈ K et L = K

[√
µ
]
.

14.

(a) Si α est un entier algébrique, il existe alors P ∈ Z [X] unitaire tel que
P (α) = 0, donc son polynôme minimal Pα divise P dans Q [X] , soit
P (X) = Pα (X)Q (X) , les polynômes Pα et Q étant unitaires dans Q [X] ,
ce qui implique Pα ∈ Z [X] (question I.12). La réciproque est évidente.

(b) Pour α = 0, il n’y a rien à montrer. Si α ∈ C est un entier algébrique
de degré dα = d (α,Q) , son polynôme minimal Pα est alors dans Z [X]
et unitaire. Tout élément de Z [α] étant de la forme θ = P (α) avec
P ∈ Z [X] , on a la division euclidienne P = QPα + R avec Q,R dans

Z [X] et deg (R) ≤ dα − 1, de sorte que θ = R (α) =

dα−1∑
j=0

ajα
j . On

a donc Z [α] =

d−1∑
j=0

Zαj , ce qui signifie que Z [α] est de type fini en-

gendré par 1, α, · · · , αdα−1. Réciproquement pour α ̸= 0, supposons que

Z [α] =

n∑
j=1

Zgj où les gj sont dans Z [α] . Pour tout j compris entre 1

et n, on a αgj = αPj (α) ∈ Z [α] (Pj est un polynôme), donc il existe

des entiers relatifs aij tels que αgj =

n∑
i=1

ai,jgi, ce qui se traduit en no-

tant M = ((ai,j))1≤i,j≤n ∈ Mn (Z) et v = (gj)1≤j≤n ∈ Cn \ {0} par
Mv = αv, donc α est valeur propre de M et annule le polynôme caractéris-
tique P (X) = det (XIn −M) qui est unitaire dans Z [X] . En conclusion,
α est un entier algébrique.

(c) Si α ∈ Q est un entier algébrique, c’est en particulier un nombre algébrique
de polynôme minimal X−α qui doit être dans Z [α] , donc α ∈ Z. Récipro-
quement, il est clair qu’un entier relatif est rationnel et entier algébrique.

(d) Soient α, β deux entiers algébriques. Les groupes Z [α] et Z [β] sont de type
fini respectivement engendrés par (gi)1≤i≤n et (hj)1≤j≤m , donc le groupe
Z [α, β] engendré par

(
αiβj

)
(i,j)∈N2 est aussi de type fini engendré par

(gihj) 1≤i≤n
1≤j≤m

. Comme les groupes Z [α− β] et Z [αβ] sont contenus dans

Z [α, β] , ils sont aussi de type fini, ce qui signifie que α− β et αβ sont des
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entiers algébriques. En conclusion, l’ensemble des entiers algébriques de C
est un sous-anneau de A.

15.

(a) En utilisant I.11b on a Pα (X
p) = P pα (X) dans Fp [X] , ce qui équivaut

à Pα (Xp) = P pα (X) + pQ (X) avec Q ∈ Z [X] , donc Pα (α
p)

p
= Q (α) est

un entier algébrique puisque α l’est (racine de Xn − 1) et l’ensemble des
entiers algébriques de C est un anneau.

(b) On a P (X) = Xn−1 =

n−1∏
k=0

(X − αk) et P ′ (X) = nXn−1 =

n−1∑
k=0

n−1∏
j=0
j ̸=k

(X − αj) ,

donc P ′ (αk) =

n−1∏
j=0
j ̸=k

(αk − αj) pour tout k compris entre 0 et n− 1, ce qui

nous donne :

n−1∏
k=0

P ′ (αk) = nn

(
n−1∏
k=0

αk

)n−1

=

n−1∏
k=0

n−1∏
j=0
j ̸=k

(αk − αj)

= (−1)
n(n−1)

2

∏
0≤j<k≤n−1

(ak − αj)
2

avec
n−1∏
k=0

αk = (−1)
n+1

, ce qui nous donne :

∏
0≤j<k≤n−1

(ak − αj)
2
= nn (−1)

(n−1)(n+1)−n(n+1)
2 = nn (−1)

(n+1)(n−2)
2

(c) Comme α est annulé par Xn−1, son polynôme minimal Pα divise Xn−1 et
ses racines complexes, qui sont deux à deux distinctes, sont des αj . Notons
(αj)j∈J la suite des racines de Pα. Si Pα (αp) ̸= 0, il existe alors un entier k
compris entre 0 et n−1 n’appartenant pas à J tel que αp = αk (αp est une
racine n-ième de l’unité) et Pα (αp) =

∏
j∈J

(αk − αj) se retrouve dans le pro-

duit
∏

0≤j<k≤n−1

(ak − αj)
2
. On a donc

∏
0≤j<k≤n−1

(ak − αj)
2
= βPα (α

p) ,

où β est un entier algébrique comme produit de αq − αp (les αp sont des
entiers algébriques et l’ensemble des entiers algébriques est un anneau) et
nn = γPα (α

p) , où γ = (−1)
(n+1)(n−2)

2 β est un entier algébrique, donc le

nombre rationnel n
n

p
= γ

Pα (α
p)

p
est un entier algébrique, c’est-à-dire un

entier relatif, ce qui contredit le fait que le nombre premier p ne divise pas
n. En conclusion, on a Pα (αp) = 0, donc Pαp divise Pα dans Q [X] et ces
deux polynômes sont égaux puisque unitaires et irréductibles dans Q [X] .
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(d) On vérifie que Φn est le polynôme minimal de ω1, ce qui implique qu’il
est irréductible dans Q [X] . Pour ce faire, il nous suffit de vérifier que
Pω1

s’annule sur tout Rn (dans ce cas, on a Pω1
= QΦn dans C [X] et

aussi dans Q [X] par unicité du quotient dans une division euclidienne, ce
qui implique que Pω1

= Φn puisque Pω1
est unitaire et irréductible dans

Q [X]). Un élément de Rn est de la forme ωk1 avec k compris entre 1 et n−1

premier avec n. Un tel entier k s’écrit k =

r∏
i=1

pi où les pi sont premiers

(non nécessairement distincts) ne divisant pas n. La question précédente
appliquée à α = ω1 et p = p1, nous dit que Pω1 = Pωp1

1
, puis appliquée à

α = ωp11 et p = p2, que Pω1 = Pωp1
1

= P(ωp1
1 )

p2 = Pωp1p2
1

et en continuant
ainsi de suite, on aboutit à Pω1

= Pωp1···pr
1

= Pωk
1
, ce qui implique que

Pω1

(
ωk1
)
= 0.

16. Pour n = 1, α = 1 est algébrique sur Q de degré 1. Pour n = 2, α = −1 est
algébrique sur Q de degré 1. Pour n ≥ 3, Le nombre complexe ω1 = e

2iπ
n est

algébrique sur Q de polynôme minimal Φn, donc ω1 =
1

ω1
et α =

ω1 + ω1

2
sont

aussi algébriques sur Q. Avec ω1 + ω1 = 2α et ω1ω1 = 1, on déduit que ω1 est
racine de X2 − 2αX + 1 = 0, c’est-à-dire que ω1 est algébrique sur Q [α] de
degré 2 (pour n ≥ 2, ω1 n’est pas réel et en conséquence n’est pas dans le corps
Q [α]). Avec la propriété de multiplicativité des degrés on en déduit que :

φ (n) = [Q [ω1] : Q] = [Q [ω1] : Q [α]] [Q [α] : Q] = 2 [Q [α] : Q]

soit d (α,Q) = [Q [α] : Q] =
φ (n)

2
(pour tout entier n ≥ 3, φ (n) est un entier

pair). En utilisant la décomposition en facteurs premiers n =

r∏
j=1

p
mj

j , on a :

d (α,Q) =
1

2

r∏
j=1

p
mj−1
j (pj − 1)

– III – Nombres constructibles

1. Une droite D = (AB) dans D (Σ) avec A (a, b) et B (c, d) distincts dans Σ = K2

a pour équation cartésienne
∣∣∣∣ x− a c− a
y − b d− b

∣∣∣∣ = (d− b)x+(a− c) y−(ad− bc) =

0 et une telle équation est à coefficients dans K. Un cercle C = C (A,R) dans
C (Σ) avec A (a, b) ∈ Σ et R2 = BC2 ∈ K (B et C sont distincts dans Σ) a
pour équation cartésienne (x− a)

2
+ (y − b)

2
= R2 et une telle équation est à

coefficients dans K.
(a) Si D,D′ sont deux droites sécantes et distinctes dans D (Σ) , leur point

d’intersection est solution d’un système linéaire à coefficients dans K du
type : {

αx+ βy = γ
α′x+ β′y = γ′
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avec αβ′−α′β ̸= 0, il est donc donné par (x, y) =
(
γβ′ − βγ′

αβ′ − α′β
,
αγ′ − α′γ

αβ′ − α′β

)
qui est dans K2.

(b) Les points d’intersection d’une droite de D (Σ) et d’un cercle de C (Σ)
(en supposant que la droite coupe le cercle) sont obtenus en résolvant un
système d’équations à coefficients dans K du type :{

αx+ βy − γ = 0
x2 + y2 − 2α′x− 2β′y − γ′ = 0

avec (α, β) ̸= (0, 0) . En supposant β ̸= 0, la première équation donne y
comme combinaison linéaire à coefficients dans K de 1 et x qui reporté
dans la deuxième équation donne x comme solution d’une équation de
degré 2 à coefficients dans K de discriminant ∆ ≥ 0 dans K (l’équation
a des solutions réelles puisque la droite coupe le cercle). Pour ∆ = 0, on
(x, y) ∈ K2 et pour ∆ > 0, on a (x, y) ∈

(
K
[√

∆
])2

avec K
[√

∆
]
= K si

√
∆ ∈ K et K

[√
∆
]

extension de degré 2 de K sinon.

(c) Soient C et C′ deux cercles non concentriques et sécants dans C (Σ) . Les
points d’intersection de ces cercles sont obtenus en résolvant un système
d’équations à coefficients dans K du type :{

x2 + y2 − 2αx− 2βy − γ = 0
x2 + y2 − 2α′x− 2β′y − γ′ = 0

avec (α, β) ̸= (α′, β′) (les cercles ne sont pas concentriques). En faisant la
différence de ces deux équations, on obtient le système :{

x2 + y2 − 2α′x− 2β′y − γ′ = 0
2 (α− α′)x+ 2 (β − β′) y + γ − γ′ = 0

la deuxième équation étant celle d’une droite de D (Σ) (en supposant que

α ̸= α′, elle passe par les points
(

γ′ − γ

2 (α− α′)
, 0

)
et
(
γ′ − γ − 2 (β′ − β)

2 (α− α′)
, 1

)
qui sont dans Σ), ce qui nous ramène au cas précédent. Cette droite est
l’axe radical des deux cercles, c’est la droite passant par les points d’inter-
section (figure 11.1).

2. Pour x = 0 c’est clair puisque O ∈ Γ0 ⊂ Γ. Soient x ∈ R∗ et M (x, 0) . L’in-
tersection de la droite (OM) et du cercle C (O,OM) est égale à {M,M ′} où
M ′ (−x, 0) . Le point M ′ est donc constructible. Les cercles C (M,MM ′) et
C (M ′,MM ′) se coupent en N

(
0,
√
3 |x|

)
et N ′ (0,−√

3 |x|
)
, ces deux points

sont donc constructibles et le point P (0, x) qui est à l’intersection de la droite
(NN ′) et du cercle C (O,OM) est constructible (figure 11.2).

3. Soient A un point constructible et D = (BC) une droite constructible avec
(B,C) ∈ Γ2.

(a) Si A ∈ D, la construction précédente nous montre alors que la droite
perpendiculaire à D passant par A est constructible. Sinon, on a :

C (A,AB) ∩ D = {B,D} , C (B,BD) ∩ C (D,BD) = {E,F}
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C
C′

D

Figure 11.1 – Axe radical de deux cercles

M ′ (−x, 0) M (x, 0)

N
(

0,
√

3 |x|
)

N ′
(

0, −
√

3 |x|
)

,

P (0, x)

Figure 11.2 – Construction de P (0, x)

et la droite (AE) est perpendiculaire à D et passe par A (figure 11.3).
(b) On construit d’abord la perpendiculaire D′ à D passant par A, puis la

perpendiculaire à D′ passant par A qui est parallèle à D.

4. Il s’agit de montrer que si α et β sont deux réels constructibles avec β ̸= 0,

alors −α, 1
β
, α+β et αβ sont aussi constructibles. Pour −α c’est fait en III.2.

On suppose d’abord que α > 0 et β ̸= 0. En notant A (α, 0) et B (β, 0) , le
cercle de centre B et de rayon α coupe la droite (OI) en (α+ β, 0) et (β − α, 0)

(l’équation de cercle est (x− β)
2
+ y2 = α2 et y = 0 donne x = β ± α).

Il en résulte que α + β est constructible (figure 11.4). Pour α < 0, il suffit de
remarquer que −β est constructible, donc aussi −α−β et α+β. Pour le produit
il nous suffit aussi de considérer le cas où α > 0 et β > 0. En posant J (0, 1) et
B′ (0, β) (ces deux points sont constructibles), la parallèle à (AJ) passant par
B′ (qui est constructible) coupe (OI) en C et le théorème de Thalès nous dit que
OC

OA
=
OB′

OJ
, ce qui donne OC = αβ et prouve que αβ est constructible (figure

11.5). En utilisant les point I (1, 0) , A′ (0, α) et la parallèle à (A′I) passant par

B′ qui coupe (OI) en D, le théorème de Thalès nous dit que OD

OI
=
OB′

OA′ , ce
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b

bb b

b

b

A

DBC D

E

F

Figure 11.3 – Perpendiculaire à une droite passant par un point

b

O

b b bb

α β α + ββ − α

Figure 11.4 – Constructions de α+ β et β − α

qui donne OD =
β

α
et prouve que β

α
est constructible (figure 11.6). Comme Q

est le plus petit sous-corps de R, il est contenu dans le corps K des nombres
constructibles, ce qui signifie que tout nombre rationnel est constructible.

5. Soient A (α, 0) constructible avec α > 0, J (0, 1) , A′ (0, α) et J ′ (0,−1) . Le

milieu de [A′J ′] , B

(
0,
α− 1

2

)
est constructible (K est un corps) et le cercle

C (B,BA′) coupe (OI) en C (
√
α, 0) et C ′ (−

√
α, 0) (l’équation de ce cercle est

x2 +

(
y − α− 1

2

)2

=

(
α+ 1

2

)2

et y = 0 donne x = ±
√
α). En conclusion,

√
α est constructible (figure 11.7).

6.

(a) Soit x un réel constructible et M (x, 0) . Comme M est constructible, il
existe une suite (Mi)1≤i≤p de points constructibles telle que Mp = M,
M1 est construit à partir de O et I et pour tout k compris entre 2 et p,
Mk est construit à partir de O, I,M1, · · · ,Mk−1. Nous allons montrer par
récurrence finie qu’il existe une suite (Ki)0≤i≤n de sous corps de R telle que
K0 = Q, pour tout i compris entre 1 et n, Ki est une extension quadratique
de Ki−1 et Mi ∈ K2

n. Le point M1 construit à partir de O et I qui sont dans
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b b b

α β αβ

J

B′

Figure 11.5 – Construction de αβ

b bb

α ββ/α1

α

β

Figure 11.6 – Construction de β/α

Q2 est dans Q2
1 où Q1 est soit égal à Q soit à une extension quadratique

de Q (question III.1). Dans le premier cas, {O, I,M1} est contenu dans
K2

0 avec K0 = Q et dans le second cas on a {O, I,M1} ⊂ K2
1 où K1 est une

extension quadratique de Q. Supposons que {O, I,M1, · · · ,Mi−1} ⊂ K2
j

avec K0 = Q ⊂ · · · ⊂ Kj , où, pour tout k compris entre 1 et j, Kk est
une extension quadratique de Kk−1. Le point Mi qui est construit à partir
des points O, I,M1, · · · ,Mi−1 a donc ses coordonnées dans K2

j ou dans
K2
j+1, le corps Kj+1 étant une extension quadratique de Kj . Pour i = p,

on a construit la chaîne d’extensions quadratiques (Ki)0≤i≤n et le point
Mp (x, 0) est donc dans K2

n et x ∈ Kn.
(b) Réciproquement supposons qu’il existe une chaîne d’extensions quadra-

tiques (Ki)0≤i≤n telle que K0 = Q et x ∈ Kn. Nous allons montrer par
récurrence que tous les éléments de Kn sont constructibles. Pour n = 0,
on sait que tous les éléments de K0 = Q sont constructibles. Supposons
le résultat acquis jusqu’à l’ordre n − 1 ≥ 0 et soit (Ki)0≤i≤n une chaîne
d’extensions quadratiques avec K0 = Q. Comme Kn est une extension
quadratique de Kn−1, il s’écrit Kn = Kn−1

[√
µ
]

avec √
µ ∈ Kn \Kn−1 et
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b

b

bbb √

α α

1

−1

α
b

b
α − 1

2

Figure 11.7 – Construction de
√
α

µ ∈ Kn−1 (question II.13). L’hypothèse de récurrence nous dit que µ est
constructible, donc aussi √µ et tout x = P

(√
µ
)

est dans Kn = Kn−1

[√
µ
]

(l’ensemble des nombres constructibles est stable par racine carrée et c’est
un corps). D’où le résultat.

7. Soient x un nombre constructible et (Ki)0≤i≤n une chaîne d’extensions qua-
dratiques associée. Avec [Kn : Q] = [Kn : Kn−1] [Kn−1 : Q] et un raisonnement
par récurrence, on déduit que [Kn : Q] = 2n. Le réel x étant dans le Q-espace
vectoriel de dimension finie Kn, on peut trouver un entier m ≥ 1 tel que le
système (1, x, · · · , xm) soit lié sur Q, ce qui signifie que x est algébrique. On a
alors Q ⊂ Q [x] ⊂ Kn avec Q [x] qui est un corps, ce qui entraîne que :

2n = [Kn : Q] = [Kn : Q [x]] [Q [x] : Q]

et d (x,Q) = [Q [x] : Q] est une puissance de 2. À partir de la transcendance
de π, on déduit que

√
π n’est pas constructible, ce qui prouve qu’il n’est pas

possible de construire à la règle et au compas le coté d’un carré dont l’aire est
égale à celle du disque unité (quadrature du cercle).

8. On a Q ⊂ K ⊂ A ⊂ R, le corps A des nombres algébriques étant dénombrable
(question II.1), ce qui implique que K est dénombrable. On sait déjà que K
est un sous-corps de R stable par racine carrée (il contient automatiquement
Q). Soit L un sous-corps de R stable par racine carrée. On veut montrer que L
contient K. On va raisonner par récurrence sur les entiers n tels que (Ki)0≤i≤n
soit une chaîne d’extensions quadratiques associé à un élément x de K. Pour
n = 0, le résultat découle de Q ⊂ L. Supposons le résultat acquis au rang
n − 1 et soit (Ki)0≤i≤n une chaîne d’extensions quadratiques associé à x ∈ K.
Par hypothèse de récurrence tous les Ki, pour i compris entre 0 et n − 1 sont
inclus dans L. Comme Kn est une extension quadratique de Kn−1, il s’écrit
Kn = Kn−1

[√
µ
]

avec µ ∈ Kn−1 ⊂ L (question II.13).. Le corps L étant stable
par racine carrée, on a √

µ ∈ L et Kn = Kn−1

[√
µ
]
⊂ L.

9. Si n = 2m, le réel n
√
p =

√√
· · · √p est constructible puisque l’entier p l’est

(qu’il soit premier ou non). Pour p premier, le polynôme Xn−p annule n
√
p et est



162 Polynômes

irréductible dans Q [X] , c’est donc le polynôme minimal de n
√
p. Le degré de n

√
p

est donc égal à n et ce nombre n’est pas constructible si n n’est pas une puissance
de 2 (question II.7). En définitive, pour p premier, n

√
p est constructible si, et

seulement si, n est une puissance de 2. Par exemple 3
√
2 n’est pas constructible,

ce qui prouve qu’il n’est pas possible de construire à la règle et au compas un
cube de volume égal à deux fois le volume du cube unité (duplication du cube).

10. Pour tout entier n ≥ 2, on a :

cos (nθ) = Re ((cos (θ) + i sin (θ))
n
) =

∑
0≤2k≤n

(
n

2k

)
(−1)

k
sin2k (θ) cosn−2k (θ)

=
∑

0≤2k≤n

(
n

2k

)
(−1)

k (
1− cos2 (θ)

)k
cosn−2k (θ)

ce qui permet de déduire que cos (nθ) est constructible puisque l’ensemble K des
nombres constructibles est un corps. Pour n = 0, le résultat est évident et pour
n < 0 on utilise la parité de la fonction cos . Avec sin (nθ) = ±

√
1− cos2 (nθ)

et le fait que K est un corps stable par racine carrée, on déduit que sin (nθ) est
constructible.

11.

(a) Pour m = 0, P1 = {I} est constructible et pour m = 1, P2 = {O, I} est
également constructible. Supposons le résultat acquis pour m ≥ 1. Avec :

cos

(
2π

2m

)
= cos

(
2

2π

2m+1

)
= 2 cos2

(
2π

2m

)
− 1

et cos

(
2π

2m+1

)
> 0, on déduit que cos

(
2π

2m+1

)
=

√
1

2

(
1 + cos

(
2π

2m

))
est constructible.

(b) Supposons que n = qm. Avec cos

(
2π

m

)
= cos

(
q
2π

n

)
et le résultat de la

question III.10, on déduit que Pm est constructible si Pn l’est.
(c) Si Pnm est constructible il en est alors de même de Pn et Pm d’après la

question précédente (que n et m soient premiers entre eux ou pas). Si Pn
et Pm sont constructibles avec n et m premiers entre eux, en utilisant la
relation de Bézout, 1 = un+ vm, on déduit que :

cos

(
2π

nm

)
= cos

(
u
2π

m
+ v

2π

n

)
= cos

(
u
2π

m

)
cos

(
v
2π

n

)
− sin

(
u
2π

m

)
sin

(
v
2π

n

)

et il en résulte que cos

(
2π

nm

)
est constructible, c’est-à-dire que Pnm est

constructible.
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(d) Si Ppm est constructible il en est alors de même de Pp2 (on a m ≥ 2) et

le réel α = cos

(
2π

p2

)
est constructible, donc algébrique de degré 2r avec

r ≥ 0. Mais on a vu que d (α,Q) =
φ
(
p2
)

2
=
p (p− 1)

2
, ce qui entraîne que

p (p− 1) = 2r+1 avec p impair, ce qui est impossible.

(e) Si le polygone Pp est constructible, le réel α = cos

(
2π

p

)
est alors construc-

tible et on a d (α,Q) =
φ (p)

2
=
p− 1

2
= 2r, ce qui entraîne p = 2s+1 avec

s ≥ 1. Supposons que s = ab avec a ≥ 3 impair. On a alors p =
(
2b
)a

+1 =(
2b + 1

) a−1∑
k=0

(−1)
k (

2b
)k
, c’est-à-dire que p est divisible par 2b + 1 ≥ 2.

Mais p est premier, donc p = 2b + 1, soit 2ab = 2b et b = 0, ce qui donne
p = 2 incompatible avec p ≥ 3. On a donc ainsi montré que 2 est le seul
facteur premier de s, c’est-à-dire que s = 2k et p = 22

k

+ 1 est un nombre
de Fermat.

(f) Si n = 2m avec m ≥ 2, on a vu que Pn est constructible. Sinon la dé-
composition en facteurs premiers de n est de la forme n = 2mpm1

1 · · · pmk

k

avec m ≥ 0, les mj ≥ 1 et les pj premiers impairs distincts. Chaque P
p
mj
j

étant nécessairement constructibles, on a mj = 1 pour tout j et chaque
Ppj étant constructible, le nombre premier pj est un nombre de Fermat.
La réciproque de ce résultat est vraie (théorème de Gauss) et peut être

montrée en utilisant la théorie de Galois. Par exemple, α = cos

(
2π

5

)
est

constructible de degré 4. Le polynôme minimal de ω = e
2iπ
5 est Φ5 (X) =

1 +X +X2 +X3 +X4. En posant Y = X +
1

X
, on a :

Φ5 (X) = X2

(
X2 +X + 1 +

1

X
+

1

X2

)
= X2

(
Y 2 + Y + 1

)
et de Φ5 (ω) = 0, on déduit que α est racine du polynôme X2 +

X

2
− 1

4
.

Ce polynôme est donc le polynôme minimal de α et α =

√
5− 1

4
(c’est la

racine positive).
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Chapitre 12

Algèbre linéaire et bilinéaire

Exo Sup 12.1. Formule d’inversion de Pascal

1. Soient n < m deux entiers naturels. Montrer que :
m∑
k=n

(−1)
m−k

(
m

k

)(
k

n

)
= 0

2. Exploitant la question précédente, montrer que si (fn)n∈N et (gn)n∈N sont

deux suites numériques telles que fn =

n∑
k=0

(
n

k

)
gk pour tout n ∈ N, on

a alors gn =

n∑
k=0

(−1)
n−k

(
n

k

)
fk pour tout n ∈ N (formule d’inversion

de Pascal).
3. En exploitant la question précédente, donner pour tout n ∈ N une ex-

pression de l’inverse de la matrice de Pascal :

Pn+1 =



(
0
0

)
0 · · · · · · 0(

1
0

) (
1
1

)
0 · · · 0(

2
0

) (
2
1

) (
2
2

) . . . 0
...

...
. . . . . . 0(

n
0

) (
n
1

)
· · ·

(
n
n−1

) (
n
n

)


Solution.

165
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1. Pour n ≤ k ≤ m, on a
(
m

k

)(
k

n

)
=

m!

k! (m− k)!

k!

n! (k − n)!
=
m!

n!

1

(m− k)! (k − n)!
et :

m∑
k=n

(−1)
m−k

(
m

k

)(
k

n

)
=
m!

n!

m∑
k=n

(−1)
m−k 1

(m− k)! (k − n)!

=
m!

n!

m−n∑
j=0

(−1)
m−n−j 1

(m− n− j)!j!

= (−1)
m−n m!

n! (m− n)!

m−n∑
j=0

(−1)
j (m− n)!

(m− n− j)!j!

= (−1)
m−n

(
m

n

)m−n∑
j=0

(
m− n

j

)
(−1)

j

= (−1)
m−n

(
m

n

)
(1− 1)

m−n
= 0

2. Pour tout n ∈ N, on a :

n∑
k=0

(−1)
n−k

(
n

k

)
fk =

n∑
k=0

(−1)
n−k

(
n

k

) k∑
j=0

(
k

j

)
gj

=
∑

0≤j≤k≤n

(−1)
n−k

(
n

k

)(
k

j

)
gj =

n∑
j=0

 n∑
k=j

(−1)
n−k

(
n

k

)(
k

j

) gj = gn

3. On a det (Pn+1) = 1, donc Pn+1 est inversible. Calculer son inverse revient à
résoudre le système linéaire Pn+1G = F, où F = (fk)0≤k≤n est donné dans Rn+1

et G = (gk)0≤k≤n ∈ Rn+1 est l’inconnue. Ce système s’écrit fk =

k∑
j=0

(
k

j

)
gj

pour 0 ≤ k ≤ n et implique que gk =

k∑
j=0

(−1)
k−j

(
k

j

)
fj pour tout k compris

entre 0 et n, ce qui se traduit par :

P−1
n+1 =



(
0
0

)
0 · · · · · · 0

−
(
1
0

) (
1
1

)
0 · · · 0(

2
0

)
−
(
2
1

) (
2
2

) . . . 0
...

...
. . . . . . 0

(−1)
n (n

0

)
(−1)

n−1 (n
1

)
· · · (−1)

(
n
n−1

) (
n
n

)


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Exo Sup 12.2. Polynôme minimal

K est un corps commutatif, K [X] l’algèbre des polynômes à coefficients
dans K, E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie et L (E)
l’algèbre des endomorphismes de E. Pour tout endomorphisme u de E,
K [u] = {P (u) | P ∈ K [X]} est la sous-algèbre de L (E) engendrée par u.
En notant E∗ l’espace dual de E, le transposée de u ∈ L (E) est l’endomor-
phisme tu de E∗ défini par tu (φ) = φ ◦ u pour tout φ ∈ E∗.
u désigne un endomorphisme de u et Iu = {P ∈ K [X] | P (u) = 0} .

1. Montrer que l’ensemble Iu est un idéal de K [X] (idéal annulateur de u).
Dans le cas où Iu n’est pas réduit à {0} , le générateur unitaire de cet
idéal est appelé polynôme minimal de u et on le note πu (l’anneau K [X]
est principal). Ce polynôme minimal est de degré pu ≥ 1.

2. Montrer que u et tu ont même idéal annulateur (et en conséquence,
même polynôme minimal quand Iu ̸= {0}).

3. Montrer qu’en dimension finie, l’idéal Iu n’est pas réduit à {0} . Donner
des exemples de situations où Iu = {0} .

4. On suppose que Iu ̸= {0} .

(a) Montrer que les valeurs propres de u sont des racines de πu.
(b) Montrer que K [u] est un espace vectoriel de dimension pu iso-

morphe à l’espace quotient K [X]

(πu)
, où (πu) est l’idéal de K [X] en-

gendré par πu.
(c) Montrer que u ∈ GL (E) si, et seulement si, πu (0) ̸= 0. Donner

dans ce cas une expression de l’inverse u−1 et de son polynôme
minimal.

(d) Montrer que si P ∈ K [X] \ {0} est premier avec πu, alors P (u) a
même polynôme minimal que u.

5. On suppose que u ∈ GL (E) . Montrer que Iu ̸= {0} (i.e. u admet un
polynôme minimal) si, et seulement si, u−1 ∈ K [u] .

Solution.
1. Iu étant le noyau du morphisme d’anneaux P ∈ K [X] 7→ P (u) ∈ L (E) , c’est

un idéal de K [X] .

2. Pour tout entier naturel k, on a ( tu)
k
= tuk et pour tout polynôme P ∈ K [X] ,

P ( tu) = t (P (u)) , donc P ( tu) = 0 si, et seulement si, P (u) = 0 et en
conséquence, Itu = Iu.

3.

(a) Pour E de dimension n ≥ 1, l’espace L (E) qui est isomorphe à Mn (K) est
de dimension n2, donc pour tout u ∈ L (E) la famille

(
uk
)
0≤k≤n2 est liée,

ce qui revient à dire qu’il existe un polynôme non nul P tel P (u) = 0 et en
conséquence Iu ̸= {0} . On peut aussi dire que le polynôme caractéristique
de u (qui est non nul) est dans Iu d’après le théorème de Cayley-Hamilton.



168 Algèbre linéaire et bilinéaire

(b) On vérifie que l’idéal annulateur ID de l’endomorphisme D de dérivation
qui associe à toute fonction f ∈ E = C∞ (R,R) sa dérivée f ′ est réduit

à {0} . En effet, dans le cas contraire, en désignant par P =

p∑
k=0

akX
k un

polynôme annulateur non nul de D et, pour tout réel λ, par fλ : t 7→ eλt,

on a alors 0 = P (D) (fλ) =

p∑
k=0

akD
k (fλ) =

(
p∑
k=0

akλ
k

)
fλ = P (λ) fλ et

P (λ) = 0. Ce polynôme non nul P a donc une infinité de racines, ce qui
n’est pas possible. On a donc ID = {0} .
On peut aussi considérer l’isomorphisme u de K [X] défini par u (Xn) =
(n+ 1)Xn pour tout entier n ∈ N. S’il admet un polynôme annulateur P
non nul, des égalités 0 = P (u) (Xn) = P (n+ 1)Xn, on déduit que P a
une infinité de racines, ce qui n’est pas possible.
De manière plus générale, pour E de dimension infinie dénombrable de
base (en)n∈N , l’isomorphisme u de E défini par u (en) = (n+ 1) en pour
tout entier n ∈ N a un idéal annulateur réduit à {0} .

4. Pour Iu ̸= {0} , on désigne par πu le polynôme minimal de u.

(a) Si λ ∈ K est une valeur propre de u et x ∈ E \ {0} un vecteur propre
associé, de l’égalité 0 = πu (u) (x) = πu (λ)x, on déduit que πu (λ) = 0,
c’est-à-dire que λ est racine de πu. Réciproquement si λ ∈ K est racine de
πu, on a alors πu (X) = (X − λ)Q (X) avec Q (u) ̸= 0 (caractère minimal
de πu) et pour tout x ∈ E, on a (u− λId) (Q (u) (x)) = πu (u) (x) = 0,
ce qui nous dit que λ est une valeur propre de u en prenant x tel que
Q (u) (x) ̸= 0.
Ce résultat nous permet de construire des endomorphismes sans polynôme
minimal en dimension infinie. Il suffit de prendre comme à la question
précédente, u ayant une infinité de valeurs propres (endomorphisme de
dérivation, u tel que u (en) = λnen, ...).

(b) Pour tout polynôme P ∈ K [X] , on a la division euclidienne P = πuQ+R

avec R =

pu−1∑
k=0

αkX
k et compte tenu de l’égalité πu (u) = 0, on a P (u) =

R (u) =

pu−1∑
k=0

αku
k ∈ Kpu−1 [u] = {P (u) | P ∈ Kpu−1 [X]} . On a donc

l’égalité K [u] = Kpu−1 [u] et la famille
(
uk
)
0≤k≤pu−1

engendre K [u] . Si
pu−1∑
k=0

αku
k = 0, le polynôme P =

pu−1∑
k=0

αkX
k est alors multiple de πu et

en conséquence nul puisque deg (πu) = pu. La famille
(
uk
)
0≤k≤pu−1

est
donc libre et c’est une base de K [u] . Il en résulte que dim (K [u]) = pu. Le
morphisme d’algèbres φ : P 7→ P (u) qui est surjectif de K [X] sur K [u]

de noyau (πu) induit alors un isomorphisme d’algèbres de K [X]

(πu)
sur K [u]

(c’est l’application φ : P 7→ P (u)).
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(c) Si u ∈ GL (E) , on a alors ker (u) = {0} et 0 n’est pas valeur propre de u, ce
qui équivaut à dire que πu (0) ̸= 0. Réciproquement si πu (0) ̸= 0, on a alors

πu (u) =

pu∑
k=0

aku
k = 0 avec pu ≥ 1 et a0 ̸= 0, donc u ◦

pu∑
k=1

aku
k−1 = −a0Id

et u est inversible d’inverse u−1 = − 1

a0

pu∑
k=1

aku
k−1 ∈ K [u] . De l’égalité

πu (u) = up+
pu−1∑
k=0

aku
k = 0, on déduit, en multipliant par

(
u−1

)pu que l’on

a Id +
pu−1∑
k=0

ak
(
u−1

)p−k
= 0, donc le polynôme Q (X) = 1 +

pu−1∑
k=0

akX
p−k

annule u−1, ce polynôme étant de degré pu puisque a0 ̸= 0. Le polynôme
πu−1 divisant Q, il est de degré au plus pu. Si πu−1 est de degré 1 ≤ q < pu,

on a alors une relation du type
(
u−1

)q
+

q−1∑
k=0

bk
(
u−1

)k
= 0 et multipliant par

uq, cela donne Id+
q−1∑
k=0

bku
q−k = 0 qui contredit le fait que deg (πu) = pu. Le

polynôme πu−1 est donc de degré pu. Comme il est unitaire divisant Q qui

est de même degré, on a πu−1 =
1

a0
Q, soit πu−1 (X) =

1

πu (0)
Xpuπu

(
1

X

)
.

(d) En notant v = P (u) , on a πu (v) = (πuP ) (u) = πu (u)◦P (u) = 0, donc πv
divise πu (que P soit premier ou non avec πu). De 0 = πv (v) = (πvP ) (u) ,
on déduit que πu divise πvP et dans le cas où πu est premier avec P, il
en résulte que πu divise πv et πu = πv puisque ces deux polynômes sont
unitaires.

5. On a déjà vu que si Iu ̸= {0} , alors u−1 ∈ K [u] . Réciproquement, si u−1 =
P (u) ∈ K [u] , on a alors Q (u) = u ◦ P (u)− Id = 0 avec Q (X) = XP (X)− 1
non nul, donc Iu ̸= {0} .

Exo Sup 12.3. Diagonalisation des matrices complexes normales

On rappelle qu’une matrice complexe A ∈ Mn (C) est dite normale si
A∗A = AA∗, où A∗ = tA.

1. Montrer qu’une matrice complexe normale se diagonalise dans une base
orthonormée.

2. Montrer qu’une matrice hermitienne [resp. unitaire] se diagonalise dans
une base orthonormée.

3. Montrer qu’une matrice A ∈ Mn (C) est normale si et seulement si il
existe un polynôme P à coefficients complexes tel que A∗ = P (A) .

4. Soit A ∈ GLn (C) , montrer qu’il existe deux matrices unitaires U, V et
une matrice diagonale D à coefficients réels strictement positifs telles
que A = UDV ∗ (décomposition singulière de la matrice A).
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5. Soient A et B deux matrices hermitiennes positives dans Mn (C) . Mon-
trer que 0 ≤ Tr (AB) ≤ Tr (A)Tr (B) .

6. Montrer que le sous groupe Un (C) de GLn (C) formé des matrices uni-
taires est connexe par arcs.

Solution. Cn est muni de sa structure hermitienne canonique.

1. On montre tout d’abord que pour toute valeur propre λ ∈ C de A, le sous espace
propre associé Eλ = ker (A− λIn) est stable par A∗ et que son orthogonal E⊥

λ

est stable par A et par A∗, ce qui permet de raisonner par récurrence sur l’ordre
n de la matrice A.
Pour tout x ∈ Eλ on a, puisque A est normale, AA∗x = A∗Ax = λA∗x, donc
A∗x ∈ Eλ. C’est-à-dire que Eλ est stable par A∗. Il en résulte que pour x ∈ E⊥

λ

et y ∈ Eλ, on a A∗y ∈ Eλ et ⟨Ax | y⟩ = ⟨x | A∗y⟩ = 0, c’est-à-dire que Ax ∈ E⊥
λ

et E⊥
λ est stable par A. Puis en écrivant que :

⟨A∗x | y⟩ = ⟨x | Ay⟩ = ⟨x | λy⟩ = λ̄ ⟨x | y⟩ = 0

on déduit que A∗x ∈ E⊥
λ et E⊥

λ est stable par A∗.
On raisonne ensuite par récurrence sur la dimension n de l’espace vectoriel
euclidien E. Pour n = 1 le résultat est évident. Supposons le acquis pour toute
matrice normale d’ordre p ∈ {1, · · · , n− 1} . Soient λ une valeur propre de
A et Eλ l’espace propre associé. Si Eλ = E alors A est une homothétie et
toute base orthonormée de E convient. Si Eλ ̸= E, alors E⊥

λ est de dimension
p ∈ {1, · · · , n− 1} et la restriction B de A à E⊥

λ est un endomorphisme normal
de E⊥

λ (une matrice est identifiée à l’application linéaire qu’elle définie dans
la base canonique de E). Il existe donc une base orthonormée de E⊥

λ formée
de vecteurs propres de B, donc de A. En complétant cette base par une base
orthonormée de Eλ on obtient une base orthonormée de E formée de vecteurs
propres de A.

2. Résulte du fait qu’une matrice hermitienne ou unitaire est normale.
3. Une matrice normale se diagonalisant dans une base orthonormée, il existe une

matrice unitaire U et une matrice diagonale D telles que D = U∗AU. En notant
λ1, λ2, · · · , λp les valeurs propres deux à deux distinctes de A avec 1 ≤ p ≤ n,
on désigne par P ∈ Cp−1 [X] le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par
P (λk) = λk pour tout k compris entre 1 et p, on a D∗ = P (D) = U∗P (A)U
et P (A) = UD∗U∗ = (UDU∗)

∗
= A∗. La réciproque est évidente.

4. La matrice A∗A étant hermitienne définie positive (pour x ∈ Cn non nul on a
⟨A∗Ax | x⟩ = ∥Ax∥22 > 0), il existe une matrice unitaire V telle que :

V ∗ (A∗A)V =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn


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avec λi ∈ R∗
+ pour tout i ∈ {1, · · · , n} (la matrice A est inversible). En notant

W = AV, on a alors W ∗W = D2, où :

D =


√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0
√
λn


En notant U = WD−1, on U∗U = D−1W ∗WD−1 = D−1D2D−1 = In, ce
qui signifie que la matrice U est unitaire. On a donc en définitive, U∗AV =
D−1W ∗W = D−1D2 = D, avec D diagonale à coefficients réels strictement
positifs.

5. En désignant par (e1)1≤i≤n la base canonique de Cn, on a pour toute matrice
A = ((aij))1≤i,j≤n dans Mn (C) , aij = ⟨Aej | ei⟩ pour 1 ≤ i, j ≤ n et dans le
cas particulier où A est hermitienne positive on aboutit à aii = ⟨Aei | ei⟩ ≥ 0
pour 1 ≤ i ≤ n.
Pour A diagonale hermitienne positive, on a :

A =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn


avec λi ∈ R+ pour tout i. Pour toute matrice B ∈ Mn (C) hermitienne positive,
on a bii ≥ 0 pour tout i et :

0 ≤ Tr (AB) =

n∑
i=1

λibii ≤

(
n∑
i=1

λi

)(
n∑
i=1

bii

)
= Tr (A)Tr (B)

Dans le cas général, on sait que, si A est hermitienne positive, alors toutes les
valeurs propres de A sont réelles positives et il existe une matrice unitaire U
telle que :

A = U


λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

U∗ = UDU∗

avec λi ∈ R+ pour tout i. En remarquant que AB = U (DU∗BU)U∗ est
semblable à D (U∗BU) = DC, on a Tr (AB) = Tr (DC) . Mais D est diagonale
hermitienne positive et C hermitienne positive unitairement semblable à B,
donc Tr (AB) = Tr (DC) ≤ Tr (D)Tr (C) = Tr (A)Tr (B) .

6. Une matrice unitaire a toutes ses valeurs propres de module 1 et se diagonalise
dans une base orthonormée. Pour tout A ∈ Un (C) il existe donc une matrice
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diagonale :

D =


eiθ1 0 · · · 0

0 eiθ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 eiθn


et une matrice unitaire U ∈ Un (C) telles que A = UDU∗. En posant, pour tout
t ∈ [0, 1] , γ (t) = UD (t)U∗, où :

D (t) =


eitθ1 0 · · · 0

0 eitθ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 eitθn


on définit un chemin continu dans Un (C) qui relie In et A, ce qui prouve la
connexité par arcs de Un (C) .

Exo Sup 12.4. Équations différentielles et valeurs propres

1. On s’intéresse à l’équation différentielle y′′ + 2xy′ +
(
x2 − 1

)
y = 0 sur

R. On désigne par φ l’endomorphisme de E = C∞ (R,C) défini par :

∀y ∈ E, φ (y) = y′ + xy (12.1)

Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de φ et φ2, puis en
déduire les solutions de (12.1) .

2. Comment peut-on généraliser la question précédente ?

Solution.
1. (a) Pour λ ∈ C, l’équation φ (y) = λy équivaut à y′ + (x− λ) y = 0, ce qui est

encore équivalent à y (x) = αe−
x2

2 +λx. Donc tout complexe λ est valeur
propre de φ avec pour espace propre associé la droite dirigée par la fonction
yλ (x) = e−

x2

2 +λx.

(b) Pour λ ∈ C, dire que y ∈ E vérifie φ2 (y) = λy revient à dire que y ∈
ker
(
φ2 − λId

)
. Si λ ̸= 0, il existe un nombre complexe non nul µ tel que

λ = µ2 et le théorème des noyaux nous dit que :

ker
(
φ2 − µ2Id

)
= ker (φ− µId)⊕ ker (φ+ µId)

Il en résulte que tout complexe non, nul λ est valeur propre de φ2, l’espace
propre associé étant, pour λ = µ2, le plan engendré par yµ et y−µ.
Pour λ = 0, φ2 (y) = 0 équivaut à φ (φ (y)) = 0, soit φ (y) = y′ + xy =

αy0 = αe−
x2

2 et y = βe−
x2

2 + e−
x2

2

∫ x

0

αe−
t2

2 e
t2

2 dt = (αx+ β) e−
x2

2 . Il en

résulte que 0 est valeur propre de φ2, l’espace propre associé étant le plan
engendré par y0 et xy0.
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(c) Avec φ2 (y) = y′′ + 2xy′ +
(
x2 + 1

)
y, on déduit que :

y′′ + 2xy′ +
(
x2 − 1

)
y = 0 ⇔ φ2 (y) = 2y

ce qui équivaut à y (x) = e−
x2

2

(
αe

√
2x + βe−

√
2x
)
, où α et β sont deux

constantes.
2. Dans un cadre plus général, soit a une fonction de classe C∞ de R dans C et φ

l’endomorphisme de E = C∞ (R,C) défini par φ (y) = y′ + ay pour tout y ∈ E.
Pour λ ∈ C, l’équation φ (y) = λy équivaut à y′ + (λ− a) y = 0, qui est encore

équivalent à y (x) = αeλx−A(x), où A (x) =

∫ x

x0

a (t) dt. Donc tout complexe λ

est valeur propre de φ avec pour espace propre associé la droite dirigée par la
fonction yλ (x) = eλx−A(x). Pour λ = µ2 ∈ C∗, on a :

ker
(
φ2 − µ2Id

)
= ker (φ− µId)⊕ ker (φ+ µId)

et φ2 (y) = λy équivaut à y (x) = e−A(x) (αeµx + βe−µx) . Pour λ = 0, φ2 (y) =
0 équivaut à φ (y) = y′ + ay = αy0 = αe−A(x) et y (x) = (αx+ β) e−A(x). Il
en résulte que 0 est valeur propre de φ2, l’espace propre associé étant le plan
engendré par y0 et xy0. Ce qui veut dire, avec φ2 (y) = y′′ +2ay′ +

(
a2 + a′

)
y,

que l’on a résolu l’équation différentielle y′′ + 2ay′ +
(
a2 + a′ − λ

)
y = 0 pour

tout λ ∈ C, en se ramenant à des équations différentielles d’ordre 1.

Exo Sup 12.5. Polynômes orthogonaux vecteurs propres d’un opé-
rateur différentiel

Soient A (X) = a0 + a1X + a2X
2 et B (X) = b0 + b1X dans R [X] tels

que pa2 + b1 ̸= 0 pour tout p ∈ N. On leur associe l’opérateur différentiel u
défini sur R [X] par u (P ) = AP ′′+BP ′ pour tout P ∈ R [X] et on suppose
qu’il existe un intervalle ouvert I = ]a, b[ avec −∞ ≤ a < b ≤ +∞ et une
fonction π : I → R+,∗ de classe C∞ telle que :

∀x ∈ I, A (x) y′ (x) = (B (x)−A′ (x)) y (x)

∀k ∈ N,
∫ b

a

∣∣xk∣∣π (x) dx < +∞ et lim
x→a
x>a

xnA (x)π (x) = lim
x→b
x<b

xnA (x)π (x) = 0

On munit alors l’espace vectoriel R [X] du produit scalaire défini par :

∀ (P,Q) ∈ (R [X])
2
, ⟨P | Q⟩ =

∫ b

a

P (x)Q (x)π (x) dx

1. Montrer que, pour n ∈ N, la restriction un de u à Rn [X] est diagona-
lisable de valeurs propres λk = k ((k − 1) a2 + b1) (0 ≤ k ≤ n) , chaque
espace propre ker (un − λkId) , pour 0 ≤ k ≤ n, étant de dimension 1
engendré par un polynôme unitaire Pk de degré k.

2. Montrer que l’opérateur u est symétrique pour le produit scalaire associé
à la fonction π (i.e. ⟨u (P ) | Q⟩ = ⟨P | u (Q)⟩ pour tous P,Q dans R [X])
et que (Pn)n∈N est une base orthogonale de (R [X] , ⟨· | ·⟩) .
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3. On désigne par (φn)n∈N la suite de fonctions définie par φn = πAn pour
tout n ∈ N.

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N et tout k compris entre 0 et n − 1,

on a φ(k)
n = πAn−kQn,k où Qn,k est un polynôme de degré k.

(b) Montrer que, pour tout n ∈ N, Qn,n =
1

π
φ
(n)
n est un polynôme de

degré n, puis que la famille (Qn,n)n∈N est une base orthogonale de
(R [X] , ⟨· | ·⟩) .

4. Déduire de ce qui précède qu’il existe une suite (αn)n∈N de réels tous non
nuls telle que :

∀n ∈ N, Pn = αn
1

π
(πAn)

(n)

5. Traiter les cas (A (X) , B (X)) =
(
X2 − 1, 2X

)
sur ]−1, 1[ ,

(A (X) , B (X)) =
(
X2 − 1, X

)
sur ]−1, 1[ , (A (X) , B (X)) =

(X,−X + 1) sur ]0,+∞[ et (A (X) , B (X)) = (1,−2X) sur R.

Solution.
1. En désignant par (ek)0≤k≤n =

(
Xk
)
0≤k≤n la base canonique de Rn [X] , on a

pour tout entier k compris entre 0 et n : un (e0) = 0 ∈ R0 [X]
un (e1) = b0 + b1X ∈ R1 [X]
un (ek) = k (k − 1)A (X)Xk−2 + kB (X)Xk−1 ∈ Rk [X]

Il en résulte que la matrice de un dans cette base est triangulaire supérieure,
chaque coefficient diagonal λk étant donné par le coefficient dominant de un (ek) ,
soit :

λk = k ((k − 1) a2 + b1) (0 ≤ k ≤ n)

Pour 0 ≤ p, q ≤ n, l’égalité λp = λq est équivalente à :(
p2 − p− q2 + q

)
a2 + (p− q) b1 = 0

soit à (p− q) ((p+ q − 1) a2 + b1) = 0. En supposant que ka2 + b1 ̸= 0 pour
tout entier k, cette égalité équivaut à p = q.
L’endomorphisme un a donc n+1 = dim (Rn [X]) valeurs propres distinctes et
en conséquence est diagonalisable, chaque espace propre étant de dimension 1.
Si, pour k compris entre 0 et n, Pk est un vecteur propre non nul de un associé
à la valeur propre λk, c’est aussi un vecteur propre de uk associé à λk (uk est
la restriction à Rk [X] de un et les espaces propres sont de dimension 1) ce qui
implique que Pk ∈ Rk [X] . En tenant compte du fait que (P0, · · · , Pk) est une
base de Rk [X] , on déduit que Pk est nécessairement de degré k. Ce polynôme
Pk pouvant être choisi unitaire.

2. Comme π est solution sur I de l’équation différentielle Ay′ = (B −A′) y, on en
déduit que pour tout polynôme P, on a sur l’intervalle I :

πu (P ) = π (AP ′′ +BP ′) = πAP ′′ + (Aπ′ +A′π)P ′ = (πAP ′)
′
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et pour tout polynôme Q, une intégration par parties nous donne, en tenant
compte des conditions lim

x→a
x>a

xnA (x)π (x) = lim
x→b
x<b

xnA (x)π (x) = 0 :

⟨u (P ) | Q⟩ =
∫ b

a

(πAP ′)
′
(x)Q (x) dx = −

∫ b

a

A (x)P ′ (x)Q′ (x)π (x) dx

L’expression obtenue étant une fonction symétrique de (P,Q) , on déduit que
⟨u (P ) | Q⟩ = ⟨P | u (Q)⟩ .
Si n,m sont deux entiers naturels distincts, on a alors :

λn ⟨Pn | Pm⟩ = ⟨u (Pn) | Pm⟩ = ⟨Pn | u (Pm)⟩ = λm ⟨Pn | Pm⟩

et nécessairement ⟨Pn | Pm⟩ = 0.

3.
(a) Le résultat est vrai pour k = 0 avec Qn,0 = 1.

La fonction π étant de classe C∞ sur I, il en est de même de φn avec :

φ′
n = An−1 (π′A+ nπA′) = An−1 (πB − πA′ + nπA′) = πAn−1Qn,1

avec Qn,1 = B + (n− 1)A′ de degré 1 (son coefficient dominant est égal à
b1 + 2 (n− 1) a2 ̸= 0), ce qui nous donne le résultat pour k = 1.
En supposant le résultat acquis jusqu’au rang k ≤ n− 1, on a :

φ(k+1)
n =

(
πAn−kQn,k

)′
= πAn−k−1Qn,k+1

avec Qn,k+1 = (B + (n− k − 1)A′)Qn,k + AQ′
n,k ∈ Rk+1 [X] . En notant

cj le coefficient dominant de Qn,j , celui de Qn,k+1 est donné par :

ck+1 = (b1 + (2n− k − 2) a2) ck ̸= 0

(pour 0 ≤ k ≤ n− 1, on a 2n− k − 2 ≥ 0), c’est-à-dire que Qn,k+1 est de
degré k + 1.

(b) On sait déjà que Qn,n est un polynôme de degré n et (Qn,n)n∈N est une
base de R [X] (suite de polynômes échelonnés en degrés).
Pour montrer que la famille (Qn,n)n∈N est orthogonale, il nous suffit de
montrer que :

∀n ≥ 1, ∀P ∈ Rn−1 [X] , ⟨Qn,n | P ⟩ = 0

En utilisant la formule d’intégration par partie généralisée on a, pour tout
intervalle [α, β] contenu dans I, tout entier n ≥ 1 et tout polynôme P ∈
R [X] : ∫ β

α

Qn,n (x)P (x)π (x) dx =

∫ β

α

φ(n)
n (x)P (x) dx

=

[
n−1∑
k=0

(−1)
k
φ(n−k−1)
n P (k)

]β
α

+ (−1)
n
∫ β

α

φn (x)P
(n) (x) dx

=

[
n−1∑
k=0

(−1)
k
πAk+1Qn,n−k−1P

(k)

]β
α

+ (−1)
n
∫ β

α

φn (x)P
(n) (x) dx
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et en faisant tendre α vers a et β vers b, on obtient compte tenu des
conditions lim

x→a
x>a

xnA (x)π (x) = lim
x→b
x<b

xnA (x)π (x) = 0 :

⟨Qn,n | P ⟩ = (−1)
n
∫ b

a

φn (x)P
(n) (x) dx

Pour P ∈ Rn−1 [X] , on a P (n) = 0 et ⟨Qn,n | P ⟩ = 0.

4. Les familles de polynômes (Pn)n∈N et (Qn,n)n∈N étant orthogonales avec deg (Pn) =

deg (Qn,n) = n, on peut écrire Qn,n =

n∑
k=0

λkPk et λk = ⟨Qn,n | Pk⟩ = 0 pour

0 ≤ k ≤ n− 1, donc et Qn,n = λnPn avec λn ̸= 0.

5.

(a) Pour A (X) = X2 − 1 et B (X) = 2X, l’opérateur différentiel associé est
défini par :

∀P ∈ R [X] , u (P ) =
(
X2 − 1

)
P ′′ + 2XP ′

et ses valeurs propres sont données par λn = n (n+ 1) , où n ∈ N (ce qui ré-
sulte de u (1) = 0, u (X) = 2X et u (Xn) = n (n+ 1)Xn−n (n− 1)Xn−2

pour n ≥ 2). La fonction poids correspondante est solution de
(
x2 − 1

)
y′ =

0. Sur l’intervalle I = ]−1, 1[ , π est une fonction constante réelle C non
nulle. Pour C = 1, on retrouve les polynômes de Legendre. Pour tout n ∈ N
le polynôme Pn = αn

((
1− x2

)n)(n) est la solution polynomiale unitaire
de l’équation différentielle

(
x2 − 1

)
y′′ + 2xy′ − n (n+ 1) y = 0.

(b) Pour A (X) = X2 − 1 et B (x) = X, l’opérateur différentiel associé est
défini par :

∀P ∈ R [X] , u (P ) =
(
X2 − 1

)
P ′′ +XP ′

et ses valeurs propres sont données par λn = n2, où n ∈ N. La fonction
poids correspondante est solution de

(
x2 − 1

)
y′ = −xy. Si on se place sur

I = ]−1, 1[ , on obtient π (x) = C√
1− x2

, où C est une constante réelle non

nulle. Pour C = 1, on retrouve les polynômes de Tchebychev de première

espèce. Pour n ∈ N le polynôme Pn = αn
√
1− x2

((
1− x2

)n− 1
2

)(n)
est

la solution polynomiale unitaire de l’équation différentielle
(
x2 − 1

)
y′′ +

xy′ − n2y = 0.

(c) Pour A (x) = X et B (x) = −X + 1, l’opérateur différentiel associé est
défini par :

∀P ∈ R [X] , u (P ) = XP ′′ + (1−X)P ′

et ses valeurs propres sont données par λn = −n, où n ∈ N. La fonction
poids correspondante est solution de xy′ = −xy. Si on se place sur I =
]0,+∞[ , on obtient π (x) = Ce−x, où C est une constante réelle non nulle.
En prenant C = 1, on retrouve les polynômes de Laguerre. Pour tout n ∈ N
le polynôme Pn = αne

x (xne−x)
(n) est la solution polynomiale unitaire de

l’équation différentielle xy′′ + (1− x) y′ + ny = 0.



Algèbre linéaire et bilinéaire 177

(d) Pour A (X) = 1 et B (X) = −2X, l’opérateur différentiel associé est alors
défini par :

∀P ∈ R [X] , L (P ) = P ′′ − 2XP ′

et ses valeurs propres sont données par λn = −2n, où n ∈ N. La fonction
poids correspondante est solution de y′ = −2xy. Si on se place sur I = R,
on obtient π (x) = Ce−x

2

, où C est une constante réelle non nulle. En
prenant C = 1, on retrouve les polynômes d’Hermite. Pour n ∈ N le

polynôme Pn = αne
x2
(
e−x

2
)(n)

est la solution polynomiale unitaire de
l’équation différentielle y′′ − 2xy′ + 2ny = 0.

Exo Sup 12.6. Matrices diagonalisable sur un corps fini

Soient p ≥ 2 un nombre premier et Fp le corps à p éléments Z
pZ
. On

se propose de montrer que deux matrices A et B qui sont diagonalisables
dans Mn (Fp) commutent si, et seulement si, pour tout λ ∈ Fp, la matrice
A+ λB est diagonalisable dans Mn (Fp) .
Il est classique de vérifier, pour tout corps commutatif K, que si A,B dans
Mn (K) commutent et sont diagonalisables, alors A+λB est diagonalisable
pour tout λ ∈ K.

1. Montrer qu’une matrice A ∈ Mn (Fp) est diagonalisable si, et seulement
si, Ap = A.

2. Soient A,B deux matrices diagonalisables dans Mn (F2) . Montrer que
A et B commutent si, et seulement si, pour tout λ ∈ F2, la matrice
A+ λB est diagonalisable dans Mn (F2) .

3. On prend p ≥ 3 et on se donne A,B diagonalisables dans Mn (F3) telles
que A+ λB soit diagonalisable pour tout λ ∈ F3.

(a) Montrer que l’on peut se ramener au cas où B est une matrice
diagonale de M2 (F3) avec au moins une valeur propre nulle.

(b) On suppose que B =

(
0 0
0 β

)
avec β ∈ F3 \ {0} et on note

A =

(
a b
c d

)
dans M2 (F3) . Pour tout λ ∈ F3, on note Pλ le

polynôme caractéristique de A+λB et ∆(λ) le discriminant de Pλ.
(c) Montrer que, pour tout λ ∈ F3, ∆(λ) est un carré dans F3.

(d) Montrer que l’application λ 7→ ∆(λ) est une bijectiion de l’ensemble

E =

{
a− d

β
+ k | 0 ≤ k ≤ p− 1

2

}
sur l’ensemble C3 des carrés de

F3.

(e) Montrer que A et B commutent.

Solution.
1. Si A est diagonalisable dans Mn (Fp) , il existe alors une matrice inversible P

dans GLn (Fp) telle que D = P−1AP soit diagonale. En utilisant le théorème
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de Fermat pour p premier, qui nous dit que xp = x pour tout x ∈ Fp, on
déduit que Dp = D et Ap = PDpP−1 = PDP−1 = A. Réciproquement si on a

Ap = A, la matrice A est alors annulée par le polynôme Xp−X =

p−1∏
k=0

(
X − k

)
(encore le théorème de Fermat) qui est scindé à racines simples dans Fp et il en
résulte que A est diagonalisable dans Mn (Fp) .

2. Soient, A,B diagonalisables dans Mn (F2) telles que A+λB soit diagonalisable
pour tout λ ∈ F2. La matrice A + B étant diagonalisable dans Mn (F2) , on a
(A+B)

2
= A+B, ce qui équivaut à A2 +AB+BA+B2 = A+B, ou encore,

puisque A2 = A et B2 = B, à AB = −BA = BA (−1 = 1 dans F2).
3.

(a) En notant α, β les valeurs propres dans Fp de la matrice diagonalisable
B, la matrice B′ = B − αI2 est diagonalisable de valeurs propres 0 et
β′ = β − α. On a alors AB′ − B′A = AB − BA et pour tout λ ∈ Zp, la
matrice A + λB′ = A + λB − αλI2 est diagonalisable si, et seulement si,
A+ λB l’est. En remplaçant B par B′, on se ramène ainsi au cas où B a
au moins une valeur propre nulle.
En désignant par P une matrice inversible telle que P−1B′P = D′ =(

0 0
0 β′

)
et en notant A′ = P−1AP, pour tout λ ∈ Fp, la matrice

A′ + λD′ = P−1 (A+ λB′)P est diagonalisable comme A+ λB′ et avec :

A′D′ −D′A′ = P−1 (AB′ −B′A)P = P−1 (AB −BA)P

on déduit que (A′D′ = D′A′) ⇔ (AB = BA) . On s’est ainsi ramené au
cas où B est diagonale avec au moins une valeur propre nulle.

(b) Le polynôme caractéristique de A+ λB est :

Pλ (X) = X2 − Tr (A+ λB)X + det (A+ λB)

= X2 − (Tr (A) + λβ)X + det (A) + aβλ

=

(
X − Tr (A) + λβ

2

)2

− ∆(λ)

4

(Fp est de caractéristique différente de 2, donc 4 = 22 ̸= 0) où :

∆(λ) =
(
(Tr (A) + λβ)

2 − 4 (det (A) + aβλ)
)

= β2λ2 + 2 (Tr (A)− 2a)βλ+ (Tr (A))
2 − 4 det (A)

= (βλ+Tr (A)− 2a)
2
+ (Tr (A))

2 − 4 det (A)− (Tr (A)− 2a)
2

= (βλ+ d− a)
2
+ 4bc

est un polynôme de degré 2 en λ puisque β ̸= 0. Comme A + λB est
diagonalisable pour tout λ ∈ Fp, le polynôme Pλ a deux racines dans Fp
et ∆(λ) est un carré.
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(c) On vient de voir que l’application λ 7→ ∆(λ) est à valeurs dans l’ensemble
Cp des carrés de Fp. On vérifie que la restriction de ∆ à l’ensemble :

E =

{
a− d

β
+ k | 0 ≤ k ≤ p− 1

2

}

est injective. En effet, l’égalité ∆

(
a− d

β
+ k1

)
= ∆

(
a− d

β
+ k2

)
avec

k1, k2 compris entre 0 et p− 1

2
équivaut à k1

2
= k2

2 qui donne k1 = k2 ou
k1 = −k2, mais cette dernière égalité signifie que p divise k1 + k2 qui est
compris entre 0 et p − 1, ce qui n’est possible que pour k1 + k2 = 0, soit
pour k1 = k2 = 0. Avec card (E) = card (Cp) =

p+ 1

2
, on déduit que ∆

est bijective de E sur Fp.
(d) Comme ∆ est bijective de E sur Fp, il existe λ0 ∈ E ⊂ Fp tel que ∆(λ0) =

0. La matrice A+ λ0B a donc une valeur propre double et comme elle est
diagonalisable, elle est nécessairement scalaire. On a donc A+λ0B = µI2 et

A = µI2−λ0B =

(
µ 0
0 µ− λ0β

)
est une matrice diagonale qui commute

à B.
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Chapitre 13

Géométrie

Rien de neuf pour l’instant.
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