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Première partie

Leçons d’algèbre et de
géométrie

1





Chapitre 1

Exercices utilisant les permutations d’un
ensemble fini

Exercice 1.1. Groupes d’ordre 6 non commutatifs

On se propose de montrer que le groupe symétrique S3 est, à isomor-
phisme près, le seul groupe d’ordre 6 non commutatif. Soit G un groupe
non commutatif d’ordre 6.

1. Montrer qu’il existe dans G un élément g d’ordre 2 et un élément h
d’ordre 3.

2. Montrer que les gihj , pour i = 0, 1 et j = 0, 1, 2, sont deux à deux
distincts.

3. Montrer que G =
{
gihj | i = 0, 1 et j = 0, 1, 2

}
, puis que l’application

φ de G dans S3 définie par :

∀ (i, j) ∈ {0, 1} × (0, 1, 2) , φ
(
gihj

)
= τ i1γ

j
1

où τ1 = (1, 2) et γ1 = (1, 2, 3) , réalise un isomorphisme de groupes de G
sur S3.

Solution.

1. Comme G est non commutatif, il n’y a pas d’élément d’ordre 6 (sinon G est
cyclique). Si tous les éléments de G \ {1G} sont d’ordre 2, le groupe est alors
commutatif. Il existe donc un élément d’ordre 3. Si tous les éléments de G\{1G}
sont d’ordre 3, on a alors g 6= g−1 pour tout g 6= 1G et G \ {1G} =

⋃
g ̸=e

{
g, g−1

}
serait de cardinal pair, ce qui est absurde. Il existe donc dans G\{1G} au moins
un élément d’ordre 2. On peut aussi utiliser le théorème de Cauchy qui nous
dit qu’on peut trouver dans G, un élément g d’ordre 2 et un élément h d’ordre
3.

2. Si gihj = gi
′
hj

′
, on a alors gi−i′ = hj

′−j ∈ 〈g〉 ∩ 〈h〉 = {1} (〈g〉 ∩ 〈h〉 étant
contenu dans 〈g〉 d’ordre 2 et dans 〈h〉 d’ordre 3 a un ordre qui divise 2 et 3, cet
ordre est donc 1). On a donc gi−i′ = hj

′−j = 1, donc 2 divise i− i′ ∈ {−1, 0, 1}
et 3 divise j − j′ ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} , ce qui entraîne i = i′ et j = j′.

3



4 Exercices utilisant les permutations d’un ensemble fini

3. Il en résulte que G =
{
gihj | i = 0, 1 et j = 0, 1, 2

}
(inclusion et même cardi-

nal). L’application φ de G dans S3 définie par :

∀ (i, j) ∈ {0, 1} × (0, 1, 2) , φ
(
gihj

)
= τ i1γ

j
1

est bijective puisque les applications (i, j) 7→ gihj et (i, j) 7→ τ i1γ
j
1 sont bijectives

de {0, 1}× (0, 1, 2) sur G et S3 respectivement. Le fait que c’est un morphisme
de groupes provient des égalités hg = gh2 et h2g = gh dans G et S3 (avec
(g, h) = (τ1, γ1) dans ce cas). En effet, on a hg /∈

{
1G, g, h, h

2, gh
}

(comme g
est d’ordre 2 et h d’ordre 3, hg = 1G donne h = g, hg = g donne h = 1G,
hg = h donne g = 1G, hg = h2 donne g = 1G et hg = gh n’est pas possible
car G est non commutatif), donc hg = gh2 et h2g = hgh2 = gh4 = gh. Tenant
compte de φ

(
gihj

)
= τ i1γ

j
1 pour tout (i, j) ∈ Z2, il en résulte que pour gihj ,

gi
′
hj

′ dans G, on a :

gihj · gi
′
hj

′
=


gihj+j

′ si i′ = 0

gi+1hj
′ si i′ = 1 et j = 0

gi+1hj
′+2 si i′ = 1 et j = 1

gi+1hj
′+1 si i′ = 1 et j = 2

et :

φ
(
gihj · gi

′
hj

′
)
=


τ i1γ

j+j′

1 = τ i1γ
j
1 · γ

j′

1 si i′ = 0

τ i+1
1 γj

′

1 = τ i1 · τ1γ
j′

1 si i′ = 1 et j = 0

τ i+1
1 γj

′+2
1 = τ i1τ1γ

2
1γ

j′

1 = τ i1γ1 · τ1γ
j′

1 si i′ = 1 et j = 1

τ i+1
1 γj

′+1
1 = τ i1τ1γ1γ

j′

1 = τ i1γ
2
1 · τ1γ

j′

1 si i′ = 1 et j = 2

=



φ
(
gihj

)
φ
(
hj

′
)

si i′ = 0

φ
(
gi
)
φ
(
ghj

′
)

si i′ = 1 et j = 0

φ
(
gih
)
φ
(
ghj

′
)

si i′ = 1 et j = 1

φ
(
gih2

)
φ
(
ghj

′
)

si i′ = 1 et j = 2

= φ
(
gihj

)
φ
(
gi

′
hj

′
)

Exercice 1.2. Isométries conservant une partie

E est un espace affine de dimension n ≥ 2, P est une partie de E ayant
au moins 2 éléments et on note Is (P) [resp. Is+ (P) , Is− (P)] l’ensemble
des isométries [resp. des déplacements, des anti-déplacements] φ de E qui
conservent P, c’est-à-dire telles [resp. tels] que φ (P) = P.

1. Montrer que Is (P) est un sous-groupe de Is (E) et que Is+ (P) est un
sous-groupe distingué de Is (P) .

2. Montrer que l’application Φ qui associe à φ ∈ Is (P) sa restriction à P
est un morphisme de groupes de Is (P) dans le groupe S (P) des permu-
tations de P et que dans le cas où P contient un repère affine de E , ce
morphisme Φ est injectif.
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3. On suppose que Is− (P) est non vide. Montrer que pour toute isométrie
σ ∈ Is− (P) , l’application ρ 7→ σ ◦ρ réalise une bijection de Is+ (P) sur
Is− (P) . Pour P fini, en déduire que card (Is (P)) = 2 card (Is+ (P)) .

4. On suppose que P est fini. Montrer que toute isométrie φ ∈ Is (P) laisse
fixe l’isobarycentre de P. Ce résultat permet de ramener l’étude de Is (P)
à une étude analogue dans l’espace vectoriel euclidien E =

−→
E .

5. On suppose que E est de dimension 3 et on s’intéresse au groupe Is (T )
des isométries de E qui laissent globalement invariant les sommets d’un
tétraèdre régulier T = A1A2A3A4.

(a) Montrer que Is (T ) est isomorphe à un sous-groupe du groupe sy-
métrique S4.

(b) Montrer que Is (T ) est isomorphe à S4 et que le groupe Is+ (T ) des
déplacements qui laissent globalement invariant les sommets de T
est isomorphe au groupe alterné A4.

Solution. Si φ ∈ Is (P) , sa restriction à P est alors une permutation de P.
1. On a Id ∈ Is (P) et pour φ,ψ dans Is (P) , la composée φ ◦ψ−1 est aussi dans
Is (P) , donc Is (P) est un sous-groupe de Is (E) et Is+ (P) = Is (P)∩ Is+ (E)
est un sous-groupe de Is+ (E) . Le groupe Is+ (P) est distingué dans Is (P)
comme noyau du morphisme de groupes det : φ ∈ Is (P)→ det (−→φ ) ∈ {−1, 1}
(on peut aussi dire que pour ρ ∈ Is+ (P) et φ ∈ Is (P) , φ−1 ◦ ρ ◦φ ∈ Is+ (P)).

2. Une isométrie φ ∈ Is (P) reste injective sur P et elle est surjective de P sur
P puisque φ (P) = P, c’est donc une permutation de P. Il est clair que l’ap-
plication Φ : φ 7→ φ|P est un morphisme de groupes. Si P contient un repère
affine (Ai)0≤i≤n de E , l’application Φ est alors injective du fait que l’égalité
φ|P = ψ|P entraîne φ (Ai) = ψ (Ai) pour tout i compris entre 0 et n, ce qui
implique que φ = ψ puisque ces applications affines coïncident sur un repère
affine.

3. Pour σ ∈ Is− (P) , l’application Ψ : ρ 7→ σ ◦ ρ est injective de Is+ (P) sur
Is− (P) et pour σ′ ∈ Is− (P) , ρ = σ−1 ◦ σ′ ∈ Is+ (P) est un antécédent de σ′.
L’application Ψ est donc bijective. De la partition Is (P) = Is+ (P)∪ Is− (P) ,
on déduit dans le cas où P est fini que card (Is (P)) = 2 card (Is+ (P)) .

4. Si P = {A1, · · · , Am} , toute application φ ∈ Is (P) qui est affine va alors
transformer l’isobarycentre O de P en l’isobarycentre de φ (P) = P et néces-
sairement, on a φ (O) = O.

5.

(a) À toute isométrie φ ∈ Is (T ) , on associe la permutation :

σ =

(
A1 A2 A3 A4

φ (A1) φ (A2) φ (A3) φ (A4)

)
de E = {A1, A2, A3, A4} et l’application Φ : φ 7→ σ est un morphisme
de groupes. Ce morphisme est injectif du fait que (A1, A2, A3, A4) est un
repère affine de E et qu’une application affine est uniquement déterminée
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par ses valeurs sur un repère affine. Donc Is (T ) est isomorphe à un sous-
groupe de S4 et son ordre divise 24.

(b) Comme S (E) est engendré par les transpositions (A1, Ak) avec k = 2, 3, 4,
il suffit de montrer que Φ(Is (T )) contient ces transpositions. La trans-
position (A1, Ak) est l’image de la réflexion par rapport au plan média-
teur du segment [A1, Ak] (ce plan médiateur contient les deux autres
sommet de T puisque ses faces sont des triangles équilatéraux). On a
donc Φ(Is (T )) = S (E) . Comme Is+ (T ) est d’indice 2 dans Is (T ) ,
Φ(Is+ (T )) est d’indice 2 dans Φ(Is (T )) et donc égal à A (E) .

Exercice 1.3. Matrices de permutation

Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle, n ≥ 2 un entier
et Sn le groupe des permutations de In = {1, · · · , n} (groupe symétrique
d’indice n). À toute permutation σ ∈ Sn, on associe la matrice de passage
Pσ de la base canonique B = (ek)1≤k≤n de Kn à la base Bσ =

(
eσ(k)

)
1≤k≤n .

On dit que Pσ est la matrice de permutation associée à σ.
1. Montrer que pour toute permutation σ ∈ Sn et tout x = (xk)1≤k≤n ∈ Kn,

on a Pσx =
(
xσ−1(k)

)
1≤k≤n .

2. Montrer que la trace d’une matrice de permutation Pσ est égale au
nombre de points fixes de la permutation σ.

3. Montrer que le nombre de matrices de permutation de trace nulle est égal

à δn = n!

n∑
k=0

(−1)k

k!
, puis que, pour k compris entre 1 et n, le nombre

de matrices de permutation de trace égale à k est égal à
(
n

k

)
δn−k, en

convenant que δ0 = 1.

4. Montrer que l’ensemble des matrices de permutation est un sous-groupe
fini de GLn (K) .

5. Soit σ ∈ Sn. Montrer que P−1
σ = Pσ−1 = tPσ et que det (Pσ) = ε (σ) ,

où ε (σ) désigne la signature de σ.
6. On suppose que le corps K est algébriquement clos. Monter qu’une ma-

trice de permutation est diagonalisable dans Mn (K) .

7. Pour cette question, K = C et pour tout entier r compris entre 2 et n,
γr ∈ Sn est le cycle (1, 2, · · · , r) .
(a) Déterminer le polynôme minimal, le polynôme caractéristique, les

valeurs propres et les vecteurs propres correspondants d’une matrice
de permutation associée à un cycle d’ordre n (justifier le fait qu’il
suffit de s’intéresser à γn).

(b) Déterminer le polynôme minimal et le polynôme caractéristique
d’une matrice de permutation associée à un cycle d’ordre r com-
pris entre 2 et n− 1.

(c) Donner une expression du polynôme caractéristique d’une matrice
de permutation.
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Solution. Pour σ ∈ Sn, la matrice Pσ est définie par Pσek = eσ(k) pour 1 ≤ k ≤ n,
ce qui revient à dire que Pσ =

(
eσ(1), · · · , eσ(n)

)
=
(
δi,σ(j)

)
1≤i,j≤n , où δi,k est le

symbole de Kronecker.

1. Pour tout x = (xk)1≤k≤n =

n∑
k=1

xkek ∈ Kn, on a Pσx =

n∑
k=1

xkPσek =

n∑
k=1

xkeσ(k)

et le changement d’indice j = σ (k) (σ est bijective de In sur In) nous donne

Pσx =

n∑
j=1

x
σ−1(j)

ej .

2. La trace de Pσ est Tr (Pσ) = Tr
(
eσ(1), · · · , eσ(n)

)
= card {k ∈ In | σ (k) = k} ,

soit nombre de points fixes de la permutation σ.

3. De la question précédente, on déduit qu’il y a autant de matrices de permutation
de trace nulle que de permutations de In sans point fixe (ou de dérangements) et

il est connu que ce nombre de dérangement est égal à δn = n!

n∑
k=0

(−1)k

k!
(exercice

??). En choisissant, pour k fixé entre 1 et n, un ensemble de k points fixes dans
In, il y a δn−k dérangements possibles pour les n− k points restants et comme

il y a
(
n

k

)
façons de choisir ces points fixes, on a

(
n

k

)
δn−k permutations de In

ayant k points fixes et en conséquence autant de matrices de permutation de
trace égale à k.

4. Pour toute permutation σ ∈ Sn, la matrice Pσ est inversible puisqu’elle trans-
forme une base de Kn en base. Pour σ, σ′ dans Sn et 1 ≤ k ≤ n, on a
Pσ (Pσ′ek) = Pσeσ′(k) = eσ(σ′(k)) = eσσ′(k) = Pσσ′ek, donc PσPσ′ = Pσσ′ et
P est un morphisme de groupes de Sn dans GLn (K) . Si σ ∈ ker (P ) , on a alors
Pσ = In et ek = eσ(k) pour tout k compris entre 1 et n, ce qui revient à dire que
σ (k) = k pour tout k et donc que σ = Id. Le morphisme P est donc injectif.
En conclusion, l’ensemble des matrices de permutation est un sous-groupe fini
de GLn (K) isomorphe à Sn, donc de cardinal égal à n!

5.

(a) De l’égalité PσPσ−1 = Pσσ−1 = PId = In, on déduit que P−1
σ = Pσ−1 .

(b) On a Pσ = (aij)1≤i,j≤n avec aij = δi,σ(j) (où δik est le symbole de Krone-
cker), tPσ = (bij)1≤i,j≤n avec bij = aji = δj,σ(i) et Pσ tPσ = (cij)1≤i,j≤n
avec :

cij =

n∑
k=1

aikbkj =

n∑
k=1

δi,σ(k)δj,σ(k) =

{
0 pour i 6= j
1 pour i = j

ce qui signifie que Pσ tPσ = In et tPσ = P−1
σ . On peut aussi prendre

K = R et remarquer que la matrice de permutation Pσ est orthogonale
comme matrice de passage de la base orthonormée B à la base orthonormée
Bσ. Elle est donc inversible d’inverse tPσ.

(c) Si τ est une transposition, la matrice Pτ est déduite de In en permutant
deux colonnes, donc det (Pτ ) = − det (In) = −1. En écrivant σ ∈ Sn
comme produit de p transpositions et en utilisant le fait que P est un
morphisme de groupes, on en déduit que det (Pσ) = (−1)p = ε (σ) .
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6. L’ensemble des matrices de permutation étant un sous-groupe fini de GLn (K)
de cardinal n! le théorème de Lagrange nous dit que pour toute permutation
σ ∈ Sn, on a Pn!σ = Id, ce qui signifie que Pσ est annulée par le polynôme
Q (X) = Xn! − 1 ∈ K [X] qui est scindé (puisque K est algébriquement clos) et
à racines simples (puisque son polynôme dérivé n!Xn!−1 s’annule uniquement
en 0 dans K de caractéristique nulle), donc Pσ est diagonalisable.

7.

(a) Les n-cycles étant tous conjugués dans Sn, pour tout cycle γ d’ordre
n, il existe une permutation σ ∈ Sn telle que γ = σ ◦ γn ◦ σ−1, donc
Pγ = PσPγn (Pσ)

−1
, de sorte que Pγ a les mêmes polynôme minimal et

caractéristique que Pγn =


0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 ∈ Mn (C) . Le cycle γn

étant d’ordre n, on a Pnγn = Pγn
n

= PId = In, ce qui signifie que Pγn
est annulée par Qn (X) = Xn − 1 ∈ C [X] et le polynôme minimal πγn
de Pγn est un diviseur non constant de Qn. En notant ωn = e

2iπ
n , on

a Qn (X) =

n−1∏
k=0

(
X − ωkn

)
. Si deg (πγn) < n, il existe alors un entier k

compris entre 0 et n− 1 tel que Pγn soit annulée par :

R (X) =
Xn − 1

X − ωkn
=
Xn −

(
ωkn
)n

X − ωkn
= Xn−1 + ωknX

n−2 + · · ·+ ω(n−2)k
n X + ω(n−1)k

n

et avec P jγne1 = eγj
n(1)

= ej+1 pour 0 ≤ j ≤ n − 1, on déduit que
R (Pγn) e1 = en+ω

k
nen−1+ · · ·+ω(nb−2)k

n e2+ω
(n−1)k
n e1 = 0, ce qui contre-

dit le fait que B = (ek)1≤k≤n est une base de Cn. On a donc πγn = Qn
et Qn est aussi le polynôme caractéristique de Pγn à cause des degrés.
En conclusion, le polynôme minimal et le polynôme caractéristique d’une
matrice de permutation γ associée à un cycle d’ordre n sont égaux au po-

lynôme Qn (X) = Xn−1 =

n−1∏
k=0

(
X − ωkn

)
. L’ensemble des valeurs propres

de Pγ est donc Γn =
{
ωkn | 0 ≤ k ≤ n− 1

}
(racines n-ièmes de l’unité).

Comme ces valeurs propres sont deux à deux distinctes, les espaces propres
associés sont tous de dimension 1. Pour 0 ≤ k ≤ n−1, l’égalité Pγx = ωknx
avec x ∈ Cn \ {0} équivaut à :{

xn = ωknx1
xj = ωknxj+1 (1 ≤ j ≤ n− 1)

ce qui impose xn 6= 0. Choisissant xn = 1, on a xj = ω−jk
n pour 1 ≤ j ≤ n.
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(b) Les r-cycles étant tous conjugués dans Sn, il nous suffit de considérer le
cas du r-cycle γr = (1, 2, · · · , r) . Dans ce cas, on a :

Pγr = (e2, · · · , er, e1, er+1 · · · , en) =
(
Jr 0
1 In−r

)

où Jr =


0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 ∈ Mr (C) et le polynôme caractéristique

de Pγr est χn (X) = (Xr − 1) (X − 1)
n−r

. Les valeurs propres sont les
racines r-ièmes de l’unité et le polynôme minimal est πn (X) = Xr − 1
puisque ce polynôme a pour racines les valeurs propres de Pγr et divise
Xr − 1 du fait que P rγr = In (on peut aussi reprendre la démonstration
faite pour r = n).

(c) Une permutation σ ∈ Sn\{Id} se décomposant en produit de cycles deux à
deux disjoints, σ = γ1 · · · γp, la matrice de permutation Pσ est semblable à

Jr1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . Jrp 0
0 · · · 0 Im

 de polynôme caractéristique (X − 1)
m

p∏
k=1

(Xrk − 1) .

Exercice 1.4. Matrices circulantes

Pour tout entier n ≥ 2, on note Γn la matrice de permutation associée au
cycle γn = (1, 2, · · · , n) ∈ Sn et à toute suite α = (αk)0≤k≤n−1 de nombres
complexe, on associe la matrice circulante :

A =



a0 an−1 · · · a2 a1

a1
. . . . . . a3 a2

a2
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . an−1

an−1 · · · a2 a1 a0


= ((ai−jmodn))1≤i,j≤n

1. Préciser les matrices Γkn pour k entier compris entre 1 et n.
2. Montrer qu’il existe un polynôme R ∈ Cn [X] tel que A = R (Γn) .

3. Montrer que la matrice de permutation Γn est diagonalisable dans
Mn (C) et préciser ses valeurs propres.

4. En déduire que A est diagonalisable dans Mn (C) et préciser ses valeurs
propres.
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5. Montrer que la matrice A =



2 −1 0 · · · −1

−1
. . . . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

−1 · · · 0 −1 2


est diagona-

lisable et calculer son rayon spectral.

6. Montrer que la matrice A =



1 n · · · 3 2

2
. . . . . . 4 3

3
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . n
n · · · 3 2 1


est diagonali-

sable et calculer son déterminant..

Solution.
1. En notant B = (ek)1≤k≤n la base canonique de Kn, la matrice de permutation

Γn est définie par Γnek = ek+1 pour 1 ≤ k ≤ n− 1 et Γnen = e1, ce qui revient

à dire que Γn =


0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 =

(
01,n−1 1
In−1 0n−1,1

)
. L’application

σ ∈ Sn 7→ Pσ ∈ GLn (C) qui associe à une permutation σ la matrice de permu-
tation Pσ étant un morphisme de groupes, on a Γnn = Pnγn = Pγn

n
= PId = In et

pour 1 ≤ k ≤ n− 1, Γkn = P kγn = Pγk
n

avec :

γkn =

(
1 · · · n− k n− k + 1 · · · n

k + 1 · · · n 1 · · · k

)
ce qui nous donne :

Γkn =
(
eγk

n(1)
, · · · , eγk

n(n)

)
= (ek+1, · · · , en, e1, · · · , ek) =

(
0k,n−k Ik
In−k 0n−k,k

)
On peut aussi procéder comme suit. On vérifie facilement par récurrence finie
sur k compris entre 0 et n− 1 que Γkne1 = ek+1. Il en résulte que :

Γnne1 = Γn
(
Γn−1
n e1

)
= Γnen = e1

et
Γnnek = Γnn

(
Γk−1
n e1

)
= Γk−1

n (Γnne1) = Γk−1
n e1 = ek (2 ≤ k ≤ n)

ce qui signifie que Γnn = In. Soit k compris entre 1 et n−1. Pour 1 ≤ j ≤ n−k,
on a Γknej = ΓknΓ

j−1
n e1 = Γk+j−1

n e1 = ek+j et pour 1 ≤ i ≤ k, on a Γknen−k+i =
ΓknΓ

n−k+i−1
n e1 = Γn+i−1

n e1 = Γi−1
n e1 = ei. De façon plus lisible, cela s’écrit :

Γkne1 = ek+1, · · · ,Γknen−k = en,Γ
k
nen−k+1 = e1, · · · ,Γknen = ek
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ce qui revient à dire que Γkn =

(
0k,n−k Ik
In−k 0n−k,k

)
.

2. On a :

A = a0In + a1

(
0 1

In−1 0

)
+ a2

(
0 I2

In−2 0

)
+ · · ·+ an−1

(
0 In−1

1 0

)
= a0In + a1Γn + a2Γ

2
n + · · ·+ an−1Γ

n−1
n = R (Γn)

où R (X) =

n−1∑
k=0

akX
k.

3. L’égalité Γnn = In nous dit que Γn est annulée par le polynôme Qn (X) = Xn−1
qui est scindé à racines simples dans C [X] , ce qui implique que Γn est diagona-

lisable dans Mn (C) . En notant ωn = e
2iπ
n , on a Qn (X) =

n−1∏
k=0

(
X − ωkn

)
. Le

polynôme minimal π de Γn est un diviseur non constant de Qn. Si deg (π) < n,
il existe alors un entier k compris entre 0 et n− 1 tel que Γn soit annulée par :

Q (X) =
Xn − 1

X − ωkn
=
Xn −

(
ωkn
)n

X − ωkn
= Xn−1 + ωknX

n−2 + · · ·+ ω(n−2)k
n X + ω(n−1)k

n

et avec les égalités Γjne1 = ej+1 pour j compris entre 0 et n− 1, on déduit que
Q (Γn) e1 = en + ωknen−1 + · · ·+ ω

(n−2)k
n e2 + ω

(n−1)k
n e1 = 0, ce qui contredit le

fait que B = (ek)1≤k≤n est une base de Cn. On a donc π = Qn et Qn est aussi
le polynôme caractéristique de Γn à cause des degrés. On peut aussi calculer
directement le polynôme caractéristique χ (X) de Γn. En effectuant l’opération
élémentaire L1 ← L1 +XL2 +X2L3 + · · ·+Xn−1Ln, on obtient :

χ (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X · · · 0 −1

−1
. . .

... 0
...

. . . X
...

0 · · · −1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · 0 −1 +Xn

−1
. . .

... 0
...

. . . X
...

0 · · · −1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1

(Xn − 1) (−1)n−1
= Xn − 1

Ce polynôme étant scindé à racines simples dans C [X] , la matrice Γn est diago-
nalisable dans Mn (C) , ses valeurs propres étant les racines n-ièmes de l’unité
ωkn où k est compris entre 0 et n− 1.

4. Comme la matrice Γn est diagonalisable, il en est de même de A = R (Γn) et
les valeurs propres de A sont les R

(
ωkn
)

où k est compris entre 0 et n− 1.

5. On est dans la situation de la question 4 avec R (X) = 2−X −Xn−1, donc A
est diagonalisable de valeurs propres :

λk = 2− ωkn − ωk(n−1)
n = 2− ωkn − ω−k

= 2
(
1− Re

(
ωkn
))

= 2

(
1− cos

(
2kπ

n

))
n = 4 sin2

(
kπ

n

)
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où k est compris entre 0 et n−1, avec λn−k = 4 sin2
(
π − kπ

n

)
= λk > 0. Pour

n = 2p, on a λ0 = 0, λp = 4 sin2
(π
2

)
= 4 qui sont simples et :

λk = λ2p−k = 4 sin2
(
kπ

2p

)
(1 ≤ k ≤ p− 1)

qui sont doubles. Le rayon spectral est alors ρ (A) = 4. Pour n = 2p + 1, on a
λ0 = 0 qui est simple et :

λk = 4 sin2
(

kπ

2p+ 1

)
(1 ≤ k ≤ p)

qui sont doubles. Le rayon spectral est alors ρ (A) = λp = 4 sin2
(

pπ

2p+ 1

)
.

6. On est dans la situation de la question 4 avec :

R (X) =

n−1∑
k=0

(k + 1)Xk =

(
n∑
k=0

Xk

)′

=

(
Xn+1 − 1

X − 1

)′

=
(n+ 1)Xn (X − 1) + 1−Xn+1

(X − 1)
2 =

nXn+1 − (n+ 1)Xn + 1

(X − 1)
2

donc A est diagonalisable de valeurs propres λ0 =

n−1∑
k=0

(k + 1) =
n (n+ 1)

2
et :

λk =
nω

k(n+1)
n − (n+ 1)ωknn + 1

(ωkn − 1)
2 =

nωkn − (n+ 1) + 1

(ωkn − 1)
2

=
n
(
ωkn − 1

)
(ωkn − 1)

2 =
n

ωkn − 1

où k est compris entre 1 et n− 1. Le déterminant de A est :

det (A) =

n−1∏
k=0

λk = nn
n+ 1

2

n−1∏
k=1

1

ωkn − 1

L’évaluation en 1 dans l’égalité
n−1∑
k=0

Xk =
Xn − 1

X − 1
=

n−1∏
k=1

(
X − ωkn

)
nous donne

n−1∏
k=1

(
ωkn − 1

)
= n (−1)n−1

. On a donc au final det (A) = (−1)n−1
nn−1n+ 1

2
.



Chapitre 2
Exercices faisant intervenir les notions de

congruence et de divisibilité dans Z

Exercice 2.1. Équation diophantienne a2 − b3 = 7

Montrer que l’équation diophantienne a2 − b3 = 7 n’a pas de solution.

Solution. Supposons qu’il existe une solution (a, b) ∈ Z2. Si b est pair, on a
alors a2 ≡ 3 (4) , ce qui n’est pas possible car un carré est congru à 0 ou 1
modulo 4. L’entier b est donc impair et l’entier a pair. Notre équation s’écrit aussi
b3 + 8 = (b+ 2)

(
b2 − 2b+ 4

)
= a2 + 1, ou encore (b+ 2)

(
(b− 1)

2
+ 3
)
= a2 + 1

avec b− 1 pair, ce qui nous donne a2 +1 = (b+ 2) (4n+ 3) . L’entier 4n+3 ayant
au moins un diviseur premier p congru à −1 modulo 4 (sinon, tous ses diviseurs
premiers sont congrus à 1 modulo 4 et il en est de même de 4n + 3, ce qui n’est
pas), on aboutit à a2 ≡ −1 (p) , ce qui n’est pas possible pour p ≡ −1 (4) .

Exercice 2.2. Tests de divisibilité

Soit n ∈ N et n = np · · ·n1n0 =

p∑
k=0

nk10
k son écriture décimale, où les

nk sont des entiers compris entre 0 et 9 avec ap 6= 0. Montrer que :
— n est divisible par 2 si, et seulement si, n0 est pair ;

— n est divisible par 3 si, et seulement si,
p∑
k=0

nk ≡ 0 (mod 3) ;

— n est divisible par 4 si, et seulement si, n0 + 2n1 ≡ 0 ≡ 0 (mod 4) ;
— n est divisible par 5 si, et seulement si, n0 est égal à 0 ou 5 ;

— n est divisible par 6 si, et seulement si, 4
p∑
k=0

nk ≡ 3n0 (mod 6) ;

— n est divisible par 7 si, et seulement si,
∑

0≤3q≤p

(−1)q n3q +

3
∑

0≤3q+1≤p

(−1)q n3q+1 + 2
∑

0≤3q+2≤p

(−1)q n3q+2 (mod 7) ;

13
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— n est divisible par 8 si, et seulement si, n0 +2n1 +4n2 ≡ 0 (mod 8) ;

— n est divisible par 9 si, et seulement si,
p∑
k=0

nk ≡ 0 (mod 9) ;

— n est divisible par 11 si, et seulement si,
p∑
k=0

(−1)k nk ≡ 0 (mod 11) ;

Solution.
1. Comme 10 est congru à 0 modulo 2 et modulo 5, on déduit que n est congru

à n0 modulo 2 et modulo 5 et donc n est divisible par 2 [resp. par 5] si, et
seulement si, son chiffre des unités n0 est pair [resp. multiple de 5].

2. Du fait que 10 est congru à 1 modulo 3 et modulo 9, on déduit que 10k est

congru à 1 modulo 3 et modulo 9 pour tout entier k et n est congru à
p∑
k=0

nk

modulo 3 et modulo 9. Donc n est divisible par 3 [resp. par 9] si, et seulement
si, la somme de ses chiffres est divisible par 3 [resp. par 9].

3. Du fait que 10 est congru à −1 modulo 11 on déduit que 10k est congru à (−1)k

modulo 11 pour tout entier k et n est congru à
p∑
k=0

(−1)k nk modulo 11. Donc

n est divisible par 11 si, et seulement si, la somme alternée de ses chiffres est
divisible par 11.

4. On a 10 ≡ 2 (mod 4) et 102 ≡ 0 (mod 4) , donc 10k ≡ 0 (mod 4) pour tout
k ≥ 2 et n ≡ n0 + 2n1 (mod 4) . Il en résulte que n est divisible par 4 si, et
seulement si, n0 + 2n1 ≡ 0 (mod 4) .

5. On a 10k ≡ 4 (mod 6) pour tout k ≥ 1, donc n ≡ n0 + 4

p∑
k=1

nk = 4

p∑
k=0

nk − 3n0

(mod 6) . Il en résulte que n est divisible par 6 si, et seulement si, 4
p∑
k=0

nk ≡ 3n0

(mod 6) .

6. On a 10 ≡ 3 (mod 7) , 102 ≡ 2 (mod 7) et 103 ≡ −1 (mod 7) , donc 103q ≡
(−1)q (mod 7) , 103q+1 ≡ 3 (−1)q (mod 7) et 103q+2 ≡ 2 (−1)q (mod 7) pour
tout q ≥ 1 et :

n ≡
∑

0≤3q≤p

(−1)q n3q+3
∑

0≤3q+1≤p

(−1)q n3q+1+2
∑

0≤3q+2≤p

(−1)q n3q+2 (mod 7)

Il en résulte que n est divisible par 4 si, et seulement si,
∑

0≤3q≤p

(−1)q n3q +

3
∑

0≤3q+1≤p

(−1)q n3q+1 + 2
∑

0≤3q+2≤p

(−1)q n3q+2 ≡ 0 (mod 7) , ce qui s’écrit

aussi :

(n0 + 3n1 + 2n2)− (n3 + 3n4 + 2n5) + (n6 + 3n4 + 2n5)− · · · ≡ 0 (mod 7)
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7. On a 10 ≡ 2 (mod 8) et 102 ≡ 4 (mod 8) et 103 ≡ 0 (mod 8) , donc 10k ≡ 0
(mod 8) pour tout k ≥ 3 et n ≡ n0 + 2n1 + 4n2 (mod 8) . Il en résulte que n
est divisible par 8 si, et seulement si, n0 + 2n1 + 4n2 ≡ 0 (mod 8) .

Exercice 2.3. Nombres premiers de la forme pn+ 1 pour p premier

On se fixe un nombre premier p ≥ 2 et on se propose de montrer qu’il
existe une infinité de nombres premiers de la forme pn + 1, où n est un
entier naturel non nul.

1. Montrer que les diviseurs premiers de l’entier m = 2p − 1 sont de la
forme pn+ 1, où n est un entier naturel non nul (il existe donc de tels
nombres premiers).

2. On suppose qu’il n’y a qu’un nombre fini p1 < · · · < pr de nombres

premiers de la forme pn+1 et on note N =

r∏
k=1

pk, m = (N + 1)
p−Np.

En désignant par q ≥ 2 un diviseur premier de m, montrer que N 6= 0

dans le corps Fq =
Z
qZ
, que (N + 1) ·N−1 est d’ordre p et conclure.

Solution.

1. L’entier m = 2p− 1 est impair et m ≥ 3 puisque p ≥ 2. Si q ≥ 3 est un diviseur
premier de m, on a alors 2

p
= 1 dans le groupe multiplicatif F∗

q et 2 est d’ordre
p, donc p divise q − 1 (théorème de Lagrange), ce qui signifie qu’il existe un
entier n ∈ N tel que q = pn+ 1.

2. Si q ≥ 2 est un diviseur premier de m (on vérifie que m ≥ 2), on a alors
(N + 1)

p
= N

p dans Fq et N 6= 0. Donc N est inversible dans le corps Fq et(
(N + 1) ·N−1

)p
= 1 avec (N + 1) ·N−1 6= 1, donc (N + 1) ·N−1 est d’ordre

p et cet ordre divise q − 1, ce qui signifie qu’il existe un entier n ∈ N tel que
q = pn+ 1. Mais alors q est l’un des pk et il divise N. En conclusion, q est un
nombre premier qui divise N et m = (N + 1)

p−Np, donc il divise aussi N +1,
ce qui n’est pas possible. L’ensemble des nombres premiers de la forme pn+ 1
est donc infini.

Exercice 2.4. Théorème de Lamé

On se propose de montrer que le nombre de divisions euclidiennes que
nécessite l’algorithme d’Euclide pour calculer le pgcd de a et b, où 1 ≤ b < a,
est inférieur ou égal à 5 fois le nombre de chiffres de b dans son écriture
décimale.

1. On désigne par (Fn)n∈N la suite de Fibonacci définie par :{
F0 = 0, F1 = 1
∀n ≥ 2, Fn = Fn−1 + Fn−2
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et par φ =
1 +
√
5

2
le nombre d’or. Montrer que Fn =

φn − (1− φ)n√
5

pour tout n ∈ N.
2. Soient 1 ≤ b < a deux entiers naturels. On rappelle que l’algorithme

d’Euclide pour calculer le pgcd de a et b consiste à construire la suite
d’entiers (rn)−1≤n≤p comme suit :

— r−1 = a, r0 = b, 0 ≤ r1 < r0 est le reste dans la division euclidienne
de r−1 = a par r0 = b ;

— si r1 = 0, on a alors p = 1 et a ∧ b = b, sinon, pour 1 ≤ n ≤ p− 1,
0 ≤ rn < rn−1 est le reste dans la division euclidienne de rn−2 par
rn−1 ;

— rp = 0.

On a donc rp = 0 < rp−1 < · · · < r1 < r0 et a∧ b = r0 ∧ r1 = · · · =
rp−1 ∧ rp = rp−1, c’est à dire que a ∧ b est le dernier reste non
nul rp−1 dans cette suite de divisions euclidiennes. L’algorithme
d’Euclide a donc nécessité p−1 divisions euclidiennes. La dernière
division, qui donne un reste nul, n’est pas comptée.

(a) Montrer qu’il existe deux suites d’entiers (un)0≤n≤p et
(vn)0≤n≤p telles que rn = aun+bvn pour tout n compris entre
0 et p− 1.

(b) Montrer que rp−k ≥ Fk pour tout k compris entre 0 et p.
(c) En désignant par m le nombre de chiffres dans l’écriture de b

en base 10, montrer que p ≤
m+ log10

(√
5
)

log10 (φ)
.

(d) Montrer que p− 1 ≤ 5m.

Solution.

1. Le polynôme caractéristique de la relation de récurrence définissant la suite

(Fn)n∈N est P (X) = X2−X − 1 et ce polynôme a pour racines φ =
1 +
√
5

2
et

1−φ = − 1

φ
=

1−
√
5

2
(somme et produit des racines). Il en résulte l’existence

de deux constantes réelles α, β telles que Fn = αφn + β (1− φ)n pour tout
n ∈ N. Les conditions initiales nous donnent F0 = α + β = 0 et F1 = αφ +

β (1− φ) = 1, donc β = −α et (2φ− 1)α = 1, soit α =
1

2φ− 1
=

1√
5

et

Fn =
φn − (1− φ)n√

5
pour tout n ∈ N.

2.
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(a) Pour n = 0, n = 1 on a r0 = b = a · 0 + b · 1, r1 = a · 1 + b (−q1) . En
supposant le résultat acquis jusqu’à l’ordre n− 1 < p− 1, on a :

rn = −qnrn−1 + rn−2 = −qn (aun−1 + bvn−1) + aun−2 + bvn−2

= a (un−2 − qnun−1) + b (vn−2 − qnvn−1) = aun + bvn

En particulier pour n = p−1 on a a∧b = rp−1 = aup−1+bvp−1 = au+bv,
soit l’identité de Bézout.

(b) Pour k = 0, on a rp = 0 = F0. Pour k = 1, on a rp−1 ≥ 1 = F1 (rp−1 est
le dernier reste non nul). Supposant le résultat acquis jusqu’au rang k− 1
avec 2 ≤ k ≤ p. Par construction, on a :

rp−k = qp−(k−2)rp−(k−1) + rp−(k−2)

(
0 < rp−(k−2) < rp−(k−1)

)
donc qp−(k−2) ≥ 1 puisque 0 < rp−(k−1) < rp−k et :

rp−k ≥ rp−(k−1) + rp−(k−2) ≥ Fk−1 + Fk−2 = Fk

En particulier, on a pour k = p, r0 = b ≥ Fp.

(c) L’écriture en base 10 de b est b =

m−1∑
k=0

bk10
k et on a 10m−1 ≤ b < 10m,

donc 10m ≥ b + 1 et m ≥ ln (b+ 1)

ln (10)
= log10 (b+ 1) . D’autre part, on a

b ≥ Fp =
φp − (1− φ)p√

5
avec |1− φ| =

√
5− 1

2
< 1, donc |1− φ|

p

√
5

< 1 et

b+ 1 ≥ φp√
5
+

(
1− (1− φ)p√

5

)
≥ φp√

5
, ce qui nous donne :

m ≥ log10 (b+ 1) ≥ log10

(
φp√
5

)
= p log10 (φ)− log10

(√
5
)

et p ≤
m+ log10

(√
5
)

log10 (φ)
.

(d) On a p−1 ≤ αm+β avec α =
1

log10 (φ)
⋍ 4.78, β =

log10
(√

5
)

log10 (φ)
−1 ⋍ 0.67.

Comme p − 1 est un entier, on a en fait p − 1 ≤ [αm+ β] . Il nous suffit
donc de montrer que f (m) = [αm+ β] ≤ 5m pour tout m ∈ N∗. Pour
m = 1, 2, 3, on a :

f (1) = [α+ β] = 5, f (2) = [2α+ β] = 10, f (3) = [3α+ β] = 15

et pour m ≥ 4, αm + β ⋍ 4.785 · m + 0.672 = 5m + (0.672− 0.215 ·m)
avec 0.215 ·m− 0.672 ≥ 0.215 · 4− 0.672 ⋍ 0.188 > 0, donc αm+ β ≤ 5m
et p− 1 ≤ 5m.
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Exercice 2.5. Théorème de Cauchy dans le cas commutatif

Soit (G, ·) un groupe commutatif fini d’ordre n ≥ 2.

1. Soient p, q deux entiers naturels non nuls. Montrer qu’il existe deux
entiers p′ et q′ premiers entre eux tels que p′ divise p, q′ divise q et
p ∨ q = p′q′ (p ∨ q désigne le ppcm de p et q).

2. Montrer qu’il existe un élément de G dont l’ordre est égal au ppcm m
des ordres de tous les éléments de G.

3. Montrer que m a les mêmes facteurs premiers que n.
4. En déduire que pour tout diviseur premier p de n il existe dans G un

élément d’ordre p (théorème de Cauchy dans le cas commutatif).

Solution.
1. Pour p = 1 ou q = 1, c’est clair avec p′ = p et q′ = q. Pour p ≥ 2 et q ≥ 2,

on a les décompositions en facteurs premiers, p =

r∏
i=1

pαi
i et q =

r∏
i=1

pβi

i avec

2 ≤ p1 < · · · < ps premiers et les αi, βi entiers positifs ou nuls pour 1 ≤ i ≤ r.

On pose alors p′ =
r∏
i=1
αi>βi

pαi
i et q′ =

r∏
i=1
αi≤βi

pβi

i (p′ ou q′ est égal à 1 si la condition

αi > βi ou αi ≤ βi n’est jamais vérifiée) et on a p′ qui divise p, q′ qui divise q
et p ∨ q =

r∏
i=1

p
max(αi,βi)
i = p′q′ avec p′ ∧ q′ = 1.

2. Soit µ le plus grand des ordres des éléments de G (l’exposant de G) et x un
élément d’ordre µ dans G. Nous allons montrer que µ est multiple de l’ordre
de tout élément de G, en conséquence c’est le ppcm de ces ordres. Soit donc y
un élément de G et p sont ordre. En désignant par µ′ et p′ des entiers premiers
entre eux tels que µ′ divise µ, p′ divise p et µ∨ p = µ′p′, on a x′ = x

µ
µ′ d’ordre

µ′, y′ = y
p
p′ d’ordre p′ et le produit x′y′ est d’ordre µ′p′ = µ ∨ p (le groupe

G est commutatif et les ordres µ′ et p′ sont premiers entre eux). On a donc
µ ∨ p ≤ µ et donc µ = µ ∨ p est un multiple de p. En définitive µ est le ppcm
m des ordres des éléments de G et il existe un élément x de G d’ordre m.

3. Soit {x1, · · · , xp} un système de générateurs de G (qui est fini) et H =
p∏
i=1

〈xi〉 .

Du fait que G est commutatif, l’application ψ : H → G définie par :

∀y = (y1, · · · , yp) ∈ H, ψ (y) =

p∏
i=1

yi

est un morphisme de groupes et ce morphisme est surjectif puisque {x1, · · · , xp}
engendre G. Ce morphisme surjectif induit alors un isomorphisme du groupe
quotient H

ker (ψ)
sur G, ce qui entraîne card (H) = card (ker (ψ)) card (G) et

n = card (G) divise card (H) =

p∏
i=1

ri où, pour i compris entre 1 et p, ri est
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l’ordre de xi. Le ppcm m des ordres des éléments de G étant multiple de chaque
ri, m

p est multiple de
p∏
i=1

ri donc de n, ce qui entraîne que m a les mêmes

facteurs premiers que n.
4. Si p est un diviseur premier de n, c’est également un diviseur premier de m et
m = pr. En désignant par x un élément de G d’ordre m et en posant y = xr on
dispose d’un élément d’ordre p dans G.

Exercice 2.6. Éléments inversibles de Z
2αZ

Pour tout α ∈ N∗ et tout n ∈ Z, on note n = n+2αZ la classe résiduelle

de n modulo 2α.

(
Z

2αZ

)×

désigne le groupe multiplicatif des éléments in-

versibles de l’anneau Z
2αZ

.

1. Préciser
(

Z
2αZ

)×

pour α ∈ {1, 2} .

Pour la suite de l’exercice, on suppose que α ≥ 3.

2. Quel est le cardinal de
(

Z
2αZ

)×

?

3. Montrer qu’il existe une suite (λk)k∈N d’entiers impairs tels que :

∀k ∈ N, 52
k

= 1 + λk2
k+2

En déduire que 5 est d’ordre 2α−2 dans le groupe
(

Z
2αZ

)×

, puis que(
Z

2αZ

)×

=
{
±5k | 0 ≤ k < 2α−2

}
.

4. Le groupe
(

Z
2αZ

)×

est-il cyclique ?

Solution.

1. On a
(

Z
2Z

)×

=
{
1
}

et
(

Z
22Z

)×

=
{
1,−1

}
≈ Z

2Z
. Le groupe

(
Z

2αZ

)×

est

donc cycliques pour α ∈ {1, 2} .

2. On a card

(
Z

2αZ

)×

= φ (2α) = 2α−1 (fonction indicatrice d’Euler).

3. Pour k = 0, on a 5 = 1 + 22 et λ0 = 1. Pour k = 1, on a 52 = 1 + 3 ∗ 23 et
λ1 = 3. Supposant le résultat acquis pour k ≥ 1, on a :

52
k+1

=
(
1 + λk2

k+2
)2

= 1 + λk+12
k+3

avec λk+1 = λk + λ2k2
k+1 = λk

(
1 + λk2

k+1
)

impair si λk l’est.
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4. On a 5
2α−2

= 1 + λα−22α = 1 et 5
2α−3

= 1 + λα−32α−1 = 1 + 2α−1 6= 1
(λα−3 est impair, donc λα−3 = 1), ce qui signifie que 5 est d’ordre 2α−2 dans(

Z
2αZ

)×

et H =
〈
5
〉

est un sous-groupe cyclique d’ordre 2α−2 de
(

Z
2αZ

)×

.

Les ensembles H =
{
5
k | 0 ≤ k < 2α−2

}
et K =

{
−5k | 0 ≤ k < 2α−2

}
sont de

même cardinal égal à 2α−2 et contenus dans
(

Z
2αZ

)×

. Si l’intersection H ∩K

est non vide, il existe alors deux entiers j ≤ k compris entre 0 et 2α−2 − 1

tels que 5
k
= −5j , ce qui nous donne 5

j
(
5
k−j

+ 1
)

= 0, soit 5
k−j

+ 1 = 0

(5j est inversible) avec k − j ∈ N, ce qui n’est pas possible car 4 ne divise pas
5k−j+1 (5k−j+1 est congru à 2 modulo 4). On a donc H∩K = ∅ et l’inclusion

H ∪K ⊂
(

Z
2αZ

)×

, ces deux ensembles étant de même cardinal égal à 2α−1,

ce qui nous donne l’égalité
(

Z
2αZ

)×

=
{
±5k | 0 ≤ k < 2α−2

}
.

5. Le groupe H étant d’ordre 2α−2, tous ses éléments ainsi que ceux de K ont
un ordre inférieur ou égal, donc il n’existe pas d’élément d’ordre 2α−1 dans(

Z
2αZ

)×

et ce groupe n’est pas cyclique pour α ≥ 3.



Chapitre 3

Exercices illustrant l’utilisation des
nombres premiers

Exercice 3.1. Fonctions arithmétiques multiplicatives

On note P l’ensemble des nombres premiers. On appelle fonction arith-
métique toute fonction f de N∗ dans C. Une telle fonction est dite mul-
tiplicative si f (1) 6= 0 et f (nm) = f (n) f (m) pour tout couple (n,m)
d’entiers naturels non nuls premiers entre eux. Pour tout n ∈ N∗, on note
Dn l’ensemble des diviseurs de n dans N∗.

1. Soit f une fonction arithmétique multiplicative.

(a) Montrer que f (1) = 1 et que si (nk)1≤k≤r est une suite de r ≥ 2
entiers naturels non nuls deux à deux premiers entre eux, on a alors

f

(
r∏

k=1

nk

)
=

r∏
k=1

f (nk) .

(b) Montrer que pour tout couple (n,m) d’entiers naturels non nuls, on
a f (n) f (m) = f (n ∧m) f (n ∨m) .

2. Montrer qu’une fonction arithmétique multiplicative est uniquement dé-
terminée par les f (pα) , où p ∈ P et α ∈ N∗.

3. Soient n ≥ 2 et m ≥ 2 deux entiers premiers entre eux. Montrer que
l’application (d, δ) 7→ dδ réalise une bijection de Dn × Dm sur Dnm.
Préciser son inverse.

4. Montrer que la fonction arithmétique τ définie par τ (n) = card (Dn)
pour tout n ∈ N∗ est multiplicative (τ (n) est le nombre de diviseurs
de n). Donner une expression de τ (n) en utilisant la décomposition en
facteurs premiers de n ≥ 2.

5. En notant, pour tout n ∈ N∗, En =
{
(d1, d2, d3) ∈ (N∗)

3
, d1d2d3 = n

}
et Fn =

{
(d, δ) ∈ (N∗)

2
, d ∈ Dn et δ ∈ Dd

}
, montrer que l’application :

φn : En → Fn
(d1, d2, d3) 7→ (d1d2, d1)

21
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est bijective.
Le produit de convolution (ou de Dirichlet) de deux fonctions arithmé-
tiques f, g est la fonction arithmétique notée f ∗ g et définie par :

∀n ∈ N∗, (f ∗ g) (n) =
∑
d∈Dn

f (d) g
(n
d

)

6. Montrer que l’ensemble A = CN∗ des fonctions arithmétiques muni des
lois + et ∗, est un anneau commutatif, unitaire, intègre et que ses élé-
ments inversibles sont les fonctions arithmétiques f telles que f (1) 6= 0.

7. Soit f une fonction arithmétique multiplicative.

(a) Montrer que f est inversible dans l’anneau A. On note g = f−1

son inverse.
(b) Soit p ≥ 2 un nombre premier. Montrer que, pour tout (α,m) dans

N× N∗ tel que p ne divise pas m, on a g (pαm) = g (pα) g (m) .

(c) En déduire que g est multiplicative.

8. Montrer que l’ensemble M des fonctions arithmétiques multiplicatives
muni de la loi ∗ est un groupe commutatif.

Solution.

1.

(a) De f (1) = f (1 · 1) = f (1)
2 avec f (1) 6= 0, on déduit que f (1) = 1. La

deuxième propriété se vérifie par récurrence sur r ≥ 2. Pour r = 2, c’est la
définition d’une fonction arithmétique multiplicative. Supposons le résultat
acquis au rang r ≥ 2 et soit (nk)1≤k≤r+1 une suite d’entiers naturels non
nuls deux à deux premiers entre eux. Dans ce cas, n1 est premier avec

m =

r+1∏
k=2

nk (sinon il existe p ∈ P qui divise n1 et m, donc p divise aussi

l’un des nk avec k 6= 1, ce qui contredit le fait que n1 et nk sont premiers

entre eux) et on a f

(
r+1∏
k=1

nk

)
= f (n1m) = f (n1) f

(
r+1∏
k=2

nk

)
=

r+1∏
k=1

f (nk)

en exploitant le cas r = 2 et l’hypothèse de récurrence.
(b) Pour n = 1 ou m = 1, c’est clair. Pour n ≥ 2 et m ≥ 2, en utilisant les

décompositions en facteurs premiers n =

r∏
k=1

pαk

k et m =

r∏
k=1

pβk

k , où les pk

sont des nombres premiers deux à deux distincts et les αk, βk des entiers
naturels (certains de ces entiers pouvant éventuellement être nuls), on a
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n ∧m =

r∏
k=1

p
min(αk,βk)
k , n ∨m =

r∏
k=1

p
max(αk,βk)
k et :

f (n) f (m) =

r∏
k=1

f (pαk

k )

r∏
k=1

f
(
pβk

k

)
=

r∏
k=1

f (pαk

k ) f
(
pβk

k

)
=

r∏
k=1

f
(
p
min(αk,βk)
k

)
f
(
p
max(αk,βk)
k

)
=

r∏
k=1

f
(
p
min(αk,βk)
k

) r∏
k=1

f
(
p
max(αk,βk)
k

)
= f (n ∧m) f (n ∨m)

(pour αk ≤ βk, on a f
(
p
min(αk,βk)
k

)
f
(
p
max(αk,βk)
k

)
= f (pαk

k ) f
(
pβk

k

)
et

pour αk > βk, on a f
(
p
min(αk,βk)
k

)
f
(
p
max(αk,βk)
k

)
= f

(
pβk

k

)
f (pαk

k )).

2. Cela se déduit de f (1) = 1 et de l’unicité de la décomposition en facteurs pre-

miers d’un entier n ≥ 2. On a la décomposition en facteurs premiers n =

r∏
k=1

pαk

k ,

où les p1 < · · · < pr sont des nombres premiers et les αk des entiers naturels
non nuls, cette décomposition étant unique. Les entiers pαk

k , pour 1 ≤ k ≤ r,

étant deux à deux premiers entre eux, on en déduit que f (n) =
r∏

k=1

f (pαk

k ) . La

connaissance des f (pα) pour tout (p, α) ∈ P×N∗ détermine donc complètement
la fonction multiplicative f.

3. Si d divise n et δ divise m, le produit dδ divise alors nm, donc la fonction
f : (d, δ) 7→ dδ définit bien une application de Dn ×Dm dans Dnm. Si (d, δ) et
(d′, δ′) dans Dn×Dm sont tels que f (d, δ) = f (d′, δ′) , on a alors dδ = d′δ′, donc
d divise d′δ′ en étant premier avec δ′ (d divise n et δ′ divise m, donc d∧δ′ divise
n∧m = 1 dans N∗), ce qui implique que d divise d′. Avec les mêmes arguments,
on voit que d′ divise d, donc d = d′ et δ = δ′. L’application f est donc injective.
Les entiers n et m étant premiers entre eux, leurs décompositions en facteurs

premiers sont de la forme n =

r∏
k=1

pαk

k et m =

s∏
k=r+1

pαk

k , où 1 ≤ r < s, les pk

sont des nombres premiers deux à deux distincts et les αk des entiers naturels

non nuls, de sorte que les diviseurs de nm sont de la forme d′ =

s∏
k=1

pβk

k où

les βk sont des entiers compris entre 0 et αk, ce qui s’écrit d′ = dδ = f (d, δ)

avec d =

r∏
k=1

pβk

k = d′ ∧ n ∈ Dn et δ =

s∏
k=r+1

pβk

k ∈ Dm. L’application f est

donc surjective. En conclusion, f est bijective de Dn × Dm sur Dnm d’inverse
f−1 : d′ 7→ (d′ ∧ n, d′ ∧m) .

4. On a τ (1) = 1 et pour n ≥ 2 et m ≥ 2 premiers entre eux, on a en exploitant
le fait que les ensembles Dn ×Dm et Dnm sont équipotents :

τ (nm) = card (Dnm) = card (Dn ×Dm) = card (Dn) card (Dm) = τ (n) τ (m)
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ce qui nous dit que τ est multiplicative. Pour tout (p, α) ∈ P × N∗, on a
τ (pα) = α + 1 puisque, pour p premier, les diviseurs de pα sont les pβ où

β ∈ {0, 1, · · · , α} . Il en résulte que pour n =

r∏
k=1

pαk

k ≥ 2, où les pk ∈ P sont

deux à deux distincts et les αk ∈ N∗, on a τ (n) =
r∏

k=1

τ (pαk

k ) =

r∏
k=1

(αk + 1) .

5. Pour tout (d1, d2, d3) ∈ En, on a d = d1d2 ∈ Dn et δ = d1 ∈ Dd, donc φn est
bien une application de En sur Fn. Si (d1, d2, d3) et (d′1, d

′
2, d

′
3) dans En sont

tels que φn (d1, d2, d3) = φn (d
′
1, d

′
2, d

′
3) , on a alors (d1d2, d1) = (d′1d

′
2, d

′
1) ce

qui nous donne d1 = d′1, d1d2 = d′1d
′
2 dans N∗, donc d2 = d′2, puis compte tenu

de d1d2d3 = d′1, d
′
2d

′
3 = n dans N∗, on en déduit que d3 = d′3. La fonction φn

est donc injective. Pour (d, δ) ∈ Fn, on a n = dq = δq′q, donc (δ, q, q′) ∈ En
et φn (δ, q, q′) = (δq, δ) = (d, δ) , ce qui nous dit que φn est surjective. En

conclusion, φn est bijective d’inverse φ−1
n : (d, δ) 7→

(
δ,
n

d
,
d

δ

)
.

6.

(a) Il est connu que
(
CN∗

,+
)

est un groupe commutatif (suites définies sur N∗

et à valeurs complexes). Du fait que pour tout n ∈ N∗, l’application d 7→ n

d
est une permutation de Dn, on déduit pour toutes fonctions arithmétiques
f et g, on a :

(f ∗ g) (n) =
∑
d∈Dn

f (d) g
(n
d

)
=
∑
d′∈Dn

f
( n
d′

)
g (d′) = (g ∗ f) (n)

La loi ∗ est donc commutative. La distributivité de ∗ par rapport à l’ad-
dition se déduit du fait que C est un corps. Pour f, g, h dans A, on a pour
tout n ∈ N∗, en utilisant les notations de la question précédente :

((f ∗ g) ∗ h) (n) =
∑
d∈Dn

f ∗ g (d)h
(n
d

)
=
∑
d∈Dn

h
(n
d

)(∑
δ∈Dd

f (δ) g

(
d

δ

))

=
∑

(d,δ)∈Fn

h
(n
d

)
f (δ) g

(
d

δ

)
=

∑
(d1,d2,d3)∈En

f (d1) g (d2)h (d3)

en effectuant le changement d’indice (d1, d2, d3) = φ−1
n (d, δ) =

(
δ,
d

δ
,
n

d

)
.

De manière analogue, on a :

(f ∗ (g ∗ h)) (n) =
∑
d∈Dn

f
(n
d

)
g ∗ h (d) =

∑
d∈Dn

f
(n
d

)(∑
δ∈Dd

g (δ)h

(
d

δ

))

=
∑

(d,δ)∈Fn

f
(n
d

)
g (δ)h

(
d

δ

)
=

∑
(d1,d2,d3)∈En

f (d3) g (d1)h (d2)

=
∑

(d′1,d′2,d′3)∈En

f (d′1) g (d
′
2)h (d

′
3)
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La loi ∗ est donc associative. Le neutre pour la loi ∗ est la fonction arith-
métique e définie par e (1) = 1 et e (n) = 0 pour tout n ≥ 2 (pour tout
n ∈ N∗, on a (f ∗ e) (n) = (e ∗ f) (n) =

∑
d∈Dn

e (d) f
(n
d

)
= f (n)). Au final,

(A,+, ∗) est un anneau commutatif unitaire.
(b) Soient f, g dans A \ {0} . En désignant par n ∈ N∗ le plus petit entier tel

que f (n) 6= 0 et par m ∈ N∗ le plus petit entier tel que g (m) 6= 0, on a :

(f ∗ g) (nm) =
∑

d∈Dnm

f (d) g
(nm
d

)
= f (n) g (m)+

∑
d∈Dnm\{n}

f (d) g
(nm
d

)
Si d ∈ Dnm \ {n} est strictement inférieur à n, on a alors f (d) = 0,

sinon on a nm

d
<

nm

n
= m et m et g

(nm
d

)
= 0, ce qui nous donne

(f ∗ g) (nm) = f (n) g (m) 6= 0 et f ∗ g est non nulle. L’anneau (A,+, ∗)
est donc intègre.

(c) Si f ∈ A est inversible, il existe alors g ∈ A telle que f ∗ g = e, donc
1 = e (1) = (f ∗ g) (1) = f (1) g (1) et nécessairement f (1) est non nul.
Réciproquement si f ∈ A est telle que f (1) 6= 0, en définissant g ∈ A par
la relation de récurrence :

g (1) =
1

f (1)

∀n ≥ 2, g (n) =
−1
f (1)

∑
d∈Dn\{n}

f
(n
d

)
g (d)

on a (f ∗ g) (1) = f (1) g (1) = 1 et :

(f ∗ g) (n) = f (1) g (n) +
∑

d∈Dn\{n}

f
(n
d

)
g (d) = 0

pour n ≥ 2, c’est-à-dire que f ∗ g = e et g est l’inverse de f dans A.

7.

(a) Une fonction multiplicative vérifiant f (1) = 1 est inversible dans A.
(b) On raisonne par récurrence sur l’entier s = α + m ≥ 1. Pour s = 1, la

seule possibilité est α = 0, m = 1 et on a g (pαm) = g (m) = g (pα) g (m)
puisque g (1) = 1. Supposons le résultat acquis jusqu’au rang s ≥ 1, soit
que pour tout couple d’entiers (β, d) ∈ N × N∗ tel que p ne divise pas d
et β + d ≤ s, on a g

(
pβd
)
= g

(
pβ
)
g (d) . Pour (α,m) ∈ N × N∗ tel que

p ne divise pas m et α+m = s+ 1, sachant que l’application (d, δ) 7→ dδ
réalise une bijection de Dpα ×Dm =

{
pβ , 0 ≤ β ≤ α

}
×Dm sur Dnm, on
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peut écrire que :

g (pαm) = −
∑

d′∈Dpαm\{pαm}

f

(
pαm

d′

)
g (d′)

= −
∑

0≤β≤α
d∈Dm, p

βd ̸=pαm

f
(
pα−β

m

d

)
g
(
pβd
)

= −
α−1∑
β=0

∑
d∈Dm

f
(
pα−β

m

d

)
g
(
pβd
)
−

∑
d∈Dm\{m}

f
(m
d

)
g (pαd)

avec f
(
pα−β

m

d

)
= f

(
pα−β

)
f
(m
d

)
car f est multiplicative et pα−β est

premier avec m

d
pour 1 ≤ α − β ≤ α (p ne divisant pas m, ne divise

pas m

d
), g

(
pβd
)
= g

(
pβ
)
g (d) et g (pαd) = g (pα) g (d) par hypothèse de

récurrence (on a β+ d ≤ α− 1+m ≤ s et α+ d < α+m ≤ s), ce qui nous
donne :

g (pαm) = −
α−1∑
β=0

f
(
pα−β

)
g
(
pβ
)( ∑

d∈Dm

f
(m
d

)
g (d)

)

− g (pα)
∑

d∈Dm\{m}

f
(m
d

)
g (d)

avec
∑

d∈Dm\{m}

f
(m
d

)
g (d) = −g (m) et :

∑
d∈Dm

f
(m
d

)
g (d) = g (m) +

∑
d∈Dm\{m}

f
(m
d

)
g (d) = 0

pour tout β par définition de g = f−1. On a donc g (pαm) = g (pα) g (m) .

(c) On a g (1) = 1 et pour n = 1 oum = 1, il est clair que g (nm) = g (n) g (m) .
Pour n ≥ 2 et m ≥ 2 premiers entre eux, on a la décomposition en facteurs

premiers n =

r∏
k=1

pαk

k où les pk sont des nombres premiers deux à deux dis-

tincts ne divisant pas m et les αk des entiers naturels non nuls. Pour r = 1,
la question précédente nous dit que g (nm) = g (pα1

1 ) g (m) = g (n) g (m) .
Et supposant acquis que g (nm) = g (n) g (m) pour tous les couples d’en-

tiers (n,m) où n =

r∏
k=1

pαk

k , les pk ne divisent pas m, on a pour n =

r+1∏
k=1

pαk

k

premier avec m (avec des notations évidentes) :

g (nm) = g (pα1
1 ) g

(
m

r+1∏
k=2

pαk

k

)
= g (pα1

1 ) g

(
r+1∏
k=2

pαk

k

)
g (m)

= g

(
pα1
1

r+1∏
k=2

pαk

k

)
g (m) = g (n) g (m)
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8. L’élément neutre e pour la loi ∗ est une fonction multiplicative (si n = m = 1,
on a alors e (nm) = 1 = e (n) e (m) , sinon, on a n ≥ 2 ou m ≥ 2 et e (nm) =
1 = e (n) e (m)). Si f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives, on
a alors, en notant h = f ∗ g leur produit de convolution, h (1) = f (1) g (1) = 1
et pour tous n, m dans N∗, tenant compte du fait que l’application (d, δ) 7→ dδ
réalise une bijection de Dn ×Dm sur Dnm, on a :

h (nm) =
∑

d′∈Dnm

f (d′) g
(nm
d′

)
=

∑
(d,δ)∈Dn×Dm

f (dδ) g
(nm
dδ

)
Dans le cas où n et m sont premiers entre eux, pour tout (d, δ) ∈ Dn ×Dm, les
entiers d et δ sont premiers entre eux ainsi que n

d
et m

δ
, donc :

h (nm) =
∑

(d,δ)∈Dn×Dm

f (d) f (δ) g
(n
d

)
g
(m
δ

)

=
∑
d∈Dn

f (d) g
(n
d

)( ∑
δ∈Dm

f (δ) g
(m
δ

))
= h (m)

∑
d∈Dn

f (d) g
(n
d

)
= h (m)h (n)

L’ensemble M est donc stable par ∗. La question précédente nous dit que les
éléments de M sont inversibles d’inverse dans M. Enfin comme la loi ∗ est
commutative et associative sur A, elle l’est aussi sur M. En conclusion (M, ∗)
est un groupe commutatif.

Exercice 3.2. Somme et produit des diviseurs d’un entier

Pour tout entier n ≥ 2, on note Dn l’ensemble des diviseurs de n dans
N∗, τ (n) = card (Dn) le nombre de ces diviseurs, σ (n) =

∑
d∈Dn

d la somme

de ces diviseurs et P (n) =
∏
d∈Dn

d le produit de ces diviseurs. Pour n = 1,

on a τ (1) = σ (1) = P (1) = 1.

1. En utilisant la décomposition en facteurs premiers d’un entier n ≥ 2,
donner une expression de τ (n) .

2. Montrer qu’un entier n ≥ 2 est un carré parfait si, et seulement si, τ (n)
est pair.

3. Montrer que, pour tout entier n ≥ 2, on a n+1 ≤ σ (n) ≤ n (1 + ln (n)) ,
l’égalité σ (n) = 1 + n étant réalisée si, et seulement si, n est premier.

4. Montrer que P (n) =
√
n
τ(n)

.

5. Soient p un nombre premier et α un entier naturel non nul. Calculer
σ (pα) .

6. Soient n ≥ 2 et m ≥ 2 deux entiers premiers entre eux. Montrer que
σ (nm) = σ (n)σ (m) .



28 Exercices illustrant l’utilisation des nombres premiers

7. En utilisant la décomposition en facteurs premiers d’un entier n ≥ 2,
donner une expression de σ (n) .

8. Donner une condition pour que σ (n) soit impair.
9. On dit qu’un entier n ≥ 2 est parfait, s’il est la somme de ses diviseurs

stricts, ce qui revient à dire que σ (n) = 2n.

(a) Soient a ≥ 2 et p ≥ 2 deux entiers et m = ap − 1. Montrer que
si m est premier, on a alors a = 2 et p est premier. La réciproque
est-elle vraie ?

(b) On appelle nombre de Mersenne tout entier de la forme 2p − 1,
où p est premier et nombre d’Euclide tout entier de la forme
2p−1 (2p − 1) où p est un nombre premier tel que 2p−1 soit premier.
Montrer qu’un entier est un nombre d’Euclide si, et seulement si,
il est pair et parfait (théorème d’Euler).

Solution.

1. On a la décomposition en facteurs premiers n =

r∏
k=1

pαk

k , où les pk sont des

nombres premiers deux à deux distincts et les αk des entiers naturels non nuls.

Les diviseurs positifs de l’entier n sont de la forme d =

r∏
k=1

pβk

k où les βk sont

des entiers compris entre 0 et αk, ce qui nous dit qu’il y a
r∏

k=1

(αk + 1) tels

diviseurs. En effet, en notant Ik = {0, · · · , αk} pour 1 ≤ k ≤ r, l’application

(βk)1≤k≤r 7→
r∏

k=1

pβk

k réalise une bijection de
r∏

k=1

Ik sur Dn, ce qui implique que

card (Dn) = card

(
r∏

k=1

Ik

)
=

r∏
k=1

(αk + 1) .

2. On a les équivalences :

(τ (n) est pair)⇔ (tous les αk sont pairs)⇔ (n est un carré parfait)

3. Comme 1 et n sont dans Dn, on a σ (n) ≥ 1 + n et l’égalité est réalisée si, et
seulement si, 1 et n sont les seuls diviseurs de n, ce qui revient à dire que n est
premier. Un entier strictement positif d divise n si, et seulement si, il existe un
entier q compris entre 1 et n tel que n = qd, ce qui nous donne :

σ (n)

n
=
∑
d∈Dn

d

n
=
∑
q∈Dn

1

q
≤

n∑
k=1

1

k

≤ 1 +

n∑
k=2

∫ k

k−1

dt

t
= 1 +

∫ n

1

dt

t
= 1 + ln (n)

4. Dans le cas où n n’est pas un carré parfait un entier d ∈ N∗ est un diviseur de
n si, et seulement si, il existe q ∈ N∗ tel que n = dq et dans ce cas, on a d <

√
n
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si, et seulement si, q = n

d
> n (l’égalité d =

√
n n’est pas possible), ce qui nous

permet d’écrire que :

P (n) =
∏
d∈Dn

d<
√
n

d
∏
d∈Dn

d<
√
n

n

d
=
∏
d∈Dn

d<
√
n

d
n

d
=
∏
d∈Dn

d<
√
n

n = n
τ(n)

2

Pour n = m2 carré parfait, on a :

P (n) = m
∏

d∈Dn\{m}
d<

√
n

d
∏

d∈Dn\{m}
d<

√
n

n

d
= n

1
2

∏
d∈Dn\{m}
d<

√
n

n = n
1
2n

τ(n)−1
2 = n

τ(n)
2

5. Pour p premier, les diviseurs de pα sont les entiers pk où k est un entier compris

entre 0 et α, donc σ (pα) =
α∑
k=0

pk =
pα+1 − 1

p− 1
.

6. Si n et m sont premiers entre eux, leurs décompositions en facteurs premiers

sont de la forme n =

r∏
k=1

pαk

k et m =

s∏
k=r+1

pαk

k , où 1 ≤ r < s, les pk sont des

nombres premiers deux à deux distincts et les αk des entiers naturels non nuls.

Les diviseurs de nm sont donc de la forme d =

s∏
k=1

pβk

k où les βk sont des entiers

compris entre 0 et αk. Ces diviseurs s’écrivent de manière unique d = d′d′′, où
d′ ∈ Dn et d′′ ∈ Dnm, l’unicité provenant de l’unicité dans la décomposition en
facteurs premiers de d, ce qui nous donne :

σ (nm) =
∑

d∈Dnm

d =
∑
d′∈Dn

d′

( ∑
d′′∈Dm

d′′

)
= σ (m)

∑
d′∈Dn

d′ = σ (m)σ (n)

7. On en déduit que pour n =

r∏
k=1

pαk

k , on a σ (n) =
r∏

k=1

σ (pαk

k ) =

r∏
k=1

pαk+1
k − 1

pk − 1
.

8. L’entier σ (n) =
r∏

k=1

σ (pαk

k ) est impair si, et seulement si, tous les σ (pαk

k ) sont

impairs. Pour p = 2, σ (pα) = 2α+1 − 1 est impair. Pour p ≥ 3 premier impair,

σ (pα) =

α∑
k=0

pk est impair si, et seulement si, le nombre de termes impairs qui

forment cette somme est impair, ce qui revient à dire que α + 1 est impair,
soit que α est pair. Donc σ (n) est impair si, et seulement si, n est de la forme
n = 2αm2β , où α ∈ N, m ∈ N∗ est impair et α ∈ N.

9.

(a) On a m = ap − 1 = (a− 1)

p−1∑
k=0

ak = (a− 1) q. Pour a ≥ 3, on a a − 1 ≥ 2

et q ≥ 2 puisque p ≥ 2, donc m ne peut être premier. Donc m = ap − 1
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premier impose a = 2. Si p n’est pas premier, il s’écrit alors p = qr avec
q ≥ 2, r ≥ 2 et on a :

m = 2qr − 1 = (2q)
r − 1 = (2q − 1)

r−1∑
k=0

(2q)
k
= (2q − 1) s

avec 2q − 1 ≥ 2 (puisque 2q ≥ 4) et s ≥ 2 (puisque r ≥ 2), donc l’entier p
est nécessairement premier. Pour p = 2, 3, 5, 7, on a m = 3, 7, 31, 127 qui
sont premiers et pour p = 11, on a m = 211 − 1 = 2047 = 23 × 89. La
réciproque est donc fausse.

(b) Soit n = 2p−1m un nombre d’Euclide, où m = 2p − 1 est un nombre de
Mersenne premier. Cet entier est pair (car p ≥ 2) décomposé en facteurs
premiers (car m est premier impair) et ses diviseurs sont les 2j et les 2jm
avec j, k compris entre 0 et p− 1, donc :

σ (n) =

p−1∑
j=0

2j +m

p−1∑
k=0

2k = (1 +m) (2p − 1) = 2pm = 2n

Donc m est parfait. Réciproquement, soit n = 2αm un nombre parfait pair
(α ≥ 1 et m ≥ 1 impair). Les diviseurs de n sont les 2kd, où k est compris
entre 0 et α et d est un diviseur de m. Comme n est parfait, on a :

2n = 2α+1m = σ (n) = σ (2αm) = σ (2α)σ (m) =
(
2α+1 − 1

)
σ (m)

Comme 2α+1 est premier avec 2α+1 − 1, il divise nécessairement σ (m) ,
donc σ (m) = 2α+1q et :(

2α+1 − 1
)
σ (m) =

(
2α+1 − 1

)
2α+1q = 2α+1m

soit m =
(
2α+1 − 1

)
q = 2α+1q − q = σ (m) − q, donc q = σ (m) −m est

égal à la somme des diviseurs stricts de m. Mais de m =
(
2α+1 − 1

)
q avec

m impair et 2α+1−1 ≥ 2, on déduit que q est lui même un diviseur impair
strict de m. La seule possibilité est donc q = 1 et m = 2α+1−1 = σ (m)−1
est premier, ce qui impose que p = α + 1 est premier. En conclusion,
n = 2αm = 2p−1 (2p − 1) est un nombre d’Euclide.

Exercice 3.3. Nombres de Carmichaël

On appelle nombre de Carmichaël tout entier n ≥ 3 non premier tel que
an−1 ≡ 1 (mod n) pour tout entier a premier avec n.
1. Soient a, b des entiers relatifs et (nk)1≤k≤r une suite finie de r ≥ 2

entiers naturels non nuls.
(a) Monter que si a ≡ b mod (nk) pour tout k compris entre 1 et r, on

a alors a ≡ b mod (n1 ∨ · · · ∨ nr) . Dans le cas où les nk sont deux

à deux premiers entre eux, on a a ≡ b mod

(
r∏

k=1

nk

)
.
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(b) Montrer que 561 est un nombre de Carmichaël.

2. Montrer qu’un nombre de Carmichaël est sans facteur carré dans sa
décomposition en nombres premiers.

3. Soit n ≥ 3 un entier. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) il existe un entier r ≥ 3 et des nombres premiers 3 ≤ p1 < · · · < pr

tels que n =

r∏
j=1

pj et, pour tout indice j compris entre 1 et r, pj−1

divise n− 1 ;

(b) n est non premier et, pour tout x ∈ Z
nZ

, on a xn = x ;

(c) n est un nombre de Carmichaël.

4. Donner des exemples de nombres de Carmichaël.

Solution.

1.

(a) Si a ≡ b mod (nk) pour tout k compris entre 1 et r, b − a est alors un
multiple commun aux nk et en conséquence de n1 ∨ · · · ∨nr, ce qui signifie
que a ≡ b mod (n1 ∨ · · · ∨ nr) . Dans le cas où les nk sont deux à deux

premiers entre eux, on a n1 ∨ · · · ∨ nr =
r∏

k=1

nk.

(b) n = 561 est divisible par 3 (car 1+6+5 = 12) et par 11 (car 1−6+5 = 0).
Précisément, on a la décomposition en facteurs premiers 561 = 3 ·11 ·17 =
3∏
k=1

pk. Dire que a est premier avec 561 équivaut à dire qu’il est premier

avec chaque pk et le théorème de Fermat nous dit que apk−1 ≡ 1 mod (pk)
et en remarquant que 560 est divisible par chaque pk − 1 (560 = 2 · 280 =
10 · 56 = 16 · 35), on en déduit que a560 ≡ 1 mod (pk) pour k = 1, 2, 3 et la
question précédente nous dit que a560 ≡ 1 (561) .

2. Soit n un nombre de Carmichaël. Supposons que n admette un facteur carré,
c’est-à-dire qu’il existe un nombre premier p ≥ 3 (n est impair) et un entier
q ≥ 1 tels que n = p2q. Avec (1 + pq) (1− pq) = 1−p2q2 = 1−qn ≡ 1 (mod n) ,

on déduit que x = 1 + pq ∈ Z
nZ

est inversible d’inverse 1− pq. Comme pq 6≡
0 (mod n) (n = p2q ne peut diviser pq), on a x 6= 1 et avec :

(1 + pq)
p
= 1 + p2q + p2q

p∑
k=2

(
p

k

)
pk−2qk−1 ≡ 1 (mod n)
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on déduit que x est d’ordre p dans
(

Z
nZ

)×

. Comme n est un nombre de

Carmichaël, on a xn−1 = 1 et l’ordre p de x va diviser n− 1 = p2q − 1, ce qui
est impossible. En conclusion, n est sans facteur carré.

3.

(a)⇒ (b) Soit n =

r∏
j=1

pj , où r ≥ 3, 3 ≤ p1 < · · · < pr sont premiers tels que chaque

pj − 1, pour j compris entre 1 et r, divise n − 1. Un tel entier, produit

d’au moins trois nombres premiers est non premier. Soit x = k ∈ Z
nZ

avec
k ∈ {1, · · · , n} . Pour tout j compris entre 1 et r, on a deux possibilités :
soit pj divise k et dans ce cas, il divise aussi kn, donc kn ≡ k ≡ 0 (mod pj) ;
soit pj ne divise pas k et dans ce cas, il est premier avec k, donc kpj−1 ≡
1 (mod pj) (théorème de Fermat) et comme n− 1 est multiple de pj − 1,
on a aussi kn−1 ≡ 1 (mod pj) et kn ≡ k (mod pj) . On a donc, dans
tous les cas, kn ≡ k (mod pj) et en conséquence kn ≡ k (mod n) puisque

n =

r∏
j=1

pj = ppcm
1≤j≤r

(pj) .

(b)⇒ (c) Supposons que n soit non premier et que xn = x pour tout x ∈ Z
nZ

. Pour

x ∈
(

Z
nZ

)×

, on peut simplifier par x et on obtient xn−1 = 1. L’entier n

est donc de Carmichaël.
(c)⇒ (a) Si n est un nombre de Carmichaël, il est alors sans facteur carré et comme

il est non premier, il s’écrit n =

r∏
j=1

pj , avec r ≥ 2 et 3 ≤ p1 < · · · < pr

premiers. Pour tout j compris entre 1 et r le groupe multiplicatif
(

Z
pjZ

)∗

est cyclique d’ordre pj−1, donc il existe un élément xj d’ordre pj−1 dans(
Z
pjZ

)∗

et comme n est de Carmichaël, on a aussi xn−1
j = 1, donc l’ordre

pj − 1 de xj divise n − 1. Il reste enfin à montrer que r ≥ 3. Supposons
que n = p1p2 avec 3 ≤ p1 < p2 premiers tels que pi − 1 divise n − 1 pour
i = 1, 2. En écrivant que n−1 = (p1 − 1)+p1 (p2 − 1) , on déduit que n−1
ne peut être divisible par p2 − 1, en effet si p2 − 1 divise n − 1 il divise
p1 − 1 avec p1 < p2, ce qui est impossible. En conséquence un nombre de
Carmichaël a au moins trois facteurs premiers.

4. Par exemple 561 = 3 × 11 × 17, 1105 = 5 × 13 × 17 et 1729 = 7 × 13 × 19
sont des nombres de Carmichaël puisque 560 = 2 · 280 = 10 · 56 = 16 · 35,
1104 = 4 · 276 = 12 · 92 = 16 · 69 et 1728 = 6 · 288 = 12 · 144 = 18 · 96. On a
aussi les nombres 2465 = 5× 7× 29, 2821 = 7× 13× 31, 6601 = 7× 23× 41 et
8911 = 7× 19× 67.
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Exercice 3.4. Tests de primalité de Lehmer et de Lucas

Soit n ≥ 3 un entier.

1. Montrer que n est premier si, et seulement si, Z
nZ

est un corps.

2. On suppose que n est premier et on utilise la décomposition en nombres
premiers n− 1 = pα1

1 · · · pαr
r , où les pk sont des nombres premiers deux

à deux distincts et les αk des entiers naturels non nuls (on a n−1 ≥ 2).

(a) Montrer que, pour tout entier k compris entre 1 et r, il existe a

dans
(

Z
nZ

)∗

tel que a
n−1
pk 6= 1.

(b) En notant qk = pαk

k pour 1 ≤ k ≤ r, montrer que b = a
n−1
qk est

d’ordre qk dans le groupe multiplicatif
(

Z
nZ

)∗

.

(c) Montrer que le groupe multiplicatif
(

Z
nZ

)∗

est cyclique.

3. Montrer que n est premier si, et seulement si, il existe un entier relatif
a tel que an−1 ≡ 1 (mod n) et, pour tout diviseur strict d de n− 1, on
a ad 6≡ 1 (mod n) (test de primalité de Lehmer).).

4. Montrer que n est premier si, et seulement si, pour tout diviseur premier
p de n− 1, il existe un entier a tel que an−1 ≡ 1 (mod n) et a

n−1
p 6≡ 1

(mod n) , (test de primalité de Lucas-Lehmer).).

Solution.

1. Z
nZ

est un corps si, et seulement si, pour tout entier a compris entre 1 et n− 1,

a est inversible dans Z
nZ

, ce qui équivaut à dire qu’il existe b ∈ Z
nZ

tel que
ab = 1, ce qui est encore équivalent à dire qu’il existe b, q dans Z tels que
ab + qn = 1 et revient à dire que a et n sont premiers entre eux (théorème de
Bézout). On conclut en remarquant que n est premier si, et seulement si, tout
entier a compris entre 1 et n− 1 est premier avec n.

2.

(a) Le polynôme X
n−1
pk − 1 a au plus n− 1

pk
racines dans le corps Z

nZ
et ces

racines sont non nulles. Comme n− 1

pk
< n−1 = card

((
Z
nZ

)∗)
, il existe

nécessairement un élément a de
(

Z
nZ

)∗

tel que a
n−1
pk 6= 1.

(b) On a bqk = an−1 = 1 (petit théorème de Fermat), donc l’ordre de b divise

qk = pαk

k . Si cet ordre est différent de qk, on a alors bp
αk−1

k = 1 (cet ordre

est pβk avec 1 ≤ β ≤ αk − 1, donc bp
αk−1

k =

(
b
pβk

)pαk−1−β

k

= 1), ce qui est
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incompatible avec bp
αk−1

k =

(
a

n−1

p
αk
k

)pαk−1

k

= a
n−1
pk 6= 1. Donc b = a

n−1
qk est

d’ordre pαk

k .

(c) Pour tout entier k compris entre 1 et r, on dispose d’un élément bk d’ordre

qk = pαk

k dans le groupe commutatif
(

Z
nZ

)∗

, donc b = b1 · · · br est d’ordre

ppcm (q1, · · · , qr) = q1 · · · qr = n − 1, ce qui implique que
(

Z
nZ

)∗

est

cyclique.

3. Si l’entier n est premier, l’anneau Z
nZ

est alors un corps et le groupe multipli-

catif
(

Z
nZ

)∗

est cyclique d’ordre n − 1. Il existe donc a dans
(

Z
nZ

)∗

d’ordre

n − 1, ce qui signifie que an−1 ≡ 1 (mod n) et ad 6≡ 1 (mod n) pour tout
diviseur strict d de n − 1. Réciproquement, on suppose qu’il existe a ∈ Z tel
que an−1 ≡ 1 (mod n) et ad 6≡ 1 (mod n) pour tout diviseur strict d de n− 1.

En notant
(

Z
nZ

)×

l’ensemble de tous les éléments inversibles de
(

Z
nZ

)∗

, on a

déjà φ (n) = card

(
Z
nZ

)×

≤ card

(
Z
nZ

)∗

= n−1. Comme an−1 ≡ 1 (mod n) ,

on a a ∈
(

Z
nZ

)×

et son ordre m divise n − 1, donc m = n − 1 (sinon m est

un diviseur strict d de n− 1 et on a am 6= 1). On a donc m = n− 1 qui divise

φ (n) , ce qui entraîne φ (n) = n− 1, donc Z
nZ

est un corps et n est premier.

4. Comme pour la question précédente, pour n premier on dispose d’un élément a

de
(

Z
nZ

)∗

d’ordre n− 1 et on a alors an−1 ≡ 1 (mod n) et a
n−1
p 6≡ 1 (mod n)

pour tout diviseur premier p de n − 1. Réciproquement, supposons que pour
tout diviseur premier p de n − 1, il existe a ∈ Z tel que an−1 ≡ 1 (mod n) et
a

n−1
p 6≡ 1 (mod n) . Il s’agit alors de montrer que φ (n) = n − 1. On a déjà

φ (n) ≤ n− 1. Notons n− 1 =

r∏
k=1

pαk

k la décomposition en facteurs premiers de

n − 1 où les pk sont des nombres premiers deux à deux distincts et les αk des
entiers naturels non nuls (on a n − 1 ≥ 2). Par hypothèse, pour tout entier k

compris entre 1 et r, il existe un entier ak tel que an−1
k = 1 et a

n−1
pk

k 6= 1 dans
Z
nZ

. Donc chaque ak est dans
(

Z
nZ

)×

\
{
1
}

d’ordre mk ≥ 2 qui divise n − 1,

ce qui nous donne mk =

r∏
j=1

p
βk,j

j , où 0 ≤ βk,j ≤ αj pour tout j compris entre 1

et r. Si βk,k ≤ αk − 1, l’entier n− 1

pk
= pαk−1

k

r∏
j=1
j ̸=k

p
αj

j est alors multiple de mk et



Exercices illustrant l’utilisation des nombres premiers 35

a
n−1
pk

k = 1, ce qui n’est pas. On a donc βk,k = αk, ce qui signifie que pαk

k divise
mk. Comme chaque mk divise aussi φ (n) , on déduit que φ (n) est multiple de
tous les pαk

k , donc de leur ppcm qui vaut n− 1. En conclusion φ (n) = n− 1 et
n est premier.

Exercice 3.5. Un théorème de Cauchy

Soient (G, ·) un groupe fini de cardinal n ≥ 2, p un entier compris entre
1 et n et Ep = {(g1, · · · , gp) ∈ Gp | g1 · · · gp = 1} .

1. Montrer que card (Ep) = np−1.

2. En désignant par H le sous-groupe du groupe symétrique Sp engendré
par le p-cycle γ = (1, 2, · · · , p) , montrer que l’application :

(σ, (g1, · · · , gp)) ∈ H × Ep 7→ σ · (g1, · · · , gp) =
(
gσ(1), · · · , gσ(p)

)
définit une action du groupe H sur l’ensemble Ep.

3. Pour p premier, calculer le cardinal d’une orbite H · g pour cette action
de groupe.

4. Dans le cas où p est un diviseur premier de n, montrer que l’ensemble
EHp = {g ∈ Ep | card (H · g) = 1} est de cardinal divisible par p.

5. Déduire de ce qui précède, que pour tout diviseur premier p de n, il existe
dans G un élément d’ordre p (théorème de Cauchy).

6. On suppose que tout élément de G\{1} est d’ordre égal à 2. Montrer que
G est commutatif et qu’il existe un entier r ≥ 0 tel que card (G) = 2r.

7. On suppose que le groupe G est commutatif d’ordre n = p1 · · · pr, où
2 ≤ p1 < · · · < pr sont premiers. Montrer que G est cyclique.

8. On suppose que G est commutatif et on désigne par φ la fonction in-
dicatrice d’Euler. Montrer que si n est premier avec φ (n) , alors G est
cyclique. Réciproquement, on peut montrer que la réciproque est vrai,
c’est-à-dire qu’un entier n ≥ 2 est premier avec φ (n) , si, et seulement
si, tout groupe commutatif d’ordre n est cyclique.

Solution.

1. Pour p = 1, on a E1 = {1} qui est de cardinal np−1 = 1 et pour p compris
entre 2 et n, l’application (g1, · · · , gp−1) 7→

(
g1, · · · , gp−1, (g1 · · · gp−1)

−1
)

est
bijective de Gp−1 sur Ep (de l’égalité g1 · · · gp = 1, on déduit que la connaissance
des gk pour 1 ≤ k ≤ p − 1 détermine gp de manière unique). On a donc
card (Ep) = np−1.

2. Le cycle γ étant d’ordre égal à p, on a H = 〈γ〉 =
{
1, γ, · · · , γp−1

}
. Pour

tout g = (gk)1≤k≤p ∈ Ep, on a

(
p∏
k=2

gk

)
g1 = g−1

1 g1 = 1, ce qui implique que

γ · g = (g2, · · · , gp, g1) ∈ Ep. Il en résulte que pour tout entier k compris entre
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0 et p− 1, on a
(
gγk(1), · · · , gγk(p)

)
∈ Ep et l’application :

(σ, (g1, · · · , gp)) 7→
(
gσ(1), · · · , gσ(p)

)
est à valeurs dans Ep. Cette application définit bien une action de groupe de
H sur Ep car Id · (g1, · · · , gp) = (g1, · · · , gp) et pour j, k entiers compris entre
1 et p, on a :

γj ·
(
γk · (g1, · · · , gp)

)
= γj ·

(
gγk(1), · · · , gγk(p)

)
=
(
gγj+k(1), · · · , gγk+j(p)

)
= γj+k · (g1, · · · , gp) =

(
γj ◦ γk

)
· (g1, · · · , gp)

3. En notant H · g l’orbite d’un élément g de Ep et Hg son stabilisateur, on a

card (H · g) = card (H)

card (Hg)
avec card (H) = p, donc card (H · g) vaut 1 ou p dans

le cas où p est premier.
4. L’ensemble EHp est non vide puisqu’il contient (1, · · · , 1) . En notant O1, · · · ,Or

les orbites deux à deux distinctes, l’équation des classes nous dit que :

np−1 = card (Ep) =

r∑
j=1

card (Oj)

= card
(
EHp
)
+

r∑
j=1

card(Oj)≥2

card (Oj) ≡ card
(
EHp
)
(mod p)

puisque card (Oj) = p pour Oj non réduit à un élément. Pour p premier divisant
n, on en déduit que card

(
EHp
)
≡ 0 (mod p) .

5. De card
(
EHp
)
≥ 1 divisible par p, on déduit que card

(
EH
)
≥ p ≥ 2 et remar-

quant que g = (gk)1≤k≤p ∈ EHp équivaut à dire que g1 = · · · = gp avec g1 ∈ G
tel que gp1 = 1, on déduit qu’il existe g1 6= 1 tel que gp1 = 1, ce qui signifie que
g1 est d’ordre p puisque p est premier. Le groupe 〈g1〉 est alors un sous-groupe
d’ordre p de G.

6. Dire que tous les éléments de G sont d’ordre au plus égal à 2, revient à dire
que l’on a g2 = 1, ou encore que g = g−1, pour tout g ∈ G. Il en résulte que
pour tous g1, g2 dans G, on a g1g2 = (g1g2)

−1
= g−1

2 g−1
1 = g2g1, donc G est

commutatif (ici le fait que G soit fini n’intervient pas). Notons card (G) = 2rm
avec r ∈ N et m ∈ N∗ impair. Si m = 1, c’est terminé, sinon, il admet un
diviseur premier p ≥ 3 et le théorème de Cauchy nous dit qu’il existe dans
G \ {1} un élément d’ordre p, ce qui contredit le fait que tous ses éléments sont
d’ordre 2.

7. Le théorème de Cauchy nous dit que, pour tout k compris entre 1 et r, il existe
dans G un élément gk d’ordre pk et pour G commutatif, g1 · · · gr est d’ordre
n = p1 · · · pr, ce qui implique que G est cyclique.

8. En utilisant la décomposition en facteurs premiers n =

r∏
k=1

pαk

k , où les pk sont

premiers deux à deux distincts et αk ∈ N∗ pour tout k compris entre 1 et n
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et sachant que φ (n) =

r∏
k=1

pαk−1
k (pk − 1) , on déduit que si φ (n) est premier

avec n, alors tous les αk valent 1 (sinon l’un des pk divise φ (n) et n) et G est
cyclique d’après la question précédente.

Exercice 3.6. Fonction ζ de Riemann et probabilités

On se fixe un réel s > 1 et on considère l’espace probabilisé
(Ω,P (Ω) ,Ps) , où Ω = N∗ et Ps ({n}) =

1

ζ (s)

1

ns
pour tout n ∈ Ω, en

désignant par ζ la fonction de Riemann définie par ζ (s) =
+∞∑
n=1

1

ns
(Ps est

la loi dzéta de paramètre s). Pour tout entier n ≥ 1, on note An l’ensemble
de tous les multiples strictement positifs de n.

1. Calculer Ps (An) pour tout entier n ≥ 1.

2. En notant P l’ensemble des nombres premiers, montrer que la fa-
mille (Ap)p∈P est indépendante, c’est-à-dire que pour toute suite finie
(pk)1≤k≤r de nombres premiers distincts, les événement Ap1 , · · · , Apr
sont mutuellement indépendants.

3. En déduire que Ps ({1}) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
, puis l’identité d’Euler :

ζ (s) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1

Solution.

1. Pour tout n ≥ 1, on a Ps (An) =
+∞∑
k=1

Ps ({k · n}) =
1

ζ (s)

1

ns

+∞∑
k=1

1

ks
=

1

ns
.

2. Pour p1 < p2 < · · · < pr dans P, comme les pk sont premiers entre eux, on a :

Ps

(
r⋂

k=1

Apk

)
= Ps {multiples de p1, p2, · · · , pr}

= Ps

{
multiples de

r∏
k=1

pk

}
= P

(
A r∏

k=1

pk

)

=
1(

r∏
k=1

pk

)s =

r∏
k=1

1

psk
=

r∏
k=1

Ps (Apk)

et les événement Ap1 , · · · , Apr sont mutuellement indépendants.
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3. Comme 1 n’est divisible par aucun nombre premier, on a {1} =
⋂
p∈P

(Ω \Ap)

et :

Ps ({1}) = Ps

⋂
p∈P

(Ω \Ap)

 =
∏
p∈P

Ps (Ω \Ap)

=
∏
p∈P

(1− Ps (Ap)) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)

Comme Ps ({1}) =
1

ζ (s)
, il en résulte que ζ (s) =

∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1

.



Chapitre 4

Exercices faisant intervenir des
polynômes irréductibles

Exercice 4.1. Irréductibilité de
n∏
k=1

(X − ak)−1 et
n∏
k=1

(X − ak)2+1 dans

Z [X]

Soient (ak)1≤k≤n une suite de n entiers relatifs deux à deux distincts et
P, Q les polynômes définis par :

P (X) =

n∏
k=1

(X − ak)− 1 et Q (X) =

n∏
k=1

(X − ak)2 + 1

1. Montrer que P et Q sont irréductibles dans Z [X] .

2. En admettant le résultat de la question ?? de l’exercice ??, montrer
que, pour tout entier n ≥ 2, il existe des matrices non trigonalisables
dans Mn (Q) .

Solution.

1.

(a) Si P est réductible dans Z [X] , il existe alors deux polynômes unitaires
R,S dans Z [X] de degrés compris entre 1 et n− 1 tels que P = RS. Pour
tout entier k compris entre 1 et n, on a R (ak)S (ak) = P (ak) = −1 dans
Z∗, donc R (ak) = −S (ak) = ±1 et en conséquence, (R+ S) (ak) = 0. Le
polynôme R + S est donc nul dans Q [X] puisque de degré au plus égal à
n − 1 avec n racines distinctes, ce qui nous donne P = −R2, ce qui n’est
pas possible pour P unitaire.

(b) Si Q est réductible dans Z [X] , il existe alors deux polynômes unitaires
R,S dans Z [X] de degrés compris entre 1 et 2n−1 tels que Q = RS. L’un
de ces polynômes étant de degré au plus égal à n, on peut supposer que
deg (R) ≤ n et deg (S) = 2n − deg (R) ≥ n. Pour tout entier k compris
entre 1 et n, on a R (ak)S (ak) = Q (ak) = 1 dans Z∗, donc R (ak) =
S (ak) = ε = ±1. Le polynôme R − ε s’annule donc en n points distincts

39
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et étant de degré au plus égal à n, il est forcément de degré n ainsi que S.

On a donc R (X)− ε = S (X)− ε =
n∏
k=1

(X − ak) , ce qui nous donne :

1 = Q (X)−

(
n∏
k=1

(X − ak)

)2

= R (X)S (X)−

(
n∏
k=1

(X − ak)

)2

=

(
ε+

n∏
k=1

(X − ak)

)2

−

(
n∏
k=1

(X − ak)

)2

= ε

(
ε+ 2

n∏
k=1

(X − ak)

)

ce qui n’est pas possible.

2. Sachant qu’un polynôme irréductible dans Z [X] est irréductible dans Q [X] , on
déduit que P est irréductibles dans Q [X] et pour n ≥ 2, sa matrice compagnon
CP ∈Mn (Q) n’est pas trigonalisable car son polynôme caractéristique qui est
égal à P ne peut avoir de racines dans Q.



Chapitre 5

Exercices illustrant l’utilisation de la
notion de rang

Exercice 5.1. Polynôme annulateur d’un endomorphisme de rang égal à r

Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension
n ≥ 1 et u ∈ L (E) de rang r. Montrer qu’il existe un polynôme annulateur
de u de degré r + 1 (ce qui implique que le polynôme minimal de u est de
degré au plus égal à r + 1).

Solution. Pour r = 0, on a u = 0 et le polynôme minimal de u est πu (X) = X.
Pour r = n, le polynôme caractéristique Pu de u qui est de degré n annule u
(théorème de Cayley-Hamilton) et XPu convient. Pour 1 ≤ r ≤ n−1, en désignant
par v la restriction de u à Im (u) , on définit un endomorphisme de Im (u) et son

polynôme caractéristique Pv (X) =

r∑
k=0

akX
k qui est de degré r annule v (théorème

de Cayley-Hamilton). Pour tout x ∈ E, on a alors :

0 = Pv (v) (u (x)) = Pv (u) (u (x)) =

r∑
k=0

aku
k+1 (x)

ce qui signifie que le polynôme XPv (X) =

r∑
k=0

akX
k+1 qui est de degré r+1 annule

u.

Exercice 5.2. Application classique du théorème du rang

Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension
n ≥ 1 et u ∈ L (E) . Montrer que :(

Im (u) = Im
(
u2
))
⇔ (E = ker (u)⊕ Im (u))⇔

(
ker (u) = ker

(
u2
))

Que se passe–t–il en dimension infinie ?

Solution.

41
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1. On a toujours Im
(
u2
)
⊂ Im (u) et ker (u) ⊂ ker

(
u2
)
, donc :(

Im (u) = Im
(
u2
))
⇔
(
rg (u) = rg

(
u2
))

et : (
ker (u) = ker

(
u2
))
⇔
(
dim (ker (u)) = dim

(
ker
(
u2
)))

D’autre part, le théorème du rang nous dit que :

dim (E) = dim (ker (u)) + rg (u) = dim
(
ker
(
u2
))

+ rg
(
u2
)

ce qui permet de déduire que :(
Im (u) = Im

(
u2
))
⇔
(
ker (u) = ker

(
u2
))

Il suffit donc de montrer que :(
Im (u) = Im

(
u2
))
⇔ (E = ker (u)⊕ Im (u))

Si Im (u) = Im
(
u2
)
, pour tout x dans E, il existe y dans E tel que u (x) =

u2 (y) , donc x − u (y) ∈ ker (u) et x = (x− u (y)) + u (y) ∈ ker (u) + Im (u) .
On a donc E = ker (u) + Im (u) et avec le théorème du rang, on déduit que
E = ker (u) ⊕ Im (u) . Si E = ker (u) ⊕ Im (u) , tout x ∈ ker

(
u2
)

s’écrit alors
x = x1 + u (x2) avec u (x1) = 0 et 0 = u2 (x) = u3 (x2) entraîne que u2 (x2) ∈
ker (u)∩ Im (u) = {0} , donc u (x2) ∈ ker (u)∩ Im (u) = {0} et x = x1 ∈ ker (u) .
On a donc ker

(
u2
)
⊂ ker (u) et ker (u) = ker

(
u2
)
, ce qui équivaut à Im (u) =

Im
(
u2
)
.

2. En général, Im (u) = Im
(
u2
)

n’entraîne pas ker (u)∩ Im (u) = {0} . En considé-
rant E = R [X] , u : P 7−→ P ′, on a Im (u) = Im

(
u2
)
= R [X] (u est surjective)

et ker (u) = R ⊂ Im (u) . ker (u) = ker
(
u2
)

n’entraîne pas E = ker (u)+Im (u) .

En considérant E = R [X] , u : P 7−→ XP, on a ker (u) = ker
(
u2
)
= {0} (u

est injective) et Im (u) 6= R [X] . Enfin les exemples qui précèdent montrent que
ker (u) = ker

(
u2
)

et Im (u) = Im
(
u2
)

ne sont pas équivalents.

Exercice 5.3. Rang et passage au quotient

Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension
n ≥ 1, u ∈ L (E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Justifier

la définition de u ∈ L
(
E

F

)
par u (x) = u (x) pour tout x ∈ E, puis montrer

que rg (u) ≤ rg (u) .

Solution. Pour F = {0} , on a E

F
= E et u = u, donc rg (u) = rg (u) et pour

F = E, on a E

F
=
{
0
}

et u = 0, donc rg (u) = 0 ≤ rg (u) . On suppose donc que
F est de dimension p comprise entre 1 et n− 1 avec n ≥ 2.
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1. Si x, y dans E, sont tels que x = y, on a alors z = y − x ∈ F et u (y)− u (x) =
u (z) ∈ F car F est stable par u, donc u (x) = u (y). L’application u est donc

bien définie de E

F
dans E

F
. Pour tous x, y dans E et λ ∈ K, on a :

u (x+ λy) = u
(
x+ λy

)
= u (x+ λy) = u (x) + λu (y) = u (x) + λu (y)

ce qui signifie que u ∈ L
(
E

F

)
.

2. L’application π : x ∈ E 7→ x ∈ E

F
est linéaire, surjective, de noyau F, donc

le théorème du rang nous dit que dim (E) = dim (F ) + dim

(
E

F

)
. Ce der-

nier résultat peut aussi se montrer directement comme sui. En complétant
une base (ek)1≤k≤p de F en une base B = (ek)1≤k≤n de E, on vérifie que

B = (ek)p+1≤k≤n est une base de E

F
. En effet, tout élément de E

F
s’écrit

x =

n∑
k=1

xkek =

n∑
k=p+1

xkek, donc B engendre E

F
et l’égalité

n∑
k=p+1

xkek = 0

équivaut à
n∑

k=p+1

xkek ∈ F ∩ G, où G = Vect (ek)p+1≤k≤n , ce qui nous donne

n∑
k=p+1

xkek = 0 puisque F ∩G = {0} et donc xk = 0 pour tout k compris entre

p + 1 et n, ce qui signifie que la famille B est libre. En conclusion B est une

base de E

F
et dim

(
E

F

)
= n− p = dim (E)− dim (F ) .

3. En désignant par A = ((aij))1≤i,j≤n ∈Mn (K) la matrice de u dans la base B,
on vérifie que celle de u dans la base B est A = ((aij))p+1≤i,j≤n ∈ Mn−p (K) .

En effet, pour p+ 1 ≤ j ≤ n, on a u (ej) = u (ej) =
n∑
i=1

aijei =

n∑
i=p+1

aijei. Il en

résulte que rg (u) = rg
(
A
)
≤ rg (A) = rg (u) puisque la matrice A est extraite

de A.

Exercice 5.4. Quelques applications d’une caractérisation des matrices de
rang r

1. Soient K un corps commutatif et r un entier compris entre 1 et n. En
notant Ir la matrice identité d’ordre r, montrer qu’une matrice A ∈
Mn (K) est de rang r si, et seulement si, elle est équivalente à Ar =(

Ir 0r,n−r
0n−r,r 0n−r,n−r

)
.
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2. Soit H ∈ Mn (R) de rang 1. Montrer que, pour toute matrice A ∈
Mn (R) , on a :

det (A+H) det (A−H) ≤ (det (A))
2

3. Montrer que pour toutes matrices A et B dans Mn (K) , AB et BA ont
même polynôme caractéristique.

4. Montrer que GLn (C) est connexe par arcs.
5. Montrer que pour tout entier r compris entre 1 et n, l’ensemble Ar des

matrices de Mn (C) de rang r est connexe par arcs.
6. Montrer que GLn (C) est dense dans Mn (C)

Solution.

1. Soient u ∈ L (Kn) de rang r, de matrice A dans la base canonique de Kn, H
un supplémentaire de ker (u) dans Kn, donc de dimension r, B1 = (ei)1≤i≤r
une base de H et B2 une base de ker (u) . La famille u (B1) = (u (ek))1≤k≤r est

alors libre dans Kn (si
r∑

k=1

λku (ek) = 0, on a alors
r∑

k=1

λkek ∈ H ∩ ker (u) = {0}

et tous les λk sont nuls du fait que B1 est libre) et il se complète en une base
B′ = (u (e1) , · · · , u (er) , fr+1, · · · , fn) de Kn. La matrice de u dans les bases
B1 ∪ B2 et B′ a alors la forme indiquée. D’où le résultat. La réciproque est
évidente.

2. Pour H = A1 =

(
1 01,n−1

0n−1,1 0n−1,n−1

)
et A ∈ Mn (R) , on a en notant

C1, · · · , Cn les colonnes de A et E1 =

(
1

0n−1,1

)
la première colonne de A1 :

det (A±H) = det (C1 ± E1, C2, · · · , Cn) = det (C1, C2, · · · , Cn)± det (E1, C2, · · · , Cn)
= det (A)± det (A11)

(linéarité du déterminant par rapport à la première colonne), où A11 est la
matrice extraite de A en supprimant la première ligne et la première colonne,
ce qui nous donne :

det (A+H) det (A−H) = (det (A) + det (A11)) (det (A)− det (A11))

= (det (A))
2 − (det (A11))

2 ≤ (det (A))
2

Pour H de rang 1, on a H = PA1Q avec P, Q dans GLn (K) et :

det (A±H) = det
(
P
(
P−1AQ−1 ±A1

)
Q
)
= det (P ) det (Q) det

(
P−1AQ−1 ±A1

)
ce qui nous donne :

det (A+H) det (A−H) = det2 (P ) det2 (Q) det
(
P−1AQ−1 +A1

)
det
(
P−1AQ−1 −A1

)
≤ det2 (P ) det2 (Q) det2

(
P−1AQ−1

)
= (det (A))

2
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3. Pour A = 0 ou B = 0, le résultat est évident. On suppose donc A et B non

nulles. Pour A = Ar avec r compris entre 1 et n, en écrivant B =

(
B1 B2

B3 B4

)
avec B1 ∈ Mr (K) et B4 ∈ Mn−r (K) , on a AB =

(
B1 B2

0n−r,r 0n−r,n−r

)
,

BA =

(
B1 0r,n−r
B3 0n−r,n−r

)
et :

PAB (X) = det (XIn −AB) = Xn−r det (XIr −B1)

= det (XIn −BA) = PB (X)

Pour A de rang r, on a A = PArQ avec P, Q dans GLn (K) et :

PAB = PP (ArQBP )P−1 = PAr(QBP ) = P(QBP )Ar
= PQ(BPArQ)Q−1 = PBA

4. Pour toute matrice A ∈ GLn (C) , il existe une matrice P ∈ GLn (C) et une
matrice triangulaire supérieure T = ((mij))1≤i,j≤n telles que A = PTP−1. On
note, pour tout j ∈ {1, · · · , n} , mjj = ρje

iθj avec ρj > 0 et on définit un
chemin continu γ : [0, 1]→ GLn (C) par :

∀t ∈ [0, 1] , γ (t) =


γ11 (t) γ12 (t) · · · γ1n (t)

0 γ22 (t)
. . .

...
...

. . . . . . γn−1,n−1 (t)
0 · · · 0 γnn (t)


où :

γij (t) =

{
tmij si 1 ≤ i < j ≤ n
(1− t) eit θj + tmjj si i = j

On a alors γ (0) = In, γ (1) = T et φ : t 7→ Pγ (t)P−1 est un chemin continu
qui relie la matrice identité à la matrice A dans GLn (C) .

5. Pour toute matrice A ∈ Ar, il existe P et Q dans GLn (C) telles que A = PArQ.
Si γ1 et γ2 sont deux fonctions continues de [0, 1] dans GLn (C) telles que
γ1 (0) = In, γ2 (0) = In, γ1 (1) = P, γ2 (1) = Q (connexité par arcs de GLn (C)),
alors γ : t 7→ γ1 (t)Arγ2 (t) est un chemin continu qui relie Ar et A dans Ar.
Ce qui prouve que Ar est connexe par arcs. On peut aussi dire que Ar est
connexe comme image du connexe GLn (C)×GLn (C) par l’application continue
φ : (P,Q) 7→ PArQ.

6. Soit A ∈Mn (C) de rang r. Si r = 0, on a alors A = 0 = lim
k→+∞

1

k
In. Si r > 0, il

existe alors deux matrices inversibles P et Q telles que A = PArQ. On a alors

A = lim
k→+∞

PMkQ, avec Mk =

(
Ir 0r,n−r

0n−r,r
1

k
In−r

)
. Dans tous les cas on peut

écrire A comme limite d’une suite de matrices inversibles. Donc GLn (C) est
dense dans Mn (C) .
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Exercice 5.5. Rang et dualité

Soient K un corps commutatif et E,F deux K-espaces vectoriels, l’espace
E étant de dimension finie.

1. Montrer que u ∈ L (E,F ) \ {0} est de rang r si, et seulement si, il
existe des formes linéaires (φk)1≤k≤r linéairement indépendantes dans
E∗ et des vecteurs (yk)1≤k≤r linéairement indépendants dans F tels que

u (x) =

r∑
k=1

φk (x) yk pour tout x ∈ E. Dans ce cas, vérifier que l’on a

ker (u) =

r⋂
k=1

ker (φk) et Im (u) =

r⊕
k=1

Kyk.

2. On suppose que K est de caractéristique différente de 2. Montrer que
tout endomorphisme de E peut s’écrire comme somme de deux auto-
morphismes.

Solution.

1. Si rg (u) = r ≥ 1, son image Im (u) est alors de dimension r et en désignant par
(yk)1≤k≤r une base de Im (u) , on peut trouver, pour tout x ∈ E, des scalaires

(φk (x))1≤k≤r tels que u (x) =

r∑
k=1

φk (x) yk. L’unicité de l’écriture dans une

base nous montre que les φk sont des formes linéaires. Si le système (φk)1≤k≤r
est lié, l’une de ces formes, disons φr, est combinaison linéaire des autres, soit

φr =

r−1∑
k=1

λkφk et on a pour tout x ∈ E, u (x) =

r−1∑
k=1

φk (x) (yk + λkyr) et le

système de r−1 vecteurs (yk + λkyr)1≤k≤r−1 engendre Im (u) , ce qui n’est pas
possible. Le système (φk)1≤i≤r est donc libre. Dire que x ∈ ker (u) équivaut à

dire que u (x) =
r∑

k=1

φk (x) yk = 0, ce qui équivaut à la nullité de tous les scalaires

φk (x) puisque la famille (yk)1≤k≤r est libre. Par construction, on a Im (u) =
r⊕

k=1

Kyk. On peut remarquer que le fait que E soit de dimension finie n’intervient

pas pour démontrer que la condition est nécessaire. Réciproquement supposons
qu’il existe des formes linéaires (φk)1≤k≤r linéairement indépendantes dans E∗

et des vecteurs (yk)1≤k≤r linéairement indépendants dans F tels que u (x) =
r∑

k=1

φk (x) yk pour tout x ∈ E, l’espace E étant de dimension finie égale à n.

En désignant par B = (ej)1≤j≤n une base de E, on peut écrire chaque forme

linéaire φi sous la forme φi (x) =

n∑
j=1

αijxj et la matrice de u dans les base

B de E et B′ = (yj)1≤j≤r de Vect (y1, · · · , yr) ⊂ F est A = ((αi,j))1≤i≤r
1≤j≤n

et
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rg (u) = rg (A) = rg ( tA) = rg (φ1, · · · , φr) = r puisque les vecteurs colonnes
(αi,j)1≤j≤n sont les composantes des φi dans la base duale B∗.

2. Si u = 0, il s’écrit alors u = Id− Id. Si u est un automorphisme, il s’écrit alors
u =

1

2
u +

1

2
u (K est de caractéristique différente de 2). On suppose donc que

u est de rang r compris entre 1 et n − 1. Il existe alors des formes linéaires
(φi)1≤i≤r linéairement indépendantes dans E∗ et des vecteurs (yi)1≤i≤r linéai-

rement indépendants dans E tels que u (x) =
r∑
i=1

φi (x) yi pour tout x ∈ E. On

complète alors (yi)1≤i≤r en une base de E, (φi)1≤i≤r en une base de E∗ et les
applications linéaires v, w définies par :

∀x ∈ E,


v (x) =

1

2

r∑
i=1

φi (x) yi +
n∑

i=r+1

φi (x) yi

w (x) =
1

2

r∑
i=1

φi (x) yi −
n∑

i=r+1

φi (x) yi

sont des automorphismes de E (puisqu’ils sont de rang n d’après la question
précédente) tels que u = v + w. Dans le cas où le corps de base K est infini, ce
résultat peut se montrer plus simplement. En effet, l’endomorphisme u − λId
est non inversible pour un nombre fini de valeurs de λ, il existe donc un scalaire
non nul λ tel que v = u− λId soit inversible et u = v + w avec w = λId.

Exercice 5.6. Théorème des extrema liés

1. On se donne un ouvert non vide O de Rn (avec n ≥ 2), une fonction
f : O → R de classe C1 de O et une partie K de O définie par des
équations implicites :

K = {x ∈ O, φj (x) = 0, 1 ≤ j ≤ p}

où les p ≤ n fonctions φ1, · · · , φp sont de classe C1 de O dans R. Montrer
que si la restriction de f à K admet un extremum local en a ∈ K tel que
les différentielles dφ1 (a) , · · · , dφp (a) soient linéairement indépendantes
dans le dual de Rn, les formes linéaires df (a) , dφ1 (a) , · · · , dφp (p) sont
alors liées, c’est-à-dire qu’il existe des réels λ1, · · · , λp uniquement dé-

terminés tels que df (a) =
p∑
j=1

λjdφj (a) (les coefficients λ1, · · · , λp sont

les multiplicateurs de Lagrange).
2. Déterminer les extrema de la restriction au cercle K d’équation

(x− 2)
2
+ (y + 1)

2
= 1 de la fonction f définie sur R2 par f (x, y) =

x2 + y2.

Solution.
1. Pour 1 ≤ p ≤ n, on note φ = (φ1, · · · , φp) et les vecteurs de Rn sous la forme
x = (y, z) avec y ∈ Rn−p et z ∈ Rp. Pour p = n, la famille (dφk (a))1≤k≤n est
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une base du dual de Rn et df (a) est une combinaison linéaire des dφk (a) . La fa-

mille (dφk (a))1≤k≤p étant libre, la matrice jacobienne Jφ (a) =
(
∂φi
∂xj

(a)

)
1≤i≤p
1≤j≤n

∈

Mp,n (R) est de rang p et quitte à modifier la numérotation, on peut supposer
que :

det

(
∂φi
∂xj

(a)

)
1≤i≤p

(n−p)+1≤j≤n

= det

(
∂φi
∂zj

(a)

)
1≤i,j≤p

6= 0

Le théorème des fonctions implicites nous dit alors, en notant a = (b, c) dans
Rn−p × Rp, qu’il existe un voisinage ouvert U de b dans Rn−p, un voisinage
ouvert V de c dans Rp et une fonction g : U → V caractérisée par la condition :

∀y ∈ U , ∀z ∈ V , (φ (y, z) = 0⇔ z = g (y))

Il existe donc un voisinage ouvert O′ de a et un voisinage ouvertW de b = g (a)
tels que K∩O′ = {(y, g (y)) | y ∈ U} . Comme la restriction de f à K admet un
extremum local en a, la fonction h : y 7→ f (y, g (y)) admet un extremum local

en b. Cette fonction étant de classe C1, on a ∂h

∂yj
(b) = 0 pour 1 ≤ j ≤ n − p,

soit :
∂f

∂yj
(a) +

p∑
k=1

∂f

∂zk
(a)

∂gk
∂yj

(a) = 0 (1 ≤ j ≤ n− p)

Avec φ (y, g (y)) = 0 pour tout y ∈ U , on a aussi :

∂φi
∂yj

(a) +

p∑
k=1

∂φi
∂zk

(a)
∂gk
∂yj

(a) = 0 (1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n− p)

Ces résultats se traduisent sur la matrice jacobienne :
∂f
∂y1

(a) · · · ∂f
∂yn−p

(a) ∂f
∂z1

(a) · · · ∂f
∂zp

(a)
∂φ1

∂y1
(a) · · · ∂φ1

∂yn−p
(a) ∂φ1

∂z1
(a) · · · ∂φ1

∂zp
(a)

...
...

...
...

...
...

∂φp

∂y1
(a) · · · ∂φp

∂yn−p
(a)

∂φp

∂z1
(a) · · · ∂φp

∂zp
(a)


en disant que les colonnes 1 à n−p sont des combinaisons linéaires des p dernières
colonnes, donc le rang de cette matrice est inférieur ou égal à p et comme

det

(
∂φi
∂zj

(a)

)
1≤i,j≤p

6= 0, ce rang est égal à p. Les p+1 lignes de cette matrices

sont donc liées, ce qui signifie qu’il existe des réels non tous nuls α1, · · · , αp tels

que α1df (a) +

p∑
j=1

αjdφj (a) = 0. Comme la famille (dφk (a))1≤k≤p est libre,

on a nécessairement α1 6= 0 et df (a) =
p∑
j=1

λjdφj (a) , les λj étant uniquement

déterminés.
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2. En notant φ (x, y) = (x− 2)
2
+ (y + 1)

2 − 1, on a K = φ−1 {0} . La condition
df (a, b) et dφ (a, b) liées, avec (a, b) ∈ K, signifie qu’il existe un réel λ tel que :

a = λ (a− 2) et b = λ (b+ 1) avec (a− 2)
2
+ (b+ 1)

2
= 1

Nécessairement λ 6= 0 (sinon a = b = 0 et 5 = 1), donc b 6= 0, b 6= −1 et
a

b
=
a− 2

b+ 1
, soit a = −2b et 5b2 + 10b+ 4 = 0, ce qui donne deux solutions :

(a1, b1) =

(
2 +

2√
5
,−1− 1√

5

)
, (a2, b2) =

(
2− 2√

5
,−1 + 1√

5

)
avec f (a1, b1) = 2

(√
5 + 3

)
et f (a2, b2) = 2

(
3−
√
5
)
. En écrivant tout point

(x, y) de K sous la forme (x, y) = (2 + cos (t) ,−1 + sin (t)) avec t ∈ [−π, π] ,
on a :

f (x, y) = x2 + y2 = 2 (2x− y − 2) = 2 (3 + 2 cos (t)− sin (t))

et :
f (x, y)− f (a1, b1) = 2

(
2 cos (t)− sin (t)−

√
5
)

f (x, y)− f (a2, b2) = 2
(
2 cos (t)− sin (t) +

√
5
)

L’étude de la fonction φ : t 7→ 2 cos (t) − sin (t) nous montre que la restriction
de f à K admet un maximum en (a1, b1) et un minimum en (a2, b2) . En effet,
si φ′ (t) = −2 sin (t)− cos (t) = 0, on a alors tan (t) = −1

2
et φ (t) =

5

2
cos (t) =

±5

2

1√
1 + tan2 (t)

= ±
√
5.

Exercice 5.7. Rang de ((ch (αi − αj)))1≤i,j≤n et valeurs propres

Soient n ≥ 2, α = (αk)1≤k≤n ∈ Rn et q ∈ Q (Rn) la forme quadratique
de matrice A = (ch (αi − αj))1≤i,j≤n dans la base canonique de Rn.

1. Déterminer le rang et la signature de q.
2. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

Solution.
1. Pour tout x = (xk)1≤k≤n ∈ Rn, on a :

q (x) =
∑

1≤i,j≤n

ch (αi − αj)xixj

=
∑

1≤i,j≤n

ch (αi) ch (αj)xixj −
∑

1≤i,j≤n

sh (αi) sh (αj)xixj

=

(
n∑
i=1

ch (αi)xi

)2

−

(
n∑
i=1

sh (αi)xi

)2

= ℓ21 (x)− ℓ22 (x)
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la forme linéaire ℓ1 étant non nulle puisque la fonction ch est à valeurs stric-
tement positives, donc q est de rang 1 ou 2. Elle est de rang 1 si, et seule-
ment si, les formes linéaires ℓ1 et ℓ2 sont liées, ce qui revient à dire qu’il
existe λ ∈ R tel que ℓ2 = λℓ1, soit que sh (αi) = λ ch (αi) pour tout entier
i compris entre 1 et n, ce qui est encore équivalent à dire que th (αi) = λ
pour tout entier i compris entre 1 et n et cela signifie que tous les αi sont
égaux puisque la fonction th est bijective de R sur R. Dans ce cas, on a

q (x) =
(
ch2 (α1)− sh2 (α1)

)( n∑
i=1

xi

)2

=

(
n∑
i=1

xi

)2

. On a donc :

rg (q) =

{
1 si tous les αi sont égaux
2 sinon et sgn (q) =

{
(1, 0) si tous les αi sont égaux
(1, 1) sinon

2. La matrice A qui est symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et
est diagonalisable. Dans le cas où tous les αi sont égaux, tous les coefficients
de la matrice A valent 1, ses valeurs propres étant 0 d’ordre n − 1 avec pour

espace propre associé l’hyperplan H d’équation
n∑
i=1

xi = 0 et n de droite propre

H⊥ = R

 1
...
1

 . On suppose que les αi ne sont pas tous égaux. Dans ce cas,

la matrice A est de rang 2 et son noyau de dimension n−2. Ses valeurs propres
sont donc λ3 = 0 d’ordre n − 2 et λ1, λ2 réelles non nulles. La trace de A est
λ1 + λ2 = n (les termes diagonaux de A valent tous 1). Les termes diagonaux
de A2 sont les :

bii =

n∑
k=1

aikaki =

n∑
k=1

a2ik =

n∑
k=1

ch2 (αi − αk)

et sa trace est :

λ21 + λ22 = S =
∑

1≤i,j≤n

ch2 (αi − αj) =
∑

1≤i,j≤n

(
1 + sh2 (αi − αj)

)
= n2 +

∑
1≤i,j≤n

sh2 (αi − αj) = (λ1 + λ2)
2
+

∑
1≤i,j≤n

sh2 (αi − αj)

ce qui nous donne λ1λ2 = −1

2

∑
1≤i,j≤n

sh2 (αi − αj) = −S
2
. Il résulte de tout

cela que λ1, λ2 sont les racines réelles du polynôme P (X) = X2 − nX − S

2
=(

X − n

2

)2
− n2 + 2S

4
, soit λ1 =

n−
√
n2 + 2S

2
et λ2 =

n+
√
n2 + 2S

2
avec :

n2 + 2S =
∑

1≤i,j≤n

(
1 + 2 sh2 (αi − αj)

)
=

∑
1≤i,j≤n

ch (2 (αi − αj))

En résumé, les valeurs propres de A sont 0 d’ordre n − 2 et les deux valeurs

propres simples 1

2

n±√ ∑
1≤i,j≤n

ch (2 (αi − αj))

 .



Chapitre 6
Exercices illustrant l’utilisation des

matrices inversibles

Exercice 6.1. Déterminant d’une matrice blocs

Soient K un corps infini et M =

(
A B
C D

)
∈M2n (K) , avec A,B,C,D

dans Mn (K) telles que C et D commutent.

1. On suppose que D inversible et on pose T =

(
D 0
−C D−1

)
. Calculer

le produit MT, puis en déduire que det (M) = det (AD −BC) .

2. Désignant par P le polynôme défini par P (X) = det

(
A B
C D −XIn

)
(il s’agit ici du déterminant d’une matrice à coefficients dans le corps
K (X)), montrer que le polynôme Q défini par Q (X) = det (D −XIn)
n’a qu’un nombre fini de racines dans le corps K, puis en déduire que
det (M) = det (AD −BC) .

3. Déduire de la question précédente que pour A et B qui commutent dans

Mn (R) on a det

(
A B
−B A

)
≥ 0.

4. Montrer que le résultat de la question précédente est en fait valable pour
toutes matrices A et B dans Mn (R) .

Solution.
1. En utilisant le fait que D et C commutent on a :

MT =

(
A B
C D

)(
D 0
−C D−1

)
=

(
AD −BC BD−1

0 In

)
et det (M) = det (M) det (T ) = det (MT ) = det (AD −BC) .

2. Q (X) = det (D −XIn) est un polynôme de degré n, il n’a donc qu’un nombre
fini de racines dans K. En conséquence la matrice D − xIn est inversible pour
une infinité de valeurs de x (K est supposé infini). Pour ces valeurs on a puisque
C et D − xIn commutent :

P (x) = det

(
A B
C D − xIn

)
= det (A (D − xIn)−BC) = R (x)

51
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Les polynômes P et R prenant la même valeur pour une infinité de valeurs de x

sont donc égaux. Prenant x = 0 on obtient det

(
A B
C D

)
= det (AD −BC) .

3. En supposant que A et B commutent, on a :

det

(
A B
−B A

)
= det

(
A2 +B2

)
= det ((A+ iB) (A− iB))

= det (A+ iB) det (A− iB) = |det (A+ iB)|2 ≥ 0

4. En ajoutant à la colonne j ∈ {1, · · · , n} la colonne n + j multipliée par i, on

a det

(
A B
−B A

)
= det

(
A+ iB B
−B + iA A

)
, puis en retranchant à la ligne

k ∈ {n+ 1, · · · , 2n} la ligne k multipliée par i, on a :

det

(
A B
−B A

)
= det

(
A+ iB B

0 A− iB

)
= det (A+ iB) det (A− iB) = |det (A+ iB)|2 ≥ 0

Exercice 6.2. Un sous-groupe de GLn (Fp)

1. Soient n ≥ 2 un entier et K un corps commutatif. Montrer que l’ensemble
G des matrices inversibles de Mn (K) ayant un seul terme non nul par
colonne est un sous-groupe du groupe multiplicatif GLn (K) .

2. Pour cette question, p ≥ 2 est un nombre premier fixé et K est le corps
Fp =

Z
pZ
.

(a) Montrer que card (GLn (Fp)) =
n∏
k=1

(
pn − pk−1

)
.

(b) Montrer que n! (p− 1)
n divise

n∏
k=1

(
pn − pk−1

)
.

Solution. On note δij les symboles de Kronecker.

1. Pour A ∈ G et j entier compris entre 1 et n, l’élément non nul λj de la co-
lonne j est situé en ligne σ (j) . Comme A est inversible, l’application σ définit
une permutation de In = {1, · · · , n} . Cette application est bien définie car la
colonne j de A est de la forme (aij)1≤i≤j avec aij = 0 pour tous les indices i
sauf l’un d’entre eux, que l’on peut donc noter σ (j) . Elle est injective car si
σ (j) = σ (j′) pour j 6= j′, les colonnes j et j′ sont colinéaires et det (A) = 0, ce
qui n’est pas possible pour A inversible. Comme In est fini, σ est bijective. On
a donc :

G =
{
A =

((
λjδi,σ(j)

))
1≤i,j≤n , (λj)1≤j≤n ∈ (K∗)

n
, σ ∈ Sn

}
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Cet ensemble est non vide car il contient In = ((δi,j))1≤i,j≤n (λj = 1 pour tout
j et σ = Id). Il est bien contenu dans GLn (K) , car pour tout A ∈ G, on a :

det (A) =
∑
τ∈Sn

ε (τ)

n∏
j=1

aτ(j),j =
∑
τ∈Sn

ε (τ)

n∏
j=1

λjδτ(j),σ(j)

avec
n∏
j=1

λjδτ(j),σ(j) = 0 pour τ 6= σ, ce qui nous donne det (A) = ε (σ)

n∏
j=1

λj 6= 0.

Pour A =
((
λjδi,σ(j)

))
1≤i,j≤n et B =

((
µjδi,τ(j)

))
1≤i,j≤n dans G, le coefficient

d’indice (i, j) de C = AB est :

cij =

n∑
k=1

aikbkj =

n∑
k=1

λkδi,σ(k)µjδk,τ(j) = λτ(j)δi,σ(τ(j))µj

Ce coefficient est nul pour i 6= σ (τ (j)) et vaut λτ(j)µj 6= 0 pour i = σ (τ (j)) .
Donc AB ∈ G. L’égalité AB = In équivaut à cij = λτ(j)δi,σ(τ(j))µj = δij pour
tous i, j, ce qui nous donne λτ(i)δi,σ(τ(i))µi = 1 pour tout i, donc τ = σ−1

et µi =
1

λσ−1(i)
. L’inverse de A est donc B =

((
δi,σ(j)

λσ−1(j)

))
1≤i,j≤n

∈ G. En

conclusion G est un sous-groupe de GLn (K) .

2.

(a) Voir l’exercice ??.
(b) Le groupe G étant en bijection avec

(
F∗
p

)n×Sn, son cardinal est n! (p− 1)
n

et le théorème de Lagrange nous dit qu’il divise card (GLn (Fp)) .

Exercice 6.3. Matrices inversible de Mn

(
Z
rZ

)
Soient n ≥ 2 et r ≥ 2 deux entiers naturels. Pour tout entier relatif a,

on note a sa classe résiduelle modulo r dans Z
rZ
.

1. Montrer que l’application :

φ : A = ((aij))1≤i,j≤n ∈Mn (Z) 7→ A = ((aij))1≤i,j≤n ∈Mn

(
Z
rZ

)
de réduction modulo r est un morphisme d’anneaux surjectif. Préciser
son noyau.

2. Soit A un anneau commutatif unitaire. En notant A× le groupe multipli-
catif des éléments inversible de A, montrer qu’une matrice M ∈Mn (A)
est inversible dans Mn (A) si, et seulement si, det (M) ∈ A×.
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3. Montrer qu’une matrice M ∈ Mn (Z) [resp. M ∈ Mn

(
Z
rZ

)
] est

inversible dans Mn (Z) [resp. dans Mn

(
Z
rZ

)
] si, et seulement si,

det (M) = ±1 [resp. det (M) est premier avec r].

4. Soit A ∈ Mn (Z) . Montrer que A est inversible dans Mn

(
Z
rZ

)
si, et

seulement si, il existe deux matrices U et V dans Mn (Z) telles que
AU + rV = In.

5. On suppose que r = p ≥ 3 est un nombre premier impair et on se donne
un sous-groupe fini G d’ordre m du groupe multiplicatif GLn (Z) .

(a) Montrer que toute matrice A de G est diagonalisable, ses valeurs
propres complexes étant des racines m-ièmes de l’unité.

(b) Soient P un polynôme unitaire de degré n dans C [X] dont toutes
les racines sont de module égal à 1 et Q un polynôme unitaire de

degré n dans Z [X] . Montrer que si P (X) = pnQ

(
X − 1

p

)
, on a

alors P (X) = (X − 1)
n
.

(c) Montrer que la restriction de φ à G réalise une injection de G dans

GLn

(
Z
pZ

)
.

(d) En déduire que card (G) ≤ p
n(n−1)

2 .

Solution. Pour un anneau commutatif unitaire A, le déterminant d’une ma-

trice M ∈ Mn (A) est det (M) =
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

mσ(i),i, sa comatrice est la matrice

C (M) =
((

(−1)i+j det (Mi,j)
))

1≤i,j≤n
où Mi,j est déduite de M en supprimant

la ligne i et la colonne j et on a M tC (M) = tC (M)M = det (M) In.

1. L’application a 7→ a réalisant un morphisme d’anneaux surjectif de Z sur
Z
rZ
, il en résulte que φ est un morphisme d’anneaux surjectif de Mn (Z) sur

Mn

(
Z
rZ

)
. Si A ∈ ker (φ) , on a alors aij = 0, soit aij ∈ rZ, pour tous i, j

compris entre 1 et n, ce qui revient à dire que A ∈ rMn (Z) . Réciproquement,
il est clair que rMn (Z) ⊂ ker (φ) . On a donc ker (φ) = rMn (Z) .

2. Si M ∈ Mn (A) est inversible dans Mn (A) , il existe alors M ′ ∈ Mn (A) telle
que MM ′ = In, ce qui implique que :

det (M) det (M ′) = det (MM ′) = det (In) = 1

dans A, soit que det (M) est inversible dans A. Réciproquement, si det (M) est
inversible dans A, des égalités M tC (M) = tC (M)M = det (M) In, on déduit
que (det (M))

−1 tC (M) est un inverse de M dans Mn (A) .
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3. Si A est un anneau commutatif unitaire, on note alors GLn (A) le groupe
multiplicatif des matrices inversibles de Mn (A) . Sachant que Z× = {−1, 1}

et
(

Z
rZ

)×

=

{
a ∈ Z

rZ
, a ∧ r = 1

}
, on déduit de la question précédente que

GLn (Z) = {M ∈Mn (Z) , det (M) = ±1} et :

GLn

(
Z
rZ

)
=

{
M ∈Mn

(
Z
rZ

)
, det (M) ∧ r = 1

}
4. S’il existe deux matrices U et V dans Mn (Z) telles que AU + rV = In, on a

alors AU = In dansMn

(
Z
rZ

)
, ce qui signifie que U est un inverse à droite de

A dans l’anneau unitaire Mn

(
Z
rZ

)
et il s’agit de vérifier que U est aussi un

inverse à gauche de A (l’anneau Mn

(
Z
rZ

)
n’est pas commutatif pour n ≥ 2).

De AU = In, on déduit que det
(
A
)
det
(
U
)
= 1, donc det

(
A
)
∈
(

Z
rZ

)×

,

puis des égalités tC
(
A
)
= tC

(
A
)
AU = det

(
A
)
U, on déduit que l’on a

tC
(
A
)
A = det

(
A
)
UA, soit UA =

(
det
(
A
))−1 tC

(
A
)
A = In, ce qui signifie

que U est aussi un inverse à gauche de A. En conclusion, A est inversible dans

Mn

(
Z
rZ

)
d’inverse U. Réciproquement, si A est inversible dans Mn

(
Z
rZ

)
d’inverse U, on a alors AU = In, donc AU − In ∈ rMn (Z) et il existe une
matrice V ∈Mn (Z) telle que AU + rV = In.

5. Pour r = p premier, Z
pZ

est un corps fini à p éléments.

(a) En notant m le cardinal du groupe fini G, le théorème de Lagrange nous dit
que l’ordre de tout élément A de G est un diviseur de m et nécessairement,
on a Am = In, ce qui implique que A est diagonalisable car annulée par le
polynôme Xm − 1 qui est scindé à racines simples dans C. Le polynôme
minimal de A ∈ G ⊂ GLn (Z) ⊂ GLn (C) est donc un diviseur de Xm − 1
et en conséquence, les valeurs propres complexes de A, qui sont racines
du polynôme minimal, sont des racines m-ièmes de l’unité (on peut aussi
écrire que si AX = λX avec X 6= 0, on a alors X = AmX = λmX et
λm = 1).

(b) On raisonne par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, on a P (X) = X − λ =

pQ

(
X − 1

p

)
= X − 1 + pb avec |λ| = 1 et b ∈ Z, donc λ = 1 − pb est

entier de module 1, soit égal à ±1. Si λ = −1, on a alors pb = 2 dans Z
avec p ≥ 3, ce qui est impossible. On a donc λ = 1 et P (X) = X − 1.
Supposons le résultat acquis au rang n − 1 ≥ 1 et soient P,Q de degré n
vérifiant nos hypothèses. Les racines de P ∈ C [X] étant toutes de module

1, on a P (X) =

n∏
k=1

(X − λk) avec |λk| = 1 pour tout k compris entre 1
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et n, ce qui nous donne en particulier :

|P (1)| =
n∏
k=1

|1− λk| ≤
n∏
k=1

(1 + |λk|) ≤ 2n

De P (X) = pnQ

(
X − 1

p

)
avec Q ∈ Z [X] , on déduit que si Q (0) 6= 0, on

a alors |P (1)| = pn |Q (0)| ≥ pn > 2n pour p ≥ 3, ce qui est contradictoire.
On a donc P (1) = Q (0) = 0, soit P (X) = (X − 1)P1 (X) avec P1 dans
C [X] unitaire de degré n − 1 dont toutes les racines sont de module 1 et
Q (X) = XQ1 (X) avec Q1 ∈ Z [X] unitaire de degré n − 1, ce qui nous
donne :

(X − 1)P1 (X) = P (X) = pnQ

(
X − 1

p

)
= pn

X − 1

p
Q1

(
X − 1

p

)
= (X − 1) pn−1Q1

(
X − 1

p

)

soit P1 (X) = pn−1Q1

(
X − 1

p

)
. De l’hypothèse de récurrence, on déduit

alors que P1 (X) = (X − 1)
n−1 et P (X) = (X − 1)

n
.

(c) Pour toute matrice A ∈ G, on a det (A) = ±1, donc det
(
A
)
= ±1 et

A ∈ GLn

(
Z
pZ

)
. Si A ∈ ker (φ) , on a alors A = In et il existe une

matrice B ∈ Mn (Z) telle que A = In + pB. En notant χM le polynôme
caractéristique d’une matrice M ∈ Mn (Z) ⊂ Mn (C) , on a pour tout
nombre complexe z :

χA (z) = det (zIn −A) = det ((z − 1) In − pB)

= pn det

((
z − 1

p

)
In −B

)
= χB

(
z − 1

p

)
avec χA ∈ C [X] unitaire de degré n dans C [X] à racines de module 1 et
Q ∈ Z [X] unitaire de degré n, ce qui impose que χA (X) = (X − 1)

n
. La

matrice A est donc diagonalisable avec 1 pour unique valeur propre, ce qui
implique que A = In. En conclusion ker (φ) = {In} et φ est injective.

(d) Il en résulte que :

card (G) ≤ card

(
GLn

(
Z
pZ

))
=

n∏
k=1

(
pn − pk−1

)
≤ p

n(n−1)
2

n∏
k=1

(
pk − 1

)
≤ p

n(n−1)
2

(voir l’exercice ??).
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Exercice 6.4. Densité de GLn (K) dans Mn (K) où K = R ou C

K désigne le corps des réels ou des complexes et pour n ∈ N∗, l’espace
vectoriel Mn (K) est muni d’une norme quelconque (elles sont toutes équi-
valentes).

1. Montrer que le groupe multiplicatif GLn (K) des matrices d’ordre n in-
versibles est un ouvert dense de Mn (K) .

2. En utilisant la densité de GLn (K) dans Mn (K) , montrer que :

(a) GLn (Q) est dense dans Mn (R) ;
(b) le centre de GLn (K) est formé des homothéties non nulles ;
(c) il existe une base de Mn (K) formée de matrices inversibles ;
(d) pour n ≥ 2 il n’existe pas de norme sur Mn (K) telle que l’on ait∥∥P−1AP

∥∥ = ‖A‖ pour toutes matrices A dans Mn (K) et P dans
GLn (K) ;

(e) pour toutes matrices A, B dans Mn (K) , AB et BA ont même
polynôme caractéristique ;

(f) en notant C (A) la comatrice d’une matrice A ∈ Mn (K) , on a
det (C (A)) = (det (A))

n−1 ;
(g) pour A, B dans Mn (K) , on a C (AB) = C (A)C (B) ;
(h) si A et B sont semblables dans Mn (K) , il en est alors de même

de leurs comatrices.

Solution. On rappelle que le centre deMn (K) [resp. de GLn (K)] est l’ensemble
des matrices [resp. des matrices inversibles] qui commutent avec toutes les matrices
[resp. avec toutes les matrices inversibles]. On rappelle également que la comatrice
de A ∈ Mn (K) est la matrice C (A) =

((
(−1)i+j det (Ai,j)

))
1≤i,j≤n

où Ai,j est
déduite de A en supprimant la ligne i et la colonne j.
1. GLn (K) est ouvert dans Mn (K) comme image réciproque de l’ouvert K∗ par

l’application déterminant qui est continue comme fonction polynomiale des co-
efficients mij d’une matrice M. La fonction polynomiale z 7→ det (zIn −A) a
au plus n racines dans K, donc il existe un entier k0 tel que :

∀k > k0, det

(
1

k
In −A

)
6= 0

et on a A = lim
k→+∞
k>k0

Ak avec les Ak =
1

k
In −A inversibles pour tout k > k0.

2.

(a) On utilise sur Mn (R) la norme N : A 7→ max
1≤i,j≤n

|aij | . Soient A dans

Mn (R) et ε ∈ R+,∗. Comme GLn (R) est dense dans Mn (R) , il existe
P = ((pij))1≤i,j≤n ∈ GLn (R) telle que N (A− P ) < ε

2
et comme Q

est dense dans R, il existe pour tous i, j compris entre 1 et n, une suite
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r
(k)
i,j

)
k∈N

de nombres rationnels qui converge vers pij . De la continuité du

déterminant, on déduit, en notant Rk =
((
r
(k)
i,j

))
1≤i,j≤n

pour tout k ∈ N,

qu’il existe un entier k0 tel que det (Rk) 6= 0 pour tout k > k0 (puisque
lim

k→+∞
det (Rk) = det (P ) 6= 0). Prenant k0 assez grand, on peut aussi avoir∣∣∣pij − r(k)i,j

∣∣∣ < ε

2
pour tout k > k0 et pour tous i, j compris entre 1 et n,

ce qui nous donne N (P −Rk0+1) <
ε

2
et N (A−Rk0+1) < ε (inégalité

triangulaire) avec Rk0+1 ∈ GLn (Q) . On a ainsi montré que GLn (Q) est
dense dans Mn (R) .

(b) On note (ei)1≤i≤n la base canonique de Kn et (Ei,j)1≤i,j≤n celle deMn (K) .

Avec la densité de GLn (K) dans Mn (K) et la continuité du produit ma-
triciel, on déduit que toute matrice A = ((aij))1≤i,j≤n dans le centre
de GLn (K) est aussi dans le centre de Mn (K) et en particulier, on a
AEij = EijA, pour tous i, j, ce qui nous donne :

AEijej = Aei =

n∑
k=1

akiek = EijAej = Eij

(
n∑
k=1

akjek

)
= ajjei

et implique que aki = 0 pour k ∈ {1, · · · , n} \ {i} et aii = ajj . C’est-à-dire
que A = λIn. , c’est donc une homothétie et son rapport est non nulle
puisqu’elle est inversible.

(c) Vect (GLn (K)) est un sous espace vectoriel fermé de Mn (K) (on est en
dimension finie) qui contient GLn (K) , donc aussi son adhérenceMn (K) ,
ce qui implique que Vect (GLn (K)) = Mn (K) et du système générateur
GLn (K) on peut extraire une base.

(d) Supposons que pour toutes matrices A ∈ Mn (K) et P ∈ GLn (K) on
ait
∥∥P−1AP

∥∥ = ‖A‖ . Cette égalité appliquée à (PA,P ) donne ‖AP‖ =
‖PA‖ . Par densité de GLn (K) dans Mn (K) et continuité du produit
matriciel, on déduit que ‖AP‖ = ‖PA‖ pour toutes matrices A,P dans
Mn (K) . Mais ce denier résultat est impossible pour n ≥ 2. En effet, on a
E12E11 = 0 et E11E12 6= 0.

(e) Si A est inversible, alors AB et BA = A−1 (AB)A sont semblables, donc
de même polynôme caractéristique. Dans le cas général, on peut écrire
que A = lim

k→+∞
Mk où (Mk)k∈N est une suite de matrices inversibles. Les

matrices MkB et BMk ont donc même polynôme caractéristique et avec
la continuité du produit matriciel et du déterminant, on peut alors écrire
que, pour tout λ dans C, on a :

det (λIn −AB) = lim
k→+∞

det (λIn −MkB)

= lim
k→+∞

det (λIn −BMk) = det (λIn −BA)

c’est-à-dire que AB et BA ont même polynôme caractéristique.
(f) Pour A ∈Mn (K) , on a A · tC (A) = det (A) ·In et pour A ∈ GLn (K) , on

en déduit que det (C (A)) = det ( tC (A)) = (det (A))
n−1

. Par densité de
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GLn (K) dansMn (K) et continuité des applications det et C (applications
polynomiales), on en déduit que ce résultat est valable sur Mn (K) . Il en
résulte que C (A) est inversible si, et seulement si, A l’est.

(g) Pour A,B dans GLn (K) , on a :

tC (AB) = det (AB) (AB)
−1

= det (A) det (B)B−1A−1

=
(
det (B)B−1

) (
det (A)A−1

)
= tC (B) tC (A)

et en transposant, C (AB) = C (A)C (B) . Par densité de GLn (K) dans
Mn (K) et continuité de l’applications C et du produit matriciel, on en
déduit que ce résultat est valable sur Mn (K)×Mn (K) .

(h) Dire que A et B sont semblables dans Mn (K) signifie qu’il existe P dans
GLn (K) telle que B = P−1AP. Pour A ∈ GLn (K) , on a B ∈ GLn (K)
et :

tC (B) = tC
(
P−1AP

)
= det

(
P−1AP

) (
P−1AP

)−1
= det (A)P−1A−1P

= det (A)
1

det (A)
P−1 tC (A)P = P−1 tC (A)P

et en transposant, C (B) = tPC (A) t
(
P−1

)
= tPC (A) ( tP )

−1
, donc

les matrices C (A) et C (B) sont semblables. Pour A ∈ Mn (K) , on écrit
que A = lim

k→+∞
Ak, où (Ak)k∈N est une suite de matrices inversibles, donc

B = lim
k→+∞

P−1AkP (continuité du produit matriciel) et on a :

C (B) = lim
k→+∞

C
(
P−1AkP

)
= lim
k→+∞

tPC (Ak)
(
tP
)−1

= tPC (A)
(
tP
)−1

(continuité de C et du produit matriciel).

Exercice 6.5. Transformation d’Euler

En désignant par RN le R-espace vectoriel des suites réelles, on associe
à tout réel λ ∈ R \ {0,−1} , l’opérateur Tλ qui associe à toute suite réelle
u = (un)n∈N , la suite Tλ (u) = (vn)n∈N des moyennes d’Euler de paramètre
λ définie par :

∀n ∈ N, vn =
1

(λ+ 1)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
λkuk
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1. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout réel strictement positif
λ, la matrice

Qn+1 (λ) =



(
0
0

)
0 · · · · · · 0(

1
0

) (
1
1

)
λ 0 · · · 0(

2
0

) (
2
1

)
λ

(
2
2

)
λ2

. . . 0
...

...
. . . . . . 0(

n
0

) (
n
1

)
λ · · ·

(
n
n−1

)
λn−1

(
n
n

)
λn


est inversible dans Mn+1 (R) d’inverse :

(
0
0

)
0 · · · · · · 0

−
(
1
0

)
1
λ

(
1
1

)
1
λ 0 · · · 0(

2
0

)
1
λ2 −

(
2
1

)
1
λ2

(
2
2

)
1
λ2

. . . 0
...

...
. . . . . . 0

(−1)n
(
n
0

)
1
λn (−1)n−1 (n

1

)
1
λn · · · −

(
n
n−1

)
1
λn

(
n
n

)
1
λn


Pour λ = 1, il s’agit d’une matrice de Pascal (voir l’exercice ??).

2. Montrer que, pour tout réel λ ∈ R \ {0,−1} , l’application Tλ réalise un
automorphisme de RN d’inverse T−(λ+1), ce qui nous dit que pour toutes
suites réelles (un)n∈N , et (vn)n∈N , on a l’équivalence :(

∀n ∈ N, vn =
1

(λ+ 1)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
λkuk

)

⇔

(
∀n ∈ N, un =

1

λn

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(λ+ 1)

k
vk

)

Solution.

1. Comme det (Qn+1 (λ)) = λ
n(n+1)

2 6= 0, la matrice Qn+1 (λ) est inversible. Les

égalités (λX + 1)
k
=

k∑
j=0

(
k

j

)
λjXj dans Rn [X] pour k compris entre 0 et n

nous disent que la transposée de Qn+1 (λ) est la matrice de passage de la base
B0 =

(
Xk
)
0≤k≤n à la base B1 =

(
(λX + 1)

k
)
0≤k≤n

de Rn [X] et on en déduit

que l’inverse de tQn+1 (λ) est la matrice de passage de B1 à B0 qui s’obtient

avec les égalités λkXk = (λX + 1− 1)
k
=

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
(λX + 1)

j pour k
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compris entre 0 et n. On a donc :

tQ−1
n+1 (λ) =



(
0
0

)
− 1
λ

(
1
0

)
1
λ2

(
2
0

)
· · · (−1)n 1

λn

(
n
0

)
0 1

λ

(
1
1

)
− 1
λ2

(
2
1

)
· · · (−1)n−1 1

λn

(
n
1

)
0 0 1

λ2

(
2
2

) . . .
...

...
...

. . . . . . − 1
λn

(
n
n−1

)
0 0 · · · 0 1

λn

(
n
n

)


soit :

Q−1
n+1 (λ) =



(
0
0

)
0 · · · · · · 0

−
(
1
0

)
1
λ

(
1
1

)
1
λ 0 · · · 0(

2
0

)
1
λ2 −

(
2
1

)
1
λ2

(
2
2

)
1
λ2

. . . 0
...

...
. . . . . . 0

(−1)n
(
n
0

)
1
λn (−1)n−1 (n

1

)
1
λn · · · −

(
n
n−1

)
1
λn

(
n
n

)
1
λn


2. Il est clair que l’application Tλ est un un endomorphisme de RN. En notant

µ =
1

λ+ 1
, Un+1 =


u0
u1
...
un

 et Vn+1 =


v0
v1
...
vn

 dans Rn+1, l’égalité v = Tλ (u)

se traduit par Vn+1 = Pn+1Un+1 pour tout n ∈ N, où Pn+1 est la matrice réelle
d’ordre n+ 1 définie par :

Pn+1 =



(
0
0

)
0 · · · · · · 0

µ
(
1
0

)
µ
(
1
1

)
λ 0 · · · 0

µ2
(
2
0

)
µ2
(
2
1

)
λ µ2

(
2
2

)
λ2

. . . 0
...

...
. . . . . . 0

µn
(
n
0

)
µn
(
n
1

)
λ · · · µn

(
n
n−1

)
λn−1 µn

(
n
n

)
λn



=



1 0 · · · · · · 0
0 µ 0 · · · 0

0 0 µ2 . . . 0
...

...
. . . . . . 0

0 0 · · · 0 µn





(
0
0

)
0 · · · · · · 0(

1
0

) (
1
1

)
λ 0 · · · 0(

2
0

) (
2
1

)
λ

(
2
2

)
λ2

. . . 0
...

...
. . . . . . 0(

n
0

) (
n
1

)
λ · · ·

(
n
n−1

)
λn−1

(
n
n

)
λn


= Dn+1 (µ)Qn+1 (λ)

avec des notations évidentes. Comme det (Pn+1) =

(
λ

λ+ 1

)n(n+1)
2

6= 0, la

matrice Pn+1 est inversible et on a la formule d’inversion Un+1 = P−1
n+1Vn+1

qui nous dit que Tλ est un automorphisme (pour toute suite v ∈ RN, l’égalité
Tλ (u) = v équivaut à Vn+1 = Pn+1Un+1 pour tout n ∈ N, ce qui nous donne
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pour unique solution la suite u définie par Un+1 = P−1
n+1Vn+1 pour tout n ∈ N).

On a alors :

P−1
n+1 = Q−1

n+1 (λ)D
−1
n+1

(
1

λ+ 1

)
= Q−1

n+1 (λ)Dn+1 (λ+ 1)

=



(
0
0

)
0 · · · · · · 0

−
(
1
0

)
1
λ

(
1
1

)
λ+1
λ 0 · · · 0(

2
0

)
1
λ2 −

(
2
1

)
λ+1
λ2

(
2
2

) (λ+1)2

λ2

. . . 0
...

...
. . . . . . 0

(−1)n
(
n
0

)
1
λn (−1)n−1 (n

1

)
λ+1
λn · · · −

(
n
n−1

) (λ+1)n−1

λn

(
n
n

) (λ+1)n

λn


ce qui nous dit que un =

1

λn

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(λ+ 1)

k
vk pour tout n ∈ N, soit

que u = T−(λ+1) (v) . On a donc T−1
λ = T−(λ+1).

Exercice 6.6. Matrices de Gram et interpolation

On se donne un intervalle réel I non réduit à un point et on note C0 (I)
l’espace des fonctions continues de I dans R. À tout entier n ≥ 1 et toutes
suites φ = (φk)0≤k≤n de fonctions dans C0 (I) et x = (xk)0≤k≤n de réels
dans I, on associe la matrice de Gram G (f, x) = ((fj (xi)))0≤i,j≤n dans
Mn+1 (R) .
1. Soit φ = (φk)0≤k≤n une suite de fonctions dans C0 (I) . Montrer que les

assertions suivantes sont équivalentes :

(a) toute fonction f ∈ Vect {φ0, · · · , φn}\{0} a au plus n racines dans
l’intervalle I ;

(b) pour toute suite x = (xk)0≤k≤n de points de I deux à deux distincts,
la matrice G (φ, x) est inversible ;

(c) pour toute suite x = (xk)0≤k≤n de points de I deux à deux distincts
et toute suite y = (yk)0≤k≤n de réels, il existe une unique fonction
f ∈ Vect {φ0, · · · , φn} telle que f (xk) = yk pour tout entier k
compris entre 0 et n.

2. Soit φ = (φk)0≤k≤n une suite de fonctions dans C0 (I) qui vérifie l’une
des conditions de la question précédente.

(a) Montrer que la famille de fonctions φ est libre dans C0 (I) .
(b) Soit y = (yk)0≤k≤n ∈ Rn+1. Montrer que la fonction d’interpolation

f =

n∑
j=0

ajφj telle que f (xk) = yk pour tout entier k compris entre

0 et n est définie par :

∀t ∈ I, f (t) =
n∑
j=0

yj
det
(
G
(
f, x(j,t)

))
det (G (f, x))
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où x(j,t) = (x0, · · · , xj−1, t, xj+1, · · · , xn) . Que retrouve-t-on pour
les fonctions φk définies par φk (t) = tk pour tout k compris entre
0 et n ?

Solution. Une famille de fonctions φ = (φk)0≤k≤n dans C0 (I) qui vérifie l’une
des conditions de la première question est un système de Tchebychev. Toute base
de Rn [X] est un système de Tchebychev. Avec la base canonique, on retrouve
l’interpolation de Lagrange.

(a)⇔ (b) On procède par contraposée. Pour x ∈ In+1 formée de n+1 points deux à deux
distincts, la matrice G (φ, x) est non inversible si, et seulement si, le système
linéaire de n+ 1 équations aux n+ 1 inconnues réelles a0, · · · , an :

p∑
j=0

ajφj (xi) = 0 (0 ≤ i ≤ n)

a une solution non nulle dans Rn+1, ce qui est encore équivalent à dire qu’il

existe une fonction f =

n∑
j=0

ajφj ∈ Vect {φ0, · · · , φn} \ {0} ayant n+ 1 racines

distinctes dans I.
(b)⇔ (c) Pour x ∈ In+1 formée de n+1 points deux à deux distincts, la matrice G (φ, x)

est inversible si, et seulement si, pour tout y = (yk)0≤k≤n ∈ Rn+1 le système
linéaire :

p∑
j=0

ajφj (xi) = yi (0 ≤ i ≤ n) (6.1)

a une unique solution, ce qui revient à dire qu’il existe une unique fonction
f ∈ Vect {φ0, · · · , φn} telle que f (xk) = yk pour tout entier k compris entre 0
et n.

1. Soit φ = (φk)0≤k≤n un système de Tchebychev.

(a) Si
n∑
j=0

ajφj = 0, on a alors pour toute suite x ∈ In+1 formée de n+1 points

deux à deux distincts,
n∑
j=0

ajφj (xi) = 0 pour tout i compris entre 0 et n,

la matrice G (φ, x) de ce système linéaire étant inversible, ce qui implique
que tous les coefficients aj sont nuls.

(b) Pour tout entier j compris entre 0 et n, on a :

det
(
G
(
φ, x(j,t)

))
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ0 (x0) φ1 (x0) · · · φn (x0)
...

... · · ·
...

φ0 (xj−1) φ1 (xj−1) · · · φn (xj−1)
φ0 (t) φ1 (t) · · · φn (t)

φ0 (xj+1) φ1 (xj+1) · · · φn (xj+1)
...

... · · ·
...

φ0 (xn) φ1 (xn) · · · φn (xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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(en adaptant l’écriture pour j = 0 et pour j = n) et le développement de
ce déterminant suivant la ligne j nous montre que f ∈ Vect {φ0, · · · , φn} .
Pour t = xk avec k 6= j, on a det

(
G
(
φ, x(j,t)

))
= 0 car les lignes k et j

de ce déterminant sont égales et pour t = xj , on a det
(
G
(
φ, x(j,t)

))
=

det (G (φ, x)) , donc f (xk) = yk pour tout entier k compris entre 0 et n.
La fonction f est donc bien la fonction d’interpolation annoncée car cette
dernière est unique. Pour φ =

(
tk
)
0≤k≤n , on a :

det (G (f, x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 · · · xn0
1 x1 · · · xn1
...

...
. . .

....
1 xn · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

0≤i<k≤n

(xk − xi)

(déterminant de Vandermonde) et pour j compris entre 0 et n, on a en
notant x′ = (x0, · · · , xj−1, t, xj+1, · · · , xn) :

det
(
G
(
f, x(j,t)

))
det (G (f, x))

=

n∏
k=1

k−1∏
i=0

x′k − x′i
xk − xi

=

j−1∏
k=1

k−1∏
i=0

xk − xi
xk − xi

j−1∏
i=0

t− xi
xj − xi

n∏
k=j+1

 xk − t
xk − xj

j−1∏
i=0

xk − xi
xk − xi

k−1∏
i=j+1

xk − xi
xk − xi


=

j−1∏
i=0

t− xi
xj − xi

n∏
k=j+1

t− xk
xj − xk

=

n∏
i=0
i ̸=j

t− xi
xj − xi

ce qui nous donne l’expression classique des polynômes d’interpolation de
Lagrange :

f (t) =

n∑
j=0

yj

n∏
i=0
i ̸=j

t− xi
xj − xi



Chapitre 7

Exercices illustrant l’utilisation de
déterminants

Exercice 7.1. Matrices à coefficients dans {−1, 1}

Soit A ∈Mn (Z) . Montrer que :

1. si tous les coefficients de A sont dans {0, 2} , alors det (A) est divisible
par 2n ;

2. si tous les coefficients de A sont dans {−1, 1} , alors det (A) est divisible
par 2n−1.

Solution.

1. On a det (A) =
∑
σ∈Sn

ε (σ)

n∏
i=1

aσ(i),i avec
n∏
i=1

aσ(i),i = 0 si l’un des aσ(i),i est nul

ou
n∏
i=1

aσ(i),i = 2n si tous les aσ(i),i valent 2. Il en résulte que det (A) est divisible

par 2n. On peut aussi procéder par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, det (A) qui
vaut 0 ou 2 est divisible par 2. Supposant le résultat acquis au rang n−1 ≥ 1, on
a en développant le déterminant par rapport à la première colonne, det (A) =
n∑
i=1

(−1)i+1
ai,1 det (Ai,1) , où chaque matrice Ai,1 ∈Mn−1 (Z) déduite de A en

supprimant la i-ième ligne et la première colonne est à coefficients dans {0, 2} .
Par hypothèse de récurrence, on a det (Ai,1) = qi,12

n−1 avec qi,1 ∈ Z, ce qui

nous donne det (A) =

(
n∑
i=1

(−1)i+1
ai,1qi,1

)
2n−1, les ai,1 valant 0 ou 2, ce qui

implique que det (A) est divisible par 2n.

2. Si, pour i compris entre 1 et n, le coefficient ai1 vaut −1, en notant Bi,1 la ma-
trice déduite de A en multipliant la ligne i par −1, on a det (A) = − det (Bi,1)
(linéarité du déterminant par rapport à chaque ligne), le coefficient numéro
(i, 1) de Bi,1 valant |ai,1| = 1. Donc en désignant par B la matrice de coef-
ficients bi,1 = |ai,1| = 1 et bij = aij pour 2 ≤ j ≤ n et 1 ≤ i ≤ n, on a
det (A) = ± det (B) . En désignant par C la matrice déduite de B en ajoutant la
première colonne aux autres, on a det (C) = det (B) , les coefficients de C valant

65
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1 sur la première colonne et 0 ou 2 sur les autres colonnes. En développant le dé-
terminant de C suivant la première colonne, on a det (A) = ± det (C) = q2n−1

avec q ∈ Z.

Exercice 7.2. Déterminants déduits de Vandermonde

K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2. À tout entier
n ≥ 2 et toute suite (αk)1≤k≤n d’éléments de K, on associe la matrice de
Vandermonde :

V (α1, · · · , αn) =
(
αi−1
j

)
1≤i,j≤n =


1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

...
. . .

....
αn−1
1 αn−1

2 · · · αn−1
n


et on note ∆(α1, · · · , αn) , le déterminant de cette matrice.

1. Montrer que V (α1, · · · , αn) est inversible si, et seulement si, les αk pour
k compris entre 1 et n sont deux à deux distincts.

2. Montrer que ∆(α1, · · · , αn) =
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi) .

3. Calculer ∆(1, 2, · · · , n) .
4. Soient (Pk)1≤k≤n une suite de polynômes dans Kn−1 [X] et

Q (P1, · · · , Pn) la matrice dont les colonnes sont formées des compo-
santes de chaque polynôme Pk dans la base canonique de Kn−1 [X] .
Montrer que :

det

 P1 (α1) · · · P1 (αn)
...

. . .
....

Pn (α1) · · · Pn (αn)

 = ∆(α1, · · · , αn) det (Q (P1, · · · , Pn))

Dans le cas particulier où chaque polynôme Pk, pour k compris entre 1
et n− 1 est unitaire de degré k − 1, montrer que :

det

 P1 (α1) · · · P1 (αn)
...

. . .
....

Pn (α1) · · · Pn (αn)

 = ∆(α1, · · · , αn)

5. Soit An =


1n−1 2n−1 · · · nn−1

2n−1 3n−1 · · · (n+ 1)
n−1

...
... · · ·

...
nn−1 (n+ 1)

n−1 · · · (2n− 1)
n−1

 . Montrer que :

det (An) = (−1)
(n−1)(n+2)

2 ((n− 1)!)
n
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Solution.

1. S’il existe i 6= j tels que αi = αj , la matrice V (α1, · · · , αn) a alors deux co-
lonnes identiques, ce qui implique qu’elle est non inversible. Réciproquement, si
V (α1, · · · , αn) est non inversible, il en est alors de même de tV (α1, · · · , αn) =

1 α1 · · · αn−1
1

1 α2 · · · αn−1
2

...
...

. . .
....

1 αn · · · αn−1
n

 et le système linéaire :

n∑
j=1

αj−1
i xj = 0 (1 ≤ i ≤ n)

a une solution (xj)1≤j≤n non nulle, ce qui revient à dire que α1, · · · , αn sont des

racines du polynôme P (X) =

n∑
j=1

xjX
j−1 ∈ Kn−1 [X] \ {0} et nécessairement il

existe i 6= j tels que αi = αj , sans quoi P aurait n racines distinctes en étant
non nul de degré au plus égal à n− 1, ce qui n’est pas possible.

2. Pour n = 2, on a ∆(α1, α2) =

∣∣∣∣ 1 1
α1 α2

∣∣∣∣ = α2 − α1. En supposant le résul-

tat acquis pour n − 1 ≥ 2, on propose trois méthodes de démonstration par
récurrence.

(a) En retranchant, pour i = n, n− 1, · · · , 2, à la ligne i de V (α1, · · · , αn) sa
ligne i− 1 multipliée par α1, on obtient :

∆(α1, · · · , αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
0 α2 − α1 · · · αn − α1

...
...

. . .
...

0 αn−2
2 (α2 − α1) · · · αn−2

n (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α2 − α1 α3 − α1 · · · αn − α1

α2 (α2 − α1) α3 (α3 − α1) · · · αn (αn − α1)
...

...
. . .

...
αn−2
2 (α2 − α1) αn−2

3 (α3 − α1) · · · αn−2
n (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
soit par n-linéarité du déterminant :

∆(α1, · · · , αn) =

(
n∏
k=2

(αk − α1)

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
α2 · · · αn
...

. . .
...

αn−2
2 · · · αn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∏
k=2

(αk − α1)

)
∆(α2, · · · , αn)
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et avec l’hypothèse de récurrence, cela donne :

∆(α1, · · · , αn) =

(
n∏
k=2

(αk − α1)

) ∏
2≤i<j≤n

(αj − αi)

=
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi)

(b) Le déterminant étant une forme n-linéaire alternée, on a pour tout poly-
nôme P unitaire de degré n− 1 :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

...
. . .

....
P (α1) P (α2) · · · P (αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∆(α1, · · · , αn)

Prenant P (X) =

n−1∏
k=1

(X − αk) , on en déduit que :

∆(α1, · · · , αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

...
. . .

...
0 0 · · · P (αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = P (αn)∆ (α1, · · · , αn−1)

=

(
n−1∏
k=1

(αn − αk)

)
∆(α1, · · · , αn−1)

et avec l’hypothèse de récurrence, cela donne :

∆(α1, · · · , αn) =

(
n−1∏
k=1

(αn − αk)

)
n∏

1≤i<j≤n−1

(αj − αi)

=
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi)

(c) Dans le cas où deux des αk sont égaux, la formule est triviale. Dans le
cas contraire, le polynôme V (X) = V (α1, · · · , αn−1, X) qui est de de-
gré n − 1 (développement par rapport à la dernière colonne) s’annule
en α1, · · · , αn−1 deux à deux distincts, donc il existe λ ∈ K telle que

V (X) = λ

n−1∏
k=1

(X − αk) . En développant le déterminant V (X) par rap-

port à la dernière colonne, on voit que λ qui est le coefficient de Xn−1

est égal à ∆(α1, · · · , αn−1) , ce qui nous donne par évaluation en αn,

∆(α1, · · · , αn) = ∆ (α1, · · · , αn−1)

n−1∏
k=1

(αn − αk) et on conclut encore par

récurrence.
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3. Pour n ≥ 2, on a :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 2 · · · n
...

...
. . .

...
1 2n−1 · · · nn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤1<j≤n

(j − i) =
n∏
j=2

j−1∏
i=1

(j − i) =
n∏
j=2

(j − 1)! =

n−1∏
j=1

j!

4. En notant Pj (X) =

n−1∑
i=0

aijX
j pour tout entier j compris entre 1 et n, on a :

Vn =

 a0,1 · · · an−1,1

...
. . .

....
an,0 · · · an−1,n




1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

...
. . .

....
αn−1
1 αn−1

2 · · · αn−1
n


= tQ (P1, · · · , Pn)V (α1, · · · , αn)

où Q (P1, · · · , Pn) est la matrice dont les colonnes sont formées des composantes
de chaque polynôme Pj dans la base canonique de Kn−1 [X] (dans le où la famille
(Pj)1≤j≤n est libre, cette matrice est la matrice de passage de

(
Xj−1

)
1≤j≤n à

(Pj)1≤j≤n), donc det (Vn) = ∆ (α1, · · · , αn) det (Q (P1, · · · , Pn)) . Dans le cas
particulier où chaque polynôme Pk, pour k compris entre 1 et n−1 est unitaire
de degré k − 1, la matrice Q (P1, · · · , Pn) est triangulaire supérieure avec tous
ses termes diagonaux égaux à 1, donc det (Q (P1, · · · , Pn)) = 1 et det (An) =
∆ (α1, · · · , αn) .

5. On prend αk = k et Pk (X) = (X + k − 1)
n−1 pour 1 ≤ k ≤ n. Dans ce cas, on a

∆(1, · · · , n) =
n−1∏
j=1

j! et P1 (X) = Xn−1, Pk (X) =

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(k − 1)

n−1−i
Xi

pour 2 ≤ k ≤ n, donc :

det (Q (P1, · · · , Pn)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
(
n−1
0

) (
n−1
0

)
2n−1 · · ·

(
n−1
0

)
(n− 1)

n−1

0
(
n−1
1

) (
n−1
1

)
2n−2 · · ·

(
n−1
1

)
(n− 1)

n−2

...
...

... · · ·
...

0
(
n−1
n−2

) (
n−1
n−2

)
2 · · ·

(
n−1
n−2

)
n− 1

1
(
n−1
n−1

) (
n−1
n−1

)
· · ·

(
n−1
n−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n−1∏
i=0

(
n− 1

i

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2n−1 · · · (n− 1)
n−1

0 1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2

...
...

... · · ·
...

0 1 2 · · · n− 1
1 1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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soit :

det (Q (P1, · · · , Pn)) = (−1)n+1
n−2∏
i=1

(
n− 1

i

) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2n−1 · · · (n− 1)

n−1

1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2

...
... · · ·

...
1 2 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1

n−2∏
i=1

(
n− 1

i

)
(n− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2n−2 · · · (n− 1)

n−2

1 2n−3 · · · (n− 1)
n−3

...
... · · ·

...
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
avec :

1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2

1 2n−3 · · · (n− 1)
n−3

...
... · · ·

...
1 1 · · · 1

 = Pσ


1 1 · · · 1
1 2 · · · n− 1
...

... · · ·
...

1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2


où Pσ est la matrice de permutation associée à σ =

(
1 2 · · · n− 1

n− 1 n− 2 · · · 1

)
,

ce qui nous donne en notant λn = (−1)n+1
n−2∏
i=1

(
n− 1

i

)
(n− 1)! et ε (σ) la si-

gnature de la permutation σ :

det (Q (P1, · · · , Pn)) = λnε (σ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 2 · · · n− 1
...

... · · ·
...

1 2n−2 · · · (n− 1)
n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λnε (σ)∆ (1, · · · , n− 1)

avec :

λn∆(1, · · · , n− 1) = (−1)n+1
((n− 1)!)

n−1
n−2∏
i=1

1

i! (n− 1− i)!

n−2∏
j=1

j

= (−1)n+1
((n− 1)!)

n−1
n−2∏
j=1

1

j!

et :

ε (σ) =
∏

1≤i<j≤n−1

σ (j)− σ (i)
j − i

=
∏

1≤i<j≤n−1

(n− j)− (n− i)
j − i

=
∏

1≤i<j≤n−1

(−1) = (−1)
(n−1)(n−2)

2
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donc :

det (An) = ∆ (1, · · · , n) det (Q (P1, · · · , Pn))

=

n−1∏
j=1

j!

 (−1)n+1
ε (σ) ((n− 1)!)

n−1
n−2∏
j=1

1

j!

= (−1)
n(n−1)

2 ((n− 1)!)
n

Exercice 7.3. Utilisation des déterminants de Vandermonde.

1. Utilisant un déterminant de Vandermonde, montrer que les vecteurs
propres x1, · · · , xp non nuls d’une matrice A ∈ Mn (K) associés à des
valeurs propres α1, · · · , αp deux à deux distinctes sont linéairement in-
dépendants.

2. On suppose K de caractéristique nulle et les scalaires α1, · · · , αn deux
à deux distincts. Montrer que pour tout P ∈ K [X] de degré n − 1, la
famille de polynômes (P (X + αk))1≤k≤n est une base de Kn−1 [X] .

3. En utilisant des déterminants de Vandermonde, montrer que si f est une
fonction de classe Cn+1, avec n ≥ 1, de R dans R telle que f et f (n+1)

soient bornées sur R, alors toutes les dérivées f (k), pour k compris entre
1 et n, sont également bornées sur R.

Solution.
1. On a Axi = αixi pour 1 ≤ i ≤ p et pour tout entier naturel j, Ajxi = αjixi pour

1 ≤ i ≤ p. Si
p∑
i=1

λixi = 0, en appliquant Aj , pour j ∈ N, on a
p∑
i=1

λiα
j
ixi = 0.

On notant xi = (xi,k)1≤k≤n , on a
p∑
i=1

λiα
j
ixi,k = 0 pour tout j ∈ N, donc

chaque vecteur Xk = (λixi,k)1≤i≤p est solution de V (α1, · · · , αp)X = 0, ce qui
donne Xk = 0 pour tout k compris entre 1 et n, soit λixi,k = 0 pour tout i
compris entre 1 et p et tout k compris entre 1 et n. On a donc, pour tout i
compris entre 1 et p, λixi = 0 et λi = 0 puisque vi 6= 0.

2. Notons Pk (X) = P (X + αk) pour 1 ≤ k ≤ n. Comme P est de degré n − 1,
la famille

(
P (j)

)
0≤j≤n−1

, qui est échelonnée en degrés (K est de caractéris-

tique nulle) est une base de Kn−1 [x] (si P (X) =

n−1∑
k=0

akX
k, la matrice de cette

famille dans la base canonique de Kn [X] est triangulaire supérieure avec les
(n− 1)!

(n− 1− j)!
an−1 6= 0 pour éléments diagonaux). Avec la formule de Taylor

pour les polynômes, on a :

Pk (X) = P (X + αk) =

n−1∑
j=0

αjk
j!
P (j) (X)
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C’est à dire que la matrice du système (Pk)0≤k≤n dans la base
(
1

j!
P (j)

)
0≤j≤n−1

est la matrice de Vandermonde V (α1, · · · , αn) . Dans le cas particulier où les
αi sont deux à deux distincts cette matrice est inversible et en conséquence
(Pk)0≤k≤n−1 est une base de Kn−1 [X] .

3. Pour tout réel x et tout entier p compris entre 1 et n, la formule de Taylor à
l’ordre n sur l’intervalle [x, x+ p] s’écrit :

f (x+ p)− f (x)− f (n+1) (x+ pθp)

(n+ 1)!
pn+1 =

n∑
k=1

f (k) (x)

k!
pk

avec 0 < θp < 1, ce qui peut s’écrire matriciellement V (x) = AU (x) , où on a
noté :

V (x) =


f (x+ 1)− f (x)− f (n+1) (x+ θ1)

(n+ 1)!
...

f (x+ n)− f (x)− f (n+1) (x+ nθn)

(n+ 1)!
nn+1

 , U (x) =


f (1) (x)

1!
...

f (n) (x)

n!



et A =


1 1 · · · 1
2 22 · · · 2n

...
...

. . .
...

n n2 · · · nn

 . On a alors :

det (A) = n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 2 · · · 2n−1

...
...

. . .
...

1 n · · · nn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = n!
∏

1≤1<j≤n

(i− j) 6= 0

(déterminant de Vandermonde), c’est-à-dire que la matrice A est inversible. On
peut donc écrire que U (x) = A−1V (x) et ‖U (x)‖∞ ≤

∥∥A−1
∥∥
∞ ‖V (x)‖∞ ,

soit :

max
1≤k≤n

∣∣∣∣f (k) (x)k!

∣∣∣∣ ≤ ∥∥A−1
∥∥
∞ max

1≤p≤n

∣∣∣∣f (x+ p)− f (x)− f (n+1) (x+ pθp)

(n+ 1)!
pn+1

∣∣∣∣
≤
∥∥A−1

∥∥
∞

(
2 ‖f‖∞ +

nn+1

(n+ 1)!

∥∥∥f (n+1)
∥∥∥
∞

)
le réel x étant quelconque. On a donc pour tout entier k compris entre 1 et n :∥∥∥f (k)∥∥∥

∞
≤ k!

∥∥A−1
∥∥
∞

(
2 ‖f‖∞ +

nn+1

(n+ 1)!

∥∥∥f (n+1)
∥∥∥
∞

)
(inégalités de Kolmogorov).



Chapitre 8
Exercices illustrant l’utilisation de

vecteurs propres et valeurs propres dans
des domaines variés

Exercice 8.1. Condition pour que (An)n∈N converge dans Mp (C)

Soit p ∈ N∗ et A ∈Mp (C) . Le but de cet exercice est de déterminer une
condition nécessaire et suffisante pour que la suite (An)n∈N converge dans
Mp (C) . On note D (0, 1) = {z ∈ C | |z| < 1} le disque unité ouvert dans
le plan complexe et Sp (A) désigne l’ensemble des valeurs propres de A. On
désigne par u l’endomorphisme de Cp de matrice A dans la base canonique.

1. Étudier le cas où p = 1.

2. Montrer que si la suite (An)n∈N converge dans Mp (C) , on a alors
Sp (A) ⊂ D (0, 1) ∪ {1} et ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0} .

3. Pour cette question, on suppose que p = 2, que les valeurs propres λ1, λ2
de A sont dans D (0, 1) ∪ {1} et que ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0} .

(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a :

An =


nλn−1

1 A− (n− 1)λn1 I2 si λ1 = λ2

λn2 − λn1
λ2 − λ1

A− λ1λ2
λn−1
2 − λn−1

1

λ2 − λ1
I2 si λ1 6= λ2

(b) En déduire que la suite (An)n∈N converge dans Mp (C) .

4. Pour cette question, on suppose que p ≥ 2, Sp (A) ⊂ D (0, 1) ∪ {1} et
ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0} .

(a) Dans le cas où Sp (A) ⊂ D (0, 1) , montrer que lim
n→+∞

An = 0.

(b) Dans le cas où Sp (A) = {1} , montrer que A = Ip (donc la suite
(An)n∈N est stationnaire sur In).

(c) On suppose que λ1 = 1 est valeur propre de A d’ordre r compris
entre 1 et n − 1 et on note λ2, · · · , λm les autres valeurs propres
deux à deux distinctes de A qui sont nécessairement dans D (0, 1) .
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i. Montrer que les sous-espaces vectoriels ker (u− Id) et
Im (u− Id) sont stables par u et supplémentaires dans Cp.

ii. On note u1 la restriction de u à Im (u− Id) . Montrer que
Sp (u1) = {λ2, · · · , λm} .

iii. Montrer que (An)n∈N converge et déterminer une matrice sem-
blable à sa limite.

5. Conclure.

Solution.

1. Pour p = 1, on a A = (λ) avec λ ∈ C et il s’agit alors d’étudier la suite
géométrique (λn)n∈N . Pour λ = 0, cette suite est stationnaire sur 0. Pour
|λ| > 1, la formule du binôme de Newton nous dit que, pour tout n ∈ N∗, on
a |λn| = (1 + |λ| − 1)

n ≥ 1 + n (|λ| − 1) , donc lim
n→+∞

|λ|n = +∞ et la suite

(λn)n∈N diverge. Pour 0 < |λ| < 1, en écrivant que |λ|n =
1(
1
|λ|

)n avec 1

|λ|
> 1,

on déduit que lim
n→+∞

λn = 0. Pour |λ| = 1, la convergence de la suite (λn)n∈N

implique que :

0 = lim
n→+∞

∣∣λn+1 − λn
∣∣ = lim

n→+∞
|λ|n |λ− 1| = |λ− 1|

soit que λ = 1 et réciproquement, pour λ = 1, la suite (λn)n∈N est station-
naire sur 1. En conclusion, la suite géométrique (λn)n∈N est convergente si, et
seulement si, on a λ = 1 ou |λ| < 1.

2. Soit x ∈ Cp \ {0} un vecteur propre de u associé à la valeur propre λ. On
vérifie facilement par récurrence sur n que pour tout n ∈ N, on a un (x) = λnx
(soit en termes matriciels, AnX = λnX avec des notations évidentes), donc la
convergence de la suite (An)n∈N dansMp (C) implique celle de la suite (λnx)n∈N
dans Cp, soit celle de la suite géométrique (λn)n∈N puisque x est non nul, ce
qui revient à dire que λ = 1 ou |λ| < 1. On a donc Sp (A) ⊂ D (0, 1) ∪ {1} .
Soit y = u (x)− x ∈ Im (u− Id) . Si y ∈ ker (u− Id) , on a alors u (y) = y, soit
u2 (x) = 2u (x)− x et par récurrence sur n ≥ 1, il en résulte que :

un (x) = nu (x)− (n− 1)x = n (u (x)− x) + x = ny + x

pour tout n ∈ N, soit en termes matriciels AnX = nY +X la suite (AnX)n∈N
étant convergente dans Cp, ce qui impose que y = 0. On a donc :

ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0}

3.

(a) En désignant par PA (X) = det (A−XI2) = X2 − Tr (A)X + det (A)
le polynôme caractéristique de A, le théorème de Cayley-Hamilton nous
dit que PA (A) = 0. D’autre part, le théorème de division euclidienne
nous dit que, pour tout n ∈ N∗, il existe un polynôme Qn et deux réels
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αn et βn tels que Xn = PA (X)Qn (X) + αnX + βn, ce qui nous donne
An = αnA+ βnI2. Dans le cas où λ1 = λ2, la racine λ1 de PA est double
et on a PA (λ1) = P ′

A (λ1) = 0, ce qui nous donne λn1 = αnλ1 + βn et
nλn−1

1 = αn, soit An = nλn−1
1 A−(n− 1)λn1 I2. Dans le cas où λ1 6= λ2, des

égalités λn1 = αnλ1 + βn et λn2 = αnλ2 + βn, on déduit que αn =
λn2 − λn1
λ2 − λ1

et βn = −λ1λ2
λn−1
2 − λn−1

1

λ2 − λ1
. On a donc :

An =


nλn−1

1 A− (n− 1)λn1 I2 si λ1 = λ2

λn2 − λn1
λ2 − λ1

A− λ1λ2
λn−1
2 − λn−1

1

λ2 − λ1
I2 si λ1 6= λ2

(b) Si λ1 et λ2 sont toutes deux dansD (0, 1) , on a alors lim
n→+∞

λnk = lim
n→+∞

nλn−1
k =

0 pour k = 1, 2 et de la question précédente, on déduit que lim
n→+∞

An = 0.

Si λ1 = 1 et λ2 6= λ1, on a alors |λ2| < 1 et de la question précé-
dente, on déduit que lim

n→+∞
An =

1

1− λ2
(A− λ2I2) . Si λ2 = λ1, la valeur

propre 1 est alors double et la matrice A est semblable à une matrice

triangulaire T =

(
1 c
0 1

)
, ce qui implique que A − I2 est semblable à

T − I2 =

(
0 c
0 0

)
et pour c 6= 0, on a ker (u− Id) = Im (u− Id) 6= {0} ,

ce qui contredit l’hypothèse ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0} . On a donc
montré pour p = 2, l’équivalence :(

(An)n∈N converge
)

⇔ (Sp (A) ⊂ D (0, 1) ∪ {1} et ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0})

4.

(a) Si Sp (A) ⊂ D (0, 1) , alors 1 n’est pas valeur propre de u et on a auto-
matiquement ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0} = ker (u− Id) = {0} . En
utilisant la décomposition de Dunford, A = D +N avec D diagonalisable
qui commute à N nilpotente, on a Nk = 0 pour tout k ≥ p et pour tout

n ≥ p, on a An =

p∑
k=0

(
n

k

)
Dn−kNk. La matrice D étant diagonalisable

avec les mêmes valeurs propres que A, il existe une matrice P ∈ GLp (C)
et une matrice diagonale ∆ de termes diagonaux α1, · · · , αp dans D (0, 1)
(les valeurs propres distinctes ou confondues de A) telles que D = P∆P−1,
ce qui nous donne :

lim
n→+∞

(
n

k

)
Dn−k =

1

k!
lim

n→+∞
n (n− 1) · · · (n− k + 1)P∆n−kP−1

=
1

k!
P

(
lim

n→+∞
n (n− 1) · · · (n− k + 1)∆n−k

)
P−1 = 0
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pour tout k compris entre 0 et p (continuité de l’application M 7→ PMP−1

et lim
n→+∞

n (n− 1) · · · (n− k + 1)αn−kj = 0 pour 1 ≤ j ≤ p puisque |αj | <
1), ce qui implique que lim

n→+∞
An = 0.

On peut aussi raisonner en utilisant le théorème de trigonalisation qui nous
dit qu’il existe une base (ek)1≤k≤p de Cp dans laquelle la matrice de u est de

la forme T =


α1 a12 · · · a1p
0 α2 · · · a2p
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 αp

 , où les αj sont les valeurs propres

de A supposées être dans D (0, 1) . On vérifie alors que, pour tout entier k
compris entre 1 et p, on a lim

n→+∞
un (ek) = 0. Pour k = 1, on a u (e1) = α1e1

et par récurrence sur n ≥ 0, on en déduit que un (e1) = αn1 e1 pour tout
n ∈ N. Sachant que |α1| < 1, il en résulte que lim

n→+∞
un (e1) = 0. Supposons

que lim
n→+∞

un (ej) = 0 pour tout entier j compris entre 1 et k − 1 pour

k ≥ 2. On a u (ek) = αkek + x avec x =

k−1∑
i=1

aikei ∈ Vect (e1, · · · , ek−1) .

Par récurrence sur n ≥ 1, on en déduit que :

un (ek) = αnkek + αn−1
k x+ αn−2

k u (x) + · · ·+ αku
n−2 (x) + un−1 (x)

C’est vrai pour n = 1. Supposant le résultat acquis pour n ≥ 1, on a :

un+1 (ek) = αnk (αkek + x) + αn−1
k u (x) + · · ·+ αku

n−1 (x) + un (x)

= αn+1
k ek + αnkx+ αn−1

k u (x) + · · ·+ αku
n−1 (x) + un (x)

soit le résultat au rang n+1. Sachant que |αk| < 1, on a déjà lim
n→+∞

αn+1
k ek =

0. Comme lim
n→+∞

un (x) = 0 (on a x ∈ Vect (e1, · · · , ek−1) et lim
n→+∞

un (ej) =

0 pour 1 ≤ j ≤ k − 1), pour ε > 0 donné, en se donnant une norme sur
Cp (elles sont toutes équivalentes en dimension finie), il existe n0 ∈ N∗ tel

que ‖un (x)‖ < ε pour tout n ≥ 1. En notant yn =

n−1∑
j=0

αn−1−j
k uj (x) , on a

pour n > n0 :

‖yn‖ ≤
n0−1∑
j=0

|αk|n−1−j ∥∥uj (x)∥∥+ n−1∑
j=n0

|αk|n−1−j ∥∥uj (x)∥∥
≤
n0−1∑
j=0

|αk|n−1−j ∥∥uj (x)∥∥+ ε

+∞∑
j=0

|αk|n−1−j

≤
n0−1∑
j=0

|αk|n−1−j ∥∥uj (x)∥∥+ ε

1− |αk|
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avec lim
n→+∞

|αk|n−1−j
= 0 pour tout j compris entre 0 et n − 1. Il existe

donc un entier n1 ≥ n0 tel que
n0−1∑
j=0

|αk|n−1−j ∥∥uj (x)∥∥ < ε pour tout

n ≥ n1, ce qui nous donne ‖yn‖ ≤
(
1 +

ε

1− |αk|

)
ε pour tout n ≥ n1

et prouve que lim
n→+∞

yn = 0. Au final, on a bien lim
n→+∞

un (ek) = 0 pour
tout entier k compris entre 1 et p, ce qui implique que lim

n→+∞
un = 0 et

cela équivaut à lim
n→+∞

Tn = 0 puisque T est la matrice de u dans la base
(ek)1≤k≤p de Cp. Comme T est semblable à la matrice A et le produit
matriciel est continu, on en déduit que lim

n→+∞
An = 0.

(b) Dans le cas où Sp (A) = {1} , le polynôme minimal de A est πA (X) =
(X − 1)

r
, où l’entier r est compris entre 1 et n. Si r ≥ 2, on a alors

(u− Id)r = 0 et (u− Id)r−1 6= 0, donc il existe x ∈ Cp \ {0} tel que
y = (u− Id)r−1

(x) 6= 0, ce vecteur étant dans Im (u− Id) puisque r ≥ 2 et
dans ker (u− Id) puisque (u− Id) (y) = (u− Id)r (x) = 0, ce qui contredit
l’hypothèse ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0} . On a donc r = 1 et u = Id,
soit A = Ip.

(c)

i. Pour tout x ∈ ker (u− Id) , on a u (x) = x et u (u (x)) = u (x) , donc
u (x) ∈ ker (u− Id) et ker (u− Id) est stable par u. Pour tout y =
u (x)− x ∈ Im (u− Id) , on a u (y) = u (u (x))− u (x) ∈ Im (u− Id) ,
Im (u− Id) est stable par u. Le théorème du rang nous dit que :

dim (ker (u− Id)) + dim (Im (u− Id)) = dim (Cp)

et d’autre part, on a ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0} , il en résulte
que Cp = ker (u− Id)⊕ Im (u− Id) .

ii. On a la somme directe Cp = ker (u− Id) ⊕ Im (u− Id) , les sous-
espaces vectoriels ker (u− Id) et Im (u− Id) étant stables par u, donc
Pu (X) = (X − 1)

r
Pu1

(X) et Sp (u1) = {λ2, · · · , λm} .
iii. Si Im (u− Id) = {0} , on a alors u = Id, ce qui est exclu. On a donc

Im (u− Id) 6= {0} . Comme Sp (u1) = {λ2, · · · , λm} ⊂ D (0, 1) , on
a lim
n→+∞

un1 = 0. Dans une base adaptée à la décomposition Cp =

ker (u− Id)⊕ Im (u− Id) la matrice de u est B =

(
Ir 0
0 A1

)
sem-

blable à la matrice A, où A1 est la matrice de u1 dans une base de
Im (u− Id) . On a alors A = PBP−1 avec P ∈ GLp (C) et :

lim
n→+∞

Bn = lim
n→+∞

(
Ir 0
0 An1

)
=

(
Im1 0
0 0

)

ce qui nous donne lim
n→+∞

An = P

(
Im1

0
0 0

)
P−1.
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5. On a donc montré, pour p ≥ 2, l’équivalence :(
(An)n∈N converge

)
⇔ (Sp (A) ⊂ D (0, 1) ∪ {1} et ker (u− Id) ∩ Im (u− Id) = {0})



Chapitre 9

Exercices sur les endomorphismes
diagonalisables ou trigonalisables

Exercice 9.1. Matrices de Hessenberg

On appelle matrice de Hessenberg une matrice A à coefficients complexes
telle que aij = 0 pour j < i − 1. Une telle matrice est dite irréductible si
ai,i−1 6= 0 pour tout i = 2, · · · , n.

1. Montrer que si A ∈Mn (C) est une matrice de Hessenberg irréductible,
alors pour toute valeur propre de A, l’espace propre associé est de di-
mension 1.

2. En déduire que les valeurs propres d’une matrice de Hessenberg irréduc-
tible sont simples si, et seulement si, la matrice est diagonalisable.

3. Soit A =



a1 b1 0 · · · 0

b1 a2 b2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . bn−2 an−1 bn−1

0 · · · 0 bn−1 an


une matrice à coefficients

réels, tridiagonale (donc de Hessenberg) symétrique et irréductible.

(a) Montrer que les valeurs propres de A sont simples.
(b) Décrire un algorithme de calcul de l’espace propre associé à une

valeur propre de A.

4. Soit A =



a1 b1 0 · · · 0

c2 a2 b2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . cn−1 an−1 bn−1

0 · · · 0 cn an


une matrice tridiagonale à

coefficients complexes.

(a) Donner un algorithme de calcul du polynôme caractéristique de A.
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(b) Montrer que A admet les mêmes valeurs propres que la matrice :

B =



a1 c2b1 0 · · · 0

1 a2 c3b2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 1 an−1 cnbn−1

0 · · · 0 1 an


(c) Montrer que si ai ∈ R pour tout i = 1, · · · , n et ci+1bi ∈ R∗

+ pour
tout i = 1, · · · , n−1, alors A admet n valeurs propres réelles simples
et est diagonalisable.

Solution.
1. Pour tout nombre complexe λ, on note :

Aλ = A− λIn =



a11 − λ a12 a13 · · · a1n

a21 a22 − λ a23
. . .

...

0
. . . . . . . . . an−2,n

...
. . . an−1,n−2 an−1,n−1 − λ an−1,n

0 · · · 0 an,n−1 an,n − λ


En désignant par Bλ la matrice extraite de Aλ en supprimant la première ligne
et la dernière colonne, soit :

Bλ =



a21 a22 − λ a23 · · · a2,n−1

0 a32 a33 − λ
. . .

...

0
. . . . . . . . . an−2,n

...
. . . 0 an−1,n−2 an−1,n−1 − λ

0 · · · 0 0 an,n−1


on a det (Bλ) =

n∏
i=2

ai,i−1 6= 0, donc Aλ est de rang égal à n − 1 ou n, ce qui

revient à dire que dim (ker (A− λIn)) ≤ 1. Dans le cas où λ est une valeur
propre de A, on a alors dim (ker (A− λIn)) = 1.

2. Soit A ∈ Mn (C) une matrice de Hessenberg irréductible. Elle est diagonali-
sable sur C si, et seulement si, pour toute valeur propre λ de A, la dimension
de ker (A− λIn) est égale à la multiplicité de λ comme racine du polynôme
caractéristique de A, ce qui revient à dire d’après la question précédente, que
toutes ses valeurs propres sont simples.

3.
(a) Une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et est

diagonalisable. Si de plus elle tridiagonale et irréductible, elle est alors de
Hessenberg irréductible et toutes ses valeurs propres sont simples.
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(b) Si λ ∈ R est une valeur propre de A et x ∈ Rn \ {0} est un vecteur propre
associé, on a alors : a1x1 + b1x2 = λx1

bk−1xk−1 + akxk + bkxk+1 = λxk (2 ≤ k ≤ n− 1)
bn−1xn−1 + anxn = λxn

Si xn = 0, avec l’hypothèse bi 6= 0 pour tout i compris entre 1 et n − 1,
on déduit alors que tous les xi sont nuls. On peut donc prendre xn = 1 et
(x1, x2, · · · , xn−1) est solution du système triangulaire supérieur : bk−1xk−1 + (ak − λ)xk + bkxk+1 = 0 (2 ≤ k ≤ n− 2)

bn−2xn−2 + (an−1 − λ)xn−1 = −bn−1

bn−1xn−1 = λ− an

La solution de ce système peut se calculer avec l’algorithme :
xn−1 =

λ− an
bn−1

xk−1 = −bkxk+1 + (ak − λ)xk
bk−1

(k = n− 1, · · · , 2)

4. Pour 1 ≤ k ≤ n, on note Ak la matrice principale d’ordre k de A.

(a) La suite (Pk)1≤k≤n des polynômes caractéristiques des Ak vérifie la récur-
rence :{

P0 (λ) = 1, P1 (λ) = a1 − λ
Pk (λ) = (ak − λ)Pk−1 (λ)− bk−1ckPk−2 (λ) (2 ≤ k ≤ n)

(b) Le polynôme caractéristique de la matrice B s’obtient avec la même rela-
tion de récurrence que celui de A en utilisant les mêmes conditions initiales,
ces deux polynômes sont donc identiques.

(c) En utilisant deux fois le résultat précédent, on voit que A admet les mêmes
valeurs propres que la matrice :

C =



a1
√
c2b1 0 · · · 0

√
c2b1 a2

√
c3b2

. . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . .

√
cn−1bn−2 an−1

√
cnbn−1

0 · · · 0
√
cnbn−1 an


Cette matrice C symétrique tridiagonale et irréductible, donc diagonali-
sable avec n valeurs propres réelles simples. Il en résulte que A admet donc
n valeurs propres réelles simples et est diagonalisable.
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Chapitre 10
Exemples d’étude de suites définies par

une relation de récurrence

Exercice 10.1. Suite récurrente xn+1 = ln (1 + xn) , développement
asymptotique.

Soit (xn)n∈N la suite réelle définie par x0 ∈ R+,∗ et xn+1 = ln (1 + xn)
pour tout n ∈ N.

1. Montrer que la suite (xn)n∈N est convergente.

2. Montrer que xn ∼
n→+∞

2

n
.

3. Justifier le développement asymptotique :

xn =
2

n

(
1 +

ln (n)

3n
+ o

(
ln (n)

n

))

Solution. L’intervalle R+,∗ étant stable par la fonction f : x 7→ ln (1 + x) , la
suite (xn)n∈N est bien définie et si elle converge c’est vers l’unique point fixe de f
sur R+, à savoir ℓ = 0.

1. La fonction f est strictement croissante et x1 = ln (1 + x0) < x0 pour x0 > 0,
donc la suite (xn)n∈N est strictement décroissante minorée par 0 (stabilité de
R+,∗ par f), donc convergente vers ℓ ∈ R+. Cette limite étant point fixe de f,
elle vaut 0.

2. Pour tout x ∈ ]−1,+∞[ , on a :

1

ln (1 + x)
− 1

x
=

1

x− x2

2 + o (x2)
− 1

x
=

1

x

(
1

1− x
2 + o (x)

− 1

)
=

1

x

(x
2
+ o (x)

)
→
x→0

1

2

De xn ∈ R+,∗ et lim
n→+∞

xn = 0, on en déduit que lim
n→+∞

(
1

xn+1
− 1

xn

)
=

1

2
. Le

théorème de Cesàro nous dit alors que :

1

2
= lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

(
1

xk+1
− 1

xk

)
= lim
n→+∞

1

n

(
1

xn
− 1

x0

)
= lim
n→+∞

(
1

nxn

)
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soit xn ∼
n→+∞

2

n
.

3. En utilisant le développement limité ln (1 + x) = x

(
1− x

2
+
x2

3
+ o

(
x2
))

, on

obtient :

1

ln (1 + x)
=

1

x
(
1−

(
x
2 −

x2

3 + o (x2)
)) =

1

x

(
1 +

(
x

2
− x2

3

)
+
x2

4
+ o

(
x2
))

=
1

x

(
1 +

x

2
− x2

12
+ o

(
x2
))

soit 1

ln (1 + x)
− 1

x
− 1

2
= − x

12
+ o (x) et :

1

xn+1
− 1

xn
− 1

2
∼

n→+∞
−xn
12

∼
n→+∞

− 1

6n

La série
∑ 1

n
étant divergente, on a l’équivalence des sommes partielles :

n−1∑
k=1

(
1

xk+1
− 1

xk
− 1

2

)
∼

n→+∞
−1

6

n−1∑
k=1

1

k
∼

n→+∞
−1

6
ln (n)

soit 1

xn
− 1

x1
− n− 1

2
∼

n→+∞
− ln (n)

6
, c’est-à-dire :

1

nxn
=

1

2
+

(
1

x1
− 1

2

)
1

n
− ln (n)

6n
+ o

(
ln (n)

n

)
=

1

2

(
1− ln (n)

3n
+ o

(
ln (n)

n

))
ou encore :

nxn = 2

(
1− ln (n)

3n
+ o

(
ln (n)

n

))−1

= 2

(
1 +

ln (n)

3n
+ o

(
ln (n)

n

))

soit xn =
2

n

(
1 +

ln (n)

3n
+ o

(
ln (n)

n

))
.

Exercice 10.2. Suite récurrente xn+1 = f (xn) , développement asympto-
tique.

Soit f : [0, 1[→ [0, 1[ une fonction continue admettant au voisinage de 0
un développement asymptotique de la forme :

f (x) = x− axα+1 + o
x→0+

(
xα+1

)
où a et α sont deux réels strictement positifs. On désigne par (xn)n∈N la
suite réelle définie par x0 ∈ [0, 1[ et xn+1 = f (xn) pour tout n ∈ N.
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1. Montrer qu’il existe un réel η ∈ ]0, 1[ tel que pour tout x0 ∈ ]0, η[ , la
suite (xn)n∈N est convergente de limite nulle.

2. Montrer que pour tout x0 ∈ ]0, η[ , on a xn ∼
n→+∞

1

(αa)
1
α

1

n
1
α

.

3. On suppose qu’on a le développement asymptotique :

f (x) = x− axα+1 − bx2α+1 + o
x→0+

(
x2α+1

)
où b ∈ R∗.

(a) Montrer que 1

xαn+1

− 1

xαn
− αa ∼

n→+∞

c

n
, où c =

b

a
+
α+ 1

2
a.

(b) Justifier le développement asymptotique :

xn =
1

(αa)
1
α

1

n
1
α

− c

α

1

(αa)
1+ 1

α

ln (n)

n1+
1
α

+ o

(
ln (n)

n1+
1
α

)

(c) Pour (xn)n∈N définie par x0 ∈ R+,∗ et xn+1 = ln (1 + xn) pour tout
n ∈ N, vérifier que :

xn =
2

n
+

2

3

ln (n)

n2
+ o

(
ln (n)

n2

)
et pour (xn)n∈N définie par x0 ∈ R+,∗ et xn+1 = sin (xn) pour tout
n ∈ N, vérifier que :

xn =

√
3√
n
− 3
√
3

10

ln (n)

n
√
n

+ o

(
ln (n)

n
√
n

)

Solution. L’intervalle [0, 1[ étant stable par la fonction f, la suite (xn)n∈N est
bien définie pour tout x0 ∈ [0, 1[ .

1. La fonction f étant continue sur [0, 1[ , on a :

f (0) = lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x

(
1− axα + o

x→0+
(xα)

)
= 0

Avec lim
x→0+

f (x)

x
= 1 et lim

x→0+

f (x)− x
xα+1

= −a < 0, on déduit qu’il existe un réel
η ∈ ]0, 1[ tel que 0 < f (x) < x ≤ η pour tout x ∈ ]0, η] . Le segment [0, η] est
donc stable par f (on a f (0) = 0), ce qui implique que pour tout x0 ∈ ]0, η[ , la
suite (xn)n∈N est à valeurs dans [0, η[ et strictement décroissante minorée par
0, donc convergente vers un point fixe de f sur [0, η] , soit vers 0 puisque c’est
l’unique point fixe de f dans [0, η] .
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2. Pour tout réel non nul δ et tout x ∈ ]0, η[ , on a f (x) > 0 et :

(f (x))
δ − xδ = xδ

((
1− axα + o

x→0+
(xα)

)δ
− 1

)
= xδ

(
−δaxα + o

x→0+
(xα)

)
= −xδ+α

(
δa+ o

x→0+
(1)

)
∽

x→0+
−δaxδ+α

Prenant δ = −α, on en déduit que lim
x→0+

(
1

(f (x))
α −

1

xα

)
= αa, ce qui im-

plique compte tenu de la convergence de la suite (xn)n∈N vers 0 pour x0 ∈ ]0, η[ ,

que lim
n→+∞

(
1

xαn+1

− 1

xαn

)
= αa. Le théorème de Cesàro nous dit alors que :

αa = lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

(
1

xαk+1

− 1

xαk

)
= lim
n→+∞

1

n

(
1

xαn
− 1

xα0

)
= lim
n→+∞

(
1

nxαn

)

soit xαn ∼
n→+∞

1

nαa
, ou encore xn ∼

n→+∞

1

(αa)
1
α

1

n
1
α

.

3.

(a) En utilisant le développement asymptotique :

f (x) = x

(
1− axα − bx2α + o

x→0+

(
x2α
))

= x (1− u (x))

on obtient en posant c = b

a
+
α+ 1

2
a :

1

(f (x))
α =

1

xα
(1− u (x))−α

=
1

xα

(
1 + αxα (a+ bxα) +

α (α+ 1)

2
x2α (a+ bxα)

2
+ o
x→0+

(
x2α
))

=
1

xα

(
1 + αaxα + αa

(
b

a
+
α+ 1

2
a

)
x2α + o

x→0+

(
x2α
))

=
1

xα
+ αa+ αacxα + o

x→0+
(xα)

soit 1

(f (x))
α −

1

xα
− αa = αacxα + o

x→0+
(xα) et :

1

xαn+1

− 1

xαn
− αa = αacxαn

(
1 + o

n→+∞
(1)

)
∼

n→+∞
αacxαn ∼

n→+∞

c

n

(b) La série
∑ 1

n
étant divergente, on a l’équivalence des sommes partielles :

n−1∑
k=1

(
1

xαn+1

− 1

xαn
− αa

)
∼

n→+∞
c

n−1∑
k=1

1

n
∼

n→+∞
c ln (n)
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soit 1

xαn
− 1

xα1
− (n− 1)αa ∼

n→+∞
c ln (n) , c’est-à-dire :

1

nxαn
= αa+

(
1

xα1
− αa

)
1

n
+ c

ln (n)

n
+ o

(
ln (n)

n

)
= αa+ c

ln (n)

n
+ o

(
ln (n)

n

)
= αa

(
1 +

c

αa

ln (n)

n
+ o

(
ln (n)

n

))
ou encore :

nxαn =
1

αa

(
1 +

c

αa

ln (n)

n
+ o

(
ln (n)

n

))−1

=
1

αa

(
1− c

αa

ln (n)

n
+ o

(
ln (n)

n

))
soit :

xn =
1

(αan)
1
α

(
1− c

αa

ln (n)

n
+ o

(
ln (n)

n

)) 1
α

=
1

(αan)
1
α

(
1− c

α2a

ln (n)

n
+ o

(
ln (n)

n

))
=

1

(αan)
1
α

− c

α

1

(αa)
1+ 1

α

ln (n)

n1+
1
α

+ o

(
ln (n)

n1+
1
α

)

(c) Pour f (x) = ln (1 + x) = x − x2

2
+
x3

3
+ o

(
x3
)
, on a a =

1

2
, α = 1,

b = −1

3
, et c = −1

6
ce qui nous donne xn =

2

n
+

2

3

ln (n)

n2
+ o

(
ln (n)

n2

)
.

Pour f (x) = sin (x) = x− x
3

3!
+
x5

5!
+ o

(
x5
)
, on a a =

1

3!
, α = 2, b = − 1

5!
,

et c = 1

5
ce qui nous donne xn =

√
3√
n
− 3
√
3

10

ln (n)

n
√
n

+ o

(
ln (n)

n
√
n

)
.
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Chapitre 11
Exemples d’utilisation de polynômes en

analyse

Exercice 11.1. Quelques applications du développement de
(
z +

1

z

)2p+1

Le développement de
(
z +

1

z

)2p+1

par la formule du binôme de Newton

pour p ∈ N∗ permet d’obtenir des formules de dénombrement et des formules
de trigonométrie qui peuvent être exploitées pour calculer des intégrales de
Wallis et de Dirichlet généralisées.

1. Montrer que pour tous p ∈ N et z ∈ C∗, on a :(
z +

1

z

)2p+1

=

p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)(
z2k+1 +

1

z2k+1

)

puis en déduire que
p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)
= 22p.

2. En intégrant, pour p ∈ N∗, la fonction z 7→
(
z +

1

z

)2p−1

sur le

cercle unité du plan complexe parcouru une fois dans le sens direct,
déduire de la question précédente la valeur de l’intégrale de Wallis

W2p =

∫ π
2

0

cos2p (t) dt.

3. Montrer que pour tous p ∈ N et z ∈ C∗, on a :

(2p+ 1)

(
z +

1

z

)2p

=

p∑
k=0

(2k + 1)

(
2p+ 1

p− k

) 2k∑
j=0

z2(k−j)

puis en déduire que :
p∑
k=0

(2k + 1)

(
2p+ 1

p− k

)
= (2p+ 1)

(
2p

p

)

93
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4. Montrer que pour tous p ∈ N et t ∈ R, on a :

cos2p+1 (t) =
1

22p

p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)
cos ((2k + 1) t)

5. Montrer que pour tout entier naturel n ≥ 1, l’intégrale impropre

∆n =

∫ +∞

0

1− cosn (t)

t2
dt est absolument convergente, puis que l’on a

∆n = n

∫ +∞

0

cosn−1 (t)
sin (t)

t
dt. Pour n = 1, il s’agit de l’intégrale de

Dirichlet
∫ +∞

0

sin (t)

t
dt.

6. Montrer que pour tout p ∈ N, on a ∆2p+1 =
(2p+ 1)

22p

(
2p

p

)
∆1.

7. Montrer que pour tout réel λ > 1, on a
∫ +∞

0

cos (λt) sin (t)

t
dt = 0.

8. Montrer que pour tout p ∈ N∗, on a ∆2p =
p

22p−1

(
2p

p

)
∆1.

Sachant que ∆1 =
π

2
, on déduit de ce qui précède que :

∫ +∞

0

1− cos2p+1 (t)

t2
dt =

(2p+ 1)π

22p+1

(
2p

p

)
et : ∫ +∞

0

1− cos2p (t)

t2
dt =

pπ

22p

(
2p

p

)

Solution.
1. Pour tous p ∈ N et z ∈ C∗, on a :(

z +
1

z

)2p+1

=

2p+1∑
k=0

(
2p+ 1

k

)
z2(p−k)+1

En effectuant le changement d’indice k = 2p + 1 − j pour p + 1 ≤ k ≤ 2p + 1,
on a :

2p+1∑
k=p+1

(
2p+ 1

k

)
z2(p−k)+1 =

p∑
j=0

(
2p+ 1

j

)
z−(2(p−j)+1)

donc : (
z +

1

z

)2p+1

=

p∑
k=0

(
2p+ 1

k

)(
z2(p−k)+1 +

1

z2(p−k)+1

)

=

p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)(
z2k+1 +

1

z2k+1

)
(11.1)
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L’évaluation en z = 1 dans (11.1) donne
p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)
= 22p.

2. En intégrant sur le cercle unité γ du plan complexe parcouru une fois dans
le sens direct, on a pour tout p ∈ N∗ compte tenu des propriétés de parité
des fonctions cos et sin et du fait que

∫
γ

zpdz = 0 pour tout p ∈ Z \ {−1}

et
∫
γ

dz

z
= 2iπ :

∫
γ

(
z +

1

z

)2p−1

dz =

∫ π

−π

(
eit + e−it

)2p−1
ieitdt

= i22p−1

∫ π

−π
cos2p−1 (t) (cos (t) + i sin (t)) dt = i22p

∫ π

0

cos2p (t) dt

=

p−1∑
k=0

(
2p− 1

p− 1− k

)(∫
γ

z2k+1dz +

∫
γ

1

z2k+1
dz

)
= 2iπ

(
2p− 1

p− 1

)

donc
∫ π

0

cos2p (t) dt =
π

22p−1

(
2p− 1

p− 1

)
=

π

22p

(
2p

p

)
où :

∫ π

π
2

cos2p (t) dt =

∫ π
2

0

cos2p (π − x) dx =

∫ π
2

0

cos2p (x) dx

ce qui nous donne
∫ π

2

0

cos2p (t) dt =
π

22p+1

(
2p

p

)
.

3. En dérivant (11.1) on a :

(2p+ 1)

(
z +

1

z

)2p(
1− 1

z2

)
=

p∑
k=0

(2k + 1)

(
2p+ 1

p− k

)(
z2k − 1

z2(k+1)

)
où :

z2k − 1

z2(k+1)
= z2k

(
1− 1

z2(2k+1)

)
= z2k

(
1− 1

z2

) 2k∑
j=0

1

z2j

=

(
1− 1

z2

) 2k∑
j=0

z2(k−j)

ce qui nous donne :

(2p+ 1)

(
z +

1

z

)2p

=

p∑
k=0

(2k + 1)

(
2p+ 1

p− k

) 2k∑
j=0

z2(k−j)

En identifiant les termes constants dans cette dernière identité, on obtient :
p∑
k=0

(2k + 1)

(
2p+ 1

p− k

)
= (2p+ 1)

(
2p

p

)
(11.2)



96 Exemples d’utilisation de polynômes en analyse

4. Prenant z = eit dans (11.1) , on obtient :

22p+1 cos2p+1 (t) =
(
eit + e−it

)2p+1
=

p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)(
ei(2k+1)t + e−i(2k+1)t

)
= 2

p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)
cos ((2k + 1) t)

soit :

cos2p+1 (t) =
1

22p

p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)
cos ((2k + 1) t) (11.3)

5. Pour tout n ∈ N∗, la fonction fn : t 7→ 1− cosn (t)

t2
est continue sur R∗

+ comme
quotient de deux fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant jamais. Du
fait que :

1− cosn (t)

t2
=

1− cos (t)

t2
(
1 + cos (t) + · · ·+ cosn−1 (t)

)
→

t→0+

n

2

on déduit que fn se prolonge par continuité en 0 en posant fn (0) =
n

2
. Avec

|fn (t)| ≤
2

t2
pour t > 0 et la continuité de fn sur [0, 1] , on déduit que∫ +∞

0

fn (t) dt est absolument convergente. Une intégration par parties nous
donne pour tous réels 0 < ε < R :∫ R

ε

1− cosn (t)

t2
dt =

[
cosn (t)− 1

t

]R
ε

+ n

∫ R

ε

cosn−1 (t)
sin (t)

t
dt

où lim
ε→0+

cosn (ε)− 1

ε
= (cosn)

′
(0) = 0 et

∣∣∣∣cosn (R)− 1

R

∣∣∣∣ ≤ 2

R
, ce qui implique

en faisant tendre (ε,R) vers (0,+∞) que
∫ +∞

0

cosn−1 (t)
sin (t)

t
dt converge

comme ∆n et ∆n = n

∫ +∞

0

cosn−1 (t)
sin (t)

t
dt.

6. En écrivant que :

1− cos2p+1 (t) =
1

22p

p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)
(1− cos ((2k + 1) t))

et en exploitant le fait que pour tout réel λ > 0 on a :∫ +∞

0

1− cos (λt)

t2
dt = λ

∫ +∞

0

1− cos (x)

x2
dx = λ∆1

on déduit en exploitant l’identité (11.2) que :

∆2p+1 =

∫ +∞

0

1− cos2p+1 (t)

t2
dt =

1

22p

p∑
k=0

(
2p+ 1

p− k

)
(2k + 1)∆1

=
2p+ 1

22p

(
2p

p

)
∆1
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7. Pour tous réels λ et t, on a :

cos (λt) sin (t) =
sin ((λ+ 1) t)− sin ((λ− 1) t)

2

donc en exploitant le fait que pour tout réel γ > 0 on a :∫ +∞

0

sin (γt)

t
dt =

∫ +∞

0

sin (x)

x
dx = ∆1

on déduit que pour tout réel λ > 1, on a
∫ +∞

0

cos (λt) sin (t)

t
dt = 0. Pour λ = 1,

cette intégrale vaut
∫ +∞

0

sin (2t)

2t
dt =

∆1

2
.

8. Pour tout entier p ≥ 1, on a :

∆2p = 2p

∫ +∞

0

cos2p−1 (t)
sin (t)

t
dt

=
2p

22(p−1)

p−1∑
k=0

(
2p− 1

p− 1− k

)∫ +∞

0

cos ((2k + 1) t) sin (t)

t
dt

=
2p

22(p−1)

(
2p− 1

p− 1

)∫ +∞

0

cos (t) sin (t)

t
dt =

2p

22(p−1)

(
2p− 1

p− 1

)
∆1

2

où 2p

(
2p− 1

p− 1

)
= p

(
2p

p

)
, ce qui donne ∆2p =

p

22p−1

(
2p

p

)
∆1.

Exercice 11.2. Une utilisation du théorème de Weierstrass

L’espace vectoriel C0 ([0, 1] ,R) des applications continues de [0, 1] dans
R est muni de la norme ‖·‖∞ de convergence uniforme. On désigne par Φ
l’application définie sur C0 ([0, 1] ,R) par :

∀f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , ∀x ∈ [0, 1] , Φ(f) (x) =

{
f (0) si x = 0
1

x

∫ x
0
f (t) dt si x ∈ ]0, 1]

1. Montrer que Φ est un endomorphisme de C0 ([0, 1] ,R) , puis qu’il est
continu.
On note (Φn)n∈N la suite des itérés de l’endomorphisme Φ définie par
Φ0 = Id et Φn+1 = Φn ◦ Φ.

2. Donner, pour tout n ∈ N, une expression de Φn (P ) pour toute fonction

polynomiale P : x 7→
m∑
k=0

akx
k.

3. Montrer que pour toute fonction f ∈ C0 ([0, 1] ,R) la suite de fonctions
(Φn (f))n∈N converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction constante
f (0) .

Solution. On note g = Φ(f) pour toute fonction f ∈ C0 ([0, 1] ,R) .
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1. La linéarité de Φ se déduit de celle de l’intégrale et de l’évaluation en 0. Pour
toute fonction f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , la fonction g = Φ(f) est de classe C1 sur

]0, 1] avec g′ (x) = f (x)− g (x)
x

pour tout x ∈ ]0, 1] , donc g est en particulier
continue sur ]0, 1] . Comme f est continue en 0, pour tout réel ε > 0, il existe
un réel η > 0 tel que |f (x)− f (0)| < ε pour tout x ∈ ]0, η[ , ce qui implique
que :

|g (x)− g (0)| =
∣∣∣∣ 1x
∫ x

0

(f (t)− f (0)) dt
∣∣∣∣ ≤ 1

x

∣∣∣∣∫ x

0

|f (t)− f (0)| dt
∣∣∣∣ ≤ ε

et prouve que g est continue en 0. En conclusion g ∈ C0 ([0, 1] ,R) et Φ est un
endomorphisme de C0 ([0, 1] ,R) . Pour tout f ∈ C0 ([0, 1] ,R) et tout x ∈ ]0, 1] ,

on a |g (x)| =
∣∣∣∣ 1x
∫ x

0

f (t) dt

∣∣∣∣ ≤ 1

x

∣∣∣∣∫ x

0

|f (t)| dt
∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞ . Pour x = 0, on a

encore |g (0)| = |f (0)| ≤ ‖f‖∞ , ce qui nous dit au final que ‖Φ(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ .
L’application linéaire Φ est donc continue de norme d’opérateur N∞ (Φ) ≤ 1.
Pour f = 1, on a Φ(f) = f et ‖Φ(f)‖∞ = ‖f‖∞ = 1, donc N∞ (Φ) = 1.

2. En notant (ek)k∈N la base canonique de l’espace vectoriel R [x] des fonctions
polynomiales sur [0, 1] définie par ek (x) = xk pour tout k ∈ N et tout x ∈ [0, 1] ,

on vérifie facilement que Φ(ek) =
1

k + 1
ek pour tout k ∈ N. Il en résulte

que Φn (ek) =
1

(k + 1)
n ek pour tout n ∈ N et pour tout k ∈ N (récurrence

immédiate). Par linéarité, on en déduit que pour tout n ∈ N et toute fonction

polynomiale P =

m∑
k=0

akek, on a Φn (P ) =

m∑
k=0

ak
(k + 1)

n ek.

3. On déduit de la question précédente que, pour tout n ∈ N et toute fonction

polynomiale P =

m∑
k=0

akek, on a :

‖Φn (P )− P (0)‖∞ =

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

ak
(k + 1)

n ek − a0

∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

ak
(k + 1)

n ek

∥∥∥∥∥
∞

≤
m∑
k=1

|ak|
(k + 1)

n →
n→+∞

0

ce qui nous dit que

lim
n→+∞

Φn (P ) = lim
n→+∞

(
m∑
k=0

ak
(k + 1)

n ek

)
= a0 = P (0)

la suite de fonctions (Φn (P ))n∈N converge uniformément sur [0, 1] vers la fonc-
tion constante P (0) . Pour f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , le théorème de Weierstrass nous
dit que pour tout réel ε > 0, il existe une fonction polynomiale P telle que
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‖f − P‖∞ < ε, ce qui nous donne pour tout n ∈ N :

‖Φn (f)− f (0)‖∞
≤ ‖Φn (f)− Φn (P )‖∞ + ‖Φn (P )− P (0)‖∞ + ‖P (0)− f (0)‖∞
≤ ‖f − P‖∞ + ‖Φn (P )− P (0)‖∞ + ‖P − f‖∞
< 2ε+ ‖Φn (P )− P (0)‖∞

De lim
n→+∞

‖Φn (P )− P (0)‖∞ = 0, on déduit qu’il existe un entier nε tel que
‖Φn (P )− P (0)‖∞ < ε pour tout entier n ≥ nε, ce qui nous donne au final
‖Φn (f)− f (0)‖∞ < 3ε pour tout entier n ≥ nε et nous dit que (Φn (f))n∈N
converge uniformément sur [0, 1] vers f (0) .
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Chapitre 12

Exemples d’applications des séries
entières

Exercice 12.1. Utilisation d’un théorème radial d’Abel pour calculer la
somme de séries numériques

1. Soit
∑

anz
n une série entière complexe de rayon de convergence fini

R > 0. On suppose qu’il existe un nombre complexe z0 tel que |z0| = R

et la série
∑

anz
n
0 soit convergente. Pour tout t ∈ [0, 1] et tout n ∈ N∗,

on note Sn (t) =
n∑
k=0

akz
k
0 t
k et φ (t) =

+∞∑
n=0

anz
n
0 t
n.

(a) Montrer que pour tout t ∈ [0, 1[ , on a φ (t) = (1− t)
+∞∑
n=0

Sn (1) t
n.

(b) En déduire que lim
t→1−

+∞∑
n=0

anz
n
0 t
n =

+∞∑
n=0

anz
n
0 (théorème radial

d’Abel).

2. En utilisant le théorème radial d’Abel, calculer les sommes :

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
,

+∞∑
n=1

(−1)n

n (n+ 1)
et

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

3. Soient
∑

un et
∑

vn deux séries numériques et
∑

wn leur produit de

Cauchy, où wn =

n∑
k=0

ukvn−k pour tout n ∈ N. En utilisant le théo-

rème radial d’Abel, montrer que si les trois séries
∑

un,
∑

vn et
∑

wn

convergent, on a alors
+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
.

Solution.

101



102 Exemples d’applications des séries entières

1.

(a) Pour tout t ∈ [0, 1[ , on a :

Sn (t) = a0 +

n∑
k=1

akz
k
0 t
k = a0 +

n∑
k=1

(Sk (1)− Sk−1 (1)) t
k

= S0 (1) +

n∑
k=1

Sk (1) t
k −

n−1∑
k=0

Sk (1) t
k+1

=

n−1∑
k=0

Sk (1)
(
tk − tk+1

)
+ Sn (1) t

n = (1− t)
n−1∑
k=0

Sk (1) t
k + Sn (1) t

n

Tenant compte de lim
n→+∞

Sn (1) t
n = φ (1) · 0 = 0, on déduit que la série∑

Sn (1) t
n converge et φ (t) = (1− t)

+∞∑
n=0

Sn (1) t
n.

(b) En utilisant l’égalité
+∞∑
n=0

tn =
1

1− t
pour tout t ∈ [0, 1[ , on peut écrire

que :

φ (t)− φ (1) = (1− t)
+∞∑
n=0

Sn (1) t
n − φ (1) (1− t)

+∞∑
n=0

tn

= (1− t)
+∞∑
n=0

(Sn (1)− φ (1)) tn

Comme lim
n→+∞

Sn (1) = φ (1) , pour tout réel ε > 0 on peut trouver un
entier n0 tel que :

∀n ≥ n0, |Sn (1)− φ (1)| < ε

ce qui nous donne :

|φ (t)− φ (1)| ≤ (1− t)

(
n0∑
k=0

|Sk (1)− φ (1)| tk + ε

+∞∑
k=n0+1

tk

)

≤ (1− t)
n0∑
k=0

|Sk (1)− φ (1)|+ ε (1− t)
+∞∑
k=0

tk ≤ A (1− t) + ε

où on a noté A =

n0∑
k=0

|Sk (1)− φ (1)| . Pour t voisin de 1, on aura alors

|φ (t)− φ (1)| ≤ 2ε. On a donc lim
t→1−

φ (t) = φ (1) , soit :

lim
t→1−

+∞∑
n=0

anz
n
0 t
n =

+∞∑
n=0

anz
n
0
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2. On a les développements en séries entières, de rayon de convergence égal à 1 :

ln (1 + x) =

+∞∑
n=0

(−1)n xn+1

n+ 1
et arctan (x) =

+∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n+ 1

ces séries étant convergentes pour x = 1 (théorème des séries alternées). Il en
résulte que :

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
= lim
x→1−

ln (1 + x) = ln (2) ,

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
= lim
x→1−

arctan (x) =
π

4

et :
+∞∑
n=1

(−1)n

n (n+ 1)
=

+∞∑
n=1

(−1)n

n
−

+∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1
= −2

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
= −2 ln (2)

3. On rappelle que le produit de Cauchy
∑

wn de deux séries numériques
∑

un

et
∑

vn absolument convergentes est absolument convergent et dans ce cas, on

a
+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
. Comme les séries

∑
un,

∑
vn et

∑
wn sont

convergentes, les séries entières
∑

unx
n,
∑

vnx
n et

∑
wnx

n ont un rayon de
convergence au moins égal à 1. On note respectivement f (x) , g (x) et h (x)
les sommes de ces séries pour x ∈ ]−1, 1] . Pour |x| < 1, les trois séries sont
absolument convergentes et on a h (x) = f (x) g (x) . En utilisant le théorème
d’Abel, on en déduit que :

+∞∑
n=0

wn = h (1) = lim
x→1−

h (x) = lim
x→1−

f (x) lim
x→R−

g (x)

= f (1) g (1) =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)

Exercice 12.2. Une utilisation de la série de Taylor

Soit f une fonction développable en série entière sur un intervalle ]−R,R[
avec R > 0.

1. Montrer que, pour tout x ∈ ]−R,R[ , on a :∫ x

0

ex−tf (t) dt =

+∞∑
n=0

f (n) (0)

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)

2. Soit α ∈ R∗. Calculer
+∞∑
n=0

αn

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)
pour tout réel x.
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3. Montrer que, pour tout x ∈ ]−R,R[ , on a :∫ x

0

ex−ttrf (r) (t) dt =

+∞∑
n=r

n (n− 1) · · · (n− r + 1) f (n) (0)

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)

4. Soit α ∈ R∗. Calculer
+∞∑
n=1

nαn

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)
pour tout réel x.

Solution.

1. Pour tout x ∈ ]−R,R[ et tout t dans le segment I d’extrémités 0 et x (soit

I = [0, x] pour x ≥ 0 ou I = [x, 0] pour x ≤ 0), on a f (t) =
+∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
tn, la

convergence étant uniforme sur I. Il en résulte que :∫ x

0

ex−tf (t) dt = ex
+∞∑
n=0

f (n) (0)

n!

∫ x

0

e−ttndt

En notant In (x) =
∫ x

0

e−ttndt pour tout n ∈ N, on a I0 (x) = 1− e−x et pour
n ≥ 1, une intégration par parties donne :

In (x) =
[
−e−ttn

]x
0
+ n

∫ x

0

e−ttn−1dt = nIn−1 (x)− e−xxn

On en déduit alors par récurrence que In (x)
n!

= 1−e−x
n∑
k=0

xk

k!
pour tout n ∈ N∗.

En effet, c’est vrai pour n = 1 et supposant le résultat acquis jusqu’au rang
n− 1 ≥ 1, on a :

In (x)

n!
=
In−1 (x)

(n− 1)!
− e−xx

n

n!
= 1− e−x

n−1∑
k=0

xk

k!
− e−xx

n

n!
= 1− e−x

n∑
k=0

xk

k!

cette formule étant encore valable pour n = 0. Il en résulte que :∫ x

0

ex−tf (t) dt =

+∞∑
n=0

f (n) (0) ex

(
1− e−x

n∑
k=0

xk

k!

)
=

+∞∑
n=0

f (n) (0)

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)

2. En utilisant la fonction f : t 7→ eαt qui est développable en série entière sur R,
on a f (n) (0) = αn et pour tout réel x :

+∞∑
n=0

αn

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)
= ex

∫ x

0

e(α−1)tdt =


eαx − ex

α− 1
si α 6= 1

xex si α = 1
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Pour α = 1 et x = 1, on obtient
+∞∑
n=0

(
e−

n∑
k=0

1

k!

)
= e et pour α = −1, on

obtient :
+∞∑
n=0

(−1)n
(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)
= sh (x)

3. Pour tout x ∈ ]−R,R[ et tout t dans le segment I d’extrémités 0 et x, on a :

f (r) (t) =

+∞∑
n=r

f (n) (0)

n!
n (n− 1) · · · (n− r + 1) tn−r =

+∞∑
n=r

f (n) (0)

(n− r)!
tn−r

(une série entière est indéfiniment dérivable sur son domaine de convergence
ouvert et on peut dériver terme à terme), la convergence étant uniforme sur I,
ce qui nous donne :∫ x

0

ex−ttrf (r) (t) dt = ex
+∞∑
n=r

f (n) (0)

(n− r)!

∫ x

0

e−ttndt = ex
+∞∑
n=r

f (n) (0)
In (x)

(n− r)!

=

+∞∑
n=r

n (n− 1) · · · (n− r + 1) f (n) (0)

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)

4. En utilisant la fonction f : t 7→ eαt, on a pour tout réel x :

+∞∑
n=1

nαn

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)
=

+∞∑
n=1

nf (n) (0)

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)
=

∫ x

0

ex−ttf ′ (t) dt

= αex
∫ x

0

te(α−1)tdt =


α

(α− 1)
2 ((αx− x− 1) eαx + ex) si α 6= 1

x2ex

2
si α = 1

(si l’on est peu courageux, on peut calculer cette intégrale à l’aide d’un logiciel).

Pour α = 1 et x = 1, on obtient
+∞∑
n=1

n

(
e−

n∑
k=0

1

k!

)
=
e

2
et pour α = −1, on

obtient :
+∞∑
n=1

(−1)n n

(
ex −

n∑
k=0

xk

k!

)
=
xe−x − sh (x)

2

Exercice 12.3. Nombre de partitions d’un entier en r parts fixées

Étant donnés un entier r ≥ 2 et des entiers naturel non nuls a1, · · · , ar,
on désigne pour tout n ∈ N, par un le nombre de r-uplets (n1, · · · , nr) ∈ Nr
tels que n1a1+ · · ·+nrar = n. Cet entier un est le nombre de partitions de
l’entier n en r parts fixées. On note D (0, z) = {z ∈ C | |z| < 1} .
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1. Montrer que le rayon de convergence de la série entière
∑

unz
n est

au moins égal à 1 et que pour z ∈ D (0, z) , on a f (z) =

+∞∑
n=0

unz
n =

r∏
k=1

1

1− zak
.

Pour les questions suivantes, on suppose que les entiers a1, · · · , ar sont
premiers entre eux.

2. Montrer que la décomposition en éléments simples de la fonction ration-
nelle f est de la forme :

f (z) =
α

(1− z)r
+

p∑
k=1

r−1∑
j=1

αk,j

(zk − z)j

où p est un entier compris entre 1 et r et z1 = 1, z2, · · · , zp sont les pôles
deux à deux distincts de f.

3. En déduire, que pour tout n ∈ N, on a :

un = α

(
r + n− 1

n

)
+

p∑
k=1

r−1∑
j=1

αk,j

zj+nk

(
j + n− 1

n

)

4. En déduire que un ∽
n→+∞

1

a1 · · · ar
nr−1

(r − 1)!
.

5. De combien de manières différentes peut-on payer la somme de 10, 01
euros avec des pièces de 1, 2 et 5 centimes ?

Solution. On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries numériques∑
un et

∑
vn absolument convergentes est absolument convergent et qu’on a

alors

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
=

+∞∑
n=0

wn, où wn =

n∑
k=0

ukvn−k =

n∑
(n1,n2)∈N2

n1+n2=n

un1vn2 , ce qui

se généralise facilement au cas du produit de Cauchy de r ≥ 2 séries numériques
absolument convergentes.

1. Le rayon de convergence de la série géométrique
∑

zn étant égal à 1, on a pour

tout entier k compris entre 1 et r et tout z ∈ D (0, z) ,

+∞∑
n=0

znak =

+∞∑
n=0

(zak)
n
=

1

1− zak
. En effectuant le produit de Cauchy de ces r séries entières absolument

convergentes, on en déduit que pour tout z ∈ D (0, z) , on a :

r∏
k=1

1

1− zak
=

r∏
k=1

(
+∞∑
nk=0

znkak

)
=

+∞∑
n=0

vnz
n
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où vn =
∑

(n1,··· ,nr)∈Nr

n1a1+···+nrar=n

1 = un pour tout n ∈ N, ce qui nous donne f (z) =

+∞∑
n=0

unz
n =

r∏
k=1

1

1− zak
.

2. Chaque fonction rationnelle z 7→ 1

1− zak
a exactement ak pôles simples, à

savoir les racines ak-ième de l’unité 1, ωk, · · · , ωak−1
k , où ωk = e

2iπ
ak , donc 1

est pôle de f de multiplicité r et ωjk pour 1 ≤ k ≤ r; 1 ≤ j ≤ ak − 1 est
de multiplicité au plus égale à r − 1 dans le cas où les entiers a1, · · · , ar sont
premiers entre eux. En effet, si l’un de ces pôles ω = ωjk est de multiplicité r, on
a alors ωa1 = · · · = ωar = 1 avec ω 6= 1 et en utilisant des entiers u1, · · · , ur tels

que
r∑

k=1

akuk = 1 (théorème de Bézout), on a ω = ω

r∑
k=1

akuk

=

r∏
k=1

(ωak)
uk = 1,

ce qui n’est pas. En notant z1 = 1, z2, · · · , zp les pôles deux à deux distincts de
f, sa décomposition en éléments simples est de la forme :

f (z) =
α

(1− z)r
+

p∑
k=1

r−1∑
j=1

αk,j

(zk − z)j

3. Des développements en série entière :

1

(1− z)r
= 1 +

+∞∑
n=1

r (r + 1) · · · (n+ r − 1)

n!
zn

= 1 +

+∞∑
n=1

(n+ r − 1)!

(r − 1)!n!
zn =

+∞∑
n=0

(
n+ r − 1

n

)
zn

et :
1

(zk − z)j
=

1

zjk

1(
1− z

zk

)j =
1

zjk

+∞∑
n=0

(
n+ j − 1

n

)
zn

znk

on déduit que :

f (z) =

+∞∑
n=0

unz
n = α

+∞∑
n=0

(
n+ r − 1

n

)
zn +

p∑
k=1

r−1∑
j=1

αk,j

zjk

+∞∑
n=0

(
n+ j − 1

n

)
zn

znk

et pour tout n ∈ N, on a :

un = α

(
n+ r − 1

n

)
+

p∑
k=1

r−1∑
j=1

αk,j

zj+nk

(
j + n− 1

n

)

4. Compte tenu de
(
n+ j − 1

n

)
=

(n+ j − 1) · · · (n+ 1)

(j − 1)!
∽

n→+∞

nj−1

(j − 1)!
pour

1 ≤ j ≤ r avec nj−1 = o
n→+∞

nr−1 pour 1 ≤ j ≤ r − 1, on déduit que un =
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α

(
n+ r − 1

n

)
+ o
n→+∞

nr−1 et un ∽
n→+∞

α
nr−1

(r − 1)!
. Le coefficient α étant donné

par :

α = lim
z→1

(1− z)r f (z) = lim
z→1

r∏
k=1

1− z
1− zak

= lim
z→1

r∏
k=1

1

1 + z + · · ·+ zak−1
=

1

a1 · · · ar

ce qui nous donne au final un ∽
n→+∞

1

a1 · · · ar
nr−1

(r − 1)!
.

5. Il s’agit de déterminer le nombre de triplets (n1, n2, n3) ∈ N3 tels que n1 +
2n2 + 5n3 = 1001 et ce nombre est u1001. On le détermine en utilisant la
décomposition en éléments simples :

f (X) =
1

(1−X) (1−X2) (1−X5)
=

1

(1−X)
3
(1 +X) (1 +X +X +X3 +X4)

En remarquant que le polynôme 1 +X +X2 +X3 +X4 est irréductible dans
Q [X] , on effectue cette décomposition en éléments simples dans Q [X] , ce qui
nous donne :

f (X) =
1

8 (X + 1)
+

13

40 (1−X)
+

1

4 (1−X)
2 +

1

10 (1−X)
3 + h (X)

avec :

h (X) =
1 +X + 2X2 +X3

5 (X +X2 +X3 +X4 + 1)
=

(
1 +X + 2X2 +X3

)
(1−X)

5 (1−X5)

=
1 +X2 −X3 −X4

5 (1−X5)

Il en résulte que :

un =
(n+ 1) (n+ 2)

20
+
n+ 1

4
+

13

40
+

(−1)n

8
+ vn

avec :

vn =


1

5
si n ≡ 0 ou 2 mod 5

0 si n ≡ 1 mod 5

−1

5
si n ≡ 3 ou 4 mod 5

Pour n = 1001 ≡ 1 mod 5, on obtient un = 50 501. On peut s’aider d’un logiciel
pour faire ces calculs (par exemple, Xcas). Pour les moins courageux, on peut
considérer le découpage de 100 euros en pièces de 1 et 2 euros, ce qui nous
conduit à :

f (X) =
1

(1−X) (1−X2)
=

1

4 (X + 1)
− 1

4 (X − 1)
+

1

2 (X − 1)
2

et nous donne un =
n+ 1

2
+

1 + (−1)n

4
avec en particulier u100 = 51, ce qui

peut aussi se vérifier de manière élémentaire.
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Exercice 12.4. Utilisation des séries entières pour résoudre des équations
différentielles.

On s’intéresse à l’équation différentielle :(
1 + x2

)
y′′ + xy′ − y

4
= 0 (12.1)

1. Montrer que toute solution de (12.1) est développable en série entière
sur l’intervalle ]−1, 1[ .

2. En utilisant le changement de variable x = sh (t) , donner une expression
des solutions de (12.1) sur R.

3. En déduire les développements en séries entières sur ]−1, 1[ des fonctions
f et g définies par f (x) =

√
x+
√
1 + x2 et g (x) =

√
1 +
√
1 + x2.

Solution. Le théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire nous dit que l’ensemble des

solutions sur R de l’équation différentielle y” =
y

4 (1 + x2)
− xy′

1 + x2
est un R-espace

vectoriel de dimension 2.

1. Supposons qu’il existe une solution f de cette équation qui soit non identi-
quement nulle et développable en série entière sur un intervalle ]−R,R[ où
R ∈ R+,∗ ∪ {+∞} est à déterminer. Notons, pour tout x ∈ ]−R,R[ , f (x) =
+∞∑
n=0

anx
n. Sur ]−R,R[ , on a :



xf ′ (x) =
+∞∑
n=0

nanx
n

f ′′ (x) =
+∞∑
n=2

n (n− 1) anx
n−2 =

+∞∑
n=0

(n+ 2) (n+ 1) an+2x
n

x2f ′′ (x) =
+∞∑
n=0

n (n− 1) anx
n

et la fonction f est solution de (12.1) si, et seulement si, on a :

+∞∑
n=1

(
(n+ 2) (n+ 1) an+2 +

(
n2 − 1

4

)
an

)
xn = 0

ce qui est encore équivalent à dire que la suite (an)n∈N est solution de l’équation
de récurrence :

∀n ∈ N, an+2 = −1

4

(2n+ 1) (2n− 1)

(n+ 2) (n+ 1)
an

(unicité du développement en série entière d’une fonction), ce qui peut encore

s’écrire a2k = −1

4

(4k − 3) (4k − 5)

2k (2k − 1)
a2(k−1) et a2k+1 = −1

4

(4k − 1) (4k − 3)

(2k + 1) (2k)
a2k−1
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pour tout k ∈ N∗. Par récurrence, on en déduit que :

a2k = −
(
−1

4

)k
(4k − 3) (4k − 5) · · · · 3 · 1

2k (2k − 1) · · · · 2 · 1
a0

= − (−1)k

42k (4k − 1)

(4k)!

((2k)!)
2 a0 = − (−1)k

42k (4k − 1)

(
4k

2k

)
a0

et :

a2k+1 =

(
−1

4

)k
(4k − 1) (4k − 3) · · · · 3 · 1
(2k + 1) (2k) · · · · 3 · 2

a1

=
(−1)k

42k (2k + 1)

(4k)!

((2k)!)
2 a1 =

(−1)k

42k (2k + 1)

(
4k

2k

)
a1

Pour a0 = 1, on a lim
k→+∞

∣∣a2(k+1)

∣∣
|a2k|

= lim
k→+∞

1

4

(4k + 1) (4k − 1)

(2k + 2) (2k + 1)
= 1 et pour

a1 = 1, on a lim
k→+∞

∣∣a2(k+1)+1

∣∣
|a2k+1|

= lim
k→+∞

1

4

(4k + 3) (4k + 1)

(2k + 3) (2k + 2)
= 1, donc le rayon

de convergence des séries entières
∑

a2kz
k et

∑
a2k+1z

k vaut 1. Les valeurs
initiales (a0, a1) = (1, 0) , (a0, a1) = (0, 1) nous donnent deux solutions f1, f2 de

l’équation différentielle (12.1) sur ]−1, 1[ définies par f1 (x) =

+∞∑
k=0

a2kx
2k avec

a0 = 1 et f2 (x) =
+∞∑
k=0

a2k+1x
2k+1 avec a1 = 1, ces solutions étant linéairement

indépendantes, elles fournissent une base de l’espace des solutions sur ]−1, 1[ .
En conclusion, toutes les solutions sur ]−1, 1[ de (12.1) sont développables en
série entière sous la forme :

f (x) = a1

+∞∑
k=0

(−1)k

42k (2k + 1)

(
4k

2k

)
x2k+1 − a0

+∞∑
k=0

(−1)k

42k (4k − 1)

(
4k

2k

)
x2k (12.2)

avec f (0) = a0 et f ′ (0) = a1.

2. En désignant par f une solution de (12.1) sur R, la fonction g définie sur R par
g (t) = f (sh (t)) est de de classe C∞ avec g′ (t) = ch (t) f ′ (sh (t)) et :

g′′ (t) = sh (t) f ′ (sh (t)) + ch2 (t) f ′′ (sh (t))

= sh (t) f ′ (sh (t)) +
(
1 + sh2 (t)

)
f ′′ (sh (t)) =

f ((sh (t)))

4
=
g (t)

4

ce qui signifie que g est solution sur R de l’équation différentielle z′′ = z

4
. On a

donc g (t) = λe
t
2 + µe−

t
2 , où λ, µ sont deux constantes réelles. Les solutions de

(12.1) sur R sont donc les fonctions f définies sur R par :

f (x) = λe
argsh(x)

2 + µe−
argsh(x)

2
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avec argsh (x) = ln
(
x+
√
1 + x2

)
(x = sh (t) =

1

2

(
et − 1

et

)
, donc et est racine

de T 2−2Tx−1 = 0, ce qui donne et = x+
√
1 + x2 puisque et est positif, donc

t = argsh (x) = ln
(
x+
√
1 + x2

)
), on peut aussi écrire que :

f (x) = λ

√
x+

√
1 + x2 +

µ√
x+
√
1 + x2

= λ

√
x+

√
1 + x2 + µ

√√
1 + x2 − x

avec λ+ µ = f (0) = a0 et λ− µ = 2f ′ (0) = 2a1.

3. La solution f : x 7→
√
x+
√
1 + x2 de (12.1) est développable en série entière

sur ]−1, 1[ , sous la forme (12.2) où a0 = f (0) = 1 et a1 = f ′ (0) =
1

2
, ce qui

nous donne :

f (x) =
1

2

+∞∑
k=0

(−1)k

42k (2k + 1)

(
4k

2k

)
x2k+1 −

+∞∑
k=0

(−1)k

42k (4k − 1)

(
4k

2k

)
x2k

On a : (√
x+

√
1 + x2 +

√√
1 + x2 − x

)2

= 2
(√

1 + x2 + 1
)

donc g (x) =
√

1 +
√
1 + x2 =

√
x+
√
1 + x2+

√√
1 + x2 − x et g est solution

de (12.1) avec g (0) =
√
2, g′ (0) = 0, ce qui nous donne le développement en

série entière sur ]−1, 1[ :

g (x) = −
√
2

+∞∑
k=0

(−1)k

42k (4k − 1)

(
4k

2k

)
x2k

Exercice 12.5. Fonction génératrice d’une variable aléatoire discrète.

Soient X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Ω,B,P) à va-
leurs dans N et (pn)n∈N la suite réelle définie par pn = P (X = n) pour tout
entier naturel n.

1. Montrer que la série entière
∑

pnx
n converge normalement sur [−1, 1]

et a un rayon de convergence RX ≥ 1. La fonction gX définie sur [−1, 1]

par gX (x) =

+∞∑
n=0

pnx
n est la fonction génératrice de X.

2. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Ω,B,P) . Mon-
trer que gX+Y = gXgY .

3. Montrer que X admet une espérance si, et seulement si, gX est dérivable
à gauche en 1 et dans ce cas, on a E (X) = g′X (1−) .
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4. Montrer que X est de carré intégrable si, et seulement si, la fonction
génératrice est deux fois dérivable à gauche en 1 et dans ce cas, on a
E
(
X2
)
= g′′X (1−) + E (X) et V (X) = g′′X (1−) + E (X) (1− E (X)) .

5. Soient N,X1, · · · , Xn, · · · des variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes sur un espace probabilisé (Ω,B,P) à valeurs dans N. On sup-
pose que les variables aléatoires Xn suivent une même loi qu’une variable

aléatoire X de fonction génératrice gX et on note S =

N∑
k=1

Xk, ce qui si-

gnifie que S (ω) =

N(ω)∑
k=1

Xk (ω) pour tout ω ∈ Ω (somme aléatoire de

variables aléatoires).

(a) Montrer que gS (x) = gN (gX (x)) pour tout x ∈ [−1, 1] .
(b) Dans le cas où N et X sont intégrables, montrer que E (S) =

E (N)E (X) (formule de Wald).
(c) Dans le cas où N et X sont de carré intégrable, montrer que :

E
(
(S − E (X)N)

2
)
= V (X)E (N)

et :

V (S) = g′′S (1) + E (S) (1− E (S)) = V (N)E2 (X) + E (N)V (X)

Solution.

1. Pour tout réel x ∈ [−1, 1] , on a
+∞∑
n=0

|pnxn| ≤
+∞∑
n=0

pn = 1, donc le rayon de

convergence de X est au moins égal à 1.

2. En notant pour tout entier naturel n, pn = P (X = n) et qn = P (Y = n) , on
a :

P (X + Y = n) = P

(
n⋃
k=0

(X = k) ∩ (Y = n− k)

)

=

n∑
k=0

P (X = k)P (Y = n− k) =
n∑
k=0

pkqn−k

(indépendance de X et Y ), ce qui nous donne pour tout réel x ∈ [−1, 1] :

gX+Y (x) =

+∞∑
n=0

P (X + Y = n)xn =

+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

pkqn−k

)
xn

=

(
+∞∑
n=0

pnx
n

)(
+∞∑
n=0

qnx
n

)
= gX (x) gY (x)

(produit de Cauchy de deux séries entières).
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3. Si X est intégrable (i. e. admet une espérance), en notant un (x) = pnx
n,

on a |u′n (x)| =
∣∣npnxn−1

∣∣ ≤ npn pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ [−1, 1] , la
série

∑
npn étant convergente, donc les séries de fonctions

∑
u
(k)
n (x) sont

normalement convergentes sur [−1, 1] pour k = 0, 1 et gX est dérivable sur

[−1, 1] . Pour x = 1, on a g′X (1−) =
+∞∑
n=1

npn = E (X) . Réciproquement, si gX

est dérivable à gauche en 1, on a alors :

g′X
(
1−
)
= lim
s→1−

gX (1)− gX (s)

1− s
= lim
s→1−

+∞∑
n=1

pn
1− sn

1− s

= lim
s→1−

+∞∑
n=1

pn
(
1 + s+ · · ·+ sn−1

)
∈ R+

Pour tout entier n ≥ 1, on a :
n∑
k=1

kpk = lim
s→1−

n∑
k=1

(
1 + s+ · · ·+ sk−1

)
pk ≤ g′X

(
1−
)

donc la série à termes positifs
∑

npn est convergente, ce qui signifie que X
est intégrable et avec la condition nécessaire, on a vu que son espérance est
E (X) = g′X (1−) .

4. Si X est de carré intégrable, en notant un (x) = pnx
n, on a |u′n (x)| ≤ npn et

|u′′n (x)| ≤ n (n− 1) pn pour tout n ≥ 2 et tout x ∈ [−1, 1] , les séries
∑

npn et∑
n2pn étant convergentes, donc les séries de fonctions

∑
u
(k)
n (x) sont nor-

malement convergentes sur [−1, 1] pour k = 0, 1, 2 et gX est deux fois dérivable
sur [−1, 1] . Pour x = 1, on a :

g′′X
(
1−
)
=

+∞∑
n=0

n (n− 1) pn = E
(
X2
)
− E (X)

Réciproquement, si gX est deux fois dérivable à gauche en 1, la variable aléatoire
X est intégrable d’espérance E (X) = g′X (1−) et :

g′′X
(
1−
)
= lim
s→1−

g′X (1−)− g′X (s)

1− s
= lim
s→1−

+∞∑
n=2

npn
1− sn−1

1− s

= lim
s→1−

+∞∑
n=2

npn
(
1 + s+ · · ·+ sn−2

)
∈ R+

Pour tout entier n ≥ 2, on a :
n∑
k=1

k (k − 1) pk = lim
s→1−

n∑
k=1

k
(
1 + s+ · · ·+ sk−2

)
pk ≤ g′′X

(
1−
)

donc la série
∑

n (n− 1) pn est convergente et il en est de même de
∑

n2pn
ce qui signifie que X est de carré intégrable et avec la condition nécessaire, on
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a vu que E
(
X2
)
= g′′X (1−) +E (X) = g′′X (1−) + g′X (1−) . Pour la variance, on

a :

V (X) = E
(
X2
)
− (E (X))

2
= g′′X

(
1−
)
+ g′X

(
1−
)
−
(
g′X
(
1−
))2

= g′′X
(
1−
)
+ g′X

(
1−
) (

1− g′X
(
1−
))

= g′′X
(
1−
)
+ E (X) (1− E (X))

5.

(a) La fonction S est à valeurs dans N et pour tout n ∈ N, on a :

(S = n) =

(
N∑
k=1

Xk = n

)

=

+∞⋃
k=0

⋃
i1+···+ik=n

(N = k) ∩ (X1 = i1) ∩ · · · ∩ (Xk = ik) ∈ B

donc S est bien une variable aléatoire à valeurs entières. En notant Sk =
k∑
j=1

Xj pour tout k ∈ N, les variables aléatoires N et Sk sont indépendantes

(question ?? de l’exercice ??), on a pour tout n ∈ N :

pn = P (S = n) =

+∞∑
k=0

P (N = k)P (Sk = n)

ce qui nous donne pour x ∈ [−1, 1] :

gS (x) =

+∞∑
n=0

(
+∞∑
k=0

P (N = k)P (Sk = n)

)
xn

=

+∞∑
k=0

P (N = k)

(
+∞∑
n=0

P (Sk = n)xn

)

=

+∞∑
k=0

P (N = k) gSk
(x)

avec gSk
(x) = gkX (x) (les Xk sont indépendantes et suivent la même loi

que X), donc gS (x) =
+∞∑
k=0

P (N = k) gkX (x) = gN (gX (x)) .

(b) Dans le cas où N et X sont intégrables, les fonctions génératrices gX et
gN sont dérivables à gauche en 1, donc il en est de même de gS et on a :

E (S) = g′S
(
1−
)
= g′N (gX (1)) g′X

(
1−
)
= g′N (1) g′X

(
1−
)
= E (N)E (X)

([0, 1] est stable par une fonction génératrice).
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(c) Comme N et S sont de carré intégrable, le produit NS est intégrable et
en utilisant le théorème de transfert, on a :

E
(
(S − E (X)N)

2
)
=

∑
(n,m)∈N2

(m− nE (X))
2 P (S = m)P (N = n)

=
∑

(n,m)∈N2

(m− nE (X))
2 P (Sn = m)P (N = n)

=

+∞∑
n=0

P (N = n)

+∞∑
m=0

(m− E (Sn))
2 P (Sn = m)

=

+∞∑
n=0

P (N = n)V (Sn) = V (X)

+∞∑
n=0

nP (N = n)

= V (X)E (N)

Dans le cas où N et X sont de carré intégrable, les fonctions génératrices
gX et gN sont deux fois dérivables à gauche en 1, donc il en est de même
de gS et on a :

g′′S (1) = g′′N (gX (1)) (g′X (1))
2
+ g′N (gX (1)) g′′X (1)

= g′′N (1)E2 (X) + E (N) g′′X (1)

= (V (N)− E (N) (1− E (N)))E2 (X) + E (N) (V (X)− E (X) (1− E (X)))

= V (N)E2 (X)− E (S) (E (X)− E (S)) + E (N)V (X)− E (S) (1− E (X))

= V (N)E2 (X) + E (N)V (X)− E (S) (1− E (S))

ce qui nous donne :

V (S) = g′′S (1) + E (S) (1− E (S)) = V (N)E2 (X) + E (N)V (X)

Exercice 12.6. Étude de
∑

anz
n et

∑an
n!
zn et application à une équation

fonctionnelle

Soit (an)n∈N une suite complexe bornée.

1. Que peut-on dire des rayons de convergence des séries entières
∑

anz
n

et
∑an

n!
zn. On note respectivement f (z) et g (z) les sommes de ces

séries entières.
2. Pour cette question, on suppose que la suite (an)n∈N converge vers ℓ ∈ C.

(a) Pour ℓ = 0, montrer que lim
|z|→+∞

g (z) e−|z| = 0.

(b) Pour ℓ quelconque, montrer que lim
x→+∞

g (x) e−x = ℓ.

3.
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(a) Montrer que pour tout nombre complexe z tel que Re (z) > 1, l’in-

tégrale
∫ +∞

0

g (t) e−ztdt est absolument convergente.

(b) Montrer que
∫ +∞

0

g (t) e−xtdt =
1

x
f

(
1

x

)
pour tout réel x > 1.

Solution. On note M = sup
n∈N
|an| .

1. La suite (an)n∈N étant bornée, la série entière
∑

anz
n à un rayon de conver-

gence R ≥ 1. Avec
∣∣∣an
n!

∣∣∣ ≤ M

n!
, on déduit que le rayon de convergence de la

deuxième série est infini.
2. Si la suite (an)n∈N converge vers ℓ ∈ C, elle est alors bornée et la fonction g est

bien définie sur C.
(a) On suppose d’abord que la suite (an)n∈N converge vers ℓ = 0. Pour ε > 0

donné, on peut trouver un entier n0 tel que |an| < ε pour tout n > n0,
donc pour tout nombre complexe z tel que |z| > 2, on a :

|g (z)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

an
n!
zn

∣∣∣∣∣ ≤
n0∑
n=0

|an|
n!
|z|n + ε

+∞∑
n=n0+1

|z|n

n!

≤M
n0∑
n=0

|z|n + εe|z| =M
|z|n0+1 − 1

|z| − 1
+ εe|z| ≤M |z|n0+1

+ εe|z|

et en conséquence, |g (z)| e−|z| ≤M |z|
n0+1

e|z|
+ε avec lim

|z|→+∞

|z|n0+1

e|z|
= 0. Il

existe donc un réel R > 2 tel que M |z|
n0+1

e|z|
< ε pour |z| > R, ce qui nous

donne |g (z)| e−|z| < 2ε pour |z| > R. On a donc lim
|z|→+∞

g (z) e−|z| = 0.

(b) Dans le cas général, appliquant le résultat précédent à la suite (an − ℓ)n∈N ,

on a h (z) =
+∞∑
n=0

an − ℓ
n!

zn = g (z)− ℓez, donc :

g (x) e−x − ℓ = h (x) e−x →
x→+∞

0

3.
(a) Pour z ∈ C et t > 0, on a :

∣∣g (t) e−zt∣∣ = ∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

an
n!
tn

∣∣∣∣∣ e−Re(z)t ≤M

(
+∞∑
n=0

tn

n!

)
e−Re(z)t =Me−(Re(z)−1)t

Pour Re (z) > 1, on a
∫ +∞

0

e−(Re(z)−1)tdt < +∞ et en conséquence l’inté-

grale
∫ +∞

0

g (t) e−ztdt est absolument convergente.
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(b) Le changement de variable u = xt donne :∫ +∞

0

g (t) e−xtdt =
1

x

∫ +∞

0

g
(u
x

)
e−udu

et en notant Rn (z) =
+∞∑

k=n+1

ak
k!
zk pour n ∈ N, on a :

∫ +∞

0

g
(u
x

)
e−udu =

n∑
k=0

ak
k!

1

xk

∫ +∞

0

uke−udu+

∫ +∞

0

Rn

(u
x

)
e−udu

avec
∫ +∞

0

uke−udu = k! ce qui nous donne :

∫ +∞

0

g
(u
x

)
e−udu =

n∑
k=0

ak
1

xk
+

∫ +∞

0

Rn

(u
x

)
e−udu

et il s’agit de montrer que lim
n→+∞

∫ +∞

0

Rn

(u
x

)
e−udu = 0. Pour ce faire,

on écrit que :∣∣∣∣∫ +∞

0

Rn

(u
x

)
e−udu

∣∣∣∣ ≤M∫ +∞

0

(
+∞∑

k=n+1

1

k!

(u
x

)k)
e−udu

≤M
∫ +∞

0

(
e

u
x −

n∑
k=0

1

k!

(u
x

)k)
e−udu

≤M

(∫ +∞

0

e−(1−
1
x )udu−

n∑
k=0

1

k!

1

xk

∫ +∞

0

uke−udu

)

≤M

(
1

1− 1
x

−
n∑
k=0

1

xk

)
→

n→+∞
0

Exercice 12.7. Calcul de det (In + zA) .

On désigne par f la fonction définie sur D (0, 1) = {z ∈ C | |z| < 1} par

f (z) = exp

(
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk

)
(
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk est aussi notée ln (1− z)).

1. Justifier la définition de la fonction f.

2. Montrer que f (x) = 1 + x pour tout réel x ∈ ]−1, 1[ .
3. Montrer que f (z) = 1 + z pour tout nombre complexe z ∈ D (0, 1) .



118 Exemples d’applications des séries entières

4. Soit T ∈ Mn (C) une matrice triangulaire de termes diagonaux
λ1, · · · , λn. On note RT =

1∑
1≤j≤n

|λj |
avec la convention que RT = +∞

dans la cas où tous les λj sont nuls.

(a) Justifier la définition de φT (z) = exp

(
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk Tr

(
T k
))

pour tout z ∈ D (0, RT ) = {z ∈ C | |z| < RT } .
(b) Montrer que φT (z) = det (In + zT ) pour tout z ∈ D (0, RT ) .

5. Soient A ∈ Mn (C) de valeurs propres λ1, · · · , λn et RA =
1∑

1≤j≤n
|λj |

.

Montrer que :

det (In + zA) = exp

(
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk Tr

(
Ak
))

Solution.
1. En utilisant le critère de d’Alembert, on voit que le rayon de convergence de la

série entière
∑ (−1)k−1

k
zk est égal à 1, ce qui justifie la définition de la fonction

f sur le disque ouvert D (0, 1) .

2. La fonction g : x 7→ f (x)

1 + x
est de classe C∞ sur ]−1, 1[ avec :

g′ (x) =
(1 + x) f ′ (x)− f (x)

(1 + x)
2

où f ′ (x) = f (x)

+∞∑
k=1

(−1)k−1
xk−1 =

f (x)

1 + x
, ce qui nous donne g′ (x) = 0 et

g (x) = g (0) = f (0) = 1, soit f (x) = 1 + x pour tout x ∈ ]−1, 1[ .
3. Le résultat est clair pour z = 0. Pour z 6= 0 fixé dans D (0, 1) , la fonction

h définie sur
]
− 1

|z|
,
1

|z|

[
par h (t) = f (tz) = exp

(
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
tkzk

)
est de

classe C∞ avec :

h′ (t) = h (t) z

+∞∑
k=1

(−1)k−1
tk−1zk−1 =

h (t) z

1 + tz

ce qui nous donne pour la fonction φ définie sur
]
− 1

|z|
,
1

|z|

[
par φ (t) =

f (tz)

1 + tz
:

φ′ (t) =
(1 + tz)h′ (t)− zh (t)

(1 + tz)
2 = 0
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donc φ (t) =
f (tz)

1 + tz
= φ (0) = 1 et f (tz) = 1+ tz sur

]
− 1

|z|
,
1

|z|

[
. L’évaluation

en t = 1 qui est bien dans
]
− 1

|z|
,
1

|z|

[
pour |z| < 1 nous donne f (z) = 1 + z.

4. Chaque matrice Tk étant triangulaire de termes diagonaux λk1 , · · · , λkn, on a

Tr
(
T k
)
=

n∑
j=1

λkj . Dans le cas où tous les termes diagonaux de T sont nuls, on a

φT (z) = 1 pour tout nombre complexe z. Dans le cas contraire, on a RT ∈ R+,∗

et pour tout nombre complexe z :∣∣∣∣∣ (−1)k−1

k
zk Tr

(
T k
)∣∣∣∣∣ ≤ |z|kk

n∑
j=1

|λj |k ≤
1

k

|z| n∑
j=1

|λj |

k

=
1

k

(
|z|
RT

)k

la série
∑1

k

(
|z|
RT

)k
étant convergente pour |z| < RT . Il en résulte que la série∑ (−1)k−1

k
zk Tr

(
T k
)

est absolument convergente pour tout z ∈ D (0, RT ) , ce
qui assure la définition de φT sur D (0, RT ) .

5. Dans le cas où tous les termes diagonaux de T sont nuls, on a φT (z) = 1 =
det (In + zT ) pour tout nombre complexe z. Dans le cas contraire, on a pour
tout z ∈ D (0, RT ) :

φT (z) = exp

(
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk Tr

(
T k
))

= exp

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk

n∑
j=1

λkj


= exp

 n∑
j=1

(
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
(zλj)

k

) =

n∏
j=1

exp

(
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
(zλj)

k

)

avec |zλj | ≤ |z|
n∑
i=1

|λi|k =
|z|
RT

< 1 pour tout j compris entre 1 et n, donc :

φT (z) =

n∏
j=1

f (zλj) =

n∏
j=1

(1 + zλj) = det (In + zT )

6. Par trigonalisation dans Mn (C) , il existe P ∈ GLn (C) et une matrice tri-
angulaire T de termes diagonaux λ1, · · · , λn telles que A = PTP−1. Avec
Ak = PT kP−1, Tr

(
T k
)
= Tr

(
Ak
)

pour tout k ∈ N, In+zA = P (In + zT )P−1

et det (In + zA) = det (In + zT ) pour tout nombre complexe, on en déduit le
résultat annoncé.



120 Exemples d’applications des séries entières



Chapitre 13

Exemples illustrant l’approximation de
fonctions numériques

Exercice 13.1. Une application du théorème de Weierstrass polynomial

On désigne par F l’ensemble des fonctions continues et 2π-périodiques
de R dans C.

1. En utilisant le théorème de Weierstrass polynomial, montrer que toute
fonction paire f ∈ F peut être approchée uniformément sur R par une

suite de polynômes trigonométriques de la forme x 7→
n∑
k=0

ak cos (kx) .

2. Soit f ∈ F . En écrivant f = g + h avec g ∈ F paire et h ∈ F impaire,
montrer que la fonction f · sin2 peut être approchée uniformément sur R
par une suite de polynômes trigonométriques.

3. Montrer que toute fonction f ∈ F peut être approchée uniformément sur
R par une suite de polynômes trigonométriques (théorème de Weierstrass
trigonométrique).

Solution. On rappelle que l’ensemble P des polynômes trigonométriques (i. e.

des fonctions de la forme x 7→
n∑
k=0

(ak cos (kx) + bk sin (kx))) est une sous-algèbre

de F (le fait que le produit de deux polynômes trigonométriques est un polynôme
trigonométrique peut se vérifier en utilisant les formules d’Euler).

1. Soient f ∈ F une fonction paire et g la fonction définie sur le segment [−1, 1]
par g (x) = f (arccos (x)) . La fonction g étant continue sur [−1, 1] , le théorème
de Weierstrass nous dit que pour ε > 0 donné il existe une fonction polynomiale

P : x 7→
n∑
k=0

akx
k tel que sup

x∈[−1,1]

|g (x)− P (x)| < ε. Avec la 2π-périodicité et

la parité des fonctions f et cos, on déduit que pour tout réel t il existe un réel
θ ∈ [0, π] tel que f (t) = f (θ) et cos (t) = cos (θ) . En posant x = cos (θ) , on a
alors :

|f (t)− P (cos (t))| = |f (θ)− P (cos (θ))| = |g (x)− P (x)| < ε
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La fonction θ 7→ P (cos (θ)) =

n∑
k=0

ak cos
k (θ) étant un polynôme trigonomé-

trique puisque P est une algèbre.

2. Soient f ∈ F et ε un réel strictement positif. La fonction g : x 7→ f (x) + f (−x)
2

[resp. la fonction h : x 7→ f (x)− f (−x)
2

] est dans F et paire [resp. impaire] et
pour tout réel x, on a :

f (x) sin2 (x) = g (x) sin2 (x) + sin (x) (h (x) sin (x))

les fonctions f1 : x 7→ g (x) sin2 (x) et f2 : x 7→ h (x) sin (x) étant dans F
et paires, donc il existe deux polynômes trigonométriques P1 et P2 tels que
‖f1 − P1‖∞ < ε et ‖f2 − P2‖∞ < ε. On a alors pour tout réel x :∣∣f (x) sin2 (x)− (P1 (x) + sin (x)P2 (x))

∣∣ = |f1 (x)− P1 (x) + sin (x) (f2 (x)− P2 (x))|
≤ |f1 (x)− P1 (x)|+ |f2 (x)− P2 (x)|
≤ ‖f1 − P1‖∞ + ‖f2 − P2‖∞ < 2ε

la fonction x 7→ P1 (x) + sin (x)P2 (x) étant un polynôme trigonométrique
puisque P est une algèbre.

3. Soient f ∈ F et ε un réel strictement positif. La fonction φ : x 7→ f
(
x− π

2

)
étant dans F , la question précédente nous dit qu’il existe un polynôme trigo-
nométrique P tel que

∥∥φ · sin2−P∥∥∞ < ε et pour tout réel x, on a :∣∣∣f (x) cos2 (x)− P (x+
π

2

)∣∣∣ = ∣∣∣φ(x+
π

2

)
sin2

(
x+

π

2

)
− P

(
x+

π

2

)∣∣∣
≤
∥∥φ · sin2−P∥∥∞ < ε

la fonction x 7→ P
(
x+

π

2

)
étant un polynôme trigonométrique. En écrivant

que f = f cos2 +f · sin2, on déduit de tout cela que f peut être approchée
uniformément sur R par une suite de polynômes trigonométriques.



Chapitre 14

Exemples d’étude et de résolution de
systèmes différentiels linéaires

Exercice 14.1. Un système différentiel linéaire à coefficients constants
d’ordre 5

Résoudre le système différentiel :
x′1 (t) = x1 (t)− x2 (t) + x3 (t) + x5 (t)
x′2 (t) = −x2 (t) + 2x3 (t) + x5 (t)
x′3 (t) = x3 (t) + x4 (t)
x′4 (t) = x4 (t)− 2x5 (t)
x′5 (t) = 2x4 (t)− 3x5 (t)

où les xk, pour 1 ≤ k ≤ 5, sont des fonctions de classe C1 de R dans R.

Solution. En notant X = (xk)1≤k≤5 , notre système différentiel s’écrit X ′ = AX,

où A =


1 −1 1 0 1
0 −1 2 0 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 −2
0 0 0 2 −3

 ∈ M5 (R) . Le polynôme caractéristique de la

matrice A est :

PA (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X − 1 1 −1 0 −1

0 X + 1 −2 0 −1
0 0 X − 1 −1 0
0 0 0 X − 1 2
0 0 0 −2 X + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (X − 1)

2
(X + 1)

∣∣∣∣ X − 1 2
−2 X + 3

∣∣∣∣
= (X − 1)

2
(X + 1)

∣∣∣∣ X + 1 2
X + 1 X + 3

∣∣∣∣ = (X − 1)
2
(X + 1)

3
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donc λ = 1 est valeur propre double et µ = −1 valeur propre triple. L’espace
propre ker (A− I5) est défini par les équations : −x2 + x3 + x5 = 0

−2x2 + 2x3 + x5 = 0
x4 = x5 = 0

donc x4 = x5 = 0, x1 ∈ R, x2 = x3 ∈ R et ker (A− I5) = Re1 ⊕ Re2, où :

e1 =


1
0
0
0
0

 , e2 =


0
1
1
0
0


L’espace propre ker (A+ I5) est défini par les équations :

2x1 − x2 + x3 + x5 = 0
2x3 + x5 = 0
2x3 + x4 = 0
x4 − x5 = 0

donc x4 = x5, x3 = −x5
2
, x1 =

x2
2
− x5

4
et ker (A+ I5) = Re3 ⊕ Re4, où :

e3 =


1
2
0
0
0

 , e4 =


−1
0
−2
4
4


D’autre part, on a X ∈ ker (A+ I5)

2 si, et seulement si, A (X)+X ∈ ker (A+ I5) ,
ce qui équivaut à dire qu’il existe deux réels α et β tels que A (X)+X = αe3+βe4,
soit que : 

2x1 − x2 + x3 + x5 = α− β
2x3 + x5 = 2α
2x3 + x4 = −2β
2x4 − 2x5 = 4β

ce qui donne α = −2β, x1 =
x2
2
− x5

4
− β

2
, x3 = −x5

2
− 2β, x4 = x5 + 2β, soit :

X =


x2

2 −
x5

4 −
β
2

x2
−x5

2 − 2β
x5 + 2β
x5

 =
x2
2


1
2
0
0
0

+
x5
4


−1
0
−2
4
4

− β

2


1
0
4
−4
0


=
x2
2
e3 +

x5
4
e4 −

β

2
e5
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On a donc ker (A+ Id)
2
= Re3 ⊕ Re4 ⊕ Re5, où e5 =


1
0
4
−4
0

 est tel que :

A (e5) + e5 =


6
8
4
−8
−8

 = 4e3 − 2e4

En remplaçant le vecteur e4 par e′4 = 4e3 − 2e4, la matrice de A dans la base
(e1, e2, e3, e

′
4, e5) est :

J =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1



ce qui signifie que P−1AP = J où P =


1 0 1 6 1
0 1 2 8 0
0 1 0 4 4
0 0 0 −8 −4
0 0 0 −8 0

 (réduction de

Jordan). En posant X = PY, le système différentiel devient Y ′ = JY, soit : y′1 (t) = y1 (t) , y
′
2 (t) = y2 (t)

y′3 (t) = −y3 (t) , y′4 (t) = −y4 (t) + y5 (t)
y′5 (t) = −y5 (t)

ce qui nous donne :  y1 (t) = αet, y2 (t) = βet

y3 (t) = γe−t, y4 (t) = (δ + εt) e−t

y5 (t) = εe−t

et :

X (t) = P


y1 (t)
y2 (t)
y3 (t)
y4 (t)
y5 (t)

 =


1 0 1 6 1
0 1 2 8 0
0 1 0 4 4
0 0 0 −8 −4
0 0 0 −8 0




αet

βet

γe−t

(δ + εt) e−t

εe−t



=


αet + (γ + ε+ 6δ) e−t + 6εte−t

βet + 2 (γ + 4δ) e−t + 8εte−t

βet + 4 (ε+ δ) e−t + 4εte−t

−4 (ε+ 2δ) e−t − 8εte−t

−8 (δ + εt) e−t





126 Exemples d’étude et de résolution de systèmes différentiels linéaires

Tous ces calculs peuvent se faire en utilisant un logiciel de calcul formel du type
Xcas.

On peut en déduire le calcul de etA en écrivant que :

X (t) = etAX (0) =


et 0 e−t 6e−t e−t + 6te−t

0 et 2e−t 8e−t 8te−t

0 et 0 4e−t 4e−t + 4te−t

0 0 0 −8e−t −4e−t − 8te−t

0 0 0 −8e−t −8te−t




α
β
γ
δ
ε


=M (t)Y (0) =M (t)P−1X (0)

ce qui nous donne :

etA =M (t)P−1

=


et 0 e−t 6e−t e−t + 6te−t

0 et 2e−t 8e−t 8te−t

0 et 0 4e−t 4e−t + 4te−t

0 0 0 −8e−t −4e−t − 8te−t

0 0 0 −8e−t −8te−t




1 − 1
2

1
2

3
4 − 1

4
0 0 1 1 − 1

2
0 1

2 − 1
2 − 1

2
3
4

0 0 0 0 − 1
8

0 0 0 − 1
4

1
4



=


et − e

t−e−t

2
et−e−t

2
3
2

(
et−e−t

2 − te−t
)

1
2

(
3te−t − et−e−t

2

)
0 e−t et − e−t et − e−t − 2te−t − e

t−e−t

2 + 2te−t

0 0 et et − e−t − te−t − 1
2
et−e−t

2 + te−t

0 0 0 e−t + 2te−t −2te−t
0 0 0 2te−t e−t − 2te−t



=


et − sh (t) sh (t) 3

2 sh (t)−
3
2 te

−t 1
2 (3te

−t − sh (t))
0 e−t 2 sh (t) 2 (sh (t)− te−t) − sh (t) + 2te−t

0 0 et 2 sh (t)− te−t − sh(t)
2 + te−t

0 0 0 e−t + 2te−t −2te−t
0 0 0 2te−t e−t − 2te−t


On peut aussi utiliser la réduction de Jordan de la matrice A pour en déduire un
calcul de etA, puis les solutions du système différentiel. On a :

etA = PetJP−1

=


1 0 1 6 1
0 1 2 8 0
0 1 0 4 4
0 0 0 −8 −4
0 0 0 −8 0




et 0 0 0 0
0 et 0 0 0
0 0 e−t 0 0
0 0 0 e−t te−t

0 0 0 0 e−t




1 − 1
2

1
2

3
4 − 1

4
0 0 1 1 − 1

2
0 1

2 − 1
2 − 1

2
3
4

0 0 0 0 − 1
8

0 0 0 − 1
4

1
4



=


et − e

t−e−t

2
et−e−t

2
3
2

(
et−e−t

2 − te−t
)
− 1

2
et−e−t

2 + 3
2 te

−t

0 e−t et − e−t et − e−t − 2te−t − e
t−e−t

2 + 2te−t

0 0 et et − e−t − te−t − 1
2
et−e−t

2 + te−t

0 0 0 e−t + 2te−t −2te−t
0 0 0 2te−t e−t − 2te−t


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Exercice 14.2. Résolution de x′k = βxk + α
∑

1≤j ̸=k≤n

xj + e(β−α)t

Soient α, β deux nombres complexes et A (α, β) = ((aij))1≤i,j≤n la ma-
trice d’ordre n ≥ 3 définie par :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,
{
aii = β
aij = α si j ∈ {1, · · · , n} \ {i}

1. Calculer l’exponentielle de A (α, β) .

2. Résoudre le système différentiel X ′ = A (α, β)X.

3. Résoudre le système différentiel X ′ (t) = A (α, β)X (t) + e(β−α)tE, où

E =

 1
...
1

 .

Solution. On note (ek)1≤k≤n la base canonique de Cn.

1. On a :

A (α, β) =


β α · · · α

α β
. . .

...
...

. . . . . . α
α · · · α β

 = (β − α) In + αA (1, 1)

donc eA(α,β) = e(β−α)IneαA(1,1) = eβ−αeαA(1,1) puisque In et A (1, 1) com-
mutent. En notant A = A (1, 1) , on a Ak = nk−1A pour tout k ∈ N∗ (vérifica-
tion facile par récurrence), donc :

eαA =

+∞∑
k=0

αk

k!
Ak = In +

1

n

(
+∞∑
k=1

(nα)
k

k!

)
A = In +

enα − 1

n
A

et :
eA(α,β) = eβ−α

(
In +

enα − 1

n
A (1, 1)

)
2. La solution du système différentiel X ′ = A (α, β)X avec la condition initiale
X (0) = X0 est la fonction X = (xk)1≤k≤n définie sur R par :

X (t) = etA(α,β)X0 = eA(αt,βt)X0 = e(β−α)t
(
X0 +

enαt − 1

n
A (1, 1)X0

)

ou encore par xk (t) = e(β−α)t

xk (0) + enαt − 1

n

n∑
j=1

xj (0)

 pour 1 ≤ k ≤ n.

3. Une fonction X : R→ Cn est solution de X ′ (t) = A (α, β)X (t) + e(β−α)tE
si, et seulement si, la fonction Y définie sur R par Y (t) = e−tA(α,β)X (t) est
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solution de :

Y ′ (t) = e−tA(α,β) (X ′ (t)−A (α, β)X (t))

= e(β−α)te−tA(α,β)E = e(β−α)te−(β−α)t
(
E +

e−nαt − 1

n
A (1, 1)E

)
= e−nαtE

ce qui nous donne Y (t) = −e
−nαt

n
E + Y (0) = −e

−nαt

n
E +X0 et :

X (t) = etA(α,β)

(
X0 −

e−nαt

n
E

)
= etA(α,β)X0 −

e−nαt

n
etA(α,β)E

= etA(α,β)X0 −
e−nαt

n
e(β−α)t

(
E +

enαt − 1

n
A (1, 1)E

)
= etA(α,β)X0 −

e−nαt

n
e(β−α)tenαtE

= e(β−α)t
(
X0 +

enαt − 1

n
A (1, 1)X0

)
− e(β−α)t

n
E

Exercice 14.3. Systèmes différentiels linéaires d’ordre 2 à coefficients non
constants

1. Soient α, β deux fonctions continues de R dans R. Résoudre le système
différentiel d’ordre 2 : {

x′ = αx− βy
y′ = βx+ αy

(14.1)

en exploitant l’équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par la fonction
z = x+ iy : R→ C.

2. Soit (a, b) ∈ R2. Calculer l’exponentielle de A =

(
a −b
b a

)
.

3. Soient n ≥ 2 un entier et A : R → Mn (R) une fonction de classe C1.
Montrer que, si pour tout réel t, les matrices A (t) et A′ (t) commutent,
on a alors

(
eA(t)

)′
= A′ (t) eA(t) pour tout t ∈ R.

4. Résoudre le système (14.1) , en exploitant les deux questions précédentes.

5. Soit A la fonction matricielle définie par A (t) = exp

(
t t2

2
0 0

)
pour

tout t ∈ R.

(a) Comparer
(
eA(t)

)′ et A′ (t) eA(t).

(b) Résoudre le système différentiel d’ordre 2 :{
x′ = x+ ty
y′ = 0
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Solution.
1. Le théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire nous dit que l’ensemble des solutions

de notre système différentiel est un espace vectoriel réel de dimension 1. Si (x, y)
est une solution de ce système, la fonction z définie sur R par z (t) = x (t)+iy (t)
est alors de classe C1 de R dans C telle que :

z′ = x′ + iy′ = αx− βy + i (βx+ αy) = (α+ iβ) (x+ iy) = (α+ iβ) z′

ce qui équivaut à z (t) = z0e
(a+ib)t pour tout réel t, où z0 = x0 + iy0 est une

constante complexe et a, b sont respectivement les primitives nulles en 0 de α, β,
ce qui nous donne :{

x (t) = ea(t) (x0 cos (b (t))− y0 sin (b (t)))
y (t) = ea(t) (y0 cos (b (t)) + x0 sin (b (t)))

2. En écrivant que A = aI2+bC, où C =

(
0 −1
1 0

)
, on a eA = eaI2ebC = eaebC

puisque I2 et C commutent. Compte tenu de C2 = −I2, on déduit que pour
tout n ∈ N∗, on C2n = (−1)n I2 et C2n+1 = (−1)n C, ce qui nous donne :

ebC =

+∞∑
n=0

bn

n!
Cn =

(
+∞∑
n=0

b2n

(2n)!
(−1)n

)
I2 +

(
+∞∑
n=0

b2n+1

(2n+ 1)!
(−1)n

)
C

= cos (b) I2 + sin (b)C =

(
cos (b) − sin (b)
sin (b) cos (b)

)

et eA = ea
(

cos (b) − sin (b)
sin (b) cos (b)

)
.

3. L’espace vectoriel Cn est muni d’une norme ‖·‖ etMn (C) de la norme d’algèbre
induite A 7→ N (A) = sup

X∈Cn, ∥X∥=1

‖A (X)‖ .

Pour tout k ∈ N∗, la fonction Ak est de classe C1 sur R et comme A,A′

commutent, on a
(
Ak
)′

= kAk−1A′ (c’est vrai pour k = 1 et supposant le
résultat acquis pour k ≥ 1, on a

(
Ak+1

)′
=
(
AkA

)′
=
(
Ak
)′
A + AkA′ =

kAk−1A′A+AkA′ = (k + 1)AkA′ puisque A,A′ commutent). Pour tout k ∈ N∗,
tout segment [a, b] et tout t ∈ [a, b] , on a en exploitant la sous-multiplicativité
de la norme induite N :

N

(
1

k!

(
Ak
)′
(t)

)
≤ 1

(k − 1)!
N (A (t))

k−1
N (A′ (t)) ≤M1

Mk−1

(k − 1)!

oùM = sup
t∈[a,b]

‖A (t)‖ etM1 = sup
t∈[a,b]

‖A′ (t)‖ . Il en résulte que la série
∑ 1

k!

(
Ak
)′

est uniformément convergente sur [a, b] et on peut dériver terme à terme, ce qui
nous donne pour tout t ∈ [a, b] :

(
eA(t)

)′
=

(
+∞∑
k=0

1

k!
A (t)

k

)′

= A′ (t)

+∞∑
k=1

1

(k − 1)!
A (t)

k−1
= A′ (t) eA(t)
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4. En notant respectivement a, b les primitives nulles en 0 de α, β, la fonction

matricielle A définie par A (t) =

(
a (t) −b (t)
b (t) a (t)

)
pour tout t ∈ R est de classe

C1. En remarquant que l’ensemble de matrices
{(

a −b
b a

)
, (a, b) ∈ R

}
est

un corps commutatif isomorphe au corps C des nombres complexes, on voit
que pour tout réel t les matrices A (t) et A′ (t) commutent et en conséquence,
on a

(
eA(t)

)′
= A′ (t) eA(t) pour tout réel t, ce qui implique que pour tout

X0 ∈ R2, la fonction X : t 7→ eA(t)X0 est solution du système différentiel

X ′ (t) =

(
α (t) −β (t)
β (t) α (t)

)
X (t) . On retrouve ainsi les solutions définies sur

R par : (
x (t)
y (t)

)
= ea(t)

(
cos (b (t)) − sin (b (t))
sin (b (t)) cos (b (t))

)(
x0
y0

)
=

(
ea(t) (x0 cos (b (t))− y0 sin (b (t)))
ea(t) (y0 cos (b (t)) + x0 sin (b (t)))

)
5.

(a) Pour tout k ∈ N∗ et tout t ∈ R, on a Ak (t) =
(
tk tk+1

2
0 0

)
et :

eA(t) =

 +∞∑
k=0

tk

k!
1
2

+∞∑
k=1

tk+1

k!

0 1

 =

(
et

t(et−1)
2

0 1

)

donc :

A′ (t) eA(t) =

(
1 t
0 0

)(
et

t(et−1)
2

0 1

)
=

(
et

t(1+et)
2

0 0

)

6=
(
eA(t)

)′
=

(
et (1+t)et−1

2
0 0

)
(b) De y′ = 0, on déduit que y (t) = y0 pour tout t ∈ R, donc x′ (t) = x (t)+y0t

et x (t) = x0e
t − y0 (1 + t) , ce qui est différent de :

eA(t)X0 =

(
x0e

t + y0
t(et−1)

2
y0

)

Exercice 14.4. Calculs de
∫ +∞
0

e−t
2

cos
(
t2x
)
dt et

∫ +∞
0

e−t
2

sin
(
t2x
)
dt

1. Soit C =

(
0 −1
1 0

)
. Montrer que, pour tout réel α, on a :

eαC = cos (α) I2 + sin (α)C
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2. Montrer que, pour tout réel x, on a :

cos (arctan (x)) =
1√

1 + x2
et sin (arctan (x)) =

x√
1 + x2

.

3. Montrer que les fonctions :

u : x 7→
∫ +∞

0

e−t
2

cos
(
t2x
)
dt et v : x 7→

∫ +∞

0

e−t
2

sin
(
t2x
)
dt

sont bien définies et de classe C∞ sur R en précisant leurs dérivées
successives.

4. Montrer que les fonctions u et v sont solutions d’un système différentiel
linéaire d’ordre 1 avec condition initiale que l’on résoudra.

Solution.
1. On a C2 = −I2, donc C2n = (−1)n I2 et C2n+1 = (−1)n C pour tout n ∈ N∗,

ce qui nous donne :

eαC =

+∞∑
n=0

αn

n!
Cn =

(
+∞∑
n=0

α2n

(2n)!
(−1)n

)
I2 +

(
+∞∑
n=0

α2n+1

(2n+ 1)!
(−1)n

)
C

= cos (α) I2 + sin (α)C

2. Pour tout x ∈ R, on a θ = arctan (x) ∈
]
−π
2
,
π

2

[
, donc cos (θ) > 0 et sin (θ)

est du signe de x (en convenant que signe (0) = 0), ce qui nous donne :

cos (θ) =
√
cos2 (θ) =

√
1

1 + tan2 (θ)
=

1√
1 + x2

et :

sin (θ) = signe (x)
√
1− cos2 (θ) = signe (x)

√
1− 1

1 + x2

= signe (x)

√
x2

1 + x2
= signe (x)

|x|√
1 + x2

=
x√

1 + x2

3. La fonction φ : (x, t) 7→ e−t
2

cos
(
t2x
)

est de classe C∞ sur R2 et pour tout
n ∈ N, on a :

∀ (x, t) ∈ R2,

∣∣∣∣∂nφ∂xn
(x, t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣e−t2t2n cos(t2x+ n
π

2

)∣∣∣ ≤ t2ne−t2
la fonction t 7→ t2ne−t

2 étant intégrable sur R+ (cette fonction est continue sur

R+ et on a t2ne−t2 = o
t→+∞

(
1

1 + t2

)
), il en résulte que la fonction u est bien dé-

finie sur R (cas n = 0) et d’après théorème de dérivation de Lebesgue qu’elle est



132 Exemples d’étude et de résolution de systèmes différentiels linéaires

de classe C∞ de dérivées définies par u(n) (x) =
∫ +∞

0

e−t
2

t2n cos
(
t2x+ n

π

2

)
dt.

De manière analogue, on vérifie que la fonction v est bien définie sur R et de

classe C∞ de dérivées définies par v(n) (x) =

∫ +∞

0

e−t
2

t2n sin
(
t2x+ n

π

2

)
dt.

En particulier, on a :

u′ (x) = −
∫ +∞

0

t2e−t
2

sin
(
t2x
)
dt et v′ (x) =

∫ +∞

0

t2e−t
2

cos
(
t2x
)
dt.

4. Une intégration par parties nous donne pour tout réel x :

u (x) =

∫ +∞

0

e−t
2

cos
(
t2x
)
dt

=
[
te−t

2

cos
(
t2x
)]t→+∞

t=0
+

∫ +∞

0

2t2e−t
2 (

cos
(
t2x
)
+ x sin

(
t2x
))
dt

= −2 (xu′ (x)− v′ (x))

et :

v (x) =

∫ +∞

0

e−t
2

sin
(
t2x
)
dt

=
[
te−t

2

sin
(
t2x
)]t→+∞

t=0
+

∫ +∞

0

2t2e−t
2 (

sin
(
t2x
)
− x cos

(
t2x
))
dt

= −2 (u′ (x) + xv′ (x))

ce qui est équivalent au système différentiel :
u′ (x) = − 1

2 (1 + x2)
(xu (x) + v (x))

v′ (x) = − 1

2 (1 + x2)
(−u (x) + xv (x))

avec les conditions initiales u (0) =
∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2
et v (0) = 0. En notant,

pour tout x ∈ R, Y (x) =

(
u (x)
v (x)

)
et A (x) = − 1

2 (1 + x2)

(
x 1
−1 x

)
, ce

système différentiel s’écrit Y ′ = AY avec Y (0) =

√
π

2

(
1
0

)
. Sa solution est

la fonction vectorielle Y définie par Y (x) = eB(x)Y (0) , où B (x) =

∫ x

0

A (t) dt

(puisqueB etB′ = A commutent), ce qui compte tenu de
∫ x

0

dt

1 + t2
= arctan (x)
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et
∫ x

0

tdt

1 + t2
= ln

(√
1 + x2

)
nous donne :

B (x) = −1

2

(
ln
(√

1 + x2
)

arctan (x)

− arctan (x) ln
(√

1 + x2
) )

= ln
((

1 + x2
)− 1

4

)( 1 0
0 1

)
+

arctan (x)

2

(
0 −1
1 0

)
= ln

((
1 + x2

)− 1
4

)
I2 +

arctan (x)

2
C

et :

eB(x) = e
ln

(
(1+x2)

− 1
4

)
I2
e

arctan(x)
2 C =

(
1 + x2

)− 1
4 e

arctan(x)
2 C

=
(
1 + x2

)− 1
4

(
cos

(
arctan (x)

2

)
I2 + sin

(
arctan (x)

2

)
C

)
avec :

cos2
(
arctan (x)

2

)
=

cos (arctan (x)) + 1

2
=

1√
1+x2

+ 1

2
=

1 +
√
1 + x2

2
√
1 + x2

et :
sin2

(
arctan (x)

2

)
= 1− cos2

(
arctan (x)

2

)
=

√
1 + x2 − 1

2
√
1 + x2

Vu que θ =
arctan (x)

2
∈
]
−π
4
,
π

4

[
, on a cos (θ) > 0 et sin (θ) est du signe de

x, donc :

eB(x) =
(
1 + x2

)− 1
4

√1 +
√
1 + x2

2
√
1 + x2

I2 + signe (x)

√√
1 + x2 − 1

2
√
1 + x2

C


=

1√
2

√1 +
√
1 + x2

1 + x2
I2 + signe (x)

√√
1 + x2 − 1

1 + x2
C


et :

Y (x) = eB(x)Y (0)

=

√
π

2
√
2

√1 +
√
1 + x2

1 + x2

(
1
0

)
+ signe (x)

√√
1 + x2 − 1

1 + x2

(
0
1

)
ce qui signifie que :∫ +∞

0

e−t
2

cos
(
t2x
)
dt =

1

2

√
π

2

√
1 +
√
1 + x2

1 + x2

et : ∫ +∞

0

e−t
2

sin
(
t2x
)
dt =

signe (x)

2

√
π

2

√√
1 + x2 − 1

1 + x2
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Exercice 14.5. Solutions bornées ou nulles à l’infini de X ′ = AX

Pour tout entier n ≥ 2, Cn est muni de la norme ‖·‖∞ et Mn (C) est
muni de la norme d’algèbre induite A 7→ N∞ (A) = sup

X∈Cn, ∥X∥=1

‖A (X)‖ .

On se donne A ∈ Mn (C) et on note λ1, · · · , λp ses valeurs propres dis-
tinctes de multiplicités respectives m1, · · · ,mp.

1. On suppose que A est diagonalisable. Montrer qu’il existe une constante
réelle C telle que N∞

(
etA
)
≤ C max

1≤k≤p
etRe(λk) pour tout réel t.

2. Pour A ∈ Mn (C) , montrer qu’il existe un entier r ∈ N∗ et une

constante réelle C tels que N∞
(
etA
)
≤ C

(
max
1≤k≤p

etRe(λk)

) r∑
k=0

|t|k pour

tout réel t.
3. On suppose que A n’est pas diagonalisable. Montrer qu’il existe une va-

leur propre λk de A telle que ker (A− λkIn) ⫋ ker (A− λkIn)2 .
4. Montrer que le système différentiel X ′ = AX a toutes ses solutions

bornées sur R si, et seulement si, A est diagonalisable avec toutes ses
valeurs propres imaginaires pures.

5. Montrer que le système différentiel X ′ = AX a toutes ses solutions telles
que lim

t→+∞
X (t) = 0, si, et seulement si, toutes les valeurs propres de A

sont de partie réelle strictement négative.
6. On suppose que toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle

strictement négative.

(a) Soit C : R → C une fonction continue telle que lim
t→+∞

C (t) = 0.

Montrer que les solution du système différentiel X ′ (t) = AX (t) +
C (t) sont telles que lim

t→+∞
X (t) = 0.

(b) Soit B : R→Mn (C) une fonction continue telle que lim
t→+∞

B (t) =

0. Montrer que les solutions du système différentiel X ′ (t) =
(A+B (t))X (t) sont telles que lim

t→+∞
X (t) = 0.

Solution.

1. Si A est diagonalisable, il existe alors une matrice inversible P tels que :

P−1AP = D = diag
(
λ1Im1

, · · · , λpImp

)
et pour tout réel t, on a :

N∞
(
etA
)
= N∞

(
eP (tD)P−1

)
= N∞

(
PetDP−1

)
≤ N∞ (P )N∞

(
P−1

)
N∞

(
etD
)

avec :

N∞
(
etD
)
= N∞

(
diag

(
etλ1Im1 , · · · , etλpImp

))
= max

1≤k≤n

∣∣etλk
∣∣ = max

1≤k≤p
etRe(λk)



Exemples d’étude et de résolution de systèmes différentiels linéaires 135

2. Pour A ∈Mn (C) , il existe une matrice diagonalisable D et une matrice nilpo-
tente N telles que A = D +N et DN = ND (décomposition de Dunford), de

sorte que pour tout réel t, on a etA = etDetN avec etN =

r∑
k=0

tk

k!
Nk, où r ∈ N∗

est l’indice de nilpotence de N. Sachant que la norme matricielle induite N∞
est sous-multiplicative et que les valeurs propres de la matrice diagonalisable
D sont celles de A, on a :

N∞
(
etA
)
≤ N∞

(
etD
)
N∞

(
etN
)
≤ max

1≤k≤p
etRe(λk)

r∑
k=0

|t|k

k!
N∞

(
Nk
)

≤ Cr max
1≤k≤p

etRe(λk)
r∑

k=0

|t|k

où Cr = max
1≤k≤r

N∞
(
Nk
)
.

3. Pour tout nombre complexe λ et tout m ∈ N∗, on a de manière évidente l’in-
clusion ker (A− λIn) ⊂ ker (A− λIn)m . Si, pour toute valeur propre λk de A,
on a l’égalité ker (A− λkIn) = ker (A− λkIn)2 , on a alors ker (A− λkIn) =
ker (A− λkIn)m pour tout m ∈ N∗. En effet, c’est vrai pour m ∈ {1, 2} et
supposant le résultat acquis pour m ≥ 2, pour tout X ∈ ker (A− λkIn)m+1

,
on a Y = (A− λkIn)X ∈ ker (A− λkIn)m , donc Y ∈ ker (A− λkIn) et
X ∈ ker (A− λkIn)2 = ker (A− λkIn) , d’où l’inclusion de ker (A− λkIn)m+1

dans ker (A− λkIn) et l’égalité puisque l’autre inclusion est acquise. On a alors
p⊕
k=1

ker (A− λkIn) =
p⊕
k=1

ker (A− λkIn)mk = Cn (théorème des noyaux), ce qui

signifie que A est diagonalisable. En conclusion, pour A non diagonalisable, il
existe une valeur propre λk de A telle que ker (A− λkIn) ⫋ ker (A− λkIn)2 .

4. Les solutions du système différentiel X ′ = AX sont les fonctions de la forme
t 7→ X (t) = etAX0, où X0 ∈ Cn. Pour A diagonalisable de valeurs propres
imaginaires pures et toute solution X du système différentiel X ′ = AX, il
existe une constante réelle C telle que pour tout t ∈ R, on a :

‖X (t)‖∞ =
∥∥etAX0

∥∥
∞ ≤ N∞

(
etA
)
‖X0‖∞ ≤M = C ‖X0‖∞ max

1≤k≤p
etRe(λk)

ce qui signifie qu’elle est bornée. Si la matrice A admet une valeur propre
λk de partie réelle non nulle, alors pour tout vecteur propre associé Xk ∈
Cn \ {0} , la fonction X définie sur R par X (t) = eλktXk est une solution du
système différentiel X ′ = AX telle que ‖X (t)‖∞ = eRe(λk)t ‖Xk‖∞ pour tout
t ∈ R et pour Re (λk) > 0 [resp. pour Re (λk) < 0] on a lim

t→+∞
‖X (t)‖∞ = +∞

[resp. lim
t→−∞

‖X (t)‖∞ = +∞], c’est donc une solution non bornée. Si A n’est
pas diagonalisable, il existe alors une valeur propre λk ∈ C de A telle que
ker (A− λkIn) ⫋ ker (A− λkIn)2 et on peut trouver un vecteur Xk ∈ Cn \ {0}
tel que (A− λkIn)Xk 6= 0 et (A− λkIn)2Xk = 0. La solution du problème de
Cauchy X ′ = AX de condition initiale X (0) = Xk est alors :

X (t) = eλktet(A−λkIn)Xk = eλkt (Xk + t (A− λkIn)Xk)
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et on a ‖X (t)‖∞ ≥ eRe(λk)t (|t| ‖(A− λkIn)Xk‖∞ − ‖Xk‖∞) , c’est donc une
solution non bornée. On a donc montré que le système différentiel X ′ = AX a
toutes ses solutions bornées sur R si, et seulement si, A est diagonalisable de
valeurs propres imaginaires pures.

5. Si j compris entre 1 et p est tel que max
1≤k≤p

Re (λk) = Re (λj) , on a alors pour tout

réel positif t, max
1≤k≤p

etRe(λk) = etRe(λj). Si toutes les valeurs propres de A sont

de partie réelle strictement négatives, on a alors lim
t→+∞

(
etRe(λj)

r∑
k=0

tk

)
= 0, ce

qui implique que lim
t→+∞

etA = 0 et lim
t→+∞

X (t) = lim
t→+∞

etAX0 = 0 pour toute
solution du système différentiel X ′ = AX. Si A admet une valeur propre de
partie réelle positive ou nulle, on a alors Re (λj) ≥ 0 et pour tout vecteur propre
Xj ∈ Cn \ {0} associé à λj , la fonction X définie par X (t) = eλjtXj est alors
une solution de X ′ = AX telle que lim

t→+∞
‖X (t)‖∞ = lim

t→+∞
eRe(λj)t ‖Xj‖∞ =

‖Xj‖∞ > 0 pour Re (λj) = 0 ou lim
t→+∞

‖X (t)‖∞ = lim
t→+∞

eRe(λj)t ‖Xj‖∞ = +∞
pour Re (λj) > 0, c’est donc une solution qui ne tend pas vers 0 en +∞. On a
donc montré que le système différentiel X ′ = AX a toutes ses solutions telles
que lim

t→+∞
X (t) = 0, si, et seulement si, toutes les valeurs propres de A sont de

partie réelle strictement négative.



Chapitre 15
Exemples d’applications de l’intégration

par parties

Exercice 15.1. Polynômes deLegendre

Pour tout n ∈ N, on désigne par π2n et Ln les polynômes définis par
π2n (X) =

(
X2 − 1

)n et Ln =
1

2nn!
π
(n)
2n . Les Ln sont les polynômes de

Legendre.

1. Montrer que pour tout n ∈ N∗ et toutes fonctions f, g dans Cn ([−1, 1]) ,
on a : ∫ 1

−1

f (n) (x) g (x) dx =

[
n−1∑
k=0

(−1)k f (n−1−k)g(k)

]1
−1

+ (−1)n
∫ 1

−1

f (x) g(n) (x) dx

(formule d’intégrations par parties itérées).

2. Calculer, pour tout n ∈ N, l’intégrale Wn =

∫ 1

−1

(
x2 − 1

)n
dx.

3. Montrer que, pour tout n ∈ N, Ln est un polynôme de degré n.
4. Montrer que pour tout n ∈ N∗ et toute fonction f de classe C∞ sur

[−1, 1] , on a 2nn!

∫ 1

−1

f (x)Ln (x) dx = (−1)n
∫ 1

−1

f (n) (x)π2n (x) dx.

5. Calculer
∫ 1

−1

Ln (x)Lm (x) dx, pour tout couple (n,m) d’entiers naturels.

6. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, le polynôme Ln admet n racines réelles
simples xn,1 < · · · < xn,n dans l’intervalle ]−1, 1[ .

7. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, il existe une unique suite (λn,k)1≤k≤n de
réels strictement positifs telle que pour tout polynôme P ∈ R2n−1 [X] ,

on ait
∫ 1

−1

P (x) dx =

n∑
k=1

λn,kP (xn,k) .

137
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Solution.

1. On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, il s’agit de la formule
d’intégration par parties usuelle. Supposons le résultat acquis pour n ≥ 1 et
soient f, g dans Cn+1 ([−1, 1]) . Le cas n = 1 appliqué au couple

(
f (n), g

)
nous

donne : ∫ 1

−1

f (n+1) (x) g (x) dx =

∫ 1

−1

(
f (n)

)′
(x) g (x) dx

=
[
f (n)g

]1
−1
−
∫ 1

−1

f (n) (x) g′ (x) dx

puis appliquant l’hypothèse de récurrence au couple
(
f (n), g′

)
, on obtient :

∫ 1

−1

f (n+1) (x) g (x) dx =
[
f (n)g

]1
−1

+

[
n∑
k=1

(−1)k f (n−k)g(k)
]1
−1

+ (−1)n+1
∫ 1

−1

f (x) g(n+1) (x) dx

=

[
n∑
k=0

(−1)k f (n−k)g(k)
]1
−1

+ (−1)n+1
∫ 1

−1

f (x) g(n+1) (x) dx

2. Pour tout entier naturel n, on a :

Wn =

∫ 1

−1

(x+ 1)
n
(x− 1)

n
dx =

n!

(2n)!

∫ 1

−1

(
(x+ 1)

2n
)(n)

(x− 1)
n
dx

et utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :

Wn = (−1)n (n!)
2

(2n)!

∫ 1

−1

(x+ 1)
2n
dx = (−1)n (n!)

2

(2n)!

22n+1

2n+ 1

compte tenu du fait que −1 est racine d’ordre 2n de (x+ 1)
2n et 1 est racine

d’ordre n de (x− 1)
n
.

3. Pour n = 0 on a L0 = 1. Pour n ≥ 1, le polynôme π2n (X) =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
X2k

est de degré 2n et :

Ln (X) =
1

2nn!
π
(n)
2n (X) =

1

2nn!

∑
n
2 ≤k≤n

(−1)n−k
(
n

k

)
(2k)!

(2k − n)!
X2k−n

=
1

2n

∑
n
2 ≤k≤n

(−1)n−k
(
n

k

)(
2k

n

)
X2k−n

est un polynôme de degré n.
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4. Pour tout n ∈ N∗ et toute fonction f de classe C∞ sur [−1, 1] , on a :

2nn!

∫ 1

−1

f (x)Ln (x) dx =

∫ 1

−1

f (x)π
(n)
2n (x) dx

=

[
n−1∑
k=0

(−1)k π(n−1−k)
2n (x) f (k) (x)

]1
−1

+ (−1)n
∫ 1

−1

f (n) (x)π2n (x) dx

= (−1)n
∫ 1

−1

f (n) (x)π2n (x) dx

(−1 et 1 étant racines d’ordre n du polynôme π2n, on a π(n−1−k)
2n (±1) = 0 pour

k compris entre 0 et n− 1).
5. Pour n ∈ N∗ et tout polynôme P ∈ Rn−1 [X] , on a P (n) = 0, donc de la question

précédente, on déduit que
∫ 1

−1

P (x)Ln (x) dx = 0. Chaque polynôme Lk étant

de degré k, on en déduit que
∫ 1

−1

Ln (x)Lm (x) dx = 0 pour n,m entiers naturels

distincts. Pour n = m, on a :

2nn!

∫ 1

−1

L2
n (x) dx = (−1)n

∫ 1

−1

π2n (x)L
(n)
n (x) dx = (−1)n (2n)!

2nn!
Wn

=
(2n)!

2nn!

(n!)
2

(2n)!

22n+1

2n+ 1
=

2

2n+ 1
2nn!

soit
∫ 1

−1

L2
n (x) dx =

2

2n+ 1
.

6. Soit ∈ N∗. Si Ln ne s’annule pas sur l’intervalle ]−1, 1[ , il garde alors un signe

constant (par continuité) et on a
∫ 1

−1

Ln (x) dx 6= 0, ce qui est en contradiction

avec le fait que
∫ 1

−1

P (x)Ln (x) dx = 0 pour tout P ∈ Rn−1 [X] . Le polynôme

Ln a donc au moins une racine réelle dans ]−1, 1[ . Si x1 ∈ ]−1, 1[ est une racine
de Ln de multiplicité p ≥ 2, on peut alors écrire Ln (X) = (X − x1)2 Pn−2 (X)
avec Pn−2 ∈ Rn−2 [X] et on a :

0 =

∫ 1

−1

Pn−2 (x)Ln (x) dx =

∫ 1

−1

(x− x1)2 P 2
n−2 (x) dx > 0

soit une impossibilité. Les racines du polynôme Ln qui sont dans ]−1, 1[ sont
donc toutes simples. Notons x1, ..., xp ces racines. Si p < n, on peut alors écrire

Ln (X) =

p∏
k=1

(X − xk)Pn−p (X) , avec Pn−p ∈ Rn−p [X] de signe constant dans

]−1, 1[ et on a :

0 =

∫ 1

−1

Ln (x)

p∏
k=1

(x− xk) dx =

∫ 1

−1

p∏
k=1

(x− xk)2 Pn−p (x) dx 6= 0
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soit encore une impossibilité. On a donc p = n, c’est-à-dire que toutes les racines
de Ln sont dans ]−1, 1[ et simples.

7. Par division euclidienne, tout polynôme P ∈ R2n−1 [X] s’écrit sous la forme
P = QLn +R avec Q,R dans Rn−1 [X] et on a :∫ 1

−1

P (x) dx =

∫ 1

−1

Q (x)Ln (x) dx+

∫ 1

−1

R (x) dx =

∫ 1

−1

R (x) dx

Comme P (xn,k) = R (xn,k) pour tout k compris entre 1 et n, il nous suffit
de montrer le résultat annoncé sur Rn−1 [X] , ce qui équivaut à prouver que le
système linéaire de n équations aux n inconnues λn,k :

n∑
i=1

xk−1
n,i λn,i =

∫ 1

−1

xk−1dx (1 ≤ k ≤ n)

a une unique solution. Le déterminant de ce système étant le déterminant de
Vandermonde

∏
1≤j<i≤n

(xn,i − xn,j) 6= 0, on est assuré de l’existence et de l’uni-

cité d’une solution (λn,k)1≤k≤n . En désignant, pour tout k compris entre 1 et
n, par Pn,k ∈ Rn−1 [X] le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par
Pn,k (xn,i) = 0 pour j 6= k et Pn,k (xn,k) = 1, on a P 2

n,k ∈ R2n−2 [X] et

λn,k =

∫ 1

−1

P 2
n,k (x) dx > 0.

Exercice 15.2. Calcul de
∫

dx

(x2 + px+ q)
n pour p2 − 4q < 0

Pour tout n ∈ N∗, on note Fn : x ∈ R 7→ Fn (x) =

∫ x

0

dt

(1 + t2)
n la

primitive de 1

(1 + x2)
n nulle en 0.

1. Montrer que, pour n ∈ N∗ et p, q réels tels que δ = p2− 4q < 0 (de sorte
que x2 + px+ q ne s’annule jamais sur R), le calcul d’une primitive de

1

(x2 + px+ q)
n se ramène à celui de 1

(x2 + 1)
n .

2. Calculer F1.

3. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, on a :

2nFn+1 (x) = (2n− 1)Fn (x) +
x

(1 + x2)
n

En déduire les valeurs de F2 et F3.

4. Soit (αn)n∈N la suite de nombres rationnels définie par αn =
22n−1

n

1(
2n
n

) .
Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a :

(a) 2nαn = (2n+ 1)αn+1 ;
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(b) 2

n∑
k=1

kαkFk+1 =

n∑
k=1

(2k − 1)αkFk +

n∑
k=1

αk
x

(1 + x2)
k

;

(c) Fn+1 (x) =
1

2nαn

(
arctan (x) +

n∑
k=1

αk
x

(1 + x2)
k

)
.

5. Calculer
∫ +∞

0

dt

(1 + t2)
n pour tout n ∈ N∗.

Solution.

1. En utilisant la forme canonique x2 + px+ q =
(
x− p

2

)2
+ ω2, où ω = −δ

4
> 0,

on a en effectuant le changement de variable y = x− p

2
:∫

dx

(x2 + px+ q)
n =

∫
dy

(y2 + ω2)
n =

1

ω2n

∫
dy(

1 +
( y
ω

)2)n
=

1

ω2n−1

∫
dt

(1 + t2)
n =

1

ω2n−1
Fn (t) + Cste =

1

ω2n−1
Fn

(
1

ω

(
x− p

2

))
+Cste

2. On a F1 (x) =

∫ x

0

dt

1 + t2
= arctan (x) .

3. Pour tout n ∈ N∗ et tout réel x, on a :

Fn+1 (x) =

∫ x

0

dt

(1 + t2)
n+1 =

∫ x

0

1 + t2 − t2dt
(1 + t2)

n+1

=

∫ x

0

dt

(1 + t2)
n −

∫ x

0

t2

(1 + t2)
n+1 dt = Fn (x)−

∫ x

0

t

(1 + t2)
n+1 t · dt

et une intégration par parties donne :∫ x

0

t

(1 + t2)
n+1 t · dt =

[
− 1

2n

t

(1 + t2)
n

]x
0

+
1

2n

∫ x

0

1

(1 + t2)
n dt

= − 1

2n

x

(1 + x2)
n +

1

2n
Fn (x)

soit Fn+1 (x) =
2n− 1

2n
Fn (x)+

1

2n

x

(1 + x2)
n . Pour n = 1 et n = 2, cela donne :

F2 (x) =
1

2
F1 (x) +

1

2

x

1 + x2
=

1

2
arctan (x) +

1

2

x

1 + x2

et :

F3 (x) =
3

4
F2 (x) +

1

4

x

(1 + x2)
2 =

3

8

(
arctan (x) +

x

1 + x2
+

2x

3 (1 + x2)
2

)
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4.

(a) On a
(
2n+ 2

n+ 1

)
=

(2n+ 2) (2n+ 1)

(n+ 1)
2

(
2n

n

)
=

2 (2n+ 1)

n+ 1

(
2n

n

)
et :

αn+1 =
22n+1

n+ 1

1
2(2n+1)
n+1

(
2n
n

) =
2n

2n+ 1
αn

(b) Pour tout entier k ≥ 1, on a 2kαkFk+1 (x) = (2k − 1)αkFk +αk
x

(1 + x2)
n

et faisant la somme, on obtient :

2

n∑
k=1

kαkFk+1 =

n∑
k=1

(2k − 1)αkFk +

n∑
k=1

αk
x

(1 + x2)
k

(c) Avec 2kαk = (2k + 1)αk+1, on déduit que :

2

n∑
k=1

kαkFk+1 =

n∑
k=1

(2k + 1)αk+1Fk+1 =

n+1∑
j=2

(2j − 1)αjFj

et :
n+1∑
j=2

(2j − 1)αjFj =

n∑
k=1

(2k − 1)αkFk +

n∑
k=1

αk
x

(1 + x2)
k

soit :

(2n+ 1)αn+1Fn+1 = α1F1+

n∑
k=1

αk
x

(1 + x2)
k
= arctan (x)+

n∑
k=1

αk
x

(1 + x2)
k

avec (2n+ 1)αn+1 = 2nαn, d’où le résultat.

5. On a
∫ +∞

0

dt

1 + t2
= lim
n→+∞

F1 (x) =
π

2
et pour tout n ≥ 2 entier :

∫ +∞

0

dt

(1 + t2)
n = lim

n→+∞
Fn (x) =

1

(n− 1)αn−1

π

4
=

1

22n−1

(
2n− 2

n− 1

)
π

Exercice 15.3. Irrationalité de π

On désigne par (In)n∈N la suite de fonctions définie par :

∀n ∈ N, ∀x ∈ R+,∗, In (x) =
1

n!

∫ x

−x

(
x2 − t2

)n
cos (t) dt

1. Calculer In (x) pour n = 0 et n = 1.
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2. Montrer que, pour tout n ∈ N, la fonction In est indéfiniment dérivable
sur R+,∗, puis que pour tout x ∈ R+,∗, on a :

xI ′n (x) = (2n+ 1) In (x)−
1

2
In+1 (x)

3. Montrer que, pour tout n ∈ N, il existe deux fonctions polynomiales Pn
et Qn à coefficients entiers relatifs et de degré au plus égal à n telles que,
pour tout réel x ∈ R+,∗, on a In (x) = Pn (x) cos (x) +Qn (x) sin (x) .

4. On a In

(π
2

)
= Qn

(π
2

)
. On suppose que π

2
est rationnel, soit que

π

2
=
a

b
avec a, b premiers entre eux dans N∗.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n, un = b2n+1In

(π
2

)
est un

entier naturel non nul.
(b) Montrer que la suite (un)n∈N converge vers 0 et conclure.

Solution.

1. Pour tout réel x > 0, on a I0 (x) = 2

∫ x

0

cos (t) dt = 2 sin (x) et en intégrant
deux fois par parties :

I1 (x) = 2

∫ x

0

(
x2 − t2

)
cos (t) dt = 2

[(
x2 − t2

)
sin (t)

]x
0
+ 4

∫ x

0

t sin (t) dt

= 4

(
[−t cos (t)]x0 +

∫ x

0

cos (t) dt

)
= 4 (−x cos (x) + sin (x))

2. Le changement de variable t = xu, à x > 0 fixé, nous donne :

In (x) =
x2n+1

n!

∫ 1

−1

(
1− u2

)n
cos (xu) du =

x2n+1

n!
Jn (x)

La fonction (u, x) 7→
(
1− u2

)n
cos (xu) étant de classe C∞ sur [−1, 1]×R+,∗ et

l’intégration se faisant sur un segment, on en déduit que la fonction Jn est de
classe C∞ sur R+,∗, sa dérivée première étant donnée par :

J ′
n (x) = −

∫ 1

−1

u
(
1− u2

)n
sin (xu) du.

Une intégration par parties nous donne alors :

J ′
n (x) =

[(
1− u2

)n+1

2 (n+ 1)
sin (xu)

]u=1

u=−1

−
∫ 1

−1

(
1− u2

)n+1

2 (n+ 1)
x cos (xu) du

= − x

2 (n+ 1)
Jn+1 (x)



144 Exemples d’applications de l’intégration par parties

Il en résulte que la fonction In est de classe C∞ sur R+,∗, sa dérivée première

étant donnée par I ′n (x) = (2n+ 1)
x2n

n!
Jn (x) +

x2n+1

n!
J ′
n((x) , donc :

xI ′n (x) = (2n+ 1)
x2n+1

n!
Jn (x)−

x2n+2

n!

x

2 (n+ 1)
Jn+1 (x)

= (2n+ 1) In (x)−
1

2
In+1 (x)

3. C’est vrai pour n = 0 et pour n = 1 avec (P0, Q0) = (0, 2) et (P1, Q1) = (−4x, 4)
Supposant le résultat acquis au rang n− 1 ≥ 1, on a :

In+1 (x) = 2 (2n+ 1) In (x)− 2xI ′n (x)

= 2 (2n+ 1) (Pn (x) cos (x) +Qn (x) sin (x))

− 2x (P ′
n (x) cos (x)− Pn (x) sin (x) +Q′

n (x) sin (x) +Qn (x) cos (x))

= Pn+1 (x) cos (x) +Qn+1 (x) sin (x)

avec :
Pn+1 (x) = 2 (2n+ 1)Pn (x)− 2x (P ′

n (x)−Qn (x))

Qn+1 (x) = 2 (2n+ 1)Qn (x)− 2x (Q′
n (x)− Pn (x))

qui sont bien des fonctions polynomiales à coefficients entiers relatifs de degré
au plus égal à n+ 1.

4. Avec
(
x2 − t2

)n
cos (t) > 0 pour t ∈

]π
2
,
π

2

[
, on déduit que In

(π
2

)
> 0 et

un > 0. Si π
2
=
a

b
, il existe alors un entier naturel non nul Rn tel que :

In

(π
2

)
= In

(a
b

)
= Qn

(a
b

)
=

Rn
b2n+1

(réduction au même dénominateur de Qn
(a
b

)
=

2n+1∑
k=0

αk
ak

bk
, les αk étant en-

tiers), donc b2n+1In

(π
2

)
= Rn ∈ N∗.

5. On a un = b2n+1In

(π
2

)
=
a2n+1

n!
Jn

(π
2

)
avec :

0 < Jn

(π
2

)
=

∫ 1

−1

(
1− t2

)n
cos
(
t
π

2

)
dt ≤

∫ 1

−1

dt = 2

et lim
n→+∞

a2n+1

n!
= 0, donc lim

n→+∞
un, tous les un étant dans N∗, ce qui est peu

probable. En conclusion π

2
ne peut être rationnel et il en est de même pour π.
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Exercice 15.4. Intégrales de Wallis

On note (Wn)n∈N =

(∫ π
2

0

cosn (t) dt

)
n∈N

la suite des intégrales de Wal-

lis.

1. Calculer W0 et W1.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, on a Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn, puis en déduire

que Wn+1 =
π

2

1

(n+ 1)Wn
. Il suffit donc de calculer Wn pour n pair ou

pour n impair.
3. Montrer que la suite (Wn)n∈N converge en décroissant vers 0.

4. Montrer que pour tout n ∈ N et tout t ∈ R, on a :

(cos (t))
n
=

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
cos ((2k − n) t)

puis en déduire que W2n =

(
2n
n

)
22n

π

2
et W2n+1 =

22n

(2n+ 1)
(
2n
n

) .
5. Montrer que lim

n→+∞

√
2n+ 1W2n =

√
π

2
, soit que :

(
2n

n

)
∼

n→+∞

22n√
2n

√
2

π

6. Pour tout n ∈ N∗, on désigne par pn la probabilité d’obtenir n fois pile
et n fois face sur 2n lancés indépendants d’une pièce équilibrée. Montrer
que :

(a) pour tout n ∈ N∗, on a pn =

n∏
k=1

2k − 1

2k
et :

p2n =
1

2n+ 1

n∏
k=1

4k2 − 1

4k2
=

1

2n+ 1

W2n

W2n+1

2

π

(b) pn ∽
n→+∞

1√
πn

.

Solution.

1. On a W0 =

∫ π
2

0

dt =
π

2
et W1 =

∫ π
2

0

cos (t) dt = 1.
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2. Une intégration par parties nous donne :

Wn+2 =

∫ π
2

0

cosn (t)
(
1− sin2 (t)

)
dt =Wn −

∫ π
2

0

(cosn (t) sin (t)) sin (t) dt

=Wn −
[
− sin (t)

cosn+1 (t)

n+ 1

]π
2

0

− 1

n+ 1

∫ π
2

0

cosn+2 (t) dt =Wn −
Wn+2

n+ 1

soit Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn. En notant un = (n+ 1)WnWn+1, on a :

un+1 = (n+ 2)Wn+1Wn+2 = (n+ 2)Wn+1
n+ 1

n+ 2
Wn = un

donc un = u0 =W0W1 =
π

2
, soit Wn+1 =

π

2

1

(n+ 1)Wn
.

3. Pour tout t ∈
[
0,
π

2

]
, on a 0 ≤ cos (t) ≤ 1, donc 0 ≤ cosn+1 (t) ≤ cosn (t) pour

tout n ∈ N et par intégration, 0 ≤ Wn+1 ≤ Wn. La suite (Wn)n∈N est donc
décroissante minorée par 0 et en conséquence, convergente vers un réel λ ≥ 0.

De WnWn+1 =
π

2 (n+ 1)
, on déduit en passant à la limite quand n tend vers

l’infini que λ2 = 0 et donc que λ = 0.

4. On a :

(cos (t))
n
=

(
eit + e−it

)n
2n

=
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
eikte−i(n−k)t =

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
ei(2k−n)t

donc (cos (t))
n
= Re

(
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
ei(2k−n)t

)
=

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
cos ((2k − n) t) . Sa-

chant que
∫ π

2

0

cos (2mt) dt = 0 pour m ∈ Z∗, il en résulte que :

W2n =
1

22n

2n∑
k=0

(
2n

k

)∫ π
2

0

cos (2 (k − n) t) dt =
(
2n
n

)
22n

π

2

et W2n+1 =
π

2

1

(2n+ 1)W2n
=

22n

(2n+ 1)
(
2n
n

) . La valeur de W2n peut aussi se

déduire de la relation de récurrence :

W2n =
2n− 1

2n
W2(n−1) =

2n− 1

2n

2n− 3

2 (n− 1)
· · · 1

2 · 1
W0 =

(2n)!

(2nn!)
2

π

2
=

(
2n
n

)
22n

π

2

5. On a W2n+1

W2n
=

π

2

1

(2n+ 1) (W2n)
2 avec 1 ≤ W2n+1

W2n
≤ W2n+2

W2n
=

2n+ 1

2n+ 2

(puisque la suite (Wn)n∈N est décroissante) et donc lim
n→+∞

W2n+1

W2n
= 1 ou encore

lim
n→+∞

√
2n+ 1W2n =

√
π

2
, ce qui compte tenu de W2n =

(
2n
n

)
22n

π

2
se traduit par(

2n

n

)
∼

n→+∞

22n√
2n

√
2

π
.
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6.

(a) Pour tout n ∈ N∗, la variable aléatoire X2n égale au nombre de fois où
on obtient face au bout de 2n lancés suit une loi binomiale de paramètre(
2n,

1

2

)
, donc :

pn =

(
2n

n

)
1

22n
=

1

22n
(2n)!

(n!)
2 =

1

22n
(2 · 4 · · · · · (2n)) (1 · 3 · · · · · (2n− 1))

(n!)
2

=
1 · 3 · · · · · (2n− 1)

2nn!
=

n∏
k=1

2k − 1

2k

et p2n =

(
n∏
k=1

(2k − 1)

)2

n∏
k=1

(4k2)
avec :

(
n∏
k=1

(2k − 1)

)2

=

(
n∏
k=1

(2k − 1)

)n−1∏
j=0

(2j + 1)


=

1

2n+ 1

(
n∏
k=1

(2k − 1)

)(
n∏
k=1

(2k + 1)

)
=

1

2n+ 1

n∏
k=1

(
4k2 − 1

)

ce qui nous donne p2n =
1

2n+ 1

n∏
k=1

4k2 − 1

4k2
. D’autre part, en utilisant la

relation de récurrence Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn et en notant vn =

W2n

W2n+1
, on a :

vn =
W2n

W2n−2

W2n−2

W2n−1

W2n−1

W2n+1
=

2n− 1

2n
vn−1

2n+ 1

2n
=

4n2 − 1

4n2
vn−1

donc vn =

n∏
k=1

4k2 − 1

4k2
v0 avec v0 =

W0

W1
=
π

2
, ce qui nous donne l’égalité

p2n =
1

2n+ 1

W2n

W2n+1

2

π
.

(b) Avec lim
n→+∞

W2n

W2n+1
= 1, on en déduit que pn ∽

n→+∞

1√
πn

.

Exercice 15.5. Une formule de sommation par parties d’Abel

Pour tout réel x, on note [x] la partie entière de x.
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1. Soient (an)n∈N une suite de nombres complexes, A la fonction définie

sur R+ par A (x) =

[x]∑
k=0

ak et f : R+,∗ → C une fonction de classe C1.

Montrer que :

(a) pour tout n ∈ N, on a :

an+1f (n+ 1) = A (n+ 1) f (n+ 1)−A (n) f (n)−
∫ n+1

n

A (t) f ′ (t) dt

(b) pour tous n < m dans N, on a :

m∑
k=n+1

akf (k) = A (m) f (m)−A (n) f (n)−
∫ m

n

A (t) f ′ (t) dt

(c) pour tous réels α < β dans R+, on a :

∑
α<k≤β

akf (k) = A (β) f (β)−A (α) f (α)−
∫ β

α

A (t) f ′ (t) dt

(formule sommatoire d’Abel).

2. En utilisant la formule sommatoire d’Abel, montrer que :

γ = lim
m→+∞

(
m∑
k=1

1

k
− ln (m)

)
= 1−

∫ +∞

1

t− [t]

t2
dt

Solution.

1. La fonction A définie sur R+ par A (x) =

[x]∑
k=0

ak = a0 + · · · + an pour tout

x ∈ [n, n+ 1[ , où n décrit N, est continue par morceaux avec les entiers naturels
pour éventuels points de discontinuité. Elle est donc Riemann-intégrable sur
tout segment de R+.

(a) Pour tout n ∈ N, on a A (t) = A (n) pour tout t ∈ [n, n+ 1[ et :∫ n+1

n

A (t) f ′ (t) dt = A (n)

∫ n+1

n

f ′ (t) dt = A (n) (f (n+ 1)− f (n))

= A (n+ 1) f (n+ 1)−A (n) f (n) + (A (n)−A (n+ 1)) f (n+ 1)

= A (n+ 1) f (n+ 1)−A (n) f (n)− an+1f (n+ 1)

soit an+1f (n+ 1) = A (n+ 1) f (n+ 1)−A (n) f (n)−
∫ n+1

n

A (t) f ′ (t) dt.
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(b) Il en résulte que pour n < m dans N, on a :
m∑

k=n+1

akf (k) =

m∑
k=n+1

(
A (k) f (k)−A (k − 1) f (k − 1)−

∫ k

k−1

A (t) f ′ (t) dt

)

= A (m) f (m)−A (n) f (n)−
∫ m

n

A (t) f ′ (t) dt

cette formule étant valable pour n = m en convenant que
m∑

k=m+1

= 0.

(c) En notant n = [α] et m = [β] , on a n ≤ m et :∫ β

α

A (t) f ′ (t) dt =

∫ m

n

A (t) f ′ (t) dt−
∫ α

n

A (t) f ′ (t) dt+

∫ β

m

A (t) f ′ (t) dt

=

∫ m

n

A (t) f ′ (t) dt−A (n)

∫ α

n

f ′ (t) dt+A (m)

∫ β

m

f ′ (t) dt

= A (m) f (m)−A (n) f (n)−
m∑

k=n+1

akf (k)

−A (n) (f (α)− f (n)) +A (m) (f (β)− f (m))

= −
m∑

k=n+1

akf (k)−A (n) f (α) +A (m) f (β)

= −
∑

α<k≤β

akf (k)−A (α) f (α) +A (β) f (β)

la somme
∑

α<k≤β

=

m∑
k=n+1

étant nulle pour n = m (pour α < k ≤ β, on a

n ≤ α < k ≤ β < m + 1, soit n + 1 ≤ k ≤ m et réciproquement), ce qui
nous donne la formule de sommation par parties annoncée.

2. En désignant par (an)n∈N la suite définie par a0 = 0 et an = 1 pour tout

n ∈ N∗, on a A (x) = 0 = [x] pour tout x ∈ [0, 1[ et A (x) =

[x]∑
k=1

1 = [x] pour

tout x ∈ [1,+∞[ , ce qui nous donne en utilisant la fonction f définie sur R+,∗

par f (t) = 1

t
, pour tout entier m ≥ 2 :

m∑
k=2

1

k
=

∫ m

1

[t]

t2
dt =

∫ m

1

[t]− t
t2

dt+ ln (m)

soit
m∑
k=1

1

k
− ln (m) = 1 +

∫ m

1

[t]− t
t2

dt et faisant tendre m vers l’infini, on en

déduit que :

γ = lim
m→+∞

(
m∑
k=1

1

k
− ln (m)

)
= 1−

∫ +∞

1

t− [t]

t2
dt
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l’intégrale
∫ +∞

1

t− [t]

t2
dt étant convergente puisque 0 ≤ t− [t]

t2
≤ 1

t2
pour tout

t ≥ 1.

Exercice 15.6. Calcul de
∫ +∞
0

e−θ cos(θx)√
θ
dθ et

∫ +∞
0

e−θ sin(θx)√
θ
dθ

1. Montrer que, pour tout réel x, on a :

cos (arctan (x)) =
1√

1 + x2
et sin (arctan (x)) =

x√
1 + x2

2. Montrer que la fonction w : x 7→
∫ +∞

0

e−t
2

eit
2xdt est bien définie et de

classe C∞ sur R en précisant ses dérivées successives.
3. Montrer que la fonction w est solution d’une équation différentielle li-

néaire d’ordre 1 avec condition initiale que l’on résoudra.
4. En déduire, pour tout réel x, les valeurs des intégrales :∫ +∞

0

e−θ
cos (θx)√

θ
dθ et

∫ +∞

0

e−θ
sin (θx)√

θ
dθ

Solution.
1. Pour tout x ∈ R, on a θ = arctan (x) ∈

]
−π
2
,
π

2

[
, donc cos (θ) > 0 et sin (θ)

est du signe de x (en convenant que signe (0) = 0), ce qui nous donne :

cos (θ) =
√
cos2 (θ) =

√
1

1 + tan2 (θ)
=

1√
1 + x2

et :

sin (θ) = signe (x)
√
1− cos2 (θ) = signe (x)

√
1− 1

1 + x2

= signe (x)

√
x2

1 + x2
= signe (x)

|x|√
1 + x2

=
x√

1 + x2

2. La fonction φ : (x, t) 7→ e−t
2

eit
2x est de classe C∞ sur R2 et pour tout n ∈ N,

on a :
∀ (x, t) ∈ R2,

∣∣∣∣∂nφ∂xn
(x, t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣e−t2 (it2)n eit2x∣∣∣ = t2ne−t
2

la fonction t 7→ t2ne−t
2 étant intégrable sur R+ (cette fonction est continue sur

R+ et on a t2ne−t2 = o
t→+∞

(
1

1 + t2

)
), il en résulte que la fonction w est bien

définie sur R (cas n = 0) et d’après théorème de dérivation de Lebesgue qu’elle

est de classe C∞ de dérivées définies par w(n) (x) = in
∫ +∞

0

t2ne(ix−1)t2dt.
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3. Une intégration par parties, où l’on dérive e(ix−1)t2 par rapport à la variable t,
nous donne pour tout réel x :

w (x) =

∫ +∞

0

e(ix−1)t2dt =
[
te(ix−1)t2

]t→+∞

t=0
−
∫ +∞

0

2t (ix− 1) te(ix−1)t2dt

= −2 (ix− 1)

∫ +∞

0

t2e(ix−1)t2dt = −2 (x+ i)w′ (x)

soit l’équation différentielle w′ (x) = − 1

2 (x+ i)
w (x) avec la conditions initiale

w (0) =

∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2
. La solution de ce problème de Cauchy est la

fonction w définie par w (x) = w (0) eφ(x), où la fonction φ est définie sur R
par :

φ (x) = −1

2

∫ x

0

dt

t+ i
= −1

2

∫ x

0

t− i
t2 + 1

dt

= −1

2

(
1

2
ln
(
1 + x2

)
− i arctan (x)

)
= ln

((
1 + x2

)− 1
4

)
+

arctan (x)

2
i

ce qui nous donne w (x) =

√
π

2

(
1 + x2

)− 1
4 e

arctan(x)
2 i. En notant θ = arctan (x) ,

on a θ ∈
]
−π
2
,
π

2

[
et e

arctan(x)
2 i = cos

(
θ

2

)
+ i sin

(
θ

2

)
avec cos

(
θ

2

)
> 0,

sin

(
θ

2

)
du signe de x et :

cos2
(
θ

2

)
=

cos (θ) + 1

2
=

cos (arctan (x)) + 1

2
=

1√
1+x2

+ 1

2
=

1 +
√
1 + x2

2
√
1 + x2

sin2
(
θ

2

)
= 1− cos2

(
θ

2

)
=

√
1 + x2 − 1

2
√
1 + x2

ce qui nous donne :

w (x) =

∫ +∞

0

e−t
2

eit
2xdt

=
1

2

√
π

2

1√
1 + x2

(√
1 +

√
1 + x2 + i signe (x)

√√
1 + x2 − 1

)
4. Prenant les parties réelle et imaginaire dans la question précédente, on en déduit

que, pour tout réel x, on a :∫ +∞

0

e−t
2

cos
(
t2x
)
dt =

1

2

√
π

2

√
1 +
√
1 + x2

1 + x2

et : ∫ +∞

0

e−t
2

sin
(
t2x
)
dt =

signe (x)

2

√
π

2

√√
1 + x2 − 1

1 + x2
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Le changement de variable t2 = θ nous donne :

∫ +∞

0

e−θ
cos (θx)√

θ
dθ =

√
π

2

√
1 +
√
1 + x2

1 + x2

et : ∫ +∞

0

e−θ
sin (θx)√

θ
dθ = signe (x)

√
π

2

√√
1 + x2 − 1

1 + x2



Chapitre 16
Exemples d’applications du théorème des

fonctions implicites

Exercice 16.1. Un résultat de continuité des valeurs propres.

On se donne deux matrices réelles d’ordre n ≥ 2 :

A =



a1 b1 0 · · · 0

1 a2 b2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 1 an−1 bn−1

0 · · · 0 1 an


avec ai ∈ R, bi ∈ R+,∗ et :

D =



0 1 0 · · · 0

1 0 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 1 0 1

0 · · · 0 1 0


On associe à ces matrices la fonction F : [0, 1]→Mn (R) définie par :

∀t ∈ [0, 1] , F (t) = (1− t)D + tA

1. Calculer les valeurs propres de D.
2. Montrer que, pour tout t ∈ [0, 1] , F (t) admet n valeurs propres réelles

simples.
3. Montrer qu’il existe une fonction continûment dérivable :

f = (f1, · · · , fn) : [0, 1]→ Rn

telle que le polynôme caractéristique de F (t) s’écrive :

∀t ∈ [0, 1] , P (λ, t) =

n∏
j=1

(λ− fj (t))

153
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4. Montrer que pour tout j = 1, 2, · · · , n, fj est solution sur [0, 1] d’une
équation différentielle avec condition initiale.

Solution.

1. La matrice D est symétrique réelle, donc toutes ses valeurs propres sont réelles.
Avec le théorème de Gerschgörin-Hadamard, on déduit que pour toute va-
leur propre λ ∈ R on a |λ| ≤ 2. Une telle valeur propre peut donc s’écrire
λ = 2 cos (α) avec α ∈ [0, π] . Si x est un vecteur propre non nul associé ses
composantes sont solutions de la récurrence :

xk−1 − λxk + xk+1 = 0 (1 ≤ k ≤ n)

avec les conditions aux limites x0 = 0 et xn+1 = 0. Le polynôme caractéristique
de cette récurrence est :

P (r) = r2 − 2 cos (α) r + 1,

soit P (r) =
(
r − eiα

) (
r − e−iα

)
. Les racines sont donc r1 = eiα et r2 = e−iα.

Ce qui donne :
xk = c1e

ikα + c2e
−ikα (0 ≤ k ≤ n+ 1)

Avec x0 = 0, on déduit que c2 = −c1. Avec xn+1 = 0 et (c1, c2) 6= (0, 0) , on
déduit que sin ((n+ 1)α) = 0 et α =

jπ

n+ 1
avec 1 ≤ j ≤ n. Les valeurs propres

de D sont donc :
λk = 2 cos

(
kπ

n+ 1

)
(1 ≤ k ≤ n)

2. Pour tout t ∈ [0, 1] , on a :

F (t) =



ta1 1− t+ tb1 0 · · · 0

1 ta2 1− t+ tb2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 1 tan−1 1− t+ tbn−1

0 · · · 0 1 tan


et cette matrice admet n valeurs propres réelles simples puisqu’elle est irréduc-
tible avec 1−t+tbi > 0 pour tout t ∈ [0, 1] et tout i = 1, 2, · · · , n (voir l’exercice
9.1, question 4c).

3. Soit t0 ∈ [0, 1] et λ0 une valeur propre de A (t0) . On a P (λ0, t0) = 0 et
∂P

∂λ
(λ0, t0) 6= 0 puisque λ0 est racine simple de P (·, t0) . Le théorème des

fonctions implicites nous dit alors qu’il existe un voisinage ouvert V0 de t0 dans
[0, 1] et une fonction continûment dérivable :

f = (f1, · · · , fn) : V0 → Rn
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tels que :

∀t ∈ V0, P (λ, t) =

n∏
k=1

(λ− fk (t))

Les valeurs propres de A (t) étant toutes simples, on peut supposer que f1 (t) <
f2 (t) < · · · < fn (t) . Avec cette condition la fonction f est unique. L’intervalle
[0, 1] étant compact, on peut trouver une partition du type :

[0, 1] = [a0, b0[ ∪ [a1, b1[ ∪ · · · ∪ [ap, bp] ,

où :
0 = a0 < b0 = a1 < b1 = a2 < · · · < bp−1 = ap < bp = 1,

telle pour tout k = 0, 1, · · · , p, il existe une unique fonction continûment déri-
vable :

fk = (f1,k, · · · , fn,k) : [ak, bk]→ Rn

avec :

∀t ∈ [ak, bk] ,

 P (λ, t) =

n∏
j=1

(λ− fj,k (t))

f1,k (t) < f2,k (t) < · · · < fn,k (t)

La fonction f définie sur [0, 1] par f (t) = (f1,k (t) , · · · , fn,k (t)) si t ∈ [ak, bk]

est alors continûment dérivable et P (λ, t) =

n∏
j=1

(λ− fj (t)) pour tout t ∈ [0, 1] .

4. En dérivant la relation φj (t) = 0 par rapport à t, pour tout j = 1, 2, · · · , n, on
déduit alors que fj est solution du problème de Cauchy :

fj (0) = aj

f ′j (t) = −

∂P

∂t
(fj (t) , t)

∂P

∂λ
(fj (t) , t)

(t ∈ [0, 1])

La simplicité des valeurs propres de A (t) nous garantit que ∂P

∂λ
(fj (t) , t) 6= 0

sur [0, 1] .
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Chapitre 17

Exemples d’étude d’applications linéaires
continues et de leur norme

On rappelle le résultat suivant, où (E, ‖·‖) ,
(
F, ‖·‖′

)
sont des espaces vectoriels

normés sur R ou C et u une application linéaire de E dans F. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

— u est continue en 0 ;
— u est continue sur E ;
— u est bornée sur la sphère [resp. boule] unité de (E, ‖·‖) ;
— il existe une constante réelle c telle que ‖u (x)‖′ ≤ c ‖x‖ pour tout x ∈ E ;
— u est uniformément continue sur E.

Dans ce cas, la norme de u est définie par :

N (u) = sup
x∈E
∥x∥=1

‖u (x)‖′ = sup
x∈E\{0}

‖u (x)‖′

‖x‖

L’application u 7→ N (u) est une norme sur l’espace vectoriel des applications
linéaires continues de E dans F.

Pour justifier que N (u) = α, on essaye de montrer que ‖u (x)‖′ ≤ α ‖x‖ pour
tout x ∈ E, puis soit on trouve x ∈ E tel que ‖x‖ = 1 et ‖u (x)‖′ = α (si
cette borne supérieure est atteinte, ce qui est toujours le cas en dimension finie
car la sphère unité est compacte, mais pas nécessairement en dimension infinie),
soit on essaye de trouver une suite (xk)k∈N dans la boule unité de E telle que
lim

k→+∞
‖u (xk)‖′ = α et avec ‖u (xk)‖′ ≤ N (u) ‖xk‖ ≤ N (u) pour tout k ∈ N, on

en déduit, par passage à la limite, que α ≤ N (u) .
Dans le cas où la borne supérieure N (u) n’est pas atteinte, on a l’inégalité

stricte ‖u (x)‖′ < N (u) ‖x‖ pour tout x ∈ E \ {0} .

Exercice 17.1. Normes sur Mn (C) , norme de la forme linéaire trace.

Pour n ∈ N∗, on note Mn (C) l’espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n à coefficients complexes. Pour k ∈ {∞, 1, 2} , Sk désigne la sphère
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unité de (Cn, ‖·‖k) et pour toute matrice A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn (C) , on
note Nk (A) = sup

x∈Sk

‖Ax‖ .

1. Montrer que, pour tout A ∈Mn (C) , on a N∞ (A) = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | .

2. Montrer que, pour tout A ∈Mn (C) , on a N1 (A) = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij | .

3. Soient A ∈Mn (C) , sp (A) l’ensemble de ses valeurs propres et A∗ = tA
sa matrice adjointe.

(a) Dans le cas où A est hermitienne, montrer que N2 (A) = max
λ∈sp(A)

|λ| .

(b) Montrer que N2 (A
∗) = N2 (A) , puis que N2 (A) =

√
max

λ∈sp(A∗A)
|λ|.

4. Pour k ∈ {∞, 1, 2} , calculer la norme de la forme linéaire trace sur
l’espace vectoriel Mn (C) muni de l’une des normes Nk.

Solution. B = (ei)1≤i≤n est la base canonique de Cn.

1. Pour tout x ∈ S∞, on a ‖Ax‖∞ = max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 max

1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |

 , donc

N∞ (A) ≤ α = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | . Soient k un entier compris entre 1 et n tel que

α =

n∑
j=1

|akj | et x =

n∑
j=1

xjej ∈ S∞, où :

xj =


akj
|akj |

si akj 6= 0

0 si akj = 0

(A étant non nulle, il existe au moins un indice j tel que akj 6= 0). En notant
y = Ax, on a :

∀i ∈ {1, · · · , n} , |yi| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤ α
avec |yk| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

akjxj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1

|akj | = α, donc ‖Ax‖∞ = α et N∞ (A) = α.
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2. Pour tout x ∈ S1, on a :

‖Ax‖1 =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

|aij | |xj | =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

|aij |

)
|xj |

≤

(
max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |

)

donc N1 (A) ≤ β = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij | . En notant k un entier compris entre 1 et

n tel que β =

n∑
i=1

|aik| , on a β = ‖Aek‖1 ≤ N1 (A) (colonne k de A) et en

conséquence, N1 (A) = β. On peut remarquer que N1 (A) = N∞ (A∗) .

3.

(a) Une matrice hermitienne se diagonalisant dans une base orthonormée, il
existe des nombres complexes λ1, · · · , λn et une base orthonormée (εk)1≤k≤n
de Cn tels que Aεk = λkεk pour tout k compris entre 1 et n. Pour tout

x =

n∑
k=1

xkεk dans Cn, on a alors en notant ρ (A) = max
λ∈sp(A)

|λ| le rayon

spectral de A :

‖Ax‖22 =

n∑
k=1

|λk|2 x2k ≤ ρ (A)
2

n∑
k=1

x2k = ρ (A)
2 ‖x‖2

Donc N2 (A) ≤ ρ (A) . Si k ∈ {1, · · · , n} est tel que ρ (A) = |λk| , on a alors
ρ (A) = |λk| = ‖Aεk‖2 avec ‖ek‖2 = 1. Donc N2 (A) = ρ (A) .

(b)

i. Pour tout x ∈ S2, on a en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

‖Ax‖22 = 〈x | A∗Ax〉 ≤ ‖x‖2 ‖A
∗Ax‖2

≤ ‖x‖2N2 (A
∗A) ‖x‖2 = N2 (A

∗A)

donc (N2 (A))
2 ≤ N2 (A

∗A) ≤ N2 (A)N2 (A
∗) et N2 (A) ≤ N2 (A

∗) .
En appliquant cette inégalité à A∗, on obtient N2 (A

∗) ≤ N2 (A) ce
qui nous donne N2 (A

∗) = N2 (A) .

ii. On a (N2 (A))
2 ≤ N2 (A

∗A) ≤ N2 (A
∗)N2 (A) = (N2 (A))

2
, donc

(N2 (A))
2
= N2 (A

∗A) avec A∗A hermitienne, donc :

N2 (A
∗A) = ρ (A∗A) et N2 (A) =

√
N2 (A∗A) =

√
ρ (A∗A)

(c) Pour k ∈ {∞, 1, 2} , on note N ′
k (Tr) = sup

A ̸=0

|Tr (A)|
Nk (A)

.
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i. Pour A = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn (C) , on a :

|Tr (A)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aii

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|aii| ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

|aij | ≤ nN∞ (A)

et |Tr (In)| = n = nN∞ (In) , donc N ′
∞ (Tr) = n.

ii. Comme N1 (A) = N∞ (A∗) et Tr (A∗) = Tr (A), on en déduit que
N ′

1 (Tr) = n.

iii. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur Cn, on a en notant
µ1, · · · , µn les valeurs propres (réelles positives) de la matrice hermi-
tienne positive A∗A :

|Tr (A)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

1 · aii

∣∣∣∣∣ ≤ √n
√√√√ n∑

i=1

|aii|2

≤
√
n

√ ∑
1≤i,j≤n

|aij |2 =
√
n
√

Tr (A∗A)

≤
√
n

√√√√ n∑
k=1

µk ≤ n
√
ρ (A∗A) = nN2 (A)

avec |Tr (In)| = n = nN2 (In) , donc N ′
2 (Tr) = n.

Exercice 17.2. Norme d’un endomorphisme continu d’un espace préhil-
bertien.

Soit (E, 〈· | ·〉) un espace préhilbertien (de dimension finie ou non) et
u 6= 0 une application linéaire continue de E dans E. On note ‖·‖ la norme
associée au produit scalaire sur E.

1. Montrer que N (u) = sup
∥x∥=∥y∥=1

|〈u (x) | y〉| .

2. Dans le cas où u est symétrique, montrer que N (u) = sup
∥x∥=1

|〈u (x) | x〉| .

Solution. On note S la sphère unité de (E, ‖·‖) .
1. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x, y dans E :

|〈u (x) | y〉| ≤ ‖u (x)‖ ‖y‖ ≤ N (u) ‖x‖ ‖y‖

donc α = sup
(x,y)∈S2

|〈u (x) | y〉| ≤ N (u) . Pour x ∈ S tel que u (x) 6= 0, on a :

‖u (x)‖2 = 〈u (x) | u (x)〉 = ‖u (x)‖
〈
u (x) | 1

‖u (x)‖
u (x)

〉
≤ ‖u (x)‖α

(puisque y =
1

‖u (x)‖
u (x) ∈ S2) et il en résulte que ‖u (x)‖ ≤ α, cette dernière

inégalité étant aussi vérifiée si u (x) = 0. On en déduit donc que N (u) ≤ α et
l’égalité.



Applications linéaires continues, normes 161

2. On déjà β = sup
x∈S2

|〈u (x) | x〉| ≤ N (u) = sup
∥x∥=∥y∥=1

|〈u (x) | y〉| . Comme u

est symétrique, l’application bilinéaire φ : (x, y) 7→ 〈u (x) | y〉 est symétrique
(φ (y, x) = 〈u (y) | x〉 = 〈x | u (y)〉 = 〈u (x) | y〉) et on a l’identité de polarisa-
tion, φ (x, y) =

1

4
(φ (x+ y, x+ y)− φ (x− y, x− y)) , soit :

〈u (x) | y〉 = 1

4
(〈u (x+ y) | x+ y〉 − 〈u (x− y) | x− y〉)

avec |〈u (x± y) | x± y〉| ≤ β ‖x± y‖2 , ce qui nous donne :

|〈u (x) | y〉| ≤ β

4

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
=
β

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
et pour (x, y) ∈ S2

2 , on obtient |〈u (x) | y〉| ≤ β. On a donc N (u) ≤ β et
l’égalité.

Exercice 17.3. Norme d’une forme linéaire continue sur l’espace des suites
numériques bornées.

On note ℓ∞ l’espace des suites complexes bornées, ℓ0 le sous-espace de
ℓ∞ formé des suites convergentes vers 0 et ℓ1 le sous-espace de ℓ0 formé des
suites x = (xn)n∈N telles que la série

∑
xn soit absolument convergente.

L’espace ℓ∞ est normé par x 7→ ‖x‖∞ = sup
n∈N
|xn| et l’espace ℓ1 est normé

par x 7→ ‖x‖1 =

+∞∑
n=0

|xn| . À toute suite φ ∈ ℓ1, on associe la forme linéaire

uφ définie sur ℓ∞ par uφ (x) =
+∞∑
n=0

φnxn pour tout x ∈ ℓ∞. Montrer que :

1. uφ est continue avec N (uφ) = ‖φ‖1 , cette borne supérieure étant at-
teinte ;

2. la restriction u0 de uφ à ℓ0 est continue avec N (u0) = ‖φ‖1 ;
3. le sous-espace ℓ0,0 de ℓ∞ formé des suites nulles à partir d’un certain

rang est dense dans
(
ℓ0, ‖·‖∞

)
;

4. pour toute forme linéaire continue u sur ℓ0, il existe une unique suite
φ ∈ ℓ1 telle que u = uφ|ℓ0 (restriction de uφ à ℓ0).

Solution.

1. Pour tout x = (xn)n∈N ∈ ℓ∞ et tout n ∈ N, on a |xnφn| ≤ ‖x‖∞ |φn| avec
‖φ‖1 =

∑
|φn| < +∞, ce qui entraîne l’absolue convergence de

∑
xnφn, donc

uφ (x) est bien défini et on a :

|uφ (x)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

xnφn

∣∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖1 ‖x‖∞
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d’où la continuité de l’application linéaire uφ avec N (uφ) ≤ ‖φ‖1 . Pour φ 6= 0,
on désigne par x la suite définie par :

∀n ∈ N, xn =


φn
|φn|

si φn 6= 0

0 si φn = 0

(17.1)

On a alors ‖x‖∞ = 1 et uφ (x) =
+∞∑
n=0

xnφn = ‖φ‖1 , donc N (uφ) = ‖φ‖1 , cette

borne supérieure étant atteinte.
2. La restriction u0 de uφ à ℓ0 est continue avec N (u0) ≤ ‖φ‖1 , mais le calcul de
N (u0) inspiré de la question précédente n’est pas valable car la suite x définie
par (17.1) n’est pas dans ℓ0. On utilise la suite

(
x(k)

)
k∈N d’éléments de ℓ0 définie

par :

∀k ∈ N, ∀n ∈ N, x(k)n =

{
xn si 0 ≤ n ≤ k
0 si n ≥ k + 1

où x est définie par (17.1) (on a bien lim
n→+∞

x
(k)
n = 0 pour tout k ∈ N). Pour

tout k ∈ N on a
∥∥x(k)∥∥∞ ≤ 1 et :

∣∣∣∣∣∣u0 (x(k))∣∣∣− ‖φ‖1∣∣∣ ≤ ∣∣∣u0 (x(k))− ‖φ‖1∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

(
x(k)n φn − |φn|

)∣∣∣∣∣
≤

+∞∑
n=k+1

|φn| →
k→+∞

0

donc lim
k→+∞

∣∣u0 (x(k))∣∣ = ‖φ‖1 et avec
∣∣u0 (x(k))∣∣ ≤ N (u0)

∥∥x(k)∥∥∞ ≤ N (u0) ,

on déduit que ‖φ‖1 ≤ N (u0) et N (u0) = ‖φ‖1 .
3. On a clairement l’inclusion ℓ0,0 ⊂ ℓ0. Soient x ∈ ℓ0 et

(
x(k)

)
k∈N la suite d’élé-

ments de ℓ0,0 définie par x(k)n = xn pour 0 ≤ n ≤ k et x(k)n = 0 pour n ≥ k + 1.
Avec : ∥∥∥x− x(k)∥∥∥

∞
= sup
n≥k+1

|xn| →
k→+∞

0

(la suite (xn)n∈N tend vers 0), on déduit que x = lim
k→+∞

x(k) dans
(
ℓ0, ‖·‖∞

)
,

ce qui signifie bien que ℓ0,0 est dense dans
(
ℓ0, ‖·‖∞

)
.

4. Soit u une forme linéaire continue sur ℓ0. En notant
(
e(n)

)
n∈N la suite d’éléments

de ℓ0,0 définie par e(n)k = δn,k (symbole de Kronecker) pour tous n, k dans N,
on vérifie que la suite φ = (φn)n∈N définie par φn = u

(
e(n)

)
pour tout n ∈ N,

est dans ℓ1. En effet, en utilisant les notations de la question 2, chaque suite

x(k) =

k∑
n=0

xne
(n) est dans ℓ0,0 et on a pour tout k ∈ N :

∣∣∣u(x(k))∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
k∑

n=0

xnu
(
e(n)

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
k∑

n=0

xnφn

∣∣∣∣∣ =
k∑

n=0

|φn|
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avec
∣∣u (x(k))∣∣ ≤ N (u)

∥∥x(k)∥∥∞ ≤ N (u) . Il en résulte que
+∞∑
n=0

|φn| < +∞, soit

φ ∈ ℓ1. Écrivant toute suite x ∈ ℓ0,0 sous la forme x =

m∑
n=0

xne
(n) oùm est tel que

xn = 0 pour n ≥ m + 1, on a u (x) =
k∑

n=0

xnu
(
e(n)

)
=

k∑
n=0

xnφn = uφ (x) . Par

densité de ℓ0,0 dans
(
ℓ0, ‖·‖∞

)
et continuité de u, on en déduit que u (x) = uφ (x)

pour tout x ∈ ℓ0. On a donc u = uφ sur ℓ0. Réciproquement si u = uφ avec
φ ∈ ℓ1, on a alors φn = u

(
e(n)

)
= uφ

(
e(n)

)
= φn, ce qui assure l’unicité de φ.

On a ainsi montré que l’application φ 7→ uφ réalise une bijection isométrique de
ℓ1 sur l’espace des formes linéaires continues sur ℓ0 (à savoir, le dual topologique
de ℓ0).

Exercice 17.4. Opérateur de dérivation.

On note D l’opérateur de dérivation sur C∞ (I,R) , où I un intervalle
réel non réduit à un point, ou sur R [X] .

1. Montrer que l’opérateur de dérivation n’est pas continue sur l’espace
C∞ (I,R) muni d’une quelconque norme ‖·‖ .

2. Qu’en-est-il de l’opérateur de dérivation sur R [X] ?

Solution.

1. Désignant par (fn)n∈N la suite de fonctions définie par fn (x) = enx pour tout
n ∈ N et tout x ∈ I, on a D (fn) = n · fn pour tout n ∈ N et en conséquence,

la suite
(

1

‖fn‖
D (fn)

)
n∈N

n’est pas bornée (puisque
∥∥∥∥ 1

‖fn‖
D (fn)

∥∥∥∥ = n), il en

résulte que D ne peut être continue.
2.

(a) Munissant R [X] de la norme P =

n∑
k=0

akX
k 7→ ‖P‖1 =

n∑
k=0

|ak| , on a

‖Xn‖1 = 1 et ‖D (Xn)‖1 =
∥∥nXn−1

∥∥
1
= n pour tout n ∈ N∗, donc la

suite (D (Xn))n∈N∗ n’est pas bornée et D n’est pas continue pour cette
norme.

(b) Munissant R [X] de la norme P 7→ ‖P‖ =

+∞∑
k=0

∥∥P (k)
∥∥
1

(cette somme est

en fait finie), on a ‖D (P )‖ =
+∞∑
k=0

∥∥P (k+1)
∥∥
1
≤ ‖P‖ pour tout P ∈ R [X] ,

donc D est continue pour cette norme avec N (D) ≤ 1. Pour tout n ∈ N∗,
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on a
∥∥∥(Xn)

(k)
∥∥∥
1
=

n!

(n− k)!
pour 0 ≤ k ≤ n et :

‖D (Xn)‖
‖Xn‖

=
n
∥∥Xn−1

∥∥
‖Xn‖

=

n−1∑
k=0

1
(n−1−k)!

n∑
k=0

1
(n−k)!

=

n∑
j=1

1
(n−j)!

n∑
k=0

1
(n−k)!

= 1− 1
n∑
k=0

n!
(n−k)!

→
n→+∞

1

ce qui implique que N (D) ≥ 1 et N (D) = 1.

En fait, pour toute norme ‖·‖ sur R [X] , l’application P 7→ ‖P‖′ =
+∞∑
k=0

∥∥P (k)
∥∥

définit une norme sur R [X] et on a ‖D (P )‖′ ≤ ‖P‖′ pour tout P ∈ R [X] et D
est continue pour cette norme ‖·‖′ .

Exercice 17.5. Norme d’une forme linéaire continue sur
(
C0 ([0, 1]) , ‖·‖∞

)
L’espace vectoriel C0 ([0, 1]) des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs

réelles est muni de la norme ‖·‖∞ . On se donne une suite (αn)n∈N∗ de réels
tous non nuls telle que la série

∑
αn soit absolument convergente et on lui

associe la forme linéaire ℓ définie sur C0 ([0, 1]) par ℓ (f) =
+∞∑
n=1

f

(
1

n

)
αn

pour toute fonction f ∈ C0 ([0, 1]) .

1. Monter que ℓ est bien définie et continue. Calculer sa norme d’opérateur.
2. La norme N (ℓ) est-elle atteinte ?

Solution.
1. Pour toute fonction f ∈ C0 ([0, 1]) , on a :

+∞∑
n=1

∣∣∣∣f ( 1

n

)
αn

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞ +∞∑
n=1

|αn| < +∞

donc l’application ℓ est bien définie sur C0 ([0, 1]) . Il est clair que ℓ est li-

néaire. L’inégalité précédente nous dit aussi que |ℓ (f)| ≤ ‖f‖∞
+∞∑
n=1

αn, ce qui

signifie que ℓ est continue avec N (ℓ) ≤ S =

+∞∑
n=1

αn. Soit (fn)n∈N∗ la suite de

fonctions affines par morceaux et continues sur [0, 1] telle que f1 (t) =
|α1|
α1

pour tout t dans [0, 1] et pour n ≥ 2, fn est affine sur chaque intervalle
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1

n
,

1

n− 1

]
, · · · ,

[
1

2
, 1

]
, fn

(
1

k

)
=
|αk|
αk

pour 1 ≤ k ≤ n et fn (t) =
|αn|
αn

pour tout t ∈
[
0,

1

n

]
. Pour tout n ∈ N∗, on a ‖fn‖∞ = 1 et :

ℓ (fn) =

n∑
k=1

f

(
1

k

)
αk +

+∞∑
k=n+1

f

(
1

k

)
αk =

n∑
k=1

|αk|+
|αn|
αn

+∞∑
k=n+1

αk

sachant que lim
n→+∞

n∑
k=1

|αk| = S et

∣∣∣∣∣ |αn|αn

+∞∑
k=n+1

αk

∣∣∣∣∣ ≤ Rn =

+∞∑
k=n+1

|αk| , avec

lim
n→+∞

Rn = 0, ce qui nous dit que lim
n→+∞

ℓ (fn) = S et en conséquence, on a

S = lim
n→+∞

|ℓ (fn)| ≤ N (ℓ) , soit au final N (ℓ) =

+∞∑
n=1

|αn| .

2. Si la borne supérieure N (ℓ) est atteinte sur la sphère unité, il existe alors une
fonction f ∈ C0 ([0, 1]) telle que ‖f‖∞ = 1 et |ℓ (f)| = N (ℓ) . En remplaçant au
besoin f par −f, on peut supposer que ℓ (f) = N (ℓ) , ce qui nous donne :

0 = N (ℓ)− ℓ (f) =
+∞∑
n=1

|αn|
(
1− αn
|αn|

f

(
1

n

))

les réels αn
|αn|

et f
(
1

n

)
étant compris entre−1 et 1, donc les réels 1− αn

|αn|
f

(
1

n

)
sont tous positifs ou nuls et l’égalité précédente impose que f

(
1

n

)
=
|αn|
αn

pour tout n ∈ N∗. La fonction f étant continue sur [0, 1] , on a nécessairement

lim
n→+∞

|αn|
αn

= lim
n→+∞

f

(
1

n

)
= f (0) , la suite

(
|αn|
αn

)
n∈N∗

étant à valeurs dans

{−1, 1} , ce qui impose l’existence d’un entier n0 tel que αn soit de signe constant
pour tout n ≥ n0. Donc la norme N (ℓ) ne peut être atteinte pour une suite
(αn)n∈N∗ qui n’est pas de signe constant à partir d’un certain rang. C’est le cas
par exemple pour une série alternée

∑
αn =

∑
(−1)n βn absolument conver-

gente. Si la suite (αn)n∈N∗ est de signe constant à partir d’un rang n0 ≥ 2, disons

positif, la fonction f affine sur chaque intervalle
[
1

n0
,

1

n0 − 1

]
, · · · ,

[
1

2
, 1

]
avec

f

(
1

k

)
=
|αk|
αk

pour 1 ≤ k ≤ n0 et f (t) = 1 pour tout t ∈
[
0,

1

n0

]
est telle que

‖f‖∞ = 1 et :

ℓ (f) =

n∑
k=1

f

(
1

k

)
αk +

+∞∑
k=n+1

f

(
1

k

)
αk =

+∞∑
k=1

αk = N (ℓ)
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Exercice 17.6. Normes d’une forme linéaire continue sur(
C0 ([0, 1]) , ‖·‖p

)
C0 ([0, 1]) est l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et à va-

leurs réelles. On se donne une fonction φ ∈ C0 ([0, 1])\{0} et on lui associe

la forme linéaire ℓ définie sur C0 ([0, 1]) par ℓ (f) =

∫ 1

0

f (t)φ (t) dt pour

tout f ∈ C0 ([0, 1]) .

1. Montrer que ℓ est continue pour ‖·‖∞ avec N∞ (ℓ) = ‖φ‖1 . La norme
N∞ (ℓ) est-elle atteinte ?

2. Montrer que ℓ est continue pour ‖·‖1 avec N1 (ℓ) = ‖φ‖∞ .

3. Montrer que ℓ est continue pour ‖·‖2 avec N2 (ℓ) = ‖φ‖2 .
4. On se donne un réel p > 1 et on suppose que la fonction φ est à valeurs

positives. Montrer que ℓ est continue pour ‖·‖p avec Np (ℓ) = ‖φ‖q , où

q > 1 est tel que 1

p
+

1

q
= 1.

Solution.
1.

(a) Pour tout f ∈ C0 ([0, 1]) , on a :

|ℓ (f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ (∫ 1

0

|φ (t)| dt
)
‖f‖∞ = ‖φ‖1 ‖f‖∞

donc l’application linéaire ℓ est continue avec N∞ (ℓ) ≤ ‖φ‖1 . On utilise
la suite de fonctions continues (fn)n∈N définie par :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, 1] , fn (t) =
φ (t)

|φ (t)|+ εn

où (εn)n∈N est une suite de réels strictement positifs telle que lim
n→+∞

εn = 0.

Pour tout n ∈ N et tout t ∈ [0, 1] , on a |fn (t)| =
|φ (t)|

|φ (t)|+ εn
< 1, donc

‖fn‖∞ ≤ 1 et :

||ℓ (fn)| − ‖φ‖1| = |ℓ (fn)− ‖φ‖1| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(
φ2 (t)

|φ (t)|+ εn
− |φ (t)|

)
dt

∣∣∣∣
= εn

∫ 1

0

|φ (t)|
|φ (t)|+ εn

dt ≤ εn →
n→+∞

0

donc lim
n→+∞

|ℓ (fn)| = ‖φ‖1 et avec |ℓ (fn)| ≤ N∞ (ℓ) ‖fn‖∞ ≤ N∞ (ℓ) , on
déduit que ‖φ‖1 ≤ N∞ (ℓ) et l’égalité N∞ (ℓ) = ‖φ‖1 .

(b) Si la fonction φ est de signe constant, prenant f = 1 pour φ à valeurs
positives, ou f = −1 pour φ à valeurs négatives, on a ‖f‖∞ = 1 et :

|ℓ (f)| = ℓ (f) =

∫ 1

0

|φ (t)| dt = N∞ (ℓ)
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donc la borne supérieure N∞ (ℓ) est atteinte. Si φ n’est pas de signe
constant, cette borne supérieure n’est pas nécessairement atteinte. Consi-
dérons par exemple le cas d’une fonction φ telle que φ (t) < 0 pour tout
t ∈ [0, a[ , φ (a) = 0 et φ (t) > 0 pour tout t ∈ ]a, 1] , où 0 < a < 1.

S’il existe f ∈ C0 ([0, 1]) telle ‖f‖∞ = 1 et |ℓ (f)| =
∫ 1

0

|φ (t)| dt, quitte à

changer f en −f, on peut supposer que ℓ (f) ≥ 0 et on a :

ℓ (f) =

∫ 1

0

f (t)φ (t) dt =

∫ 1

0

|φ (t)| dt =
∫ 1

a

φ (t) dt−
∫ a

0

φ (t) dt

soit : ∫ 1

α

(1− f (t))φ (t) dt =

∫ a

0

(1 + f (t))φ (t) dt

avec
∫ 1

a

(1− f (t))φ (t) dt ≥ 0 et
∫ a

0

(1 + f (t))φ (t) dt ≤ 0 du fait que

−1 ≤ f ≤ 1 sur [0, 1] , donc :∫ 1

a

(1− f (t))φ (t) dt =

∫ a

0

(1 + f (t))φ (t) dt = 0

ce qui équivaut à (1− f)φ = 0 sur ]a, 1] et (1 + f)φ = 0 sur [0, a[ , soit à
f = 1 sur ]a, 1] et f − 1 sur [0, a[ , ce qui est impossible pour f continue
en a.

2. Pour tout f ∈ C0 ([0, 1]) , on a :

|ℓ (f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖∞ ∫ 1

0

|f (t)| dt = ‖φ‖∞ ‖f‖1

donc ℓ est continue avec N1 (ℓ) ≤ ‖φ‖∞ . La fonction φ étant continue sur le
segment [0, 1] , est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc t0 ∈ [0, 1] tel
que |φ (t0)| = ‖φ‖∞ . Remplaçant éventuellement φ par −φ, on peut supposer
que φ (t0) > 0 (φ est supposée non nulle). En se donnant une suite de réels
strictement positifs (εn)n∈N telle que lim

n→+∞
εn = 0, par continuité de φ en t0,

on peut trouver, pour tout entier naturel n, un réel ηn > 0 tel que :

∀t ∈ [an, bn] = [0, 1] ∩ [t0 − ηn, t0 + ηn] , φ (t) > 0 et |φ (t)− φ (t0)| < εn

En désignant par fn : [0, 1] → R+ une fonction affine par morceaux, continue,

nulle en dehors de ]an, bn[ et telle que
∫ bn

an

fn (t) dt = 1 (figure 17.1), on a :

||ℓ (fn)| − ‖φ‖∞| =

∣∣∣∣∣
∫ bn

an

fn (t) (φ (t)− φ (t0)) dt

∣∣∣∣∣ ≤ εn
∫ bn

an

fn (t) dt = εn

de sorte que lim
n→+∞

|ℓ (fn)| = ‖φ‖∞ . Avec |ℓ (fn)| ≤ N1 (ℓ) ‖fn‖1 = N1 (ℓ) , on
en déduit que ‖φ‖∞ ≤ N1 (ℓ) et l’égalité N1 (ℓ) = ‖φ‖∞ .
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an bn
0 1 2 3−1

0

1

2

3

−1

Figure 17.1 – graphe de fn

3. Pour tout f ∈ C0 ([0, 1]) , en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

|ℓ (f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖2 ‖f‖2
donc uφ est continue avec N2 (ℓ) ≤ ‖φ‖2 . Avec :

ℓ (φ) =

∫ 1

0

φ2 (t) dt = ‖φ‖22 ≤ N2 (ℓ) ‖φ‖2

on déduit que ‖φ‖2 ≤ N2 (ℓ) et l’égalité.
4. En utilisant l’inégalité de Hölder, on a pour tout f ∈ C0 ([0, 1]) :

|ℓ (f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖φ‖q
donc ℓ est continue avec Np (ℓ) ≤ ‖φ‖q . Pour φ à valeurs positives, on a :

‖φ‖qq =
∫ 1

0

φq (t) dt =

∫ 1

0

(φq (t))
1
p+

1
q dt =

∫ 1

0

φ
q
p (t)φ (t) dt

= ℓ
(
φ

q
p

)
≤ Np (ℓ)

∥∥∥φ q
p

∥∥∥
p

avec
∥∥∥φ q

p

∥∥∥p
p
=

∫ 1

0

φq (t) dt = ‖φ‖qq , donc ‖φ‖qq ≤ Np (ℓ)
(
‖φ‖q

) q
p et :

(
‖φ‖q

)q− q
p

=
(
‖φ‖q

)q(1− 1
p )

= ‖φ‖q ≤ Np (ℓ)

ce qui nous donne l’égalité.
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Exercice 17.7. Opérateur de Volterra sur C0 ([0, 1]) .

C0 ([0, 1]) est l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et à va-
leurs réelles. À toute fonction continue φ : [0, 1]

2 → R non identiquement
nulle, on associe l’application V définie sur C0 ([0, 1]) par :

∀f ∈ C0 ([0, 1]) , ∀x ∈ [0, 1] , V (f) (x) =

∫ x

0

f (t)φ (x, t) dt

(opérateur de Volterra de noyau φ). Pour φ = 1, cet opérateur est l’opéra-

teur de « primitivation » V : f 7→
∫ x

0

f (t) dt.

1. Montrer que V est un endomorphisme de C0 ([0, 1]) , puis qu’il est conti-
nue pour la norme ‖·‖∞ avec N∞ (V ) = ‖Φ‖∞ , où Φ ∈ C0 ([0, 1]) est

définie par Φ(x) =

∫ x

0

|φ (x, t)| dt.

2. Soit ψ : [0, 1]
2 → R une fonction continue. Montrer que, pour tout

x ∈ [0, 1] , on a :∫ 1

0

(∫ x

0

ψ (x, t) dt

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

t

ψ (x, t) dx

)
dt

3. En supposant que φ est à valeurs positives, montrer que V est continue
pour la norme ‖·‖1 avec N1 (V ) = ‖Λ‖∞ , où Λ ∈ C0 ([0, 1]) est définie

par Λ (t) =

∫ 1

t

φ (x, t) dx.

4. Montrer que V est continue pour la norme ‖·‖2 avec N2 (V ) ≤
‖φ‖∞√

2
,

où ‖φ‖∞ = sup
(x,t)∈[0,1]2

|φ (x, t)| .

5. Pour cette question, V est l’opérateur de primitivation, c’est-à-dire que
la fonction φ est constante égale à 1. On désigne par φ la fonction définie
sur ]0, 1] par φ (t) =

π

2
tan

(π
2
(1− t)

)
.

(a) Montrer que, pour toute fonction g ∈ C1 ([0, 1]) telle que g (0) = 0,
la fonction φ · g se prolonge par continuité en 0, puis que :

‖g′ − φ · g‖22 = ‖g′‖22 −
π2

4
‖g‖22

En déduire que ‖g‖2 ≤
2

π
‖g′‖2 , l’égalité étant réalisée uniquement

pour les fonctions g : t ∈ [0, 1] 7→ λ sin
(π
2
t
)
, où λ est une constante

réelle.
(b) Calculer N2 (V ) .
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Solution.

1.

(a) Pour tout x ∈ ]0, 1] , en effectuant le changement de variable t = θx avec

0 ≤ θ ≤ 1, on a V (f) (x) = x

∫ 1

0

f (θx)φ (x, θx) dθ, ce résultat étant encore

valable pour x = 0. La fonction (θ, x) 7→ f (θx)φ (x, θx) est continue sur
[0, 1]

2 et l’intégration se fait sur un segment, donc la fonction V (f) est
continue sur [0, 1] , c’est-à-dire que V (f) ∈ C0 ([0, 1]) . De la linéarité de
l’intégrale, on déduit que V est linéaire.

(b) Pour tout f ∈ C0 ([0, 1]) et tout x ∈ [0, 1] , on a :

|V (f) (x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

f (t)φ (x, t) dt

∣∣∣∣ ≤ (∫ x

0

|φ (x, t)| dt
)
‖f‖∞ = Φ(x) ‖f‖∞

≤ ‖Φ‖∞ ‖f‖∞

donc V est continue avec N∞ (V ) ≤ ‖Φ‖∞ = sup
x∈[0,1]

∫ x

0

|φ (x, t)| dt. La

fonction Φ étant continue sur le segment [0, 1] (mêmes arguments que pour
V (f)) est bornée et atteint ses bornes, il existe donc un réel x0 ∈ [0, 1]
tel que ‖Φ‖∞ = Φ(x0) . Dans le cas où la fonction φ (x0, ·) ne s’annule
jamais sur [0, 1] , en désignant par f la fonction définie sur [0, 1] par f (t) =
φ (x0, t)

|φ (x0, t)|
, on a ‖f‖∞ = 1 et :

V (f) (x0) =

∫ x0

0

|φ (x0, t)| dt = ‖Φ‖∞ ≤ ‖V (f)‖∞ ≤ N∞ (V ) ≤ ‖Φ‖∞

ce qui nous donne l’égalité N∞ (V ) = ‖Φ‖∞ . Dans le cas où la fonction
φ (x0, ·) s’annule sur [0, 1] , on utilise la suite de fonctions continues (fn)n∈N
définie par :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, 1] , fn (t) =
φ (x0, t)

|φ (x0, t)|+ εn

où (εn)n∈N est une suite de réels strictement positifs telle que lim
n→+∞

εn = 0.

Pour tout n ∈ N et tout t ∈ [0, 1] , on a |fn (t)| =
|φ (x0, t)|

|φ (x0, t)|+ εn
< 1, donc

‖fn‖∞ ≤ 1. De plus, pour tout t ∈ [0, 1] , on a :

|fn (t)φ (x0, t)− |φ (x0, t)|| =
∣∣∣∣ φ2 (x0, t)

|φ (x0, t)|+ εn
− |φ (x0, t)|

∣∣∣∣
=

εn |φ (x0, t)|
|φ (x0, t)|+ εn

< εn
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donc la suite de fonctions (fn · φ (x0, ·))n∈N converge uniformément sur
[0, 1] vers la fonction |φ (x0, ·)| et en conséquence :

lim
n→+∞

|V (fn) (x0)| = lim
n→+∞

V (fn) (x0) = lim
n→+∞

∫ x0

0

fn (t)φ (x0, t) dt

=

∫ x0

0

|φ (x0, t)| dt = ‖Φ‖∞

avec |V (fn) (x0)| ≤ ‖V (fn)‖∞ ≤ N∞ (V ) . On a donc ‖Φ‖∞ ≤ N∞ (V )
et l’égalité N∞ (V ) = ‖Φ‖∞ . Par exemple, pour l’opérateur de primiti-

vation V : f 7→
∫ x

0

f (t) dt, cela donne N∞ (V ) = 1, ce qui peut se voir

directement en vérifiant que V (1) = 1.

2. En notant 1A la fonction indicatrice d’une partie A de [0, 1] , on a :∫ 1

0

(∫ x

0

ψ (x, t) dt

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

ψ (x, t)1[0,x] (t) dt

)
dx

avec 1[0,x] (t) = 1[t,1] (x) pour tous x, t dans [0, 1] (pour 0 ≤ t ≤ x ≤ 1, on a
1[0,x] (t) = 1 = 1[t,1] (x) et pour 0 ≤ x < t ≤ 1, on a 1[0,x] (t) = 0 = 1[t,1] (x)),
ce qui nous donne en utilisant le théorème de Fubini sur un carré :∫ 1

0

(∫ x

0

ψ (x, t) dt

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

ψ (x, t)1[t,1] (x) dt

)
dx

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

ψ (x, t)1[t,1] (x) dx

)
dt

=

∫ 1

0

(∫ 1

t

ψ (x, t) dx

)
dt

3.

(a) Pour tout f ∈ C0 ([0, 1]) , on a :

‖V (f)‖1 =

∫ 1

0

|V (f) (x)| dx ≤
∫ 1

0

(∫ x

0

|f (t)| |φ (x, t)| dt
)
dx

avec :∫ 1

0

(∫ x

0

|f (t)| |φ (x, t)| dt
)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

t

|φ (x, t)| dx
)
|f (t)| dt

=

∫ 1

0

Λ (t) |f (t)| dt ≤ ‖Λ‖∞ ‖f‖1

donc V est continue pour ‖·‖1 avecN1 (V ) ≤ ‖Λ‖∞ = sup
t∈[0,1]

∫ 1

t

|φ (x, t)| dx.

(b) Pour φ à valeurs positives, on a Λ (t) =

∫ 1

t

φ (x, t) dx pour tout t ∈ [0, 1] .

La fonction Λ étant continue sur le segment [0, 1] , elle y est bornée et
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atteint ses bornes, il existe donc un réel t0 ∈ [0, 1] tel que ‖Λ‖∞ = Λ(t0) .
Comme φ est non identiquement nulle, on a Λ (t0) > 0. En se donnant
une suite de réels strictement positifs (εn)n∈N telle que lim

n→+∞
εn = 0, par

continuité de Λ en t0, on peut trouver, pour tout entier naturel n, un réel
ηn > 0 tel que :

∀t ∈ [an, bn] = [0, 1] ∩ [t0 − ηn, t0 + ηn] , Λ (t) > 0 et |Λ (t)− Λ (t0)| < εn

En désignant par fn : [0, 1] → R+ une fonction affine par morceaux et
continue qui est nulle en dehors de ]an, bn[ et telle que :

‖fn‖1 =

∫ 1

0

fn (t) dt =

∫ bn

an

fn (t) dt = 1

on a :

‖V (fn)‖1 =

∫ 1

0

(∫ x

0

fn (t)φ (x, t) dt

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

t

φ (x, t) dx

)
fn (t) dt

=

∫ 1

0

Λ (t) fn (t) dt =

∫ bn

an

Λ (t) fn (t) dt

donc :

‖V (fn)‖1 − Λ (t0) =

∫ bn

an

Λ (t) fn (t) dt− Λ (t0)

∫ bn

an

fn (t) dt

=

∫ bn

an

(Λ (t)− Λ (t0)) fn (t) dt

ce qui nous donne :

|‖V (fn)‖1 − Λ (t0)| ≤
∫ bn

an

|Λ (t)− Λ (t0)| fn (t) dt ≤ εn
∫ bn

an

fn (x) dx = εn

et en conséquence, on a lim
n→+∞

‖V (fn)‖1 = Λ(t0) = ‖Λ‖∞ . Enfin avec
‖V (fn)‖1 ≤ N1 (V ) ‖fn‖1 = N1 (V ) , on en déduit que ‖Λ‖∞ ≤ N1 (V )
et :

N1 (V ) = ‖Λ‖∞ = sup
t∈[0,1]

∫ 1

t

φ (x, t) dx

Pour l’opérateur de primitivation, cela donne N1 (V ) = 1, ce qui peut se
montrer en utilisant la suite (fn)n∈N∗ , où fn est affine par morceaux et

continue, valant 2n en 0 et nulle sur
[
1

n
, 1

]
(soit fn (t) =

(
−2n2x+ 2n

)
1[ 1

n ,1]
(t) ,

ce qui peut se dessiner). On a ‖fn‖1 = 1 et :

‖V (fn)‖1 =

∫ 1

0

(∫ x

0

fn (t) dt

)
dx

≥
∫ 1

1
n

(∫ x

0

fn (t) dt

)
dx =

∫ 1

1
n

(∫ 1
n

0

fn (t) dt

)
dx = 1− 1

n

donc lim
n→+∞

‖V (fn)‖1 = 1 et N1 (V ) = 1.
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4. Pour tout f ∈ C0 ([0, 1]) , on a
∫ 1

0

(V (f) (x))
2
dx =

∫ 1

0

(∫ x

0

φ (x, t) f (t) dt

)2

dx

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur [0, x] , à x fixé dans ]0, 1] , on
a :(∫ x

0

φ (x, t) f (t) dt

)2

≤
∫ x

0

(φ (x, t))
2
dt

∫ x

0

f2 (t) dt ≤
∫ x

0

(φ (x, t))
2
dt ‖f‖22

cette inégalité étant encore vraie pour x = 0, donc :

‖V (f)‖22 ≤
(∫ 1

0

(∫ x

0

(φ (x, t))
2
dt

)
dx

)
‖f‖22

et on en déduit que V est continue avec

(N2 (V ))
2 ≤

∫ 1

0

(∫ x

0

(φ (x, t))
2
dt

)
dx ≤ ‖φ‖2∞

∫ 1

0

(∫ x

0

dt

)
dx =

‖φ‖2∞
2

5.

(a) Comme g ∈ C1 ([0, 1]) avec g (0) = 0, on a :

lim
t→0+

φ (t) g (t) = lim
t→0+

π
2 t

cos
(
π
2 (1− t)

) sin(π
2
(1− t)

) g (t)
t

= lim
t→0+

π
2 t

sin
(
π
2 t
) cos(π

2
t
) g (t)

t
= g′ (0)

donc φ · g se prolonge par continuité en 0 en posant (φ · g) (0) = g′ (0) .

On a :

‖g′ − φ · g‖22 =

∫ 1

0

(g′ (t)− φ (t) · g (t))2 dt

= ‖g′‖22 +
∫ 1

0

(
φ2 (t) g2 (t)− 2φ (t) g (t) g′ (t)

)
dt

avec φ′ = −π
2

4
− φ2 et :

φ2g2 − 2φ · g · g′ = −
(
π2

4
+ φ′

)
g2 − 2φ · gg′ = −π

2

42
g2 −

(
φg2

)′
sur ]0, 1] , ce qui nous donne pour 0 < ε < 1 :∫ 1

ε

(
φ2 (t) g2 (t)− 2φ (t) g (t) g′ (t)

)
dt = −π

2

4

∫ 1

ε

g2 (t) dt−
∫ 1

ε

(
φg2

)′
(t) dt

= −π
2

4

∫ 1

ε

g2 (t) dt+ φ (ε) g2 (ε)

et faisant tendre ε vers 0+, on aboutit à :

‖g′ − φ · g‖22 = ‖g′‖22 −
π2

4
‖g‖22 + g′ (0) g (0) = ‖g′‖22 −

π2

4
‖g‖22
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ce qui implique que ‖g‖2 ≤
2

π
‖g′‖2 , l’égalité étant réalisée si, et seulement

si, on a g′ = φ · g, ce qui équivaut à g (t) = λeΦ(t) pour tout t ∈ ]0, 1] , où
Φ est la primitive de φ nulle en 1, soit :

Φ(t) = −
∫ 1

t

φ (x) dx = −π
2

∫ 1

t

sin
(
π
2 (1− x)

)
cos
(
π
2 (1− x)

)dx
=
[
ln
(
cos
(π
2
(1− x)

))]1
t
= − ln

(
cos
(π
2
(1− t)

))
= ln

(
sin
(π
2
t
))

On a donc g (t) = λ sin
(π
2
t
)

pour tout t ∈ ]0, 1] , cette égalité étant
également assurée en 0 par continuité.

(b) Pour toute fonction f ∈ C0 ([0, 1]) , la fonction V (f) est de classe C1 sur
[0, 1] avec (V (f))

′
= f et V (f) (0) = 0. On déduit alors de la question

précédente que :

‖V (f)‖2 ≤
2

π

∥∥(V (f))
′∥∥

2
=

2

π
‖f‖2

ce qui nous dit que ‖T‖2 ≤
2 (b− a)

π
. Pour f (t) = cos

(π
2
t
)
, on a

V (f) (t) =
2

π
sin
(π
2
t
)

et ‖V (f)‖2 =
2

π
‖f‖2 , donc ‖V ‖2 =

2

π
.

Exercice 17.8. Opérateur de Hardy sur C0 (R,C)

C0 (R,C) est l’espace vectoriel des fonctions continues sur R et à valeurs
complexes. À toute fonction f de C0 (R,C), on associe la fonction g : R→ C

définie par g (0) = f (0) et g (x) =
1

x

∫ x

0

f (t) dt pour x ∈ R∗. On note H

l’application qui associe g à f (opérateur de Hardy).

1. Montrer que H est un endomorphisme de C0 (R,C) .
2. Montrer que l’opérateur H est injectif.
3. Montrer que l’ensemble des valeurs propres de H est contenu dans le

disque fermé de centre 1

2
et de rayon 1

2
.

4. On note F le sous-espace vectoriel de C0 (R,C) formé des fonctions
continues et bornées. Montrer que F est stable par H et que la restriction
de H à F est continue pour la norme ‖·‖∞ avec N∞

(
H|F

)
= 1.

Pour la suite de cet exercice, on note L2 (R,C) le sous-ensemble
de C0 (R,C) formé des fonctions continues de R dans C telles que∫
R
|f (x)|2 dx < +∞. Il est connu que L2 (R,C) est un espace vectoriel

et que l’application (f, g) 7→
∫ +∞

−∞
f (x) g (x)dx est un produit scalaire

hermitien sur cet espace. La norme associée est notée ‖·‖2 .
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5. Soient f ∈L2 (R,C) et g = H (f) . Montrer que pour tous réels a < 0 < b,
on a :∫ b

a

|g (x)|2 dx = a |g (a)|2 − b |g (b)|2 + 2Re

(∫ b

a

f (x) g (x) dx

)

(on peut écrire que :∫ b

a

|g (x)|2 dx = lim
ε→0+

(∫ −ε

a

|g (x)|2 dx+

∫ b

ε

|g (x)|2 dx

)

et intégrer par parties).
6. Déduire de la question précédente que L2 (R,C) est stable par H, puis

que pour tout f ∈L2 (R,C) , on a ‖H (f)‖22 = 2Re (〈H (f) | f〉) .
7. Montrer que la restriction de H à L2 (R,C) est continue pour la norme
‖·‖2 avec N2

(
H|L2(R,C)

)
= 2 (on peut utiliser la famille de fonctions

(fr)r∈] 12 ,1[
définie sur R par fr (t) = 1 pour |t| ≤ 1 et fr (t) =

1

|t|r
pour

|t| > 1).

8. La borne supérieure N2

(
H|L2(R,C)

)
est-elle atteinte ?

Solution.

1. Pour tout x ∈ R∗, on a g (x) =
1

x

∫ x

0

f (t) dt =

∫ 1

0

f (θx) dθ, ce résultat étant

encore valable pour x = 0. La fonction (θ, x) 7→ f (θx) est continue sur R2 et
l’intégration se fait sur un segment, donc la fonction g est continue sur R, c’est-
à-dire que H (f) ∈ C0 (R,C). La linéarité de H se déduit de celle de l’intégrale.

2. Si g = H (f) = 0, on a alors f (0) = g (0) = 0 et
∫ x

0

f (t) dt = xg (x) = 0

pour tout x ∈ R∗, ce qui implique par dérivation que f (x) = 0. On a donc
ker (H) = {0} et H est injectif.

3. Soient λ ∈ C une valeur propre de H et f ∈C0 (R,C) \ {0} un vecteur propre
associé. Comme H est injectif, λ est non nul. Pour tout x ∈ R∗, on a :

λf (x) = H (f) (x) =
1

x

∫ x

0

f (t) dt

ce qui implique que f de classe C1 sur R∗ et solution de l’équation différentielle

λf (x) + λxf ′ (x) = f (x) , soit f ′ (x) =

(
1

λ
− 1

)
1

x
f (x) , ce qui revient à

dire qu’il existe deux nombres complexes µ1 et µ2 non tous deux nuls tels
que f (x) = µ1x

1
λ−1 pour tout x ∈ R+,∗ et f (x) = µ2 (−x)

1
λ−1 pour tout

x ∈ R−,∗. Comme f est continue en 0, on a lim
x→0

f (x) = f (0) . Si µ1 [resp.

µ2] est non nul, cela implique que lim
x→0+

∣∣∣x 1
λ−1

∣∣∣ = lim
x→0+

xRe( 1
λ )−1 =

|f (0)|
|µ1|
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[resp. lim
x→0−

∣∣∣(−x) 1
λ−1

∣∣∣ = lim
x→0−

(−x)Re( 1
λ )−1

=
|f (0)|
|µ2|

] et on a nécessairement

Re

(
1

λ

)
≥ 1. Notant λ = a+ ib, on a 1

λ
=

a− ib
a2 + b2

et la condition Re

(
1

λ

)
≥ 1

équivaut à a2+b2 ≤ a, encore équivalent à
(
a− 1

2

)2

+b2 ≤ 1

4
. Donc l’ensemble

des valeurs propres de H est contenu dans le disque fermé de centre 1

2
et de

rayon 1

2
.

4. Pour tous f ∈ F et x ∈ R, on a |H (f) (x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f (θx) dθ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞ , donc

H (f) ∈ F et H|F est continue avec N∞
(
H|F

)
≤ 1, cette borne supérieure

étant atteinte pour f = 1 ∈ F , donc N∞
(
H|F

)
= 1.

5. En désignant par F : x 7→
∫ x

0

f (t) dt = xg (x) la primitive de f nulle en 0, on
a : ∫ b

a

|g (x)|2 dx = lim
ε→0+

(∫ −ε

a

|g (x)|2 dx+

∫ b

ε

|g (x)|2 dx

)

= lim
ε→0+

(∫ −ε

a

1

x2
F (x)F (x) dx+

∫ b

ε

1

x2
F (x)F (x) dx

)

Pour tout ε ∈ ]0,min (−a, b)[ , une intégration par parties nous donne :∫ b

ε

1

x2
F (x)F (x) dx =

[
− 1

x
F (x)F (x)

]b
ε

+

∫ b

ε

1

x

(
F ′ (x)F (x) + F (x)F ′ (x)

)
dx

=
[
−x |g (x)|2

]b
ε
+

∫ b

ε

(
f (x) g (x) + g (x) f (x)

)
dx

= ε |g (ε)|2 − b |g (b)|2 + 2Re

(∫ b

ε

f (x) g (x) dx

)

et :∫ −ε

a

1

x2
F (x)F (x) dx = ε |g (−ε)|2 + a |g (a)|2 + 2Re

(∫ −ε

a

f (x) g (x) dx

)
En faisant tendre ε vers 0+, on en déduit que :∫ b

a

|g (x)|2 dx = a |g (a)|2 − b |g (b)|2 + 2Re

(∫ b

a

f (x) g (x) dx

)
(17.2)
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6. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur C0 ([a, b] ,C) pour a < 0 < b, on
a avec les notations de la question précédente :∫ b

a

|g (x)|2 dx = a |g (a)|2 − b |g (b)|2 + 2Re

(∫ b

a

f (x) g (x) dx

)

≤ 2Re

(∫ b

a

f (x) g (x) dx

)
≤ 2

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f (x) g (x) dx

∣∣∣∣∣
≤ 2

(∫ b

a

|f (x)|2 dx
∫ b

b

|g (x)|2 dx

) 1
2

≤ 2 ‖f‖2

(∫ b

a

|g (x)|2 dx

) 1
2

soit
∫ b

a

|g (x)|2 dx ≤ 4 ‖f‖22 , ce qui assure la convergence de
∫
R
|g (x)|2 dx

avec
∫
R
|g (x)|2 dx ≤ 4 ‖f‖22 . En conclusion, la fonction g est dans L2 (R,C)

et L2 (R,C) est stable par H. Faisant tendre (a, b) vers (−∞,+∞) dans (17.2) ,
on obtient l’égalité ‖H (f)‖22 = 2Re (〈H (f) | f〉) .

7. Pour toute fonction f ∈L2 (R,C) , on a :

‖H (f)‖22 = 2Re (〈H (f) | f〉) ≤ 2 |〈H (f) | f〉| ≤ 2 ‖H (f)‖2 ‖f‖2

soit ‖H (f)‖2 ≤ 2 ‖H (f)‖2 , donc H|L2(R,C) est continue et N2

(
H|L2(R,C)

)
≤ 2.

Pour tout réel r ∈
]
1

2
, 1

[
, on désigne par fr la fonction définie par :

fr (t) =


1 si t ∈ [−1, 1]
1

|t|r
si |t| > 1

Ces fonctions fr sont dans L2 (R,C), avec ‖fr‖22 = 2

(
1 +

∫ +∞

1

dt

t2r

)
=

4r

2r − 1
.

Comme fr est paire, on a pour x 6= 0 :

H (fr) (−x) = −
1

x

∫ −x

0

fr (t) dt =
1

x

∫ x

0

fr (−u) du

=
1

x

∫ x

0

fr (u) du = H (fr) (x)

et H (fr) est aussi paire. Pour x > 0, on a :

H (fr) (x) =


1 si x ∈ [0, 1]

1

x

(
1 +

∫ x

1

dt

tr

)
=

1

x

1

1− r
(
x1−r − r

)
si x > 1
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et :

‖H (fr)‖22 = 2 +
2

(1− r)2
∫ +∞

1

(
1

xr
− r

x

)2

dx

= 2 +
2

(1− r)2
∫ +∞

1

(
1

x2r
− 2

r

xr+1
+
r2

x2

)
dx

= 2 +
2

(1− r)2

(
1

2r − 1
− 2

r
+ r2

)
ce qui nous donne :

‖H (fr)‖22
‖fr‖22

=
2 + 2

(1−r)2

(
1

2r−1 −
2
r + r2

)
4r

2r−1

=
−2r3 + r2 − r + 1

r2 (1− r)

et lim
r→ 1

2

‖H (fr)‖2
‖fr‖2

= 2. Avec
‖H (fr)‖2
‖fr‖2

≤ N2

(
H|L2(R,C)

)
pour tout r ∈

]
1

2
, 1

[
,

il en résulte que N2

(
H|L2(R,C)

)
≥ 2 et N2

(
H|L2(R,C)

)
= 2.

8. S’il existe f ∈L2 (R,C) telle que ‖f‖2 = 1 et ‖H (f)‖2 = 2, on a alors :

4 = ‖H (f)‖22 = 2Re (〈H (f) | f〉) ≤ 2 |Re (〈H (f) | f〉)|
≤ 2 |〈H (f) | f〉| ≤ 2 ‖H (f)‖2 ‖f‖2 = 4

soit l’égalité |〈H (f) | f〉| = ‖H (f)‖2 ‖f‖2 , ce qui équivaut à dire qu’il existe
un nombre complexe λ tel que H (f) = λf (cas d’égalité dans l’inégalité de
Cauchy-Schwarz). On a alors |λ|2 = ‖λf‖22 = ‖H (f)‖22 = 4 et |λ| = 2, ce
qui n’est pas possible d’après la question 3. En conclusion, la borne supérieure
N2

(
H|L2(R,C)

)
n’est pas atteinte.



Chapitre 18
Exemples d’équations fonctionnelles

Exercice 18.1. Équations fonctionnelles transformées en équations diffé-
rentielles

On s’intéresse ici à diverses équations fonctionnelles portant sur une
fonction f continue. En introduisant une primitive judicieusement choisie,
on vérifie que f est de classe C1, puis par dérivation par rapport à une
variable de l’équation fonctionnelle on se ramène à une équation différen-
tielle.
Utiliser le procédé suggéré en introduction pour résoudre les équations fonc-
tionnelles qui suivent où f est une fonction continue définie sur R ou R+

et à valeurs réelles :

1. ∀ (x, y) ∈ R2, f (x+ y) = f (x) + f (y) ;
2. ∀ (x, y) ∈ (R+,∗)

2
, f (xy) = f (x) + f (y) ;

3. ∀ (x, y) ∈ R2, f (x+ y) = f (x) f (y) ;
4. ∀ (x, y) ∈ (R+,∗)

2
, f (xy) = f (x) f (y) ;

5. ∀ (x, y) ∈ R2, f (x+ y) + f (x− y) = 2f (x) f (y) .

Solution. On désigne par F : x 7→
∫ x

0

f (t) dt [resp. G : x 7→
∫ x

1

f (t) dt] la

primitive de f nulle en 0 [resp. en 1].
1. Pour y ∈ R fixé, on a par intégration, pour tout réel x :∫ x+y

y

f (z) dz =

∫ x

0

f (t+ y) dt =

∫ x

0

f (t) dt+ xf (y)

soit F (x+ y)− F (y) = F (x) + xf (y) , ce qui nous donne pour x = 1 :

F (y + 1)− F (y) = F (1) + f (y)

Il en résulte que f est de classe C1 sur R. En dérivant par rapport à y puis
faisant y = 0, on déduit de l’équation fonctionnelle que :

f ′ (x+ y) = f ′ (y) et f ′ (x) = f ′ (0) = α

donc f (x) = αx+ β avec β = f (0) = 0 (déduit de f (0) = 2f (0)).

179



180 Exemples d’équations fonctionnelles

2. Pour y ∈ R+,∗ fixé, on a par intégration, pour tout x ∈ R+,∗ :∫ xy

y

f (z) dz = y

∫ x

1

f (ty) dt = y

(∫ x

1

f (t) dt+ (x− 1) f (y)

)
soit G (xy)−G (y) = y (G (x) + (x− 1) f (y)) , ce qui nous donne pour x = 2 :

G (2y)−G (y) = y (G (2) + f (y))

Il en résulte que f est de classe C1 sur R+,∗. En dérivant par rapport à y puis
faisant y = 1, on déduit de l’équation fonctionnelle que :

xf ′ (xy) = f ′ (y) et xf ′ (x) = f ′ (1) = α

donc f (x) = α ln (x) + β avec β = f (1) = 0 (déduit de f (1) = 2f (1)).
3. Pour y ∈ R fixé, on a par intégration, pour tout réel x :∫ x+y

y

f (z) dz =

∫ x

0

f (t+ y) dt = f (y)

∫ x

0

f (t) dt

soit F (x+ y)− F (y) = f (y)F (x) . Si F = 0, on a alors f = F ′ = 0.

Si F 6= 0, il existe alors x0 tel que F (x0) 6= 0 et de f (y) = F (x0 + y)− F (y)

F (x0)
,

on déduit que f est de classe C1 sur R. En dérivant par rapport à y puis faisant
y = 0, on déduit de l’équation fonctionnelle que :

f ′ (x+ y) = f (x) f ′ (y) et f ′ (x) = f ′ (0) f (x) = αf (x)

donc f (x) = eαx.

4. Pour y ∈ R+,∗ fixé, on a par intégration, pour tout réel x ∈ R+,∗ :∫ xy

y

f (z) dz = y

∫ x

1

f (ty) dt = yf (y)

∫ x

1

f (t) dt

soit G (xy)−G (y) = yf (y)G (x) . Si G = 0, on a alors f = G′ = 0. Si G 6= 0,

il existe alors x0 ∈ R+,∗ tel que G (x0) 6= 0 et de f (y) = G (x0y)−G (y)

yG (x0)
, on

déduit que f est de classe C1 sur R. En dérivant par rapport à y puis faisant
y = 1, on déduit de l’équation fonctionnelle que :

xf ′ (xy) = f (x) f ′ (y) et xf ′ (x) = f ′ (1) f (x) = αf (x)

donc f (x) = βxα avec β = f (1) = 1 (déduit de f (1) = (f (1))
2 avec f (1) 6= 0

pour f non nulle).
5. On cherche une solution non nulle f. L’équation fonctionnelle appliquée au

couple (x, 0) pour x ∈ R donne f (x) = f (x) f (0) pour tout x ∈ R, ce qui
équivaut à f (0) = 1 puisque f n’est pas identiquement nulle. Cette équation
appliquée au couple (0, y) pour y ∈ R donne f (y) + f (−y) = 2f (y) , soit
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f (−y) = f (y) , la fonction f est donc paire. Pour y ∈ R fixé, on a par intégra-
tion, pour tout réel x :∫ x+y

y

f (z) dz +

∫ x−y

−y
f (z) dz =

∫ x

0

f (t+ y) dt+

∫ x

0

f (t− y) dt

= 2f (y)

∫ x

0

f (t) dt

soit F (x+ y)−F (y)+F (x− y)−F (−y) = 2f (y)F (x) . Si F = 0, on a alors
f = F ′ = 0. Si F 6= 0, il existe alors x0 ∈ R tel que F (x0) 6= 0 et on en déduit
que f est de classe C1 sur R. Puis avec :

2f ′ (y)F (x0) = F ′ (x0 + y)− F ′ (y)− F ′ (x0 − y) + F ′ (−y)
= f (x0 + y)− f (y)− f (x0 − y) + f (−y) = f (x0 + y)− f (x0 − y)

on déduit que f est de classe C2 sur R. Dérivant deux fois l’équation fonction-
nelle par rapport à x, pour y fixé, on a f ′′ (x+ y) + f ′′ (x− y) = 2f ′′ (x) f (y)
et pour x = 0, en tenant compte de la parité de f, on a f ′′ (y) = f ′′ (0) f (y)
avec f (0) = 1. D’autre part, en dérivant par rapport à y et en faisant y = 0,
on obtient 2f (x) f ′ (0) = 0 pour tout réel x, ce qui entraîne f ′ (0) = 0 puisque
f n’est pas la fonction nulle. En définitive, f est solution de f ′′ = f ′′ (0) f avec
f (0) = 1 et f ′ (0) = 0, ce qui équivaut à f (x) = cos (λx) pour f ′′ (0) = −λ2 ≤ 0
ou f (x) = ch (λx) pour f ′′ (0) = λ2 ≥ 0.

Exercice 18.2. Équation fonctionnelle de Cauchy

Pour K = Q ou R, il s’agit de déterminer toutes les fonctions f : K→ R
telles que f (x+ y) = f (x) + f (y) pour tous x, y dans K2.

1. Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) dans (R,+) .

2. Déterminer tous les morphismes de groupes monotones de (R,+) dans
(R,+) .

3. Quelques applications de la question précédente.
(a) Montrer que l’identité est le seul morphisme de corps de R dans lui

même.
(b) Montrer que si f : R→ R est une fonction monotone telle que :

∀ (x, y) ∈ R2, f

(
x+ y

2

)
=
f (x) + f (y)

2

(équation de Jensen), elle est alors affine.
(c) Déterminer les fonctions f : R → R telles que f (1) = 1,

f (x) f

(
1

x

)
= 1 pour tout x ∈ R∗ et f (x+ y) = f (x) + f (y)

pour tout (x, y) ∈ R2.

4. Soit f un morphisme de groupes de (R,+) dans lui même qui est borné
sur un intervalle [a, b] où a < b. Montrer que f est bornée sur [0, b− a]
et continue à droite en tout point de R. Conclure.
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Solution.
1. Un morphisme de groupes de (Q,+) dans (R,+) est une application f : Q→ R

telle que :
∀ (r, s) ∈ Q2, f (r + s) = f (x) + f (y) (18.1)

Prenant (r, s) = (0, 0) , on obtient f (0) = 2f (0) , ce qui équivaut à f (0) = 0 (un
morphisme de groupes transforme le neutre en neutre). Prenant (r, s) = (r,−r) ,
on obtient f (r) + f (−r) = 0. On a donc f (−r) = −f (r) pour tout r ∈ Q (un
morphisme de groupes transforme l’opposé en opposé). De (18.1) on déduit que
pour tout s ∈ Q, on a f (ns) = nf (s) pour tout n ∈ N. En effet, le résultat est
vrai pour n = 0 et le supposant vrai pour n ≥ 0, on a :

f ((n+ 1) s) = f (ns) + f (s) = nf (s) + f (s) = (n+ 1) f (s)

il est donc vrai pour tout n ∈ N. En écrivant que f (s) = f
(
n
s

n

)
= nf

( s
n

)
pour tout n ∈ N∗, on déduit que f

( s
n

)
=

1

n
f (s) pour tout s ∈ Q et tout

n ∈ N∗. Il en résulte que pour tout rationnel s et tout rationnel positif r = p

q
,

avec p ∈ N et q ∈ N∗, on a :

f (rs) = f

(
p
s

q

)
= pf

(
s

q

)
=
p

q
f (s) = rf (s)

Enfin avec l’imparité de f, on déduit que ce dernier résultat est encore vrai
pour les rationnels négatifs. On a donc f (rs) = rf (s) pour tout (r, s) ∈ Q2.
En prenant s = 1 et en notant λ = f (1) , on a f (r) = λr pour tout r ∈ Q. Ré-
ciproquement de telles applications sont des morphismes de groupes de (Q,+)
dans (R,+) . En considérant R comme un Q-espace vectoriel, nous avons mon-
tré que tout morphisme du groupes de (Q,+) dans (R,+) est une application
Q-linéaire.

2. Si f est un morphisme de groupes de (R,+) dans (R,+) , c’est aussi un mor-
phisme de groupes de (Q,+) dans (R,+) et on a f (r) = λr pour tout r ∈ Q,
où λ = f (1) . Si de plus f est croissante, on a alors λ = f (1) ≥ f (0) = 0.
Pour x ∈ R, on désigne par (rn)n∈N et (sn)n∈N des suites d’approximations
décimales de x par défaut et par excès. De telles suites peuvent être définies

par rn =
[10nx]

10n
et sn = rn +

1

10n
pour tout n ∈ N et on a :

λrn = f (rn) ≤ f (x) ≤ f (sn) = λsn

puis faisant tendre n vers l’infini, on en déduit que f (x) = λx. On procède de
manière analogue pour f décroissante.

3.
(a) Si f est morphisme du corps R dans lui même, on a alors f (1) = 1 et

f (x+ y) = f (x) + f (y) et f (xy) = f (x) f (y) pour tous x, y dans R.
Avec f

(
x2
)
= (f (x))

2 ≥ 0, on déduit que f (x) ≥ 0 pour tout x ≥ 0 et
pour x ≥ y dans R, on a f (x) − f (y) = f (x− y) ≥ 0, ce qui signifie que
f est croissante. On déduit alors de la question précédente que f (x) = x
pour tout x ∈ R (λ = f (1) = 1).
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(b) La relation f

(
x+ y

2

)
=

f (x) + f (y)

2
appliquée au couple (2x, 0) pour

x ∈ R donne f (x) =
f (2x) + f (0)

2
, ou encore f (2x) = 2f (x) − f (0) .

En notant g la fonction définie sur R par g (x) = f (x)− f (0) , on a pour
(x, y) ∈ R2 :

g (x+ y) = f

(
2x+ 2y

2

)
−f (0) = f (2x) + f (2y)

2
−f (0) = g (2x) + g (2y)

2

et pour x ∈ R on a g (2x) = f (2x) − f (0) = 2 (f (x)− f (0)) = 2g (x) .
On a donc g (x+ y) = g (x) + g (y) . Si f est monotone, il en est alors de
même de g, donc g (x) = ax et f (x) = ax+ b avec b = f (0) .

(c) Avec f (x+ y) = f (x) + f (y) pour tout (x, y) ∈ R2 on déduit que f est

impaire (donc f (0) = 0) et avec f (x) f
(
1

x

)
= 1 pour tout x ∈ R∗ que

f (x) 6= 0 pour tout x ∈ R∗. Pour tout x ∈ R \ {0, 1} , on a :

f

(
1

x (1− x)

)
= f

(
1

x
+

1

1− x

)
= f

(
1

x

)
+ f

(
1

1− x

)
ce qui s’écrit aussi :

1

f (x (1− x))
=

1

f (x)
+

1

f (1− x)
=
f (x) + f (1− x)
f (x) f (1− x)

=
1

f (x) f (1− x)
ou encore :

f (x)− f
(
x2
)
= f

(
x− x2

)
= f (x) f (1− x) = f (x) (1− f (x))

soit f
(
x2
)
= (f (x))

2 pour tout x ∈ R \ {0, 1} . Ce résultat étant encore
vrai pour x = 0 et x = 1, on en déduit que f (x) > 0 pour tout x ∈ R+,∗

et pour x ≥ y on a alors f (x)−f (y) = f (x− y) ≥ 0, ce qui signifie que la
fonction f est croissante sur R. Il en résulte que f (x) = f (1)x = x pour
tout x ∈ R.

4.
(a) Soient m ≤ M deux réels tels que m ≤ f (x) ≤ M pour tout x ∈ [a, b] .

Pour tout x ∈ [0, b− a] , on a x+ a ∈ [a, b] , donc :

m ≤ f (x+ a) = f (x) + f (a) ≤M

soit m− f (a) ≤ f (x) ≤M − f (a) pour tout x ∈ [0, b− a] .

(b) Pour n ∈ N∗ et x ∈
[
0,
b− a
n

]
, on a nx ∈ [0, b− a] , de sorte que :

m′ = m− f (a) ≤ f (nx) = nf (x) ≤M ′ =M − f (a)

et m
′

n
≤ f (x) ≤ M ′

n
. Pour tout réel ε > 0, il existe un entier n ≥ 1 tel que[

m′

n
,
M ′

n

]
soit contenu dans ]−ε, ε[ , donc pour tout x ∈

[
0,
b− a
n

]
, on a

−ε < f (x) < ε. La fonction f est donc continue à droite en 0.
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(c) Pour x ∈ R et h > 0, on a f (x+ h) = f (x) + f (h) et avec la continuité à
droite en 0 de f, on déduit que lim

h→0+
f (x+ h) = f (x) , ce qui signifie que

f est continue à droite en x.

(d) En notant λ = f (1) , on sait déjà que f (r) = λr pour tout nombre ration-
nel r. Comme f est continue à droite en tout point x ∈ R, en désignant
par (sn)n∈N une suite d’approximations décimales par excès de x, on a :

f (x) = lim
n→+∞

f (sn) = lim
n→+∞

λsn = λx

Exercice 18.3. Caractérisation des fonctions cos et ch par l’équation fonc-
tionnelle f (x+ y) + f (x− y) = 2f (x) f (y)

On se donne une fonction continue non identiquement nulle f : R → R
qui vérifie l’équation fonctionnelle f (x+ y) + f (x− y) = 2f (x) f (y) .

1. Montrer que f (0) = 1 et que f est paire.
2. Justifier l’existence d’un réel strictement positif α0 tel que f (x) > 0

pour tout x ∈ [−α, α] .

3. On suppose que f (α) ∈ ]0, 1] et θ ∈
[
0,
π

2

]
est défini par f (α) = cos (θ) .

(a) Montrer que f
( α
2n

)
= cos

(
θ

2n

)
pour tout n ∈ N.

(b) Montrer que, pour tout n fixé dans N, on a :

∀p ∈ N, f
(
p
α

2n

)
= cos

(
p
θ

2n

)
(c) En déduire qu’il existe un réel λ > 0 tel que f (x) = cos (λx) pour

tout x ∈ R.

4. Dans le cas où |f (α)| > 1, montrer qu’il existe un réel λ > 0 tel que
f (x) = ch (λx) .

Solution.

1. L’équation f (x+ y) + f (x− y) = 2f (x) f (y) appliquée au couple (x, 0) pour
x ∈ R donne f (x) = f (x) f (0) pour tout x ∈ R, ce qui équivaut à f (0) = 1
puisque f n’est pas identiquement nulle. Cette équation appliquée au couple
(0, y) pour y ∈ R donne f (y)+f (−y) = 2f (y) , soit f (−y) = f (y) , la fonction
f est donc paire.

2. Avec la continuité en 0 et f (0) = 1 on déduit qu’il existe un réel α > 0 tel que
f (x) > 0 pour tout x ∈ [−α, α] .

3.

(a) Le résultat est vrai pour n = 0 par définition de θ et le supposant vrai
pour n ≥ 0, en appliquant l’équation f (x+ y) + f (x− y) = 2f (x) f (y)
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au couple
( α

2n+1
,
α

2n+1

)
, on obtient :

f2
( α

2n+1

)
=
f
(
α
2n

)
+ 1

2
=

cos
(
θ
2n

)
+ 1

2
= cos2

(
θ

2n+1

)

ce qui entraîne f
( α

2n+1

)
= cos

(
θ

2n+1

)
du fait de la positivité de f sur

[0, α] et de cos sur
[
0,
π

2

]
.

(b) Le résultat est vrai pour p = 0, p = 1 et le supposant vrai pour p ≥ 1, on
a :

f
(
(p+ 1)

α

2n

)
= 2f

(
p
α

2n

)
f
( α
2n

)
− f

(
(p− 1)

α

2n

)
= 2 cos

(
p
θ

2n

)
cos

(
θ

2n

)
− cos

(
(p− 1)

θ

2n

)
= cos

(
(p+ 1)

θ

2n

)
(c) Avec f (0) = cos (0) = 1 et la parité des fonctions f et cos il nous suffit de

montrer le résultat pour x > 0. Pour x > 0, on définit les suites (rn)n∈N

et (sn)n∈N par rn =
[2nx]

2n
=
pn
2n

et sn = rn +
1

2n
pour tout n ∈ N. On a

0 ≤ x − rn <
1

2n
pour tout n ∈ N, ce qui entraîne la convergence de ces

suites vers x (développement dyadique par défaut et par excès). Avec la
continuité des fonctions f et cos, on en déduit que :

f (αx) = lim
n→+∞

f (αrn) = lim
n→+∞

f
(
pn

α

2n

)
= lim
n→+∞

cos

(
pn

θ

2n

)
= lim
n→+∞

cos (rnθ) = cos (θx)

Il en résulte que f (x) = cos

(
θ

α
x

)
= cos (λx) .

(d) Si |f (α)| > 1 en écrivant que f (α) = ch (θ) avec θ > 0, on aboutit à
f (x) = ch (λx) .

Exercice 18.4. L’équation fonctionnelle f (x ∧ y) = f (x) ∧ f (y)

On montre que les rotations de R3 sont les seules solutions non identi-
quement nulles de l’équation fonctionnelle :

∀ (x, y) ∈
(
R3
)2
, f (x ∧ y) = f (x) ∧ f (y) (18.2)

L’espace vectoriel R3 est muni de sa base canonique B = (e1, e2, e3) et
de sa structure euclidienne usuelle. On note det (x, y, z) le déterminant du
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système de vecteurs (x, y, z) dans la base B. Pour x, y dans R3, x∧y désigne
le produit vectoriel de x et y.

1. Quelques propriétés du produit vectoriel.

(a) Montrer que pour tous vecteurs x, y, z, t dans R3, on a :

〈x ∧ y | z ∧ t〉 =
∣∣∣∣ 〈x | z〉 〈y | z〉〈x | t〉 〈y | t〉

∣∣∣∣
‖x ∧ y‖2 = ‖x‖2 ‖y‖2 − 〈x | y〉2

x ∧ (y ∧ z) = 〈x | z〉 y − 〈x | y〉 z (formule de Grassmann)

(b) Montrer que si x est un vecteur non nul dans R3, pour tout vecteur
y ∈ R3 orthogonal à x il existe alors un vecteur z ∈ R3 tel x∧z = y.

2. Soit f : R3 → R3 une rotation. Montrer que f (x ∧ y) = f (x) ∧ f (y)
pour tous vecteurs x, y dans R3.

Pour la suite, on se donne une application f : R3 → R3 solution de
l’équation fonctionnelle (18.2) .

3. Montrer que f (0) = 0.

4. Montrer que si f s’annule en un vecteur non nul x0, elle est alors iden-
tiquement nulle.

5. Dans ce qui suit on suppose que f est non identiquement nulle.

(a) Montrer que les vecteurs f (x) et f (y) sont liés si, et seulement si,
les vecteurs x et y le sont.

(b) Montrer que f est linéaire et conserve l’orthogonalité.
(c) Montrer que si x ∈ R3 est tel que ‖x‖ = 1 alors ‖f (x)‖ = 1.

(d) Conclure.

Solution.

1.

(a) Par 4-linéarité il suffit de vérifier la première formule sur les vecteurs de
base canonique, ce qui ne pose pas de problème. De cette formule on déduit
que :

‖x ∧ y‖2 =

∣∣∣∣ ‖x‖2 〈y | x〉
〈x | y〉 ‖y‖2

∣∣∣∣ = ‖x‖2 ‖y‖2 − 〈x | y〉2
Par 3-linéarité il suffit de vérifier la formule de Grassmann sur les vecteurs
de base canonique, ce qui ne pose pas de problème.

(b) Si 〈x | y〉 = 0, on a alors x ∧ (y ∧ x) = ‖x‖2 y et en posant z = 1

‖x‖2
y ∧ x,

on a x ∧ z = y.
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2. Soit f une rotation de R3. Pour tous vecteurs x, y, z dans R3 on a :

det (f (x) , f (y) , f (z)) = det (f) det (x, y, z) = det (x, y, z)

= 〈x ∧ y | z〉 = 〈f (x ∧ y) | f (z)〉

f étant un isomorphisme, cela s’écrit det (f (x) , f (y) , w) = 〈f (x ∧ y) | w〉 pour
tout w ∈ R3, ce qui revient à dire que f (x ∧ y) = f (x) ∧ f (y) par définition
du produit vectoriel.

3. Avec f (0) = f (0)∧ f (0) , on déduit que f (0) est orthogonal à lui même, donc
que f (0) = 0.

4. En notant D = Rx0 la droite vectorielle engendrée par x0 et H = D⊥ le plan
orthogonal à D, on a R3 = D ⊕ H et tout vecteur x ∈ R3 s’écrit de manière
unique x = λx0 + h avec λ ∈ R et h ∈ H. Si λ = 0, on a alors x = h et
x est orthogonal à x0, il existe donc un vecteur z ∈ R3 tel x0 ∧ z = x et
f (x) = f (x0) ∧ f (z) = 0. On a donc f (h) = 0 pour tout h ∈ H. En désignant
par h0 un vecteur non nul dans H, pour tout λ ∈ R on peut trouver z ∈ R3 tel
h0 ∧ z = λx0 et f (λx0) = f (h0) ∧ f (z) = 0. On a donc f (x) = 0 pour tout
x ∈ D. Enfin si x = λx0+h avec λ ∈ R∗ et h ∈ H −{0} , le vecteur z0 = x0 ∧h
est non nul (x0 et h sont linéairement indépendants), f (z0) = 0 et en écrivant
x = z0 ∧ t, on déduit que f (x) = 0. En définitive on a f (x) = 0 pour tout
x ∈ R3, c’est-à-dire que f est identiquement nulle.

5.

(a) On a :

(f (x) , f (y) liés)⇔ (f (x) ∧ f (y) = 0)⇔ (f (x ∧ y) = 0)

⇔ (x ∧ y = 0)⇔ (x, y liés)

(b) Soient x, y dans R3 et λ dans R.

i. Pour x = 0 ou y = 0, il est clair que f (x+ y) = f (x) + f (y) . On
suppose donc que x 6= 0 et y 6= 0. Avec :

f (x+ y) ∧ f (x) = f ((x+ y) ∧ x) = f (y ∧ x) = f (y) ∧ f (x)
= (f (x) + f (y)) ∧ f (x)

on déduit que (f (x+ y)− f (x)− f (y)) ∧ f (x) = 0, ce qui équivaut
à dire que les vecteurs f (x+ y)−f (x)−f (y) et f (x) sont liés. Pour
x 6= 0 on a f (x) 6= 0 et il existe alors un réel α tel que f (x+ y) −
f (x)−f (y) = αf (x) . Les vecteurs x et y jouant des rôles symétriques
on obtient de même l’existence d’un réel β tel que f (x+ y)− f (x)−
f (y) = βf (y) .
Si x et y sont linéairement indépendants il en est de même de f (x)
et f (y) et l’égalité αf (x) − βf (y) = 0 se traduit par α = β = 0 et
f (x+ y) = f (x) + f (y) .
Si les vecteurs x, y sont liés on a y = λx avec λ ∈ R∗ et pour z ∈ R3

linéairement indépendant de x (et de y), le système (x+ y, z) est soit
libre soit égal à (0, z) , ce qui donne dans tous les cas :

f (x+ y + z) = f (x+ y) + f (z)
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D’autre part avec (x+ z, y) et (x, z) libres on a aussi :

f (x+ y + z) = f (x+ z) + f (y) = f (x) + f (z) + f (y)

ce qui permet de conclure à f (x+ y) = f (x) + f (y) .

ii. Pour x = 0 ou λ = 0, il est clair que f (λx) = λf (x) . Pour x 6= 0
fixé les vecteurs x et λx étant liés il en est de même des vecteurs
f (x) et f (λx) avec f (x) 6= 0, il existe donc un réel µx (λ) tel que
f (λx) = µx (λ) f (x) . Il est clair que µx (0) = 0 et µx (1) = 1.
Pour λ1, λ2 dans R on a :

f ((λ1 + λ2)x) = µx (λ1 + λ2) f (x)

= f (λ1x+ λ2x) = f (λ1x) + f (λ2x)

= (µx (λ1) + µx (λ2)) f (x)

ce qui entraîne µx (λ1 + λ2) = µx (λ1) + µx (λ2) .
Si y est un vecteur linéairement indépendant de x, avec :

f (λx ∧ y) = f (λx) ∧ f (y) = µx (λ) f (x) ∧ f (y)
= f (x ∧ λy) = f (x) ∧ f (λy) = µy (λ) f (x) ∧ f (y)

et avec f (x) ∧ f (y) 6= 0 (puisque f (x) et f (y) sont libres comme
x et y), on déduit que µx (λ) = µy (λ) pour tout réel λ. En posant
z = x ∧ y, le système (x, y, z) est libre, donc µx = µy = µz et pour
λ1, λ2 dans R on a :

f (λ1λ2z) = µz (λ1λ2) f (z) = µx (λ1λ2) f (z)

= f (λ1x ∧ λ2y) = f (λ1x) ∧ f (λ2y)
= µx (λ1)µx (λ2) f (x) ∧ f (y) = µx (λ1)µx (λ2) f (z)

ce qui entraîne µx (λ1λ2) = µx (λ1)µx (λ2) . En définitive µx est un
morphisme de corps de R sur lui même, c’est donc l’identité (exercice
18.2). On a donc f (λx) = λx pour tout x ∈ R3. L’application f est
donc linéaire.

iii. Soient x, y orthogonaux. Si x = 0, on a alors f (x) = 0 qui est ortho-
gonal à f (y) . Si x 6= 0, comme y est orthogonal à x, on peut trouver
z ∈ R3 tel que y = x ∧ z et f (y) = f (x ∧ z) = f (x) ∧ f (z) est
orthogonal à f (x) .

(c) On complète x en une base orthonormée directe (x, y, z) de R3 et avec
x = y ∧ z, on a :

‖f (x)‖2 = ‖f (y) ∧ f (z)‖2 = ‖f (y)‖2 ‖f (z)‖2 − 〈f (y) | f (z)〉2

= ‖f (y)‖2 ‖f (z)‖2

soit ‖f (x)‖ = ‖f (y)‖ ‖f (z)‖ . De même, on a ‖f (y)‖ = ‖f (x)‖ ‖f (z)‖
et ‖f (z)‖ = ‖f (x)‖ ‖f (y)‖ , ce qui donne ‖f (y)‖ = ‖f (x)‖2 ‖f (y)‖ avec
f (y) 6= 0, ce qui entraîne ‖f (x)‖ = 1.
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(d) La fonction f est linéaire et transforme la base canonique en une base
orthonormée (les questions qui précèdent), donc c’est un endomorphisme
orthogonal. Avec :

det (f) = det (f (e1) , f (e2) , f (e3)) = det (f (e1) , f (e2) , f (e1 ∧ e2))

= det (f (e1) , f (e2) , f (e1) ∧ f (e2)) = ‖f (e1) ∧ f (e2)‖2 > 0

on déduit que c’est une rotation.

Exercice 18.5. Fonction Γ et équation fonctionnelle f (x+ 1) = xf (x)

On donne une caractérisation de la fonction Γ d’Euler par l’équation
fonctionnelle f (x+ 1) = xf (x) sur R+,∗. On utilise des résultats sur la
convexité et quelques propriétés de la fonction Γ.
On se donne une fonction f : R+,∗ → R+,∗ telle que :

— ∀x ∈ R+,∗, f (x+ 1) = xf (x) ;
— f (1) = 1 ;
— f est logarithmiquement convexe.

On note g = ln (f) .

1. Montrer que f est continue sur R+,∗.

2. Montrer que pour tout réel x ∈ R+,∗ et tout entier n ∈ N, on a :

f (n+ 1) = n! et g (n+ 1 + x)− g (n+ 1) = ln

(
f (x)

n!

n∏
k=0

(x+ k)

)

3. Montrer que pour tout réel x ∈ ]0, 1] et tout entier n ∈ N∗, on a :

ln (n) ≤ g (n+ 1 + x)− g (n+ 1)

x
≤ ln (n+ 1)

4. Montrer que pour tout réel x ∈ ]0, 1] et tout entier n ∈ N∗, on a :

nx ≤ f (x)

n!

n∏
k=0

(x+ k) ≤ (n+ 1)
x

5. Montrer que la fonction Γ d’Euler est l’unique fonction qui vérifie les
conditions (i) , (ii) et (iii) (théorème de Bohr-Mollerup). On admettra

que, pour tout réel x > 0, on a Γ (x) = lim
n→+∞

n!nx

x (x+ 1) · · · (x+ n)
.

Solution.

1. La fonction g étant convexe sur R+,∗, elle est continue et il en est de même de
la fonction f = eg.
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2. De (i) , on déduit par récurrence sur n ∈ N que f (n+ 1 + x) = f (x)

n∏
k=0

(x+ k)

(x ∈ R+,∗ étant fixé). En effet, pour n = 0, c’est la condition (i) et supposant
le résultat acquis pour n− 1 ≥ 0, on a :

f (n+ 1 + x) = (n+ x) f (n+ x) = (n+ x) f (x)

n−1∏
k=0

(x+ k) = f (x)

n∏
k=0

(x+ k)

Prenant x = 1, on obtient f (n+ 1) = f (1)n! = n! (condition (ii)). Il en résulte
que :

g (n+ 1 + x)− g (n+ 1) = ln

(
f (n+ 1 + x)

f (n+ 1)

)
= ln

(
f (x)

n!

n∏
k=0

(x+ k)

)

3. On note, pour tous réels x 6= y dans R+,∗, p (x, y) =
g (x)− g (y)

x− y
. On remarque

que p (x, y) = p (y, x) pour tous réels x 6= y dans R+,∗. Dire que g est convexe sur
R+,∗ équivaut à dire que, pour tout y ∈ R+,∗, la fonction x 7→ p (x, y) = p (y, x)
est croissante sur R+,∗ −{y} . Il en résulte que, pour tout réel x ∈ ]0, 1] , on a :

p (n, n+ 1) ≤ p (n+ 1, n+ 1 + x) ≤ p (n+ 1, n+ 2)

soit :

ln

(
f (n+ 1)

f (n)

)
= ln (n) ≤ g (n+ 1 + x)− g (n+ 1)

x

≤ ln

(
f (n+ 2)

f (n+ 1)

)
= ln (n+ 1)

4. Des deux questions précédents, on déduit que :

ln (n) ≤ 1

x
ln

(
f (x)

n!

n∏
k=0

(x+ k)

)
≤ ln (n+ 1)

soit :

ln (nx) ≤ ln

(
f (x)

n!

n∏
k=0

(x+ k)

)
≤ ln (n+ 1)

x

ou encore nx ≤ f (x)

n!

n∏
k=0

(x+ k) ≤ (n+ 1)
x
.

5. Des questions précédents, on déduit que si f : R+,∗ → R+,∗ vérifie les conditions
(i) , (ii) et (iii) , on a alors pour tout x ∈ ]0, 1] et tout n ∈ N∗ :

1 ≤ f (x) x (x+ 1) · · · (x+ n)

nxn!
≤
(
1 +

1

n

)x
et faisant tendre n vers l’infini on déduit que :

f (x) = lim
n→+∞

n!nx

x (x+ 1) · · · (x+ n)
= Γ (x)



Exemples d’équations fonctionnelles 191

(relation d’Euler). En utilisant l’équation fonctionnelle (i) vérifiée par les deux
fonctions f et Γ, on déduit que f (x) = Γ (x) pour tout x > 0.

Exercice 18.6. Fonction théta de Jacobi

1. Soient f : R → C continue et 1-périodique et (ck (f))k∈Z la suite de

ses coefficients de Fourier où ck (f) =

∫ 1

0

f (t) e−2iπktdt pour k ∈ Z.

Montrer que si
∑
k∈Z

|ck (f)| < +∞, on a alors f (x) =
∑
k∈Z

ck (f) e
2iπkx.

2. Soient α > 1 un réel et f : R→ C une fonction continue.

(a) On suppose qu’il existe un réel λ > 0 tel que |f (x)| ≤ λ

(1 + |x|)α

pour tout réel x. Montrer qu’en posant F (x) =
∑
k∈Z

f (x+ k) pour

tout réel x, on définit une fonction continue et 1-périodique.

(b) On suppose que
∫
R
f (t) dt est absolument convergente et qu’il existe

un réel λ > 0 tel que |f (x)| +
∣∣∣f̂ (x)∣∣∣ ≤ λ

(1 + |x|)α
pour tout réel

x, où la la transformée de Fourier de f est définie sur R par
f̂ (x) =

∫
R
f (t) e−2iπxtdt. Justifier la définition de la fonction f̂ ,

puis montrer la formule sommatoire de Poisson :

∀x ∈ R,
+∞∑

k=−∞

f (x+ k) =

+∞∑
n=−∞

f̂ (n) e2iπnx

3. Pour tout réel t > 0, on désigne par gt la fonction définie sur R+,∗ par
gt (x) = e−πx

2t.

(a) Calculer
∫
R
g1 (x) dx, puis montrer que la fonction ĝ1 est de classe

C1 et que pour tout réel x, on a ĝ1′ (x) = −2πxĝ1 (x) .
(b) En déduire que ĝ1 = g1 et calculer ĝt pour tout réel t > 0.

4. On définit la fonction théta de Jacobi par θ (t) =
∑
n∈Z

e−πn
2t pour tout

t ∈ R+,∗. Montrer que θ vérifie l’équation fonctionnelle :

∀t ∈ R+,∗, θ (t) =
1√
t
θ

(
1

t

)

Solution.
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1. Avec
∣∣ck (f) e2iπkx∣∣ = |ck (f)| pour tout entier relatif k et tout réel x, on déduit

que la série de fonctions
∑
k∈Z

ck (f) e
2iπkx est normalement convergente sur R et

sa somme g est une fonction continue. Pour tout réel x, on a :

f (x+ 1) =
∑
k∈Z

ck (f) e
2iπk(x+1) =

∑
k∈Z

ck (f) e
2iπkx = f (x)

donc f est 1-périodique. De la convergence uniforme de la série de fonctions
définissant g, on déduit que ses coefficients de Fourier sont donnés par :

cn (g) =

∫ 1

0

(∑
k∈Z

ck (f) e
2iπkt

)
e−2iπntdt =

∑
k∈Z

ck (f)

∫ 1

0

e2iπ(k−n)tdt = cn (f)

Il en résulte que g = f (deux fonctions continues et 1-périodiques sont égales
si, et seulement si, elles ont les mêmes coefficients de Fourier).

2.

(a) Pour tout réel R > 0 et tout x ∈ [−R,R] , on a pour tout entier relatif k,
|x+ k| ≥ |k| − |x| ≥ |k| −R, donc pour |k| > R, on a :

|f (x+ k)| ≤ λ

(1 + |x+ k|)α
≤ λ

(1 + |k| −R)α

avec
∑

k∈Z, |k|>R

1

(1 + |k| −R)α
< +∞ pour α > 1. La série de fonctions∑

k∈Z

f (x+ k) converge donc normalement sur tout segment et en consé-

quence, elle définit une fonction F continue sur R comme f. Le changement
d’indice n = k + 1 nous donne :

F (x+ 1) =
∑
k∈Z

f (x+ k + 1) =
∑
n∈Z

f (x+ n) = F (x)

ce qui signifie que F est 1-périodique.
(b) Pour tout réel x, la fonction t 7→ f (t) e−2iπxt est continue sur R avec∫

R

∣∣f (t) e−2iπxt
∣∣ dt =

∫
R
|f (t)| dt < +∞, ce qui justifie la définition de

f̂ (x) . La fonction f vérifiant aussi l’hypothèse de la question précédente,
la fonction F est continue, 1-périodique et ses coefficients de Fourier sont
donnés par :

∀n ∈ Z, cn (F ) =
∫ 1

0

F (t) e−2iπntdt =

∫ 1

0

∑
k∈Z

f (t+ k) e−2iπntdt
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avec : ∑
k∈Z

∫ 1

0

∣∣f (t+ k) e−2iπnt
∣∣ dt ≤∑

k∈Z

∫ 1

0

λ

(1 + |t+ k|)α
dt

≤
∑
k∈N

∫ 1

0

λ

(k + 1 + t)
α dt+

∑
k∈N∗

∫ 1

0

λ

(k + 1− t)α
dt

≤
∑
k∈N

λ

(1 + k)
α +

∑
k≥1

λ

kα
< +∞

donc :

cn (F ) =
∑
k∈Z

∫ 1

0

f (t+ k) e−2iπntdt =
∑
k∈Z

∫ k+1

k

f (x) e−2iπn(x−k)dx

=
∑
k∈Z

∫ k+1

k

f (x) e−2iπnxdx = lim
p→+∞

p∑
k=−p

∫ k+1

k

f (x) e−2iπnxdx

= lim
p→+∞

∫ p+1

p

f (x) e−2iπnxdx =

∫
R
f (x) e−2iπnxdx = f̂ (n)

Comme
∑
n∈Z

|cn (F )| =
∑
n∈Z

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ ≤∑
n∈Z

λ

(1 + |n|)α
< +∞, on a l’égalité :

F (x) =

+∞∑
k=−∞

f (x+ k) =
∑
n∈Z

cn (F ) e
2iπnx =

+∞∑
n=−∞

f̂ (n) e2iπnx

pour tout réel x, la convergence de la première série étant uniforme sur
tout compact et celle de la seconde uniforme sur R. L’évaluation en x = 0

nous donne
+∞∑

k=−∞

f (k) =

+∞∑
n=−∞

f̂ (n) .

3. Pour t ∈ R+,∗ fixé et x ∈ R, on a gt (x) = e−πx
2t > 0 avec gt (x) = o

|x|→+∞

1

1 + x2
,

la fonction gt étant continue. Il en résulte que gt est intégrable sur R et on peut
définir sa transformée de Fourier ĝt.

(a) En notant I =

∫ +∞

0

g1 (x) dx, on a :

I2 =

∫ +∞

0

e−πx
2

dx

∫ +∞

0

e−πy
2

dy =

∫∫
(R+)2

e−π(x
2+y2)dxdy

=

∫∫
R+,∗×]0,π2 [

e−πr
2

rdrdθ =

∫ +∞

0

e−πr
2

rdr

∫ π
2

0

dθ =
1

4

(théorème de Fubini-Tonelli et changement de variables), donc g1 ∈ L1 (R)

et
∫
R
g1 (x) dx = 2I = 1.
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La fonction φ : (x, y) 7→ e−πy
2

e−2iπxy est de classe C∞ sur R2 avec :∣∣∣∣ ∂∂xφ (x, t)

∣∣∣∣ = 2π |y| e−πy
2

la fonction y 7→ |y| e−πy2 étant intégrable sur R. Le théorème de dérivation
de Lebesgue nous dit alors que ĝ1 est de classe C1 sur R avec :

ĝ1
′ (x) = −2iπ

∫
R
ye−πy

2

e−2iπxydy

et une intégration par parties nous donne :

ĝ1
′ (x) = −2iπ

∫
R
ye−πy

2

e−2iπxydy

= i

{[
e−πy

2

e−2iπxy
]+∞

−∞
+ 2iπx

∫
R
e−πy

2

e−2iπxydy

}
= −2πxĝ1 (x)

(b) Résolvant cette équation différentielle, on obtient ĝ1 (x) = ĝ1 (0) e
−πx2

avec ĝ1 (0) =

∫
R
e−πy

2

dy = 1, ce qui nous donne ĝ1 = g1. Pour t > 0, le

changement de variable z =
√
ty nous donne, pour tout réel x :

ĝt (x) =

∫
R
e−πy

2te−2iπxydy =

∫
R
e−πz

2

e
−2iπ x√

t
y dz√

t
=

1√
t
g1

(
x√
t

)
=

1√
t
g 1

t
(x)

4. Pour tout réel t > 0, on a θ (t) =
∑
n∈Z

gt (n) , gt vérifiant les hypothèses de 2b.

En effet, gt est continue et intégrable sur R ainsi que ĝt =
1√
t
g 1

t
et avec :

lim
|x|→+∞

(1 + |x|)2
(
|gt (x)|+

∣∣∣g 1
t
(x)
∣∣∣) = lim

|x|→+∞
(1 + |x|)2

(
e−πx

2t + e−
πx2

t

)
= 0

on déduit qu’il existe un réel λ > 0 tel que |gt (x)|+
∣∣∣g 1

t
(x)
∣∣∣ ≤ λ

(1 + |x|)2
pour

tout réel x. On peut donc définir la fonction θ et la formule sommatoire de
Poisson nous donne :

θ (t) =
∑
n∈Z

e−πn
2t =

∑
n∈Z

gt (n) =
∑
n∈Z

ĝt (n) =
1√
t

∑
n∈Z

g 1
t
(n) =

1√
t
θ

(
1

t

)



Chapitre 19

Exemples d’applications de la notion de
compacité

Exercice 19.1. Compacité de la boule unité dans un espace normé

Soient (E, ‖·‖) un espace vectoriel normé réel, B = {x ∈ E | ‖x‖ ≤ 1} sa
boule unité et S = {x ∈ E | ‖x‖ = 1} sa sphère unité. Montrer que B est
compacte si, et seulement si, S est compacte.

Solution. Supposons que la boule unité B soit compacte. La sphère unité S
est alors un fermé dans le compact B (comme image réciproque du fermé {1} de
R par l’application continue x 7→ ‖x‖), elle est donc compacte (un fermé dans
un compact est compact). Réciproquement, supposons que la sphère unité S soit
compacte. On se donne une suite (xn)n∈N de points de B et il s’agit de vérifier
qu’on peut en extraire une sous-suite qui converge vers un point de B. Si on peut
extraire de (xn)n∈N une suite convergente vers 0, c’est alors terminé. Sinon, il
existe un entier n0 tel que xn 6= 0 pour tout n > n0 (sinon, pour tout n ∈ N, on
peut trouver m > n tel que xm = 0, ce qui permet de construire par récurrence
une fonction strictement croissante φ : N → N telle que xφ(n) = 0 pour tout

n ∈ N) et de la suite (yn)n>n0
=

(
1

‖xn‖
xn

)
n>n0

dans le compact S, on peut

extraire une sous suite
(
yφ(n)

)
n>n0

convergente vers un élément y de S. La suite
réelle

(∥∥xφ(n)∥∥)n>n0
étant à valeurs dans le compact [0, 1] , on peut en extraire

une sous-suite
(∥∥xψ(n)∥∥)n>n0

qui converge vers λ ∈ [0, 1] . Il en résulte que la suite(
xψ(n)

)
n>n0

=
(∥∥xψ(n)∥∥xψ(n))n>n0

converge vers λy ∈ B. L’ensemble B est donc
compact.

Exercice 19.2. Polynômes de Bernstein et théorème de Weierstrass

Pour tout n ∈ N∗ et tout entier k compris entre 0 et n, on désigne

par Bn,k le polynôme défini par Bn,k (X) =

(
n

k

)
Xk (1−X)

n−k et à toute

195
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fonction f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , on associe la suite (Bn (f))n∈N∗ des polynômes

de Bernstein définie par Bn (f) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn,k pour tout n ∈ N∗.

1. Montrer que, pour toute fonction f ∈ C0 ([0, 1] ,R) et tout n ∈ N∗, on a :

Bn (xf) =
x (1− x)

n
(Bn (f))

′
+ xBn (f)

2. Pour tout k ∈ N, on note ek le polynôme définie par ek (X) = Xk.

(a) Calculer Bn (ek) pour n ∈ N∗ et k ∈ {0, 1, 2} .
(b) Montrer que, pour tout entier n ∈ N∗ et tout réel x, on a :

n∑
k=0

(
k

n
− x
)
Bn,k (x) = 0 et

n∑
k=0

(
k

n
− x
)2

Bn,k (x) =
x (1− x)

n

3.

(a) Montrer que pour tout α ∈ R+,∗ et tout x ∈ [0, 1] , on a
n∑
k=0

| kn−x|≥α

Bn,k (x) ≤
1

4α2n
(la somme étant nulle quand l’ensemble

des entiers k compris entre 0 et n tels que
∣∣∣∣kn − x

∣∣∣∣ ≥ α est vide).

(b) Montrer que, pour toute fonction f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , la suite
(Bn (f))n∈N∗ converge uniformément vers f sur [0, 1] .

4. Montrer le théorème de Weierstrass : si f est continue sur [a, b] , alors
f est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de polynômes.

5. Montrer que, si une fonction f est limite uniforme sur R d’une suite de
fonctions polynomiales, c’est alors une fonction polynomiale (le théorème
de Weierstrass n’est pas valable sur R).

6. Soit f ∈ C0 ([0, 1] ,R) telle que
∫ 1

0

f (x)P (x) dx = 0 pour tout P ∈

R [X] . Montrer que f = 0.

7. Montrer que toute fonction convexe et continue sur [0, 1] (ou sur un
segment) est limite uniforme d’une suite de fonctions convexes de classe
C∞.

Solution. C0 ([0, 1] ,R) est muni de la norme f 7→ ‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f (x)| .
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1. Pour n ∈ N∗ et 0 ≤ k ≤ n, on a :

B′
n,k (x) =


−n (1− x)n−1 si k = 0(
n

k

)
xk−1 (1− x)n−k−1

(k − nx) si 1 ≤ k ≤ n− 1

nxn−1 si k = n

donc x (1− x)B′
n,k (x) = (k − nx)Bn,k (x) . Il en résulte que pour f ∈ C0 ([0, 1] ,R) ,

on a :

x (1− x)
n

(Bn (f))
′
=

n∑
k=0

k

n
f

(
k

n

)
Bn,k (x)−x

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn,k (x) = Bn (xf)−xBn (f)

2.

(a) Pour tout réel x, on a :

Bn (e0) (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk (1− x)n−k = (x+ 1− x)n = 1

soit Bn (e0) = e0. Il en résulte que :

Bn (e1) (x) =
x (1− x)

n
(Bn (e0))

′
(x) + xBn (e0) (x) = x

soit Bn (e1) = e1 et :

Bn (e2) (x) =
x (1− x)

n
(Bn (e1))

′
(x) + xBn (e1) (x) =

x (1− x)
n

+ x2

soit Bn (e2) =
1

n
e1 +

(
1− 1

n

)
e2.

(b) Pour n ∈ N∗ et x ∈ R, on a :

n∑
k=0

(
k

n
− x
)
Bn,k (x) =

n∑
k=0

k

n
Bn,k (x)− x

n∑
k=0

Bn,k (x)

= Bn (e1) (x)− xBn (e0) (x) = x− x = 0

et :
n∑
k=0

(
k

n
− x
)2

Bn,k (x) = Bn (e2) (x)− 2xBn (e1) (x) + x2Bn (e0) (x)

=
x (1− x)

n
+ x2 − 2x2 + x2 =

x (1− x)
n

3.
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(a) Pour x ∈ [0, 1] et k ∈ {0, · · · , n} tel que
∣∣∣∣x− k

n

∣∣∣∣ ≥ α, on a 1 ≤ 1

α2

(
k

n
− x
)2

,

donc :
n∑
k=0

| kn−x|≥α

Bn,k (x) ≤
1

α2

n∑
k=0

| kn−x|≥α

(
k

n
− x
)2

Bn,k (x)

≤ 1

α2

n∑
k=0

(
k

n
− x
)2

Bn,k (x) =
1

α2

x (1− x)
n

≤ 1

4α2n

(la fonction x 7→ x (1− x) atteint son maximum en 1

2
).

(b) En utilisant l’égalité Bn (e0) = 1, on a pour tout x ∈ [0, 1] :

Bn (f) (x)− f (x) =
n∑
k=0

(
f

(
k

n

)
− f (x)

)
Bn,k (x)

La fonction f étant continue sur le compact [0, 1] , elle y est uniformément
continue, donc pour tout réel ε > 0, on peut trouver un réel α > 0 tel que :(

(x, y) ∈ [0, 1]
2 et |x− y| < α

)
⇒ (|f (x)− f (y)| < ε)

ce qui nous donne :

|Bn (f) (x)− f (x)|

≤
∑

| kn−x|≥α

∣∣∣∣f (kn
)
− f (x)

∣∣∣∣Bn,k (x) + ∑
| kn−x|<α

∣∣∣∣f (kn
)
− f (x)

∣∣∣∣Bn,k (x)
≤ 2 ‖f‖∞

∑
| kn−x|≥α

Bn,k (x) + ε
∑

| kn−x|<α
Bn,k (x)

≤
2 ‖f‖∞
4α2n

+ ε

n∑
k=0

Bn,k (x) =
‖f‖∞
2α2n

+ ε

soit ‖Bn (f)− f‖∞ ≤
‖f‖∞
2α2n

+ ε. Désignant par n0 un entier non nul tel

que
‖f‖∞
2α2n

< ε pour tout n ≥ n0, on déduit que ‖Bn (f)− f‖∞ < 2ε pour
tout n ≥ n0, donc (Bn (f))n∈N∗ converge uniformément vers f sur [0, 1] .

4. Si f est une fonction continue sur [a, b] , la fonction g définie sur [0, 1] par
g (t) = f (a+ t (b− a)) est continue, donc la suite de fonctions polynomiales
(Bn (g))n∈N∗ converge uniformément vers g sur [0, 1] et la suite de fonctions

polynomiales (Pn)n∈N∗ définie par Pn (x) = Bn (g)

(
x− a
b− a

)
converge unifor-

mément vers la fonction x 7→ g

(
x− a
b− a

)
= f (x) sur [a, b] .
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5. Si f : R → R est limite uniforme sur R d’une suite (Pn)n∈N de fonctions
polynomiales, cette suite vérifie alors le critère de Cauchy uniforme, c’est-à-dire
que pour ε > 0 donné, il existe un entier naturel n0 tel que :

∀n > m ≥ n0, ∀x ∈ R, |Pn (x)− Pm (x)| < ε

En particulier, on a :

∀n ≥ n0, ∀x ∈ R, |Pn (x)− Pn0
(x)| < ε

c’est-à-dire que pour tout entier n ≥ n0 la fonction polynomiale Pn − Pn0
est

bornée sur R, elle est donc constante. Il existe donc une suite de réels (cn)n≥n0

telle que Pn = Pn0
+cn pour tout n ≥ n0. La suite (Pn (0))n∈N étant convergente

vers f (0) , on déduit que la suite (cn)n≥n0
converge vers f (0)−Pn0 (0) et pour

tout réel x, on a :

f (x) = lim
n→+∞
n≥n0

Pn (x) = Pn0
(x) + lim

n→+∞
n≥n0

cn = Pn0
(x) + f (0)− Pn0

(0)

La fonction f est donc polynomiale.
6. En écrivant que la fonction f est limite uniforme sur le compact [0, 1] d’une

suite (Pn)n∈N de polynômes, on peut écrire que :∫ 1

0

f2 (x) dx = lim
n→+∞

∫ 1

0

f (x)Pn (x) dx = 0

et avec la continuité et la positivité de f2, il en résulte que f est identiquement
nulle.

7. On vérifie que, pour f convexe sur [0, 1] , toutes les fonctions Bn (f) sont
convexes (en tant que fonctions polynomiales, elles sont C∞). Pour n = 1,
la fonction B1 (f) est affine donc convexe. Pour n = 2, on a B2 (f)

′′
(x) =

2

(
f (0)− 2f

(
1

2

)
+ f (1)

)
avec f

(
1

2

)
≤ 1

2
(f (0) + f (1)) pour f, ce qui

donne B2 (f)
′′ ≥ 0 et la convexité de B2 (f) . Pour n ≥ 3, on a :

Bn (f)
′′
= n (n− 1)

n−2∑
k=0

(
f

(
k + 2

n

)
− 2f

(
k + 1

n

)
+ f

(
k

n

))
Bn−2,k

et pour f convexe on a :

f

(
k + 1

n

)
= f

(
1

2

k + 2

n
+

1

2

k

n

)
≤ 1

2

(
f

(
k + 2

n

)
+ f

(
k

n

))
ce qui donne Bn (f)′′ ≥ 0 et la convexité de Bn (f) .
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Exercice 19.3. Un théorème de Dini

Soient (fn)n∈N une suite croissante dans C0 ([0, 1] ,R) qui converge sim-
plement vers une fonction f ∈ C0 ([0, 1] ,R) .

1. Montrer que la convergence est uniforme sur [0, 1] .

2. Le résultat de la question précédente est-il encore vrai pour une suite
croissante dans C0 (I,R) avec I non compact ?

Solution. L’espace vectoriel C0 ([0, 1] ,R) des fonctions continues de [0, 1] dans
R est muni de la norme f 7→ ‖f‖∞ = sup

x∈[0,1]

|f (x)| (une fonction continue sur un

segment est bornée et atteint ses bornes).
1. Pour tout x ∈ [0, 1] , la suite réelle (fn (x))n∈N converge en croissant vers f (x) .

On a donc f (x)−fn (x) ≥ 0 pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ∈ N. De la continuité
des fn, on déduit alors que :

∀n ∈ N, ∃xn ∈ [0, 1] | ‖f − fn‖∞ = f (xn)− fn (xn)

et pour tout n ∈ N, on a :

‖f − fn+1‖∞ = f (xn+1)− fn+1 (xn+1) ≤ f (xn+1)− fn (xn+1) ≤ ‖f − fn‖∞

c’est-à-dire que la suite (‖f − fn‖∞)
n∈N est décroissante et minorée. Elle converge

donc vers un réel λ ≥ 0 et il s’agit de montrer que λ = 0. Dans le compact [0, 1] ,
on peut extraire de la suite (xn)n∈N une sous suite

(
xφ(n)

)
n∈N qui converge vers

x ∈ [0, 1] . Soit p un entier positif. La fonction φ étant strictement croissante
de N dans N, on peut trouver un entier np tel que φ (n) ≥ p pour tout n ≥ np.
On a alors pour tout n ≥ np :

0 ≤ λ ≤
∥∥f − fφ(n)∥∥∞ = f

(
xφ(n)

)
− fφ(n)

(
xφ(n)

)
≤ f

(
xφ(n)

)
− fp

(
xφ(n)

)
En faisant tendre n vers l’infini (à p fixé) et en utilisant la continuité de f, on
déduit que :

∀p ∈ N, 0 ≤ λ ≤ f (x)− fp (x)

Enfin, en faisant tendre p vers l’infini, en utilisant la convergence de (fn (x))n∈N
vers f (x) , on déduit que λ = 0.

2. La suite (fn)n∈N définie sur ]0, 1[ par fn (x) =
−1

1 + nx
converge en croissant

vers la fonction nulle et la convergence n’est pas uniforme sur ]0, 1[ puisque

fn

(
1

n

)
=
−1
2
.

Exercice 19.4. Théorème de d’Alembert-Gauss

En utilisant le fait qu’une fonction continue sur un compact de C est
bornée et atteint ses bornes, on démontre le théorème de d’Alembert-Gauss.
Supposons qu’il existe un polynôme non constant P sans racine complexe.
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1. Soit φ : ]0, 1[ → C telle que φ (t) = 1 − tp + o
t→0+

(tp) . Montrer qu’il
existe un réel t0 ∈ ]0, 1[ tel que |φ (t0)| < 1.

2. Soit Q un polynôme non constant tel que Q (0) = 1. Montrer qu’il existe
z0 ∈ C tel que |Q (z0)| < 1.

3. Montrer que, pour tout z1 ∈ C, il existe t1 ∈ C tel que |P (t1)| < |P (z1)| .
4. Montrer qu’il existe un réel R > 0 tel que :

∀z ∈ C \D (0, R) ,
|z|n

2
≤ |P (z)| ≤ 3

|z|n

2

où D (0, R) = {z ∈ C | |z| ≤ R} .

5. Montrer que lim
|z|→+∞

|P (z)|
|z|k

= +∞ pour tout entier k compris entre 0 et

n− 1.

6. Montrer qu’il existe z1 ∈ C tel que |P (z1)| = inf
z∈C
|P (z)| et conclure.

Solution. Le polynôme P est identifié à la fonction polynomiale z 7→ P (z) .

1. Pour tout réel t ∈ ]0, 1[ , on a |φ (t)| ≤ 1 − tp + tp |ε (t)| avec lim
t→0

ε (t) = 0. Il

existe donc un réel t0 ∈ ]0, 1[ tel que |ε (t0)| <
1

2
, ce qui nous donne |φ (t0)| ≤

1− tp0 +
tp0
2

= 1− tp0
2
< 1.

2. Dire que Q est un polynôme non constant tel que Q (0) = 1, revient à dire qu’il
est de la forme Q (X) = 1 − αXp (1 +R (X)) , où α ∈ C∗, p ∈ N∗ et R est un
polynôme nul en 0. En désignant par ω ∈ C∗ une racine p-ième de α, on a pour
tout réel t :

Q

(
t

ω

)
= 1− α

(
t

ω

)p(
1 +R

(
t

ω

))
= 1− tp + o

t→+∞
(tp)

d’où l’existence de t0 ∈ ]0, 1[ tel que
∣∣∣∣Q( t0ω

)∣∣∣∣ < 1.

3. Pour z1 ∈ C fixé, le polynôme Q défini par Q (X) =
P (z1 +X)

P (z1)
(P ne s’annule

jamais) est non constant tel que Q (0) = 1, donc il existe z0 ∈ C tel que
|Q (z0)| < 1, ce qui se traduit par |P (z1 + z0)| < |P (z1)| .

4. Pour tout z dans C∗, on a lim
|z|→+∞

|P (z)|
|z|n

= lim
|z|→+∞

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ak
zn−k

∣∣∣∣∣ = 1, donc il

existe un réel R > 0 tel que 1

2
≤ |P (z)|
|z|n

≤ 3

2
pour tout z dans C \D (0, R) , ce

qui nous donne le résultat annoncé.
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5. On en déduit que |z|
n−k

2
≤ |P (z)|
|z|k

≤ 3
|z|n−k

2
pour tout entier k compris entre

0 et n− 1 et en conséquence lim
|z|→+∞

|P (z)|
|z|k

= +∞.

6. Comme lim
|z|→+∞

|P (z)| = +∞, il existe R1 > 0 tel que |P (z)| > |P (0)| pour

tout z ∈ C \D (0, R1) . D’autre part, sur le disque fermé D (0, R1) , la fonction
continue |P | est minorée et atteint sa borne inférieure, ce qui signifie qu’il
existe z1 ∈ D (0, R1) tel que |P (z1)| = inf

z∈D(0,R1)
|P (z)| . On a alors, pour

tout z ∈ C, soit z ∈ D (0, R1) et |P (z)| ≥ |P (z1)| , soit z /∈ D (0, R1) et
|P (z)| > |P (0)| ≥ |P (z1)| . Dans tous les cas, on a |P (z)| ≥ |P (z1)| , donc
|P (z1)| = inf

z∈C
|P (z)| . Mais le résultat de la question 3 appliqué à z1 nous

conduit à l’existence de t1 ∈ C tel que |P (t1)| < |P (z1)| , ce qui est impossible.
Le polynôme P admet donc une racine complexe et par récurrence sur le degré
de P, on en déduit qu’il en admet n.

Exercice 19.5. Meilleure approximation polynomiale uniforme d’une fonc-
tion continue sur un segment

L’espace vectoriel C0 ([a, b] ,R) est muni de la norme f 7→ ‖f‖∞ =
sup
x∈[a,b]

|f (x)| . Soient f ∈ C0 ([a, b] ,R)\{0} et B (0, 2 ‖f‖∞) la boule fermée

de centre 0 et de rayon 2 ‖f‖∞ . Montrer qu’il existe un polynôme P dans
Rn [X] ∩B (0, 2 ‖f‖∞) tel que ‖f − P‖∞ = inf

Q∈Rn[X]
‖f −Q‖∞ .

Solution. L’ensemble Bn,f = Rn [X]∩B (0, 2 ‖f‖∞) est la boule fermée de centre
0 et de rayon 2 ‖f‖∞ dans l’espace vectoriel Rn [X] muni de la norme ‖·‖∞ . Cet
espace vectoriel étant de dimension finie (égale à n+1), cette boule est compacte.
L’application Q 7→ ‖f −Q‖∞ étant continue sur le compact Bn,f de Rn [X] est
minorée et atteint sa borne inférieure, ce qui signifie qu’il existe un polynôme
P dans Bn,f tel que δ = inf

Q∈Bn,f

‖f −Q‖∞ = ‖f − P‖∞ . Pour tout polynôme

Q dans Rn [X] on a soit Q ∈ Bn,f et alors ‖f −Q‖∞ ≥ δ, soit Q /∈ Bn,f et alors
‖f −Q‖∞ ≥ ‖Q‖∞−‖f‖∞ > 2 ‖f‖∞−‖f‖∞ = ‖f‖∞ . Remarquant que 0 ∈ Bn,f ,
on déduit que ‖f‖∞ = ‖f − 0‖∞ ≥ δ. En définitive on a bien ‖f −Q‖∞ ≥ δ pour
tout Q dans Rn [X] , donc δ = inf

Q∈Rn[X]
‖f −Q‖∞ = ‖f − P‖∞ .

Exercice 19.6. Normes ‖·‖p sur C0 ([a, b] ,R)

Pour tout réel p ≥ 1 et toute fonction f ∈ C0 ([a, b] ,R) , on note ‖f‖p =(∫ b

a

|f (x)|p dx

) 1
p

.
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1. Montrer que pour toute fonction f ∈ C0 ([a, b] ,R) on a lim
p→+∞

‖f‖p =

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f (x)| .

2. Soient f et g deux fonctions dans C0 ([a, b] ,R) , la fonction g étant à
valeurs strictement positives. Calculer lim

p→+∞

∥∥∥fg 1
p

∥∥∥
p
.

3. Pour toute fonction f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , on note ‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f‖1 .

(a) Montrer que l’application f 7→ ‖f‖ définit une norme sur
C0 ([0, 1] ,R) , que les normes ‖·‖ et ‖·‖∞ sont équivalentes, puis
que

(
C0 ([0, 1] ,R) , ‖·‖

)
est un espace de Banach.

(b) Montrer que l’ensemble F =
{
f ∈ C0 ([0, 1] ,R) | f (0) = 0

}
est un

sous-espace vectoriel fermé de
(
C0 ([0, 1] ,R) , ‖·‖

)
.

(c) Montrer que ‖1− f‖ > 1 pour tout f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , puis que
d (1, F ) = inf

f∈F
‖1− f‖ = 1, cette distance n’étant pas atteinte.

Solution.

1. On suppose f non identiquement nulle. Pour tout réel p ≥ 1, on a :

(∀x ∈ [a, b] , 0 ≤ |f (x)| ≤ ‖f‖∞) ⇒
(
0 ≤ ‖f‖p ≤ ‖f‖∞ (b− a)

1
p

)
La fonction f étant continue sur le compact [a, b] , il existe un réel x0 ∈ [a, b]
tel que |f (x0)| = ‖f‖∞ . Pour ε > 0 donné, il existe un réel η > 0 tel que
0 ≤ |f (x0)|− |f (x)| < ε pour tout x ∈ I0 = [a, b]∩ [x0 − η, x0 + η] . On a alors,
en notant α la longueur de l’intervalle I0 :∫ b

a

|f (x)|p dx ≥
∫
I0

|f (x)|p dx ≥
∫
I0

(|f (x0)| − ε)p dx ≥ α (‖f‖∞ − ε)
p

Ce qui donne pour tout réel ε > 0, (‖f‖∞ − ε)α
1
p ≤ ‖f‖p ≤ ‖f‖∞ (b− a)

1
p .

Comme lim
p→+∞

(‖f‖∞ − ε)α
1
p = ‖f‖∞ − ε et lim

p→+∞
‖f‖∞ (b− a)

1
p = ‖f‖∞ , on

déduit qu’il existe un entier p0 tel que :

∀p ≥ p0, ‖f‖∞ − 2ε ≤ ‖f‖p ≤ ‖f‖∞ + 2ε

On a donc ainsi prouvé que lim
p→+∞

(
‖f‖p

)
= ‖f‖∞ .

2. La fonction g étant continue à valeurs strictement positives sur le compact [a, b] ,
on a M = sup

x∈[a,b]

g (x) ≥ m = inf
x∈[a,b]

g (x) > 0 et avec m |f |p ≤ g |f |p ≤ M |f |p ,

on en déduit que m
1
p ‖f‖p ≤

∥∥∥g 1
p f
∥∥∥
p
≤ M

1
p ‖f‖p , puis en utilisant le résultat

de la question précédente, on obtient lim
p→+∞

∥∥∥fg 1
p

∥∥∥
p
= ‖f‖∞ .

3.
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(a) Il est clair que ‖·‖ est une norme sur C0 ([0, 1] ,R) . Avec ‖f‖∞ ≤ ‖f‖ ≤
2 ‖f‖∞ pour tout f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , on déduit que les normes ‖·‖ et ‖·‖∞
sont équivalentes. Enfin, sachant que

(
C0 ([0, 1] ,R) , ‖·‖∞

)
est complet, on

en déduit que
(
C0 ([0, 1] ,R) , ‖·‖

)
est un espace de Banach.

(b) Pour tout f ∈ C0 ([0, 1] ,R) , on a |f (0)| ≤ ‖f‖∞ ≤ ‖f‖ , donc la forme
linéaire φ : f 7→ f (0) est continue et F = ker (φ) = φ−1 {0} est un sous-
espace vectoriel fermé de

(
C0 ([0, 1] ,R) , ‖·‖

)
.

(c) Pour toute fonction f ∈ F, on a |1− f | 6= 0 (puisque f (0) = 0) la fonction

|1− f | étant continue, donc ‖1− f‖1 =

∫ 1

0

|1− f (t)| dt > 0 et :

‖1− f‖ = sup
t∈[0,1]

|1− f (t)|+
∫ 1

0

|1− f (t)| dt

> sup
t∈[0,1]

|1− f (t)| ≥ |1− f (0)| = 1

Il en résulte que d (1, F ) = inf
f∈F
‖1− f‖ ≥ 1. Pour tout réel ε ∈ ]0, 1[ , on

désigne par fε la fonction affine par morceau et continue définie par :

fε (0) = 0, fε est affine sur [0, ε] , fε (t) = 1 pour tout t ∈ [ε, 1]

On a fε ∈ F et ‖1− fε‖ = 1+

∫ ε

0

(
1− 1

ε
t

)
dt = 1+

ε

2
≥ d (1, F ) . Faisant

tendre ε vers 0, on en déduit que d (1, F ) ≤ 1 et d (1, F ) = 1. Comme
‖1− f‖ > 1 pour tout f ∈ F, cette distance n’est pas atteinte.

Exercice 19.7. Théorème de point fixe sur un compact

1. Soient K un compact dans un espace métrique (E, d) et f : K → K telle
que :

∀ (x, y) ∈ K2, (x 6= y ⇒ d (f (x) , f (y)) < d (x, y))

Montrer que la fonction f admet un unique point fixe dans K.
2. Soient K un compact convexe dans un espace de Banach (E, ‖·‖) et

f : K → K telle que :

∀ (x, y) ∈ K2, ‖f (x)− f (y)‖ ≤ ‖x− y‖

Montrer que la fonction f admet un point fixe dans K.

Solution.

1. La fonction f qui est 1-lipschitzienne est en particulier continue. L’applica-
tion x 7→ d (f (x) , x) étant continue sur le compact K et à valeurs réelles, il
existe α ∈ K tel que d (f (α) , α) = inf

x∈K
d (f (x) , x) . Si f (α) 6= α, on a alors

d (f (α) , f (f (α))) < d (α, f (α)) avec f (α) ∈ K, ce qui est contradictoire avec



Exemples d’applications de la notion de compacité 205

la définition de α. On a donc f (α) = α. Si β 6= α est un autre point fixe de
f, on a alors d (α, β) = d (f (α) , f (β)) < d (α, β) , ce qui est impossible. En
conclusion, f admet un unique point fixe dans K.

2. On se fixe a ∈ K et on définit la suite de fonctions (fn)n∈N∗ sur K par :

∀n ≥ 1, ∀x ∈ K, fn (x) = f

(
1

n
a+

(
1− 1

n

)
x

)
Cette suite est bien définie du fait la convexité de K, chaque fonction fn est à
valeurs dans K et pour x, y dans K, on a :

‖fn (x)− fn (y)‖ ≤
(
1− 1

n

)
‖x− y‖

donc fn est strictement contractante deK dansK avecK fermé dans l’espace de
Banach E, ce qui implique qu’elle admet un unique point fixe xn ∈ K. De cette
suite (xn)n≥1 dans le compact K on peut extraire une sous-suite

(
xφ(n)

)
n∈N

qui converge vers un élément α ∈ K. En notant gn = fφ(n), et yn = xφ(n), on
a pour tout n ∈ N :

‖f (α)− gn (yn)‖ ≤ ‖f (α)− gn (α)‖+ ‖gn (α)− gn (yn)‖

avec :
‖f (α)− gn (α)‖ =

∥∥∥∥f (α)− f ( 1

φ (n)
a+

(
1− 1

φ (n)

)
α

)∥∥∥∥ ≤ 1

φ (n)
‖α− a‖

‖gn (α)− gn (yn)‖ =
∥∥fφ(n) (α)− fφ(n) (xφ(n))∥∥ ≤ (1− 1

n

)∥∥α− xφ(n)∥∥
ce qui entraîne que lim

n→+∞
fφ(n)

(
xφ(n)

)
= f (α) . Tenant compte du fait que

xφ(n) est point fixe de fφ(n), on a fφ(n)
(
xφ(n)

)
= xφ(n) et f (α) = lim

n→+∞
xφ(n) =

α, c’est-à-dire que α est point fixe de f.


