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Premiere partie

Lecons d’algebre et de
géométrie






Chapitre 1

Exercices utilisant les permutations d’un
ensemble fini

Exercice 1.1. Groupes d’ordre 6 non commutatifs

On se propose de montrer que le groupe symétrique Ss est, d isomor-
phisme pres, le seul groupe d’ordre 6 mon commutatif. Soit G un groupe
non commutatif d’ordre 6.

1. Montrer qu’il existe dans G un élément g d’ordre 2 et un élément h
d’ordre 3.

2. Montrer que les g'h?, pour i = 0,1 et j = 0,1,2, sont deuzx d deux
distincts.

3. Montrer que G = {gihj |i=0,1¢etj=0, 1,2} , puis que l'application
@ de G dans Sz définie par :

V(l,]) S {071} X (0,]_,2)7 @(g’h]) _ Tib,.y{

out = (1,2) et v1 = (1,2,3), réalise un isomorphisme de groupes de G
sur Ss.

Solution.

1. Comme G est non commutatif, il n’y a pas d’élément d’ordre 6 (sinon G est
cyclique). Si tous les éléments de G \ {1¢} sont d’ordre 2, le groupe est alors
commutatif. Il existe donc un élément d’ordre 3. Si tous les éléments de G\ {1}

sont d’ordre 3, on a alors g # g~ ! pour tout g # 1lg et G\ {lg} = U {9.97"}

g7
serait de cardinal pair, ce qui est absurde. Il existe donc dans G\ {1¢} au moins

un élément d’ordre 2. On peut aussi utiliser le théoreme de Cauchy qui nous
dit qu’on peut trouver dans G, un élément g d’ordre 2 et un élément h d’ordre
3.

2. Si g'h/ = g"'h7’, on a alors ¢'=" = hi'7 e (g) N (h) = {1} ({(g) N (h) étant
contenu dans (g) d’ordre 2 et dans (h) d’ordre 3 a un ordre qui divise 2 et 3, cet
ordre est donc 1). On a donc g*~# = hi'~4 = 1, donc 2 divise i — ' € {—1,0,1}
et 3 divise j — j' € {—2,-1,0,1,2}, ce qui entraine i = ¢’ et j = j'.
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3. Il en résulte que G = {g'h? | i=0,1 et j =0,1,2} (inclusion et méme cardi-
nal). L’application ¢ de G dans S définie par :

V(i,j) € {0,1} x (0,1,2), ¢ (¢'h) = 7in]

est bijective puisque les applications (i,5) — g*h7 et (i, j) — Tf'y{ sont bijectives
de {0,1} x (0,1,2) sur G et S3 respectivement. Le fait que ¢’est un morphisme
de groupes provient des égalités hg = gh? et h?’g = gh dans G et S3 (avec
(9,h) = (11,7) dans ce cas). En effet, on a hg ¢ {1g,g,h,h? gh} (comme g
est d’ordre 2 et h d’ordre 3, hg = 1g donne h = g, hg = g donne h = lg,
hg = h donne ¢ = 1g, hg = h? donne g = 1g et hg = gh n’est pas possible
car G est non commutatif), donc hg = gh? et h2g = hgh? = gh* = gh. Tenant
compte de ¢ (gihj) = 7iy] pour tout (i,j) € Z2, il en résulte que pour g‘h’,
g hi" dans G, on a :

g'hit s =0
o gTIR sii =1etj=0

GI gD = 2 G =1 et = 1
Gl sii = 1et j =2
et :
Tl’Yiﬂ = 7171 ’71 sii' =0
” (gihj -gi/hj/) _ :17; +_ - 7171 si i'=1letj= 0
moo= 7'17'1’)/171 = 7'171 Tlfyl sii/=1letj=1
ZH’Y{ = =1immy =T -ny sii =1letj=2

¢ (g°h) ¢ ( )sii'zO

e ()¢ (gh) it =1t j=0
e (g'h) e (gh'") sid' =Tetj=1
¢ (g°h?) ¢ (ghj)sii'zletj:2

= (g'h) o (")

Exercice 1.2. Isométries conservant une partie

& est un espace affine de dimension n > 2, P est une partie de £ ayant
au moins 2 éléments et on note Is (P) [resp. IsT (P), Is~ (P)] l'ensemble
des isométries [resp. des déplacements, des anti-déplacements| o de € qui
conservent P, c’est-a-dire telles [resp. tels] que ¢ (P) =P.

1. Montrer que Is(P) est un sous-groupe de Is(E) et que Is™ (P) est un
sous-groupe distingué de Is (P).

2. Montrer que lapplication ® qui associe d @ € Is(P) sa restriction a P
est un morphisme de groupes de Is (P) dans le groupe S (P) des permu-
tations de P et que dans le cas ou P contient un repere affine de &, ce
morphisme ® est injectif.
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3. On suppose que Is~ (P) est non vide. Montrer que pour toute isométrie
o € Is~ (P), Uapplication p — o o p réalise une bijection de Is* (P) sur
Is™ (P). Pour P fini, en déduire que card (Is (P)) = 2card (IsT (P)).

4. On suppose que P est fini. Montrer que toute isométrie o € Is (P) laisse
fize lisobarycentre de P. Ce résultat permet de ramener Uétude de Is (P)

a une étude analogue dans ’espace vectoriel euclidien E =

5. On suppose que E est de dimension 3 et on s’intéresse au groupe Is(T)
des isométries de £ qui laissent globalement invariant les sommets d’un
tétraedre régqulier T = A1 A A3Ay.

(a) Montrer que Is(T) est isomorphe d un sous-groupe du groupe sy-
métrique Sy.

(b) Montrer que Is(T) est isomorphe a Sy et que le groupe Is™ (T) des
déplacements qui laissent globalement invariant les sommets de T
est isomorphe au groupe alterné Ay.

Solution. Si ¢ € Is(P), sa restriction & P est alors une permutation de P.

1.

On a Id € Is(P) et pour ¢, dans Is(P), la composée @ o1~ est aussi dans
Is(P), donc Is(P) est un sous-groupe de Is (€) et IsT (P) =1Is(P)NIsT (€)
est un sous-groupe de Is™ (£). Le groupe Is™ (P) est distingué dans Is (P)
comme noyau du morphisme de groupes det : ¢ € Is(P) — det (@) € {—1,1}
(on peut aussi dire que pour p € IsT (P) et p € Is(P), p Lopoyp € Ist (P)).

. Une isométrie ¢ € Is(P) reste injective sur P et elle est surjective de P sur

P puisque ¢ (P) = P, c’est donc une permutation de P. Il est clair que 'ap-
plication ® : ¢ — ¢p est un morphisme de groupes. Si P contient un repere
affine (A4;)y<;<, de &, Tapplication ® est alors injective du fait que I’égalité
@|p = Yjp entraine ¢ (A;) = 1) (A4;) pour tout i compris entre 0 et n, ce qui
implique que ¢ = v puisque ces applications affines coincident sur un repere
affine.

Pour o € Is™ (P), lapplication ¥ : p — o o p est injective de Ist (P) sur
Is= (P) et pour o’ € Is~ (P), p=0"too’ € IsT (P) est un antécédent de o’.
L’application ¥ est donc bijective. De la partition I's (P) = IsT (P)uls~ (P),
on déduit dans le cas ott P est fini que card (I's (P)) = 2card (Is* (P)).

Si P = {Ay,---,A,}, toute application ¢ € Is(P) qui est affine va alors

transformer 'isobarycentre O de P en 'isobarycentre de ¢ (P) = P et néces-
sairement, on a ¢ (O) = O.

(a) A toute isométrie ¢ € Is (T), on associe la permutation :

( Aq Ay As Ay )
7T (A1) w(A2) @(As) w(A)

de E = {A;, Ay, A3, A4} et Papplication @ : ¢ — o est un morphisme
de groupes. Ce morphisme est injectif du fait que (A1, Az, Az, Ay4) est un
repeére affine de £ et qu’une application affine est uniquement déterminée
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par ses valeurs sur un repére affine. Donc Is (7)) est isomorphe & un sous-
groupe de Sy et son ordre divise 24.

Comme S (E) est engendré par les transpositions (A1, Ag) avec k = 2,3, 4,
il suffit de montrer que ® (Is (7)) contient ces transpositions. La trans-
position (A1, Ag) est 'image de la réflexion par rapport au plan média-
teur du segment [Aj, Agx] (ce plan médiateur contient les deux autres
sommet de 7 puisque ses faces sont des triangles équilatéraux). On a
donc ® (Is(T)) = S(E). Comme Is' (T) est d’indice 2 dans Is(T),
® (Ist(T)) est d’'indice 2 dans ® (Is (7)) et donc égal & A(FE).

Exercice 1.3. Matrices de permutation

Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle, n > 2 un entier
et S, le groupe des permutations de I, = {1,--- ,n} (groupe symétrique
d’indice n). A toute permutation o € S, on associe la matrice de passage

Py

de la base canonique B = (ek)lgkgn de K" a la base B, = (eg(k))1<k<n :

On dit que P, est la matrice de permutation associée a o.

1.

Montrer que pour toute permutation o € S,, et tout x = (xk)1<k<n e K",
on a P,x = (xo-—l(k))lgkgn.
Montrer que la trace d’une matrice de permutation P, est égale au
nombre de points fizes de la permutation o.

Montrer que le nombre de matrices de permutation de trace nulle est égal

n
a 0 = n‘z< k') , puis que, pour k compris entre 1 et n, le nombre
k=0

n
de matrices de permutation de trace égale a k est égal a <k> On—k, €n

convenant que dg = 1.

Montrer que ’ensemble des matrices de permutation est un sous-groupe
fini de GL,, (K).

Soit 0 € S,,. Montrer que P;1 = P,—« = 'P, et que det (P,) = ¢ (o),
ou € (o) désigne la signature de o.

On suppose que le corps K est algébriquement clos. Monter qu’une ma-
trice de permutation est diagonalisable dans M,, (K).

Pour cette question, K = C et pour tout entier r compris entre 2 et n,
Y € Sy, est le cycle (1,2,--- ,7).

(a) Déterminer le polynéme minimal, le polynome caractéristique, les
valeurs propres et les vecteurs propres correspondants d’une matrice
de permutation associée a un cycle d’ordre n (justifier le fait qu’il
suffit de s’intéresser da yp).

(b) Déterminer le polynéme minimal et le polynome caractéristique
d’une matrice de permutation associée a un cycle d’ordre r com-
pris entre 2 et n — 1.

(¢) Donner une expression du polynéme caractéristique d’une matrice
de permutation.
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Solution. Pour o € S, la matrice P, est définie par Pyey, = e, (r) pour 1 < k < n,
ce qui revient a dire que P, = (eg(l), e ,ea(n)) = (5i=0(j))1<ij<n’ ol §; ) est le
symbole de Kronecker. o

1.

Pour tout = = (xx) 1<k<n = kaek e K" ona P,x = Zka e = Zxkeg(k)

et le changement d’indice j = o (k) (o est bijective de I sur I,,) nous donne

Pa-l' = E xg—l(j)ej'
Jj=1

. La trace de Py est Tr (Py) = Tr (ep(1),* ,€q(n)) = card{k € I,, | o (k) = k},

soit nombre de points fixes de la permutation o.

De la question précédente, on déduit qu’il y a autant de matrices de permutation
de trace nulle que de permutations de I;, sans point fixe (ou de dérangements) et
n k
-1
il est connu que ce nombre de dérangement est égal & d,, = n'z%
k=0
??). En choisissant, pour k fixé entre 1 et n, un ensemble de k points fixes dans
I,,ily a d,,_; dérangements possibles pour les n — k points restants et comme

(exercice

n n
ilya (k) facons de choisir ces points fixes, on a (k> 0n_k permutations de I,

ayant k points fixes et en conséquence autant de matrices de permutation de
trace égale a k.

Pour toute permutation o € S,,, la matrice P, est inversible puisqu’elle trans-
forme une base de K" en base. Pour 0,0’ dans S, et 1 < k < n, on a
Py (Pyrer) = Poeor(ky = €o(o/(k)) = Coo'(k) = FPoorer, donc PyPyr = Pyor et
P est un morphisme de groupes de S,, dans GL,, (K). Si o € ker (P), on a alors
P; = I, et e, = e, (1) pour tout k compris entre 1 et n, ce qui revient a dire que
o (k) = k pour tout k et donc que o = Id. Le morphisme P est donc injectif.
En conclusion, ’ensemble des matrices de permutation est un sous-groupe fini
de GL,, (K) isomorphe & S,,, donc de cardinal égal & n!

(a) De l'égalité P,P, 1 = P,,-1 = Prq = I, on déduit que P;! = P, 1.
(b) Ona P, = (aij)1<ij<n avec a;; = 0; 5(;) (ol di est le symbole de Krone-
cker), Py = (bij)1<i 5<n aVEC bij = 4ji = 0506) €t Lo "Po = (¢ij)14 j<n

avec " "
0 pour i # j
k=1 k=1

ce qui signifie que P, 'P, = I, et P, = P;!. On peut aussi prendre
K = R et remarquer que la matrice de permutation P, est orthogonale
comme matrice de passage de la base orthonormée B a la base orthonormée
B,. Elle est donc inversible d’inverse *P,.

(¢) Si T est une transposition, la matrice P, est déduite de I,, en permutant
deux colonnes, donc det (P;) = —det([,) = —1. En écrivant 0 € S,
comme produit de p transpositions et en utilisant le fait que P est un
morphisme de groupes, on en déduit que det (P,) = (—=1)" = (o).
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6. L’ensemble des matrices de permutation étant un sous-groupe fini de GL,, (K)
de cardinal n! le théoréme de Lagrange nous dit que pour toute permutation
o € 8,,ona P" = Id ce qui signifie que P, est annulée par le polynéme
Q(X)=X™—1¢€K[X] qui est scindé (puisque K est algébriquement clos) et
a racines simples (puisque son polynéme dérivé n!X™~! s’annule uniquement
en 0 dans K de caractéristique nulle), donc P, est diagonalisable.

(a) Les n-cycles étant tous conjugués dans S,, pour tout cycle v d’ordre
n, il existe une permutation o € S, telle que ¥ = o o7, o o~ !, donc
P, =PF,P,, (P,)~", de sorte que P, a les mémes polynéome minimal et

0 0 0 1
10 --- 0 0

caractéristique que P, = 0 1 00 [em, (C). Le cycle v,
00 --- 10

étant d’ordre n, on a P} = Py» = Prg = In, ce qui signifie que P,

est annulée par @, (X) = X" “lec [X] et le polynéme minimal 7,
de P,, est un diviseur non constant de @,. En notant w, = 62?, on
n—1

aQn(X)= H (X —wk). Si deg(my,) < n, il existe alors un entier k

k=0
compris entre 0 et n — 1 tel que P, soit annulée par :

X1 X ()

R(X) = =
(X) X —wk X —wk
= X"y oE x24T DR X (DR
et avec P,{nel = €y = €+1 pour 0 < j < n—1, on déduit que
R(Py,)e1=entwke 1+ TR, DR, = 0, ce qui contre-

dit le fait que B = (ex);<y<, est une base de C". On a donc 7, = @,
et @, est aussi le polyndéme caractéristique de P, a cause des degrés.
En conclusion, le polyndme minimal et le polyndéme caractéristique d’une

matrice de permutation y associée a un cycle d’ordre n sont égaux au po-
n—1
lynéme @, (X)=X"—-1= H (X — w,’j) . L’ensemble des valeurs propres
k=0
de P, est donc ', = {wk |0 <k <n-—1} (racines n-itmes de l'unité).
Comme ces valeurs propres sont deux a deux distinctes, les espaces propres
associés sont tous de dimension 1. Pour 0 < k < n—1, I'égalité Pyx = wﬁa:
avec € C" \ {0} équivaut a :
T, =wkz;
zj=wprjn (1<j<n—1)

ce qui impose x,, # 0. Choisissant z,, =1,on a x; = w;jk pour 1 < j <n.
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(b) Les r-cycles étant tous conjugués dans S, il nous suffit de considérer le
cas du r-cycle v, = (1,2,--- ,r). Dans ce cas, on a :

Jr 0
P%‘:(e?""767"61767'+1"'a€n): ( 1 I )

o0 --- 01
10 --- 0 O

ouJ, =0 L - 00 fepg, (C) et le polynéme caractéristique
00 --- 10

de P,, est x, (X) = (X" —1)(X —1)""". Les valeurs propres sont les
racines 7-iémes de l'unité et le polynéme minimal est m, (X) = X" — 1
puisque ce polynéme a pour racines les valeurs propres de P, et divise
X" — 1 du fait que P =1, (on peut aussi reprendre la démonstration
faite pour r = n).

(¢) Une permutation o € S,,\ {Id} se décomposant en produit de cycles deux a
deux disjoints, ¢ = 1 - - - 7p, la matrice de permutation P, est semblable &

J, 0 - 0
: p
0 N P m
de polynoéme caractéristique (X — 1) H (X™ —1).
Jr, 0 k=1
0 0 In

Exercice 1.4. Matrices circulantes

Pour tout entier n > 2, on note I, la matrice de permutation associée au
cycle v, = (1,2,--- ,n) € Sy, et a toute suite o = (x)y<f<,_1 de nombres
compleze, on associe la matrice circulante :

ag Ap—1 as ai
aq as as
A= as = ((ai*ijdn))lgi,jgn
Gp—1
Ap—1 s a2 ai ag

1. Préciser les matrices TX pour k entier compris entre 1 et n.
2. Montrer qu’il existe un polynome R € C,, [X] tel que A= R (T,,).

3. Montrer que la matrice de permutation L', est diagonalisable dans
M, (C) et préciser ses valeurs propres.

4. En déduire que A est diagonalisable dans M, (C) et préciser ses valeurs
propres.
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5. Montrer que la matrice A = 0

-1 -~ 0

lisable et calculer son rayon spectral.
1 n --- 3
2 . . 4

6. Montrer que la matrice A = 3

-1
0

0 est diagona-

-1
2

w N

est diagonali-

— 3

sable et calculer son déterminant..

Solution.

1. En notant B = (er); <<, la base canonique de K", la matrice de permutation
I',, est définie par I'e, = egy1 pour 1 <k <n—1et e, =e1, ce qui revient

o0 --- 01
10 -~ 0 O
adirequel,, =] 0 1 0 0 | =( Y 1 . L’application
In1 Op—1nn
0 0 1 0

o €S, — P, € GL, (C) qui associe & une permutation o la matrice de permu-
tation P, étant un morphisme de groupes, on a 'y = P! = Pyn = Prg = I, et
pour 1 <k <n—1,Tk=PF = P, avec :

k 1 o o n—k n—k+1 -+ n
=\ k+1 - n 1 ek

ce qui nous donne :

k
Fn = (6’)’,,12(1)7”' 5677";(’”)) = (6k+17"' NN PR ’ek) = <

Ok n—k I,
Ik On—ik

On peut aussi procéder comme suit. On vérifie facilement par récurrence finie
sur k compris entre 0 et n — 1 que T'ke; = ex41. Il en résulte que :

Fﬁel =TI, (Fn71€1> =Tpe, =€

n

et

Tlep =T0 (TE tey) =T 1 (Iey) =TF e = e (2<k <n)
ce qui signifie que I')) = I,,. Soit k compris entre 1 et n—1. Pour 1 < j <n—k,
onalke; =Tkl te; =TkHi~le; = ¢ i et pour 1 <i<k,onalke, ji;=
Pkpn=k+i=le, = 'nt+i=le; = ['~le; = ¢;. De facon plus lisible, cela s’écrit :
: 7P5Len = €k

k k k
et =ept1, - Mnen—k =en, I'pen_pt1 = €1,
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. . <1 0% n— 1
ce qui revient & dire que I'* = < kn—k k ) .

Lok Op_pk
2. On a:

0 1 0 I 0 I,—
man(0, ) en( 2, 8 )eerenn ()
n— n—

= aol, + a1y, + GQF?L + -+ an,1F2_1 =R (Fn)

n—1
ot R(X) =) apX*.
k=0

3. L’égalité I'" = I,, nous dit que I';, est annulée par le polynéme @, (X) = X" —1

qui est scindé a racines simples dans C [X], ce qui implique que I';, est diagona-
n—1

,ona @, (X)= H(X—wfl).Le

polynéme minimal = de I';, est un diviseur non constant de Qn_. Si deg (7) < n,
il existe alors un entier k compris entre 0 et n — 1 tel que I';, soit annulée par :

2i7w
n

lisable dans M, (C). En notant w,, = e

1 X )
Q(X):X—wﬁ - X —wk

— xn—1 + OJf;Xn_2 ot w7(ln—2)kX + wgln—l)k

et avec les égalités I e; = ej+1 pour j compris entre 0 et n — 1, on déduit que
Qe =ep+wke, 1+ + wé"_mkeg + wé"_l)kel =0, ce qui contredit le
fait que B = (ex);<p<,, est une base de C". On a donc m = Q,, et @, est aussi
le polynéme caractéristique de I',, & cause des degrés. On peut aussi calculer
directement le polynéme caractéristique x (X) de T',,. En effectuant ’opération

élémentaire Ly + L1 + X Lo+ X%2L3+---+ X" 'L, on obtient :

X -~ 0 -1 o --- 0 —-14X"

-1 .0 -1 0
x(X)= = e

: X : : X :

o --- -1 X o --- -1 X

=)D =X -1

Ce polynome étant scindé & racines simples dans C [X], la matrice T',, est diago-
nalisable dans M,, (C), ses valeurs propres étant les racines n-iémes de 1'unité

wk ott k est compris entre 0 et n — 1.

4. Comme la matrice I',, est diagonalisable, il en est de méme de A = R (T',,) et
les valeurs propres de A sont les R (w,’j) ol k est compris entre 0 et n — 1.
5. On est dans la situation de la question 4 avec R(X) =2 — X — X"~ ! donc A
est diagonalisable de valeurs propres :
A =2 —wk — k=D — 9 _ k_,=k

n n

—2(1—Re(wh)) =2 (1 — cos (2?» n = 4sin’ (T)



Exercices utilisant les permutations d’un ensemble fini

km
ou k est compris entre 0 et n— 1, avec A, = 4 sin® <7r — ) = A\ > 0. Pour
n

7T
n=2p,onal=0 A= 4sin® (5) = 4 qui sont simples et :

k
M = Agp_j, = 4sin? (F) (1<k<p-1)

2p
qui sont doubles. Le rayon spectral est alors p(A) = 4. Pour n =2p+ 1, on a
Ao = 0 qui est simple et :

km
M =4sin® ([ —— ) (1<k<
k Sin (2p+1) ( S _p)

qui sont doubles. Le rayon spectral est alors p (A) = A, = 4 sin? <2 p:f_ 1) .
p

. On est dans la situation de la question 4 avec :

:kz; (k+1)Xx*F = (Zxk> = (X"+11>

( HNX"(X-1)+ 7Xn+17an+1*(n+1)Xn+l
(X —1)* (X —1)*
n—1
1
donc A est diagonalisable de valeurs propres \g = Z (k+1)= % et :
k=0
\ nwk " (n+1)wkn 4+ 1 nwk —(n4+1)+1
k =
(wh —1)° (wh —1)°
n (wfl — 1) n

ou k est compris entre 1 et n — 1. Le déterminant de A est :

det (A H)\k— ”“Hﬁ

k=1 n
n—1 xn _1 n—1
L’évaluation en 1 dans I’égalité ZX k= ~_1 - (X — wk) nous donne
k=0 k=1
n—1 n+ 1
H (wk—1) =n(~1)""". On a donc au final det (A) = (~1)""" n"’lT.
=1



Chapitre 2

Exercices faisant intervenir les notions de
congruence et de divisibilité dans Z

Exercice 2.1. Equation diophantienne a® — b3 =7

Montrer que l’équation diophantienne a® — b3 =7 n’a pas de solution.

Solution. Supposons qu'il existe une solution (a,b) € Z2. Si b est pair, on a
alors a®> = 3 (4), ce qui n'est pas possible car un carré est congru a 0 ou 1

modulo 4. L’entier b est donc impair et ’entier a pair. Notre équation s’écrit aussi
b +8=(b+2)(b?—2b+4) = a®+ 1, ou encore (b+ 2) ((b— 1)? —1—3) =a’+1
avec b — 1 pair, ce qui nous donne a? +1 = (b + 2) (4n + 3) . L’entier 4n + 3 ayant
au moins un diviseur premier p congru & —1 modulo 4 (sinon, tous ses diviseurs
premiers sont congrus a 1 modulo 4 et il en est de méme de 4n + 3, ce qui n’est
pas), on aboutit & a®> = —1 (p), ce qui n’est pas possible pour p = —1 (4).

Exercice 2.2. Tests de divisibilité

P
Soitn € Netn =np,---ning = g n,10% son écriture décimale, ot les
k=0
ny sont des entiers compris entre 0 et 9 avec a, # 0. Montrer que :

— n est divisible par 2 si, et seulement si, ng est pair;

P
— n est divisible par 3 si, et seulement si, an =0 (mod 3);
k=0
— n est divisible par 4 si, et seulement si, ng+2n; =0 =0 (mod 4) ;
— n est divisible par 5 si, et seulement si, ng est égal a 0 ou 5 ;
P
— n est divisible par 6 si, et seulement si, 4an = 3no (mod 6) ;
k=0
— n est divisible par T si, et seulement si, Z (-1)n3, +
0<3¢<p
3 Z (1) n3g41 +2 Z (=1)* nggr2 (mod 7);

0<3q+1<p 0<3q+2<p

13
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— n est divisible par 8 si, et seulement si, ng + 2n1 + 4ny =0 (mod 8) ;
P

— n est divisible par 9 si, et seulement si, an =0 (mod 9);
k=0
P
— n est divisible par 11 si, et seulement s, Z (=1)" ng =0 (mod 11) ;
k=0
Solution.
1. Comme 10 est congru a 0 modulo 2 et modulo 5, on déduit que n est congru

a ng modulo 2 et modulo 5 et donc n est divisible par 2 [resp. par 5] si, et
seulement si, son chiffre des unités ng est pair [resp. multiple de 5].

. Du fait que 10 est congru a 1 modulo 3 et modulo 9, on déduit que 10* est

P
congru a 1 modulo 3 et modulo 9 pour tout entier k£ et n est congru a an
k=0

modulo 3 et modulo 9. Donc n est divisible par 3 [resp. par 9] si, et seulement
si, la somme de ses chiffres est divisible par 3 [resp. par 9].

Du fait que 10 est congru & —1 modulo 11 on déduit que 10* est congru a (—1)k

P
modulo 11 pour tout entier k£ et n est congru a Z (—1)k ng modulo 11. Donc

k=0
n est divisible par 11 si, et seulement si, la somme alternée de ses chiffres est

divisible par 11.

On a 10 = 2 (mod 4) et 10> = 0 (mod 4), donc 10* = 0 (mod 4) pour tout
k> 2etn=ng+2n; (mod 4). Il en résulte que n est divisible par 4 si, et
seulement si, ng + 2n; =0 (mod 4).

P P
. On a 10* = 4 (mod 6) pour tout k > 1, donc n = ng + 4an = 427% —3ng

k=1 k=0
P
(mod 6) . Il en résulte que n est divisible par 6 si, et seulement si, 4an = 3ng
k=0

(mod 6).

On a 10 = 3 (mod 7), 102 = 2 (mod 7) et 103> = —1 (mod 7), donc 103 =
(—=1)? (mod 7), 1039+ = 3(—1)? (mod 7) et 10392 = 2(—~1)? (mod 7) pour
tout ¢ > 1 et :

n= Z (—1)"nz,+3 Z (=) nzgs1+2 Z (—1)"n3g+2 (mod 7)

0<3¢<p 0<3¢+1<p 0<3¢+2<p

Il en résulte que n est divisible par 4 si, et seulement si, Z (—=1)"n3, +

0<3¢<p
3 Z (=) nggp1 + 2 Z (—1)"n3ge2 = 0 (mod 7), ce qui s’écrit
0<3¢+1<p 0<3¢+2<p
aussi :

(no 4+ 3n1 + 2n2) — (n3 + 3n4 + 2ns5) + (ng + 3ng + 2n5) —--- =0 (mod 7)
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7. On a 10 = 2 (mod 8) et 102> = 4 (mod 8) et 10> = 0 (mod 8), donc 10¥ =0
(mod 8) pour tout k > 3 et n = ng + 2n1 + 4ny (mod 8). Il en résulte que n
est divisible par 8 si, et seulement si, ng + 2n1 + 4ny =0 (mod 8).

Exercice 2.3. Nombres premiers de la forme pn+ 1 pour p premier

On se fixe un nombre premier p > 2 et on se propose de montrer qu’il
existe une infinité de nombres premiers de la forme pn + 1, ot n est un
entier naturel non nul.

1. Montrer que les diviseurs premiers de U’entier m = 2P — 1 sont de la
forme pn+ 1, ot n est un entier naturel non nul (il existe donc de tels
nombres premiers).

2. On suppose qu’il n’y a qu’un nombre fini py < --- < p,. de nombres
T

premiers de la forme pn+1 et on note N = Hpk, m = (N + 1)’ — NP.
k=1
En désignant par ¢ > 2 un diviseur premier de m, montrer que N # 0

dans le corps Fy = , que (N +1) - N est d’ordre p et conclure.

qz

Solution.

1. L’entier m = 2P — 1 est impair et m > 3 puisque p > 2. Si ¢ > 3 est un diviseur
premier de m, on a alors 2° = T dans le groupe multiplicatif F} et 2 est d’ordre
p, donc p divise ¢ — 1 (théoreme de Lagrange), ce qui signifie qu’il existe un
entier n € N tel que ¢ = pn + 1.

2. Si ¢ > 2 est un diviseur premier de m (on vérifie que m > 2), on a alors
(N + 1)p = N” dans F, et N # 0. Donc N est inversible dans le corps F, et

((N +1)-N 1>p =1 avec (N +1) N # 1, donc (N + 1) N est dordre
p et cet ordre divise ¢ — 1, ce qui signifie qu’il existe un entier n € N tel que
q = pn + 1. Mais alors g est 'un des py et il divise N. En conclusion, ¢ est un
nombre premier qui divise N et m = (N + 1)? — NP, donc il divise aussi N +1,
ce qui n’est pas possible. L’ensemble des nombres premiers de la forme pn + 1
est donc infini.

Exercice 2.4. Théoréme de Lamé

On se propose de montrer que le nombre de divisions euclidiennes que
nécessite l’algorithme d’Euclide pour calculer le pged de a et b, oul < b < a,
est inférieur ou égal a 5 fois le nombre de chiffres de b dans son écriture
décimale.

1. On désigne par (Fy,),cy la suite de Fibonacci définie par :

=0, Fi =1
VnZ?, Fo=F, 1+F, >
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1++5 " —(1—¢)"

et par ¢ = le nombre d’or. Montrer que F,, = NG

pour tout n € N.

2. Soient 1 < b < a deuz entiers naturels. On rappelle que ’algorithme
d’Fuclide pour calculer le pged de a et b consiste a construire la suite
d’entiers (Tn)_;<,<, comme suit :

—r_1=a,r9g=0b,0<1ry <rg estlereste dans la division euclidienne
der_y=aparrg==5;

— sir1=0,0onaalorsp=1etaANb=0>b, sinon, pourl <n<p-—1,
0 <r, <rn_1 estle reste dans la division euclidienne de r,,_s par
Tn—1;

— 75— 0.

Onadoncr,=0<r, 1 <---<ri1<rgetaNb=roAri=---=
Tp—1 A Tp = Tp_1, c’est a dire que a A b est le dernier reste non
nul rp,—1 dans cette suite de divisions euclidiennes. L’algorithme
d’Euclide a donc nécessité p— 1 divisions euclidiennes. La derniéere
division, qui donne un reste nul, n’est pas comptée.

(a) Montrer qu’il eziste deux suites d’entiers (un)oc,<, €l
(Un)0<n<p telles que r,, = au, + bv, pour tout n compris entre
0etp—1.

(b) Montrer que rp_y, > Fy, pour tout k compris entre O et p.

(c) En désignant par m le nombre de chiffres dans lécriture de b
m + logy (\/5)

en base 10, montrer que p <
logyg (¢)

(d) Montrer que p—1 < 5m.

Solution.

1.

Le polynoéme caractéristique de la relation de récurrence définissant la suite

1+5
2

et

(Fp)pen est P(X) = X2 — X —1 et ce polynéme a pour racines ¢ =
1 1-+5
1 — SO = —— =
© 2
de deux constantes réelles a, 3 telles que F,, = ap™ + (1 —¢)" pour tout
n € N. Les conditions initiales nous donnent Fy = a+ 5 =0 et F; = ap +
1 1
1-— =1,donc 8 = —aet 2p—1)a = 1, soit « = ——— = — et
Bl-v) B (20-1) o1 5
n_ (1 — n
F, = u pour tout n € N.

V5

(somme et produit des racines). Il en résulte I’existence
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(a)

Powrn=0,n=1onarg=b=a-04+b-1,7r1 =a-14+b(—q1). En
supposant le résultat acquis jusqu’a 'ordre n —1 <p—1,on a:

Tn = —qnTn-1+ Tn—2 = —qn (QUp—1 + bvy_1) + aUyp_2 + bUp_2

=a (un72 - qnunfl) +0b (Un72 - qn/Unfl) = auy + bvn

En particulier pour n =p—1onaaAb=r,_1 = aup_1 +bvp_1 = au+bv,
soit I'identité de Bézout.

Pour k=0,onar, =0=Fy. Pour k=1, onar,_1 >1=F (rp_1 est
le dernier reste non nul). Supposant le résultat acquis jusqu’au rang k — 1
avec 2 < k < p. Par construction, on a :

Tp—k = p—(b—2)Tp—(k-1) + Tp—(k—2) (0 <Tp—(h-2) < Tp—(6-1))
donc q,_(x—2y = 1 puisque 0 < 7,_(x_1) < 7p_k €t :
Tp—k 2 Tp—(k—1) + Tp—(k—2) = Fr—1 + Fr—2 = F},

En particulier, on a pour k = p, ro = b > F,.

L’écriture en base 10 de b est b = mzélbklOk et on a 10™ ! < b < 10™,
k=0

donc 10™ > b+ 1 et m > W = logy (b+1). D’autre part, on a

b>FpWaVec I1—¢| = \/5271 <1, doncllx/?p<1et

b—i—lzip/—;—l— (1—(1_\/%0)p> 2\@/—; ce qui nous donne :

P

m > logy, (b+ 1) > logy (ijg) = plogy, (¢) — logy, (\/5)

m + logy (V/5) '

et p <
logyg ()

o
478, 8 = —BL0 logio (V5) ) _ g 7.

logy () logy ()
Comme p — 1 est un entier, on a en fait p — 1 < [am + f]. Il nous suffit

donc de montrer que f(m ) = [am + ] < 5m pour tout m € N*. Pour
m=1,2,3,ona:

f()=la+p8]=5, f(2)=[2a+p] =10, f(3)=[3a+p] =15

et pour m > 4, am + 8 = 4.785 - m + 0.672 = 5m + (0.672 — 0.215 - m)
avec 0.215-m — 0.672 > 0.215-4 — 0.672 = 0.188 > 0, donc am + 8 < bm
et p—1<bm.

Onap—1<am+faveca =
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Exercice 2.5. Théoreme de Cauchy dans le cas commutatif

Soit (G,-) un groupe commutatif fini d’ordre n > 2.

1. Soient p, q deux entiers naturels non nuls. Montrer qu’il existe deux
entiers p' et q¢' premiers entre eux tels que p' divise p, q¢' divise q et
pVqg=7p'q (pVq désigne le ppcm de p et q).

2. Montrer qu’il existe un élément de G dont l’ordre est égal au ppcm m
des ordres de tous les éléments de G.

3. Montrer que m a les mémes facteurs premiers que n.

4. En déduire que pour tout diviseur premier p de n il existe dans G un
élément d’ordre p (théoréme de Cauchy dans le cas commutatif).

Solution.
1. Pour p=1o0uq =1, c’est clair avec p’ = pet ¢ = q. Pour p > 2 et ¢ > 2,
T K

on a les décompositions en facteurs premiers, p = Hp;’ et ¢ = Hpiiavec
i=1 i=1
2 < p; < --- < ps premiers et les «;, 3; entiers positifs ou nuls pour 1 < i <.
K T

On pose alors p’ = H piietq = H p; (p' ou ¢’ est égal & 1 si la condition

=1 i=1
ai>fB; a;<fB;

a; > fB; ou o < B; nest jamais vérifiée) et on a p’ qui divise p, ¢ qui divise ¢
T
etpVag=T]] p;n&x(o"“ﬂi) =p'q avec p' AN¢' = 1.
i=1
2. Soit p le plus grand des ordres des éléments de G (exposant de G) et z un
élément d’ordre p dans G. Nous allons montrer que p est multiple de 1'ordre
de tout élément de G, en conséquence c’est le ppcm de ces ordres. Soit donc y
un élément de G et p sont ordre. En désignant par p’ et p’ des entiers premiers
2
entre eux tels que p’ divise p, p’ divise pet uVp = p'p’, on a 2’ = z» d’ordre
Db
',y = y» dordre p’ et le produit 'y’ est d’ordre p'p’ = p VvV p (le groupe
G est commutatif et les ordres u’ et p’ sont premiers entre eux). On a donc
uwVp < puetdonc p=pVpest un multiple de p. En définitive p est le ppcm
m des ordres des éléments de G et il existe un élément x de G d’ordre m.
p
3. Soit {x1,---,x,} un systeme de générateurs de G (qui est fini) et H = [] (z;) .
i=1
Du fait que G est commutatif, ’application ¢ : H — G définie par :

P
Vy:(ylv"'vyp)gHa ¢(y):HZJ1
i=1
est un morphisme de groupes et ce morphisme est surjectif puisque {z1,--- ,z,}

engendre GG. Ce morphisme surjectif induit alors un isomorphisme du groupe
@) sur G, ce qui entraine card (H) = card (ker (¢)) card (G) et
er

P
n = card (G) divise card (H) = Hri oll, pour ¢ compris entre 1 et p, r; est
i=1

quotient
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lordre de x;. Le ppcm m des ordres des éléments de G étant multiple de chaque

p

r;, mP est multiple de [[ r; donc de n, ce qui entraine que m a les mémes
i=1

facteurs premiers que n.

4. Si p est un diviseur premier de n, c’est également un diviseur premier de m et
m = pr. En désignant par x un élément de G d’ordre m et en posant y = z" on
dispose d’un élément d’ordre p dans G.

. - . . Z
Exercice 2.6. Eléments inversibles de 307
Pour tout a € N* et tout n € Z, on note m = n+2%Z la classe résiduelle
Z X
de n modulo 2“. <20‘Z) désigne le groupe multiplicatif des éléments in-
ibles de 1’ Z
versibles de l'anneau —.
227
Z X
1. Préciser (2“2) pour o € {1,2}.
Pour la suite de l’exercice, on suppose que o > 3.
Z X
2. lestl dinal de | — ?
Quel est le cardinal de <20‘Z>
3. Montrer qu’il existe une suite (A\y),cy d’entiers impairs tels que :
VEk € N, 52" =1 + \,2F+2
_ Z \*
En déduire que 5 est d’ordre 292 dans le groupe (20‘2) , puis que
Z \”~ —k
o) = {FF losk <22}
() ={#"10s
Z X
4. Le groupe | — est-il cyclique ?
227

Solution.

ZN\* = ZN\ e — Z Z\"~

1. On a (22) = {1} et (?Z) = {1,— } ~ A Le groupe (20‘2) est,
donc cycliques pour « € {1,2}.

Z X
2. On a card (QO‘Z) = ¢ (2%) = 227! (fonction indicatrice d’Euler).
3. Pour k=0,onab=1+22et \g=1.Pour k=1, onab?>=1+3x%23et

A1 = 3. Supposant le résultat acquis pour £ > 1, on a :
52 = (14 \282) 7 = 1 Ay 288

avec A1 = A\p + A228F1 = ), (1 + )\ka‘H) impair si A\, lest.
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72072 - _ 720473 - _ - _

4. On a 5 =14 Xp-22* = 1eth =1+ Ay 32071 =T 4201 £ 1
(Aa—3 est impair, donc \,_3 = 1), ce qui signifie que 5 est d’ordre 2%~2 dans

Z x — 7 X
(2"2) et H = <5> est un sous-groupe cyclique d’ordre 2%~2 de <2O‘Z> .

Les ensembles H = {gk |0<k< 2@—2} et K = {—gk |0<k< 20‘_2} sont de

Z X
méme cardinal égal & 272 et contenus dans (M) . Si l'intersection H N K

est non vide, il existe alors deux entiers j < k compris entre 0 et 272 — 1

tels que 5 = ~5, ce qui nous donne 5 (5167]’ +T> = 0, soit 57 41=0
(gj est inversible) avec k — j € N, ce qui n’est pas possible car 4 ne divise pas

58=7 +1 (5F=7 41 est congru & 2 modulo 4). On a donc HN K = () et I'inclusion

Z X

HUK C <20‘Z> , ces deux ensembles étant de méme cardinal égal a 2271,
. TN\ =k 72

ce qui nous donne 1’égalité 507 = {:I:5 |0 <k<2¢ } .

5. Le groupe H étant d’ordre 2972, tous ses éléments ainsi que ceux de K ont
un ordre inférieur ou égal, donc il n’existe pas d’élément d’ordre 2¢~! dans

X
(2°‘Z) et ce groupe n’est pas cyclique pour o > 3.



Chapitre 3

Exercices illustrant 1’utilisation des
nombres premiers

Exercice 3.1. Fonctions arithmétiques multiplicatives

On note P l’ensemble des nombres premiers. On appelle fonction arith-
métique toute fonction f de N* dans C. Une telle fonction est dite mul-
tiplicative si f (1) # 0 et f(nm) = f(n)f(m) pour tout couple (n,m)
d’entiers naturels non nuls premiers entre eux. Pour tout n € N*, on note
D,, Uensemble des diviseurs de n dans N*.

1. Soit f une fonction arithmétique multiplicative.

(a) Montrer que f (1) =1 et que si (nk);<y<, €st une suite de r > 2
entiers naturels non nuls deux a deux premiers entre eux, on a alors

f (Hm) = 1]/ w)-
k=1 k=1

(b) Montrer que pour tout couple (n,m) d’entiers naturels non nuls, on
a f(n)f(m)=fmAm)f(nvm).
2. Montrer qu’une fonction arithmétique multiplicative est uniquement dé-
terminée par les f (p*), oup € P et a € N*.

3. Soient n > 2 et m > 2 deux entiers premiers entre eux. Montrer que
Uapplication (d,d) — dé réalise une bijection de Dy, X Dy, sur Dpm.
Préciser son inverse.

4. Montrer que la fonction arithmétique T définie par T (n) = card (D,,)
pour tout n € N* est multiplicative (T (n) est le nombre de diviseurs
de n). Donner une expression de T (n) en utilisant la décomposition en
facteurs premiers de n > 2.

5. En notant, pour tout n € N*, E, = {(dl,dg,dg) e (N*)? | dydads = n}
et F,, = {(d, 0) € (N"‘)2 ,deD, etd e Dd} , montrer que Uapplication :

F,
(d1d27 dl)

Pn Ey
(dla d2a d3)

&

21
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est bijective.
Le produit de convolution (ou de Dirichlet) de deux fonctions arithmé-
tiques f, g est la fonction arithmétique notée f x g et définie par :
n
meN, (fxg)(m) = Y. f@g(%)
deD,,

6. Montrer que Uensemble A = CN" des fonctions arithmétiques muni des
lois + et *, est un anneau commutatif, unitaire, integre et que ses €élé-
ments inversibles sont les fonctions arithmétiques f telles que f (1) # 0.

7. Soit f une fonction arithmétique multiplicative.

(a) Montrer que f est inversible dans 'anneau A. On note g = f~1
son inverse.

(b) Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que, pour tout (o, m) dans
N x N* tel que p ne divise pas m, on a g (p*m) = g (p%) g (m).

(c) En déduire que g est multiplicative.

8. Montrer que l’ensemble M des fonctions arithmétiques multiplicatives
muni de la loi x est un groupe commutatif.

Solution.
1.

(a)

De f(1) = f(1-1) = f(1)* avec f (1) # 0, on déduit que f (1) = 1. La
deuxieme propriété se vérifie par récurrence sur v > 2. Pour » = 2, c’est la
définition d’une fonction arithmétique multiplicative. Supposons le résultat
acquis au rang 7 > 2 et soit (nk); <<, une suite d’entiers naturels non

nuls deux a deux premiers entre eux. Dans ce cas, n; est premier avec
r+1

m = an (sinon il existe p € P qui divise ny et m, donc p divise aussi

k=2
I'un des ny avec k # 1, ce qui contredit le fait que n; et ng sont premiers

r+1 r+1 r+1
entre eux) et on a f (an) = f(nim) = f(n1) f (an> = Hf(nk)
k=2 k=1

k=1
en exploitant le cas r = 2 et ’hypothese de récurrence.

Pour n = 1 ou m = 1, c’est clair. Pour n > 2 et m > 2, en utilisant les
T

-
. o . - ak _ Be s
décompositions en facteurs premiers n = Hpk et m = Hpk , ou les py.
k=1 k=1
sont des nombres premiers deux a deux distincts et les oy, S5 des entiers
naturels (certains de ces entiers pouvant éventuellement étre nuls), on a
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r r
nAm = szlln(ak>ﬁk)’ nvVim= szﬂax(akﬁk) et
k=1 k=1

f(n) f(m) = li[f(pi’“) ljf (pfk) = li[f(p?k)f (pfk)
_ Hf ( min ak,ﬁk)) f ( maX(ak,ﬁk))
_TT7 (22 TT7 (o) = £ 0 m
k=1 k=1

(ponr o < i omn f (o) 7 () = 10 1 (o) e
pour ax > B, on a f (p M) £ (pr ety = 1 (54) £ ().

2. Cela se déduit de f (1) =1 et de l'unicité de la décomposition en facteurs pre-
T

miers d’un entier n > 2. On a la décomposition en facteurs premiers n = H pRE
k=1

ou les p; < --- < p, sont des nombres premiers et les oy des entiers naturels

non nuls, cette décomposition étant unique. Les entiers p}*, pour 1<k<r,

étant deux & deux premiers entre eux, on en déduit que f (n H f (). La

connaissance des f (p®) pour tout (p, o) € P xN* détermine donc completement
la fonction multiplicative f.

3. Si d divise n et § divise m, le produit dé divise alors nm, donc la fonction
f:(d,d) — dé définit bien une application de D,, X D,, dans Dy,. Si (d,d) et
(d',¢") dans D,, x Dy, sont tels que f (d,d) = f(d',¢"), onaalors dj = d'§’, donc
d divise d'¢’ en étant premier avec &’ (d divise n et ¢’ divise m, donc dAd’ divise
nAm =1 dans N*), ce qui implique que d divise d’. Avec les mémes arguments,
on voit que d’ divise d, donc d = d’ et § = §'. L’application f est donc injective.
Les entiers n et m étant premlers entre eux, leurs décompositions en facteurs

premiers sont de la forme n = Hp ketm= H prr,oul <r < s, les py

k=1 k=r+1
sont des nombres premiers deux a deux distincts et les oy, des entiers naturels

non nuls, de sorte que les diviseurs de nm sont de la forme d' = pr’“oﬁ
les S sont des entiers compris entre 0 et ay, ce qui s’écrit d' = do :_f (d,d)
S

avec d = Hpﬁ’“ =d Ane€D,etd= H pg’“ € D,,. L’application f est
k=r+4+1
donc surJectlve. En conclusion, f est bijective de D,, x D,, sur D,,,,, d’inverse

f~tod — (d An,d Am).
4. Ona7(l) =1 et pour n > 2 et m > 2 premiers entre eux, on a en exploitant
le fait que les ensembles D,, X D,, et D,,, sont équipotents :

7 (nm) = card (D) = card (D,, X D,,) = card (D,,) card (D,,) = 7 (n) 7 (m)
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ce qui nous dit que 7 est multiplicative. Pour tout (p,a) € P x N* on a
7(p®) = a + 1 puisque, pour p premier, les diviseurs de p* sont les p® ou

B €{0,1,--- ,a}. Il en résulte que pour n = Hpgk > 2, ol les pr, € P sont
k=1

deux & deux distincts et les a, € N*, on a 7(n) = HT (pp*) = H (o +1).
= k=1

. Pour tout (dy,ds,d3) € Ep, on a d = dids € D, et § = dy € Dy, donc ¢, est
bien une application de E, sur F,. Si (dy,ds,ds) et (d},db,ds) dans E,, sont
tels que ¢y, (d1,da,ds) = on (d],d5, ds), on a alors (dldg,dl) = (dydy,d)) ce
qui nous donne d; = d}, dids = d|d} dans N*, donc dy = d),, puis compte tenu
de didods = dy,dydy = n dans N*, on en déduit que d3 = df. La fonction ¢,
est donc injective. Pour (d,d) € F,,, on a n = dq = 0¢’q, donc (4,q,¢') € E,
et ©n(0,4,¢") = (6q,0) = (d,d), ce qui nous dit que ¢, est surjective. En

d
conclusion, ¢, est bijective d’inverse ¢! : (d,d) — (5, %, (5) .

(a) Il est connu que (CN', +) est un groupe commutatif (suites définies sur N*
n
et & valeurs complexes). Du fait que pour tout n € N*, application d — —

est une permutation de D,,, on déduit pour toutes fonctions arithmétiques
fetg ona:

(Fe =3 1@ 9(5) = Zf(d,) = (g% f) (n)

La loi * est donc commutative. La distributivité de x par rapport a ’ad-
dition se déduit du fait que C est un corps. Pour f, g, h dans A, on a pour
tout n € N*, en utilisant les notations de la question précédente :

renenon= 5 eawn ()= 3 () (5 r00(%)

deD,

3 h(Z)fw)g(gl): > ) gl h(d)

(d,8)€F, (d1,d2,d3)EE,

en effectuant le changement d’indice (dy,ds, d3) = ¢t (d, ) = (6, %i, Z) .

De maniere analogue, on a :

o= 1 (3o = 3 1) (3 o (£)

deD,, deD, 0€Dy
n d
> r(Gaon(5)= X rans@n
(d,0)EF, (dy,d2,d3)€E,

= Y Fd)gd)hd)

(dy.dy,dy)EE,
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La loi * est donc associative. Le neutre pour la loi * est la fonction arith-
métique e définie par e(1) = 1 et e(n) = 0 pour tout n > 2 (pour tout

neN ona(fxe)(n)=(exf)(n)= Y e(d)f(%) — (n)). Au final,
(A, +, %) est un anneau commutatif unﬁceaiprﬂé.

(b) Soient f,g dans A\ {0} . En désignant par n € N* le plus petit entier tel
que f (n) # 0 et par m € N* le plus petit entier tel que g (m) # 0, on a :

(Fra)m= S fdg(")=fmem+ S e (")

d€Dpm, d€Dnm\{n}
Si d € Dum \ {n} est strictement inférieur & n, on a alors f(d) = 0,
. nm nm nm .
sinonona — < — =metmetg (7 = 0, ce qui nous donne

(fxg)(nm) = f(n) g(m) # 0 et f x g est non nulle. L’anneau (A, +, *)
est donc integre.

(¢) Si f € A est inversible, il existe alors g € A telle que f x g = e, donc
1=e()=(f*xg)(1) = f(1)g(1) et nécessairement f (1) est non nul.
Réciproquement si f € A est telle que f (1) # 0, en définissant g € A par
la relation de récurrence :

1
g(1)= 0] » )
Yn>2, g(n)= deDn\{n}f (E) g(d)

(Fra)m=rMam+ > [(5)e@)=0

deDy\{n}

pour n > 2, c’est-a-dire que f * g = e et g est I'inverse de f dans A.

(a) Une fonction multiplicative vérifiant f (1) = 1 est inversible dans A.

(b) On raisonne par récurrence sur l'entier s = a4+ m > 1. Pour s = 1, la
seule possibilité est « =0, m =1 et on a g (p*m) = g(m) = g (p*) g (M)
puisque g (1) = 1. Supposons le résultat acquis jusqu’au rang s > 1, soit
que pour tout couple d’entiers (8,d) € N x N* tel que p ne divise pas d
et B+d < s, onag(p’d) =g(p®)g(d). Pour (a,m) € N x N* tel que
p ne divise pas m et o + m = s + 1, sachant que l'application (d,d) — dd
réalise une bijection de Dpe X Dy, = {pB, 0<pB< a} X Dy, sur Dy, on
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peut écrire que :

g (p*m) = — > f pjﬁ) g(d)

d’€Dpay \{p*m}

-— Y. 7 (po“ %) g9 (p’d)
0<B<a
d€D,,, pPd#£p*m

= —ai:l S of (pa‘ﬁg) g('d) - > f (%) g (p™d)

B=0d€D,, d€Dy\{m}

d
premier avec ”l pour 1 < a — 8 < « (p ne divisant pas m, ne divise
m .
pas ), g (p°d) = g (p°) g (d) et g (p°d) = g (p™) g (d) par hypothese de
récurrence (ona f+d<a—14+m<seta+d<a+m <s), ce qui nous
donne :

avec f (pa’ﬁ%) =f (pa’ﬁ) f <m> car f est multiplicative et p®~ % est
m

g(p*m) = *Oilf ") g () < Yoof (%) g(d)>
5=0

d€Dym
-9 > f (%) g(d)
deDp \{m}
avec Z f (%) g(d)=—g(m) et :
deDy \{m}
S r(F)e@=gm+ > f(5)g@=0
d€Dm deDy \{m}

pour tout 3 par définition de g = f~*. On a donc g (p®m) = g (p®) g (m) .

Onag(l) =1letpourn =1oum = 1,ilest clair que g (nm) = g (n) g (m).

Pour n > 2 et m > 2 premiers entre eux, on a la décomposition en facteurs
T

premiers n = H py* ol les py, sont des nombres premiers deux & deux dis-

k=1
tincts ne divisant pas m et les aj des entiers naturels non nuls. Pour r = 1,

la question précédente nous dit que g (nm) = g (p*)g(m) =g(n)g(m).

Et supposant acquis que g (nm) = g (n) g (m) pour tous les couples d’en-
r r+1

tiers (n,m) ot n = sz‘ﬂ les py, ne divisent pas m, on a pour n = sz"“
k=1 k=1
premier avec m (avec des notations évidentes) :

r+1 r+1
g(nm) =g (pi)g (meZ’“> =gy (Hpij’“) g(m)
k=2 k=2

r+1
=y (pi” Hp%’“) g(m)=g(n)g(m)
k=2
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8. L’élément neutre e pour la loi * est une fonction multiplicative (si n =m = 1,
on a alors e (nm) =1 =-e(n)e(m), sinon, on an > 2oum > 2 et e(nm) =
1=e(n)e(m)). Si f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives, on
a alors, en notant h = f * g leur produit de convolution, h (1) = f(1)g(1) =1
et pour tous n, m dans N*| tenant compte du fait que Papplication (d, §) — dd
réalise une bijection de D,, X D,,, sur D,;,, on a :

hmm)= Y f)e(Sr) = X fadg(5F)
d'"€Dnm (d,6)EDp XDy,

Dans le cas ot n et m sont premiers entre eux, pour tout (d,d) € D,, X Dy, les

. . . n m
entiers d et § sont premiers entre eux ainsi que — et —, donc :

d 0
hmm)= > f@fO9(5)9(5)

(d,6)EDy, XDy

-5 () (5 ro(2)

deD, 0EDm
=h(m) Y fd)g (%) =hm)h®)

deDy,

L’ensemble M est donc stable par *. La question précédente nous dit que les
éléments de M sont inversibles d’inverse dans M. Enfin comme la loi * est
commutative et associative sur A, elle I'est aussi sur M. En conclusion (M, )
est un groupe commutatif.

Exercice 3.2. Somme et produit des diviseurs d’un entier

Pour tout entier n > 2, on note D,, I’ensemble des diviseurs de n dans

N*) 7 (n) = card (D,,) le nombre de ces diviseurs, o (n) = Z d la somme
deD,

de ces diviseurs et P (n) = H d le produit de ces diviseurs. Pour n = 1,

deD,,
onaT(l)=0(l)=P(1)=1.

1. En utilisant la décomposition en facteurs premiers d’un entier n > 2,
donner une expression de T (n) .

2. Montrer qu’un entier n > 2 est un carré parfait si, et seulement si, T (n)
est pair.

3. Montrer que, pour tout entiern > 2, onan+1<o(n) <n(l+In(n)),
Uégalité o (n) = 1+ n étant réalisée si, et seulement si, n est premier.

4. Montrer que P (n) = \/ﬁT(n).

5. Soient p un nombre premier et o un entier naturel non nul. Calculer
o (p®).

6. Soient n > 2 et m > 2 deux entiers premiers entre eux. Montrer que
o(nm)=o0(n)o(m).
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7. En utilisant la décomposition en facteurs premiers d’un entier n > 2,
donner une expression de o (n).

8. Donner une condition pour que o (n) soit impair.

9. On dit qu’un entier n > 2 est parfait, s’il est la somme de ses diviseurs
stricts, ce qui revient d dire que o (n) = 2n.

(a) Soient a > 2 et p > 2 deux entiers et m = aP — 1. Montrer que
st m est premier, on a alors a = 2 et p est premier. La réciproque
est-elle vraie ?

(b) On appelle nombre de Mersenne tout entier de la forme 2P — 1,
ou p est premier et nombre d’Euclide tout entier de la forme
2P=1 (2P — 1) ou p est un nombre premier tel que 2P —1 soit premier.
Montrer qu’un entier est un mombre d’Euclide si, et seulement si,
il est pair et parfait (théoréme d’Euler).

Solution.

,

1. On a la décomposition en facteurs premiers n = sz’“, ou les pi sont des
k=1

nombres premiers deux a deux distincts et les ay, des entiers naturels non nuls.

”
Les diviseurs positifs de I’entier n sont de la forme d = przk ou les B; sont

k=1
r

des entiers compris entre 0 et ag, ce qui nous dit qu’il y a H (ag + 1) tels

k=1
diviseurs. En effet, en notant I, = {0, -+ ,ax} pour 1 < k < r, lapplication
T T
(Br)1<p<r pr’" réalise une bijection de HIk sur D,,, ce qui implique que
o k=1 k=1
T K
card (D,,) = card (ka> = H (s +1).
k=1 k=1

2. On a les équivalences :
(7 (n) est pair) < (tous les ay sont pairs) < (n est un carré parfait)

3. Comme 1 et n sont dans D,,, on a o (n) > 1+ n et Pégalité est réalisée si, et
seulement si, 1 et n sont les seuls diviseurs de n, ce qui revient a dire que n est
premier. Un entier strictement positif d divise n si, et seulement si, il existe un
entier ¢ compris entre 1 et n tel que n = qd, ce qui nous donne :

deD,, q€D, k=1
n k n
dt dt
<1—|—Z/ — =1 / — =1+41n(n)
k-1t 1

4. Dans le cas ou n n’est pas un carré parfait un entier d € N* est un diviseur de
n si, et seulement si, il existe ¢ € N* tel que n = dq et dans ce cas, on a d < \/n
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n
si, et seulement si, ¢ = g > n (Pégalité d = \/n n’est pas possible), ce qui nous

permet d’écrire que :

n n T(n)
[Te1] 5= T o= T n=n
deD,, deD, d€Dy, deD,
d<y/n d<\/n d</n d<y/n

2

Pour n = m* carré parfait, on a :

P(n)=m H d H gzn% H nzn%nT(n;l :nT<2n)
deD\{m} deDn\{m} deD,\{m}
d<\/m d<\/m d</n

5. Pour p premier, les diviseurs de p® sont les entiers p* ol k est un entier compris
a+1l _ 1
entre 0 et «, donc o ( Zp

6. Si n et m sont premlers entre eux, leurs décompositions en facteurs premiers

sont de la forme n = Hpa’“ et m = H prt,oul <r <s, les p; sont des
k=1 k=r+1
nombres premiers deux a deux distincts et les ay, des entiers naturels non nuls.

S
Les diviseurs de nm sont donc de la forme d = H pﬁ * ou les Bi sont des entiers

k=1
compris entre 0 et ay. Ces diviseurs s’écrivent de maniére unique d = d’d”, ou

d € D,, et d’ € Dy, I'unicité provenant de I'unicité dans la décomposition en
facteurs premiers de d, ce qui nous donne :

Z d= Z d’( Z d”) =o(m) Z d =o(m)o(n)

d€Dnm d'€D, d" €D, €D,

T T
7. On en déduit que pour n = sz"“, onao(n)= HO’ (pp*) =
k=1 k=1 k=1
T
8. L’entier o (n) = Ha (pp*) est impair si, et seulement si, tous les o (py*) sont
k=1
impairs. Pour p = 2, o (p®) = 2%*! — 1 est impair. Pour p > 3 premier impair,
(o3

o(p*) = g p* est impair si, et seulement si, le nombre de termes impairs qui
k=0
forment cette somme est impair, ce qui revient a dire que o + 1 est impair,

soit que « est pair. Donc o (n) est impair si, et seulement si, n est de la forme
n=2m2 ol a € N, m € N* est impair et a € N.

p—1
(a) Onam=a? —1=(a—1) Za (a—1)q. Poura>3,onaa—12>2

k=0
et ¢ > 2 puisque p > 2, donc m ne peut étre premier. Donc m = aP — 1
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premier impose a = 2. Si p n’est pas premier, il s’écrit alors p = gr avec
q>2,r>2etona:

m=27—1=029" -1=027-1)Y 29" =(29-1)s
0

ﬁ
|

x>
Il

avec 27 — 1 > 2 (puisque 27 > 4) et s > 2 (puisque r > 2), donc V'entier p
est nécessairement premier. Pour p = 2,3,5,7, on a m = 3,7,31,127 qui
sont premiers et pour p = 11, on a m = 21 — 1 = 2047 = 23 x 89. La
réciproque est donc fausse.

Soit n = 2P~!m un nombre d’Euclide, ott m = 2P — 1 est un nombre de
Mersenne premier. Cet entier est pair (car p > 2) décomposé en facteurs
premiers (car m est premier impair) et ses diviseurs sont les 27 et les 2/m
avec j, k compris entre 0 et p — 1, donc :

p—1 p—1
o (n) :Z2j+mz2k =(1+m)(2P—-1)=2’Pm=2n
§=0 k=0

Donc m est parfait. Réciproquement, soit n = 2*m un nombre parfait pair
(> 1 et m > 1 impair). Les diviseurs de n sont les 2"”‘d7 ou k est compris
entre 0 et « et d est un diviseur de m. Comme n est parfait, on a :

2n =2°""m =0 (n) =0 (2°m) =0 (2*) o (m) = (2*T' = 1) o (m)

Comme 2°T1 est premier avec 21 — 1, il divise nécessairement o (m),
donc o (m) =29F g et :

(2a+1 o 1) o (m) _ (2a+1 o 1) 2a+1q _ 2a+lm

soit m = (2071 — 1) ¢ = 2"l — g = o (m) — ¢, donc ¢ = o (m) — m est
égal a la somme des diviseurs stricts de m. Mais de m = (2‘”‘1 — 1) q avec
m impair et 2°T1 —1 > 2, on déduit que ¢ est lui méme un diviseur impair
strict de m. La seule possibilité est donc ¢ = 1 et m =291 —1 =g (m)—1
est premier, ce qui impose que p = « + 1 est premier. En conclusion,
n = 2%m = 2P~1 (2P — 1) est un nombre d’Euclide.

Exercice 3.3. Nombres de Carmichaél

On appelle nombre de Carmichaél tout entier n > 3 non premier tel que
a" ! =1 (mod n) pour tout entier a premier avec n.

1.

Soient a,b des entiers relatifs et (ng) <<, une suite finie de r > 2
entiers naturels non nuls.

(a) Monter que si a = b mod (ng) pour tout k compris entre 1 et r, on
a alors a = b mod (ny V---Vn,.). Dans le cas ot les ny sont deux

T
a deux premiers entre eux, on a a = b mod (an> .
k=1
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(b) Montrer que 561 est un nombre de Carmichaél.

2. Montrer qu’un nombre de Carmichaél est sans facteur carré dans sa
décomposition en nombres premiers.

3. Soit n > 3 un entier. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) il existe un entier r > 3 et des nombres premiers 3 < p; < -+ < py
T

tels que n = Hpj et, pour tout indice j compris entre 1 et r, p; —1
j=1
divisen — 1 ;

Z

(b) n est non premier et, pour tout x € —7ona " =x;
n

(c) n est un nombre de Carmichaél.

4. Donner des exemples de nombres de Carmichaél.

Solution.

1.

(a) Si a = b mod (ng) pour tout k compris entre 1 et r, b — a est alors un
multiple commun aux ny et en conséquence de ny V- .-V n,, ce qui signifie
que a = b mod(ny V---Vn,). Dans le cas ou les nj sont deux a deux

T
premiers entre eux, onany V:---Vn, = an
k=1

(b) n = 561 est divisible par 3 (car 1+6+5 = 12) et par 11 (car 1—6+5 = 0).

Précisément, on a la décomposition en facteurs premiers 561 = 3-11-17 =
3

Hpk. Dire que a est premier avec 561 équivaut a dire qu’il est premier
k=1

avec chaque py, et le théoréme de Fermat nous dit que a?*~! = 1 mod (py)
et en remarquant que 560 est divisible par chaque py — 1 (560 = 2 - 280 =
10-56 = 16 - 35), on en déduit que a®%® =1 mod (py.) pour k = 1,2,3 et la
question précédente nous dit que a®° =1 (561).

2. Soit n un nombre de Carmichaél. Supposons que n admette un facteur carré,
c’est-a-dire qu'’il existe un nombre premier p > 3 (n est impair) et un entier
q > 1tels que n = p?q. Avec (1 +pq) (1 —pq) = 1—-p*¢> =1—gn =1 (mod n),

_ 7, _
on déduit que x = 1+ pq € 7 est inversible d’inverse 1 — pq. Comme pq #
n

0 (mod n) (n = p*q ne peut diviser pq), on a x # 1 et avec :

p
(1+pg)” =1+p°¢+p°q b p"2¢* 1 =1 (mod n)
k
k=2
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Z X
on déduit que x est d’ordre p dans (Z) . Comme n est un nombre de

n

Carmichaél, on a "1 =T et 'ordre p de z va diviser n — 1 = p?q — 1, ce qui
est impossible. En conclusion, n est sans facteur carré.

3.

(a) = (b)

T
Soit n = Hpj, our >3,3<p; <---<p,sont premiers tels que chaque
j=1
p; — 1, pour j compris entre 1 et r, divise n — 1. Un tel entier, produit

Y/
d’au moins trois nombres premiers est non premier. Soit x = k € 7 avec
n

k€ {1,---,n}. Pour tout j compris entre 1 et 7, on a deux possibilités :
soit p; divise k et dans ce cas, il divise aussi k™, donc k" = k =0 (mod p;);
soit p; ne divise pas k et dans ce cas, il est premier avec k, donc kP71 =
1 (mod p;) (théoreme de Fermat) et comme n — 1 est multiple de p; — 1,
on a aussi k"7! = 1 (mod p;) et k" = k (mod p;). On a donc, dans
tous les cas, k™ =k (mod p;) et en conséquence k™ = k (mod n) puisque

T
n = [[p; = ppem (p;).
- 1<j<r
j=1
. . Z
Supposons que n soit non premier et que ™ = x pour tout z € A Pour
n
X

S 7 on peut simplifier par = et on obtient "~ ! = 1. L’entier n
n

est donc de Carmichaél.

Si n est un nombre de Carmichaél, il est alors sans facteur carré et comme
i

il est non premier, il s’écrit n = Hpj, avecr > 2et3<pp < <Dy
j=1
. : . e Z\"
premiers. Pour tout j compris entre 1 et 7 le groupe multiplicatif =
Dj
est cyclique d’ordre p; — 1, donc il existe un élément x; d’ordre p; —1 dans

n=1 — 7T, donc I'ordre

*
<> et comme n est de Carmichaél, on a aussi z;

v/
pjpi 1 de z; divise n — 1. Il reste enfin & montrer que r > 3. Supposons
que n = p1ps avec 3 < p; < po premiers tels que p; — 1 divise n — 1 pour
i =1,2. En écrivant que n—1 = (p1 — 1) +p1 (p2 — 1), on déduit que n—1
ne peut étre divisible par p, — 1, en effet si po — 1 divise n — 1 il divise
p1 — 1 avec p; < p2, ce qui est impossible. En conséquence un nombre de
Carmichaél a au moins trois facteurs premiers.

4. Par exemple 561 = 3 x 11 x 17, 1105 = 5 x 13 x 17 et 1729 = 7 x 13 x 19
sont des nombres de Carmichaél puisque 560 = 2 - 280 = 10 - 56 = 16 - 35,
1104 =4-276 =12-92 =16-69 et 1728 = 6-288 = 12-144 = 18-96. On a
aussi les nombres 2465 = 5 x 7 x 29, 2821 = 7 x 13 x 31, 6601 = 7 x 23 x 41 et
8911 =7 x 19 x 67.
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Exercice 3.4. Tests de primalité de Lehmer et de Lucas
Soit n > 3 un entier.

Z
1. Montrer que n est premier si, et seulement si, 7 est un corps.
n

2. On suppose que n est premier et on utilise la décomposition en nombres
premiers n — 1 = pit -+ - p%r ou les py, sont des nombres premiers deuz
d deuzx distincts et les oy, des entiers naturels non nuls (onan—12> 2).

(a) Montrer que, pour tout entier k compris entre 1 et r, il existe @
Z * n—1 —
dans () tel que a 7x # 1.
nZ

— n—1
(b) En notant g, = pp* pour 1 < k < r, montrer que b = @ i est

Z *
d’ordre qi dans le groupe multiplicatif (Z) .
n

Z *
(c) Montrer que le groupe multiplicatif (Z> est cyclique.
n

3. Montrer que n est premier si, et seulement si, il existe un entier relatif
a tel que a"~' =1 (mod n) et, pour tout diviseur strict d de n — 1, on
aa® # 1 (mod n) (test de primalité de Lehmer).).

4. Montrer que n est premier si, et seulement si, pour tout diviseur premier
p de n — 1, il existe un entier a tel que a” ' =1 (mod n) et v Z1
(mod n), (test de primalité de Lucas-Lehmer).).

Solution.

Z
1. 7 est un corps si, et seulement si, pour tout entier a compris entre 1 et n — 1,
n

Z - Z
a est inversible dans A ce qui équivaut a dire qu’il existe b € 7 tel que
_ _ n n
ab = 1, ce qui est encore équivalent a dire qu’il existe b,q dans 7Z tels que
ab+ gn =1 et revient a dire que a et n sont premiers entre eux (théoréme de

Bézout). On conclut en remarquant que n est premier si, et seulement si, tout
entier a compris entre 1 et n — 1 est premier avec n.

2.
R n—1 — n — . 7
(a) Le polynéme X »» — 1 a au plus racines dans le corps 7 et ces
Pk n
. n—1 Z\"\ . .
racines sont non nulles. Comme <n—1=card — , il existe
Pk nZz

Z * n—1 —
nécessairement un élément @ de (Z) tel que @ Px #£ 1.
n

(b) On a b™ =a@" ! =T (petit théoréme de Fermat), donc D'ordre de b divise

_ o —1 _
qr = p*. Si cet ordre est différent de g, on a alors b =1 (cet ordre
ap—1-8

ﬁ 7puk71 7p[—; pk _
est p, avec 1 <3 <oy — 1, donc b* = <b ’”’) = 1), ce qui est
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ap—1

ap—1 n—1 Pk n—1 n—1
. - 7P — %k T - T =
incompatible avec b * = (a”k ) =are #1.Doncb=7a % est

d’ordre pp*.
(c) Pour tout entier k¥ compris entre 1 et 7, on dispose d'un élément by, d’ordre
Z\" - -
qr = py* dans le groupe commutatif (Z) ,donc b = by --- b, est d’ordre
n
C Z\"
ppem (g1, ,¢r) = q1---¢ = n — 1, ce qui implique que | — | est
n
cyclique.
e S Z -
3. Si lentier n est premier, 'anneau — est alors un corps et le groupe multipli-
n n
n — 1, ce qui signifie que a” ' = 1 (mod n) et a® # 1 (mod n) pour tout

diviseur strict d de n — 1. Réciproquement, on suppose qu’il existe a € Z tel
que a”"! =1 (mod n) et a? £ 1 (mod n) pour tout diviseur strict d de n — 1.

Z\" Z\"
catif (Z> est cyclique d’ordre n — 1. Il existe donc @ dans (Z) d’ordre

Z\" Z\"
En notant | — I’ensemble de tous les éléments inversiblesde [ — | , on a
n nZ

Z\" Z\"
— =) < =) =n—1. n—l =
déja ¢ (n) = card (nZ) < card (nZ) n—1. Comme a 1 (mod n),

x
onaaec (nZZ> et son ordre m divise n — 1, donc m = n — 1 (sinon m est
un diviseur strict d de n — 1 et on a @™ # 1). On a donc m = n — 1 qui divise
¢ (n), ce qui entraine ¢ (n) =n — 1, donc % est un corps et n est premier.

4. Comme pour la question précédente, pour n premier on dispose d’un élément @

Z * n—1
de (Z) d’ordre n — 1 et on a alors a” ' =1 (mod n) et a”» # 1 (mod n)
n

pour tout diviseur premier p de n — 1. Réciproquement, supposons que pour
tout diviseur premier p de n — 1, il existe a € Z tel que a”~! =1 (mod n) et

Q" # 1 (mod n). Il s’agit alors de montrer que ¢ (n) = n — 1. On a déja
T

p(n) <n-—1.Notonsn—1= H p* la décomposition en facteurs premiers de

k=1
n — 1 ou les pg sont des nombres premiers deux a deux distincts et les ay des

entiers naturels non nuls (on a n — 1 > 2). Par hypothése, pour tout entier k
n—1

compris entre 1 et 7, il existe un entier ay tel que @, ' =T et @,"* # I dans

Z _ AN R
A Donc chaque @y, est dans (nZ) \ {1} d’ordre my > 2 qui divise n — 1,

T
ce qui nous donne my = I—Ipf""j7 ot 0 < B,; < «aj pour tout j compris entre 1
i=1

n—1 1T o .
et 7. Si B < ap — 1, I'entier =pp* 1 Hp?f est alors multiple de my et
Px "
Jj=1
£k
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n—1
a,’* =1, ce qui n’est pas. On a donc By, = o, ce qui signifie que pi* divise
my,. Comme chaque my, divise aussi ¢ (n), on déduit que ¢ (n) est multiple de
tous les py*, donc de leur ppecm qui vaut n — 1. En conclusion ¢ (n) =n —1 et

n est premier.

Exercice 3.5. Un théoreme de Cauchy

Soient (G, ) un groupe fini de cardinal n > 2, p un entier compris entre
etn et E,={(g1,"-- ,9p) €GP | g1---gp =1}.

1. Montrer que card (E,) = nP~ '

—_

2. En désignant par H le sous-groupe du groupe symétrique S, engendré
par le p-cycle v = (1,2,--- ,p), montrer que l’application :

(0',(91,"' agp)) EHXEP'_)O-'(gla"' agp) = (ga(l)v"' aga(p))

définit une action du groupe H sur l’ensemble E,,.

3. Pour p premier, calculer le cardinal d’une orbite H - g pour cette action
de groupe.

4. Dans le cas ou p est un diviseur premier de n, montrer que l’ensemble
Ef ={g € E,|card (H - g) = 1} est de cardinal divisible par p.

5. Déduire de ce qui précéde, que pour tout diviseur premier p de n, il existe
dans G un élément d’ordre p (théoréme de Cauchy).

6. On suppose que tout élément de G\ {1} est d’ordre égal a 2. Montrer que
G est commutatif et qu’il existe un entier r > 0 tel que card (G) = 2".

7. On suppose que le groupe G est commutatif d’ordre n = py1---py, 0t
2<py <---<pp sont premiers. Montrer que G est cyclique.

8. On suppose que G est commutatif et on désigne par ¢ la fonction in-
dicatrice d’Euler. Montrer que si n est premier avec ¢ (n), alors G est
cyclique. Réciproquement, on peut montrer que la réciproque est vrai,
c’est-a-dire qu’un entier n > 2 est premier avec p (n), si, et seulement
st, tout groupe commutatif d’ordre n est cyclique.

Solution.

1. Pour p = 1, on a By = {1} qui est de cardinal n?~! = 1 et pour p compris
entre 2 et n, Vapplication (g1, ,gp—1) — (gl,~-- , Gp—1, (91 - ~gp,1)71) est
bijective de GP~1 sur E, (de I'égalité g - - - g, = 1, on déduit que la connaissance

des gx pour 1 < k < p — 1 détermine g, de maniére unique). On a donc
card (E,) = nP~1.

2. Le cycle v étant d’ordre égal & p, on a H = () = {1,7,---,7?7'}. Pour
p
tout g = (gk)1<p<p, € Ep, o0 a <H9k> g1 = g7 'g1 = 1, ce qui implique que

k=2
v-9=1(92,""- ,9p,91) € Ep. Il en résulte que pour tout entier k£ compris entre



36 Exercices illustrant 'utilisation des nombres premiers
Oetp—1,0na (gye(), > 9yr(p) € Ep et Iapplication :

(07 (glv T 79:!7)) = (go(l)v t aga(p))

est & valeurs dans F,. Cette application définit bien une action de groupe de
H sur E, car Id- (g1, - ,9p) = (91, ,gp) €t pour j, k entiers compris entre
letp ona:

FY] : (’Yk ' (917”' 79}7)) = ’yj ' (g'yk(l)a"' ag’yk(p)) = (g'yj+k(1)7"' 7gfyk+j(p))

= ’7j+k : (917 e 7gp) = (’V] O’yk) : (917 e 7gp)
3. En notant H - g l'orbite d’'un élément g de E, et H, son stabilisateur, on a
d(H
card (H - g) = ccjrii((Hg)) avec card (H) = p, donc card (H - g) vaut 1 ou p dans

le cas ou p est premier.

4. L’ensemble Ef est non vide puisqu’il contient (1,---,1). En notant Oy, -, O,
les orbites deux a deux distinctes, I’équation des classes nous dit que :

nP~! = card (E,) = anrd (0;)
j=1

= card (Ef) + i card (O;) = card (Ef) (mod p)

Jj=1
card(0;)>2

puisque card (O;) = p pour O; non réduit & un élément. Pour p premier divisant
n, on en déduit que card (Ef) =0 (mod p).

5. De card (Ef) > 1 divisible par p, on déduit que card (EH) > p > 2 et remar-
quant que g = (gk)lgkgp € Ef équivaut a dire que g1 = --- =g, avec g1 € G
tel que g} = 1, on déduit qu’il existe g1 # 1 tel que g¥ = 1, ce qui signifie que
g1 est d’ordre p puisque p est premier. Le groupe (g;) est alors un sous-groupe
d’ordre p de G.

6. Dire que tous les éléments de G sont d’ordre au plus égal a 2, revient a dire

que l'on a g2 = 1, ou encore que g = ¢~ ', pour tout ¢ € G. Il en résulte que
— -1 _ -1 -1 _

pour tous g1,g2 dans G, on a gig2 = (9192) = g5 91 = 9261, donc G est
commutatif (ici le fait que G soit fini n’intervient pas). Notons card (G) = 2"m
avec r € N et m € N* impair. Si m = 1, c’est terminé, sinon, il admet un
diviseur premier p > 3 et le théoreme de Cauchy nous dit qu’il existe dans
G\ {1} un élément d’ordre p, ce qui contredit le fait que tous ses éléments sont
d’ordre 2.

7. Le théoreme de Cauchy nous dit que, pour tout k compris entre 1 et r, il existe
dans G un élément g d’ordre py et pour G commutatif, g - - - g, est d’ordre
n=pi-- pr, ce qui implique que G est cyclique.

.
8. En utilisant la décomposition en facteurs premiers n = sz‘ﬂ ou les pi sont
k=1
premiers deux & deux distincts et ai € N* pour tout k compris entre 1 et n
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et sachant que ¢ (n I_Ipa’c Y(pr — 1), on déduit que si ¢ (n) est premier
avec n, alors tous les ay, Valent 1 (sinon 'un des py divise ¢ (n) et n) et G est
cyclique d’apres la question précédente.
Exercice 3.6. Fonction ¢ de Riemann et probabilités

On se fixe un réel s > 1 et on considere [’espace probabilisé

(P (Q),P,), o Q = N* et P,({n}) = @ni

désignant par ¢ la fonction de Riemann définie par ¢ (s Z (Ps est

pour tout n € Q, en

la loi dzéta de paramétre s). Pour tout entier n > 1, on note A l’ensemble
de tous les multiples strictement positifs de n.
1. Calculer Ps (A,) pour tout entier n > 1.

2. En notant P l’ensemble des mombres premiers, montrer que la fa-
mille <Ap>pe7> est indépendante, c’est-da-dire que pour toute suite finie
(Pr)1<p<, de nombres premiers distincts, les événement Ay, ,--- , Ay,
sont mutuellement indépendants.

1
3. En déduire que P ({1}) = H <1 — s> , puis lidentité d’Euler :
b

pEP
1\ !
Cs)=1] (1 - )
peEP p
Solution.
1. Pour tout n > 1 P, ( Py ({k - s
our tout n > 1, on a Z ({k-n}) = nsst ns

2. Pour p; < p3 < --- < p, dans P, comme les py sont premiers entre eux, on a :

s (ﬂApk> = P, {multiples de p1,pa, - ,pr}

k=1
= ]P) (&} de | I - IP) A ko
s {mu lp S pk} < )

:<Hpk> H HP

e 1pk =

et les événement A, ,---, Ay, sont mutuellement indépendants.
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3. Comme 1 n’est divisible par aucun nombre premier, on a {1} = ﬂ (Q\ 4,)

pEP
et :

m({l})ﬂg(ﬂ 9\ 4, )=H @\ 4,)
pEP P

1
pg(l_PS(Ap))pep(l_ps)
S 17!
il en résulte que ¢ (s) = }3;(1 p5> .

Comme P, ({1}) = ﬁ,



Chapitre 4

Exercices faisant intervenir des
polynémes irréductibles

n n
Exercice 4.1. Irréductibilité de J[ (X —ar)—1 et [[ (X —ax)®+1 dans
Z[X]

k=1 k=1

Soient (ak),<p<, une suite de n entiers relatifs deur d deux distincts et
P, Q les polynémes définis par :

1.

ﬁ X—ap)—1etQ(X ﬁ —ak

Montrer que P et Q sont irréductibles dans Z [X].

2. En admettant le résultat de la question ?7?7 de lexercice 77, montrer

que, pour tout entier n > 2, il existe des matrices non trigonalisables

dans M, (Q).

Solution.

1.

(a)

Si P est réductible dans Z[X], il existe alors deux polyndmes unitaires
R, S dans Z [X] de degrés compris entre 1 et n — 1 tels que P = RS. Pour
tout entier k compris entre 1 et n, on a R (ag) S (ax) = P (ar) = —1 dans
Z*, donc R (ax) = —S (ax) = £1 et en conséquence, (R+ S) (ar) = 0. Le
polyndéme R + S est donc nul dans Q [X] puisque de degré au plus égal a
n — 1 avec n racines distinctes, ce qui nous donne P = —R2, ce qui n’est
pas possible pour P unitaire.

Si @ est réductible dans Z[X], il existe alors deux polyndmes unitaires
R, S dans Z[X] de degrés compris entre 1 et 2n —1 tels que Q = RS. L’un
de ces polynomes étant de degré au plus égal & n, on peut supposer que
deg (R) < n et deg(S) = 2n — deg (R) > n. Pour tout entier k¥ compris
entre 1 et m, on a R (ag)S (ax) = Q(ar) = 1 dans Z*, donc R (ay) =
S (ar) = € = £1. Le polynéme R — ¢ s’annule donc en n points distincts

39
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et étant de degré au plus égal a n, il est forcément de degré n ainsi que S.
n

Onadonc R(X)—e=85(X)—e= H(Xfak), ce qui nous donne :

k=1
1=Q(X) - (H (X—ak)> = R(X)S(X) - <H (X—ak)>
k=1 k=1
:(5+H(X—ak)> —<ﬁ(X—ak)> =€<E+2ﬁ(X—ak)>
k=1 k=1 k=1

ce qui n’est pas possible.

2. Sachant qu’un polynéme irréductible dans Z [X] est irréductible dans Q [X], on
déduit que P est irréductibles dans Q [X] et pour n > 2, sa matrice compagnon
Cp € M,, (Q) n’est pas trigonalisable car son polynéme caractéristique qui est
égal & P ne peut avoir de racines dans Q.



Chapitre 5

Exercices illustrant ’utilisation de la
notion de rang

Exercice 5.1. Polynome annulateur d’un endomorphisme de rang égal a r

Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension
n>1etu€ L(FE) de rang r. Montrer qu’il existe un polynome annulateur
de u de degré r + 1 (ce qui implique que le polynéme minimal de u est de
degré au plus égal d r +1).

Solution. Pour r =0, on a u = 0 et le polynéme minimal de u est m, (X) = X.

Pour r = n, le polynéme caractéristique P, de u qui est de degré n annule u

(théoréme de Cayley-Hamilton) et X P, convient. Pour 1 < r < n—1, en désignant

par v la restriction de u & Im (u), on définit un endomorphisme de Im (u) et son
T

polynéme caractéristique P, (X) = ZakX k¥ qui est de degré r annule v (théoréme

k=0
de Cayley-Hamilton). Pour tout € E, on a alors :

0= P, (v) (u(@)) = P, () (u(x)) = Y axu"* (2)
k=0

T
ce qui signifie que le polynéme X P, (X) = ZakaH qui est de degré r+1 annule

k=0
u.

Exercice 5.2. Application classique du théoréme du rang

Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension
n>1etuecL(E). Montrer que :

(Im (u) = Im (u?)) & (E = ker (u) ® Im (u)) < (ker (u) = ker (u?))

Que se passe—t—il en dimension infinie ?

Solution.

41
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1. On a toujours Im (u?) C Im (u) et ker (u) C ker (u?), donc :

(Im (u) = Im (v*)) < (rg (u) = rg (u*))

et :
(ker (u) = ker (u2)) & (dim (ker (u)) = dim (ker (uQ)))

D’autre part, le théoréeme du rang nous dit que :
dim (E) = dim (ker (u)) + rg (u) = dim (ker (v®)) + rg (v?)
ce qui permet de déduire que :
(Im (u) = Im (u?)) & (ker (u) = ker (u?))
Il suffit donc de montrer que :
(Im (u) = Im (v?)) < (E = ker (u) ® Im (u))

Si Im (u) = Im (u?), pour tout z dans E, il existe y dans E tel que u(z) =
u? (y), donc & — u (y) € ker (u) et x = (x —u(y)) + u(y) € ker (u) + Im (u) .
On a donc E = ker (u) + Im (u) et avec le théoréme du rang, on déduit que
E = ker (u) ® Im (u). Si E = ker (u) @ Im (u), tout = € ker (u?) s’écrit alors
= 1x1 +u(z2) avec u (z1) = 0 et 0 = u? () = u? (x3) entraine que u? (z2) €
ker (u)NIm (u) = {0}, donc u (z2) € ker (u) NIm (u) = {0} et © = 1 € ker (u) .
On a donc ker (u?) C ker (u) et ker (u) = ker (u?), ce qui équivaut & Im (u) =
Im (u?) .

2. En général, Im (u) = Im (u?) n’entraine pas ker (u) NIm (u) = {0} . En considé-
rant £ =R[X], u: P+~ P, on aIm(u) = Im (u?) = R[X] (u est surjective)
et ker (u) =R C Im (u) . ker (u) = ker (u?) n’entraine pas E = ker (u)+Im (u) .
En considérant E = R[X], u : P — X P, on a ker (u) = ker (u?) = {0} (u
est injective) et Im (u) # R [X]. Enfin les exemples qui précédent montrent que
ker (u) = ker (u?) et Im (u) = Im (u?) ne sont pas équivalents.

Exercice 5.3. Rang et passage au quotient

Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension
n>1 ue L(F) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Justifier

la définition deu € L T par @ (Z) = u(x) pour tout x € E, puis montrer

que rg (w) < g (u) .

E
Solution. Pour F = {0}, on a 7= E et ©w = u, donc rg (u) = rg (u) et pour

E _
F=F ona Yol {0} et =0, donc rg (u) = 0 < rg(u). On suppose donc que

F' est de dimension p comprise entre 1 et n — 1 avec n > 2.
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. Siz,y dans E, sont tels que T =7, onaalors z=y—xz € F et u(y) —u(x) =
u(z) € F car F est stable par u, donc u () = u (y). L’application @ est donc

E E
bien définie de I dans Yok Pour tous xz,y dans E et A€ K, on a :

TW(T+NY) =u(x+Ay) =u(z+Ay) =u(x)+ A u(y) =u(T) + M\ (y)

E
ce qui signifie que © € L (F> .

E
. Lapplication 7 : x € E — T € i est linéaire, surjective, de noyau F, donc

E
le théoréme du rang nous dit que dim (E) = dim (F) + dim <F> . Ce der-
nier résultat peut aussi se montrer directement comme sui. En complétant

une base (ex),<;<, de F' en une base B = (ex); <4<, de E, on vérifie que

— E E
B = (€k),;1<p<, €st une base de Yok En effet, tout élément de o s’écrit

n n n
_ _ = E  r o eas _— =
T = Zajkek = Z ek, donc B engendre i et D'égalité Z rreg = 0
k=1 k=p+1 k=p+1
n
équivaut a Z rrer € FNG, ou G = Vect (ek)p+1<k<n, ce qui nous donne
k=p+1 T
n
Z xrer = 0 puisque F NG = {0} et donc x = 0 pour tout k compris entre
k=p+1
p+ 1 et n, ce qui signifie que la famille 5 est libre. En conclusion B est une

B B
base de a et dim (F) =n—p=dim(F) —dim (F).

. En désignant par A = ((ai;)),<; j<,, € Mn (K) la matrice de u dans la base B,
on vérifie que celle de U dans la base B est A = ((@ij))pi1<ijcn € Mn—p (K).

n n
En effet, pour p+1<j<n,onatu(e) =ul(e) = Zaijei = Z a;;€. Il en
B i=1 i=p+1
résulte que rg () = rg (A) <rg(A) = rg (u) puisque la matrice A est extraite
de A.

Exercice 5.4. Quelques applications d’une caractérisation des matrices de
rang r

1. Soient K un corps commutatif et r un entier compris entre 1 et n. En
notant I, la matrice identité d’ordre r, montrer qu’une matrice A €
M, (K) est de rang r si, et seulement si, elle est équivalente a A, =

Ir Or,n—r
O’I'L—T’,T‘ OTL—’I"J’L—T‘ '
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2. Soit H € M, (R) de rang 1. Montrer que, pour toute matrice A €
M, (R), ona :

det (A + H)det (A — H) < (det (A))?

3. Montrer que pour toutes matrices A et B dans M,, (K), AB et BA ont
méme polynome caractéristique.

4. Montrer que GL,, (C) est connexe par arcs.

5. Montrer que pour tout entier v compris entre 1 et n, l’ensemble A, des
matrices de M,, (C) de rang r est connexe par arcs.

6. Montrer que GL, (C) est dense dans M., (C)

Solution.

1.

.PourH—A1—<

Soient u € L (K™) de rang r, de matrice A dans la base canonique de K", H
un supplémentaire de ker (u) dans K", donc de dimension r, By = (€;);<;<,
une base de H et By une base de ker (u) . La famille u (B1) = (u (ek))1§k9~_e_5t

T T
alors libre dans K™ (si Z)\ku (ex) = 0, on a alors Z)"“ek € H Nker (u) = {0}
k=1 k=1
et tous les A sont nuls du fait que By est libre) et il se compléte en une base
B = (u(er), - ,ule), fre1, -, fn) de K™. La matrice de u dans les bases
B1 U By et B’ a alors la forme indiquée. D’ou le résultat. La réciproque est
évidente.
1 01,n—1

et A € M, (R), on a en notant
On—1,1 On—1,n—1

Cy,---,C) les colonnes de A et Fy = ( 0 1 ) la premiére colonne de A; :
n—1,1

det (A + H) = det (Cy & E1,Cy, -+ ,Cp) = det (Cy, Ca, -+, Cr) & det (Ey, C, - -

= det (A) =+ det (All)

(linéarité du déterminant par rapport a la premiére colonne), ot Aj; est la
matrice extraite de A en supprimant la premiere ligne et la premiére colonne,
ce qui nous donne :

det (A + H)det (A — H) = (det (A) + det (A11)) (det (4) — det (417))
= (det (4))* — (det (A11))* < (det (A))*

Pour H de rang 1, on a H = PA;Q avec P, Q dans GL, (K) et :

det (A H) =det (P (P'AQ ™" £ A1) Q) = det (P)det (Q) det (P~1AQ™" £ A;)

ce qui nous donne :

det (A + H)det (A — H) = det” (P) det” (Q) det (P~ AQ ™" + A1) det (P71 AQ ™" — Ay)

< det? (P) det? (Q) det® (PTAQ™Y) = (det (A))?
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3. Pour A = 0 ou B = 0, le résultat est évident. On suppose donc A et B non

B, B
nulles. Pour A = A, avec r compris entre 1 et n, en écrivant B = Bl 32 )
3 4
B1 BQ

)

avec By € M, (K) et By € M,,_.(K), on a AB = (

_ Bl Or,nfr .
BA= ( BB OnfT,nfr > ot

Onfr,r Onfr,nfr

Pap (X) =det (X1, — AB) = X" " det (X1, — By)
= det (X1, — BA) = Pg (X)

Pour A de rang r, on a A = PA,Q avec P, Q dans GL,, (K) et :
Pap = Ppa,.qBr)p— = Pa(@BP) = PlBP)A, = Po(BPA,Q)Q-1 = PBA

4. Pour toute matrice A € GL, (C), il existe une matrice P € GL,, (C) et une
matrice triangulaire supérieure T = (<mij))1gi,jgn telles que A = PTP~!. On
note, pour tout j € {1,---,n}, mj; = p;e% avec p; > 0 et on définit un
chemin continu v : [0,1] = GL,, (C) par :

Y1 (t) m2(t) - Yin (t)
vt e[0,1], v (t) = 0 = (t)
: Tn—1n—1 (t)

ou :
- tmijsi1§i<j§n
7 () = { (L—t)e +tmj; sii=j
On a alors v (0) = I,,, v(1) =T et ¢ : t = P~ (t) P71 est un chemin continu
qui relie la matrice identité a la matrice A dans GL,, (C).

5. Pour toute matrice A € A,., il existe P et Q dans GL,, (C) telles que A = PA,.Q.
Si 71 et 2 sont deux fonctions continues de [0,1] dans GL, (C) telles que
7 (0) = I, 72 (0) = I, v1 (1) = P, 2 (1) = Q (connexité par arcs de GL,, (C)),
alors v : t = 71 (¢) Ary2 (t) est un chemin continu qui relie A, et A dans A,.
Ce qui prouve que A, est connexe par arcs. On peut aussi dire que A, est
connexe comme image du connexe GL,, (C)x GL,, (C) par application continue

¢: (P,Q)— PAQ.
1
6. Soit A€ M, (C) derangr. Sir=0,onaalors A=0= lim —I,. Sir>0,il

k—+ook
existe alors deux matrices inversibles P et @ telles que A = PA,.Q. On a alors
I, Or,n—'r
A= lim PM,Q, avec My = . Dans tous les cas on peut
k—r+00 On—r,r EIn—r

écrire A comme limite d’une suite de matrices inversibles. Donc GL,, (C) est
dense dans M,, (C).
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Exercice 5.5. Rang et dualité

Soient K un corps commutatif et E, F deuz K-espaces vectoriels, ’espace
E étant de dimension finie.

1. Montrer que uw € L(E,F) \ {0} est de rang r si, et seulement si, il
existe des formes linéaires (pr);<p<, linéairement indépendantes dans
E* et des vecteurs (Yi),<p<, linéairement indépendants dans F' tels que

Zcpk x) yr pour tout x € E. Dans ce cas, vérifier que l'on a

ker (u ﬂ ker (¢r) et Im (u @Kyk
k=1

2. On suppose que K est de camctemstzque différente de 2. Montrer que
tout endomorphisme de E peut s’écrire comme somme de deux auto-
morphismes.

Solution.

1.

Sirg(u) =r > 1, son image Im (u) est alors de dimension r et en désignant par
(Yk)1<p<, une base de Im (u), on peut trouver, pour tout x € F, des scalaires

(¢r (7)1 <<y tels que u( Zcpk x) yg. L’unicité de Décriture dans une

base nous montre que les ¢y, sont des formes linéaires. Si le systeme (), <j<,

est 1ié, I'une de ces formes, disons ¢,., est combinaison linéaire des autres, soit
r—1

Z)\kapk et on a pour tout z € E, u( ngk (yk + Apyr) et le

k=1
systeme de r — 1 vecteurs (yr + Ae¥r)i<p<p_1 engendre Im (u) , ce qui n’est pas

possible. Le Systéme (¢k)1<i<, est donc libre. Dire que x € ker (u) équivaut a
dire que u ( ngk x) Y = 0, ce qui équivaut a la nullité de tous les scalaires
vk () puisque la famllle (Yk)1<p<, est libre. Par construction, on a Im (u) =

@Kyk. On peut remarquer que le fait que F soit de dimension finie n’intervient

k=1
pas pour démontrer que la condition est nécessaire. Réciproquement supposons

qu'il existe des formes linéaires (¢ ), <4<, linéairement indépendantes dans E*
et des vecteurs (yx),<,<, linéairement indépendants dans F tels que u(z) =

Zg@k x) yi pour tout x € F, l'espace E étant de dimension finie égale a n.

En désignant par B = (e;), <j<p une base de E, on peut écrire chaque forme
T n

linéaire ¢; sous la forme p; (z) = Z%‘j%‘ et la matrice de u dans les base
j=1
B de E et B = (y;),<;<, de Vect (y1,--- ,yr) C F est A = ((ai;))1<i<r et
- 1<j<n
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rg(u) = rg(A) = rg(tA) = rg(¢1,- -+ ,r) = 7 puisque les vecteurs colonnes
(cij)1<j<, sont les composantes des ¢; dans la base duale B*.

2. Siu =0, il s’écrit alors u = I'd — Id. Si u est un automorphisme, il s’écrit alors

1 1
u=gu + U (K est de caractéristique différente de 2). On suppose donc que
u est de rang r compris entre 1 et n — 1. Il existe alors des formes linéaires

(¢i)1 <<, linéairement indépendantes dans E* et des vecteurs (y;);,, linéai-

T
rement indépendants dans E tels que u (z) = Z@i () y; pour tout € E. On
i=1

complete alors (1), <;<, en une base de E, (¢;);,<, en une base de E* et les
applications linéaires v, w définies par :

]_ T n
v(e)=5 2w @yt 3 eil2)ys
Va € E, 15 !
w(z) = 3 Yowi(@yi— > wi(w)yi
i=1 i=r+1

sont des automorphismes de F (puisqu’ils sont de rang n d’aprés la question
précédente) tels que u = v + w. Dans le cas ot le corps de base K est infini, ce
résultat peut se montrer plus simplement. En effet, 'endomorphisme u — AId
est non inversible pour un nombre fini de valeurs de A, il existe donc un scalaire
non nul A tel que v = u — AId soit inversible et u = v + w avec w = Ald.

Exercice 5.6. Théoreme des extrema liés

1. On se donne un ouvert non vide O de R™ (avec n > 2), une fonction
f: O = R de classe C' de O et une partie K de O définie par des
équations implicites :

K={zc0, ¢ (®)=0,1<j<p)

ot les p < n fonctions o1, ,p, sont de classe C* de O dans R. Montrer
que st la restriction de f a K admet un extremum local en a € K tel que
les différentielles dp1 (a), - - -, dp,, (a) soient linéairement indépendantes
dans le dual de R", les formes linéaires df (a) ,de (a),--- ,dpp (p) sont
alors liées, c’est-a-dire qu’il existe des réels A\i,--- , A, uniquement dé-

p
terminés tels que df (a) = Z)\jdgoj (a) (les coefficients A1, -+, Ap sont
j=1

les multiplicateurs de Lagrange).

2. Déterminer les extrema de la restriction au cercle K d’équation
(z—2)°+ (y+1)*> = 1 de la fonction f définie sur R? par fz,y) =
2 2
e T

Solution.

1. Pour 1 < p < n, on note ¢ = (¢1,--- ,¥p) et les vecteurs de R™ sous la forme
x = (y,z) avec y € R*P et z € RP. Pour p = n, la famille (dyy (a)); <p<,, €st
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une base du dual de R™ et df (a) est une combinaison linéaire des dyy, (a) . La fa-

-
mille (dey, (@), <j<, €tant libre, la matrice jacobienne J,, (a) = L (a) €
SRSP 0z 1<i<p
1<j<n
M, (R) est de rang p et quitte & modifier la numérotation, on peut supposer

que :
dp; N i
det (axj (a)> 1<i<p det <8Zj (a)>1<i7j<p 7

(n—p)+1<j<n

Le théoréme des fonctions implicites nous dit alors, en notant a = (b, ¢) dans
R™™P x RP, qu’il existe un voisinage ouvert U de b dans R™™P, un voisinage
ouvert V de ¢ dans RP et une fonction g : Y — V caractérisée par la condition :

VyeU, VzeV, (¢(y,2) =0 2=yg(y))

11 existe donc un voisinage ouvert @’ de a et un voisinage ouvert W de b = g (a)
tels que KNO' = {(y,9(y)) | y € U} . Comme la restriction de f & K admet un
extremum local en a, la fonction h : y — f (y,g (y)) admet un extremum local

en b. Cette fonction étant de classe C!, on a Em (b) =0pour 1 < j<n-—np,
Yj
soit :

Zai 09k (a) =0 (1< j <n—p)

8% 67%

Avec ¢ (y,9 (y)) = 0 pour tout y € U, on a aussi :

8“"1<>+ 2 @) B2 (o) =

0(1<i<p, 1<3<n—
ay; > 9 By, ( p J p)

Ces résultats se traduisent sur la matrice jacobienne :

9 d 9 9
anl(a) Wlfw(a) 67]"1(@) ij(a)
d el d 9
g @) g (@) () o Ho(a)
oo : . oo P
on(a) - 2o (a) %e(a) - D22 (a)

en disant que les colonnes 1 & n—p sont des combinaisons linéaires des p dernieres
colonnes, donc le rang de cette matrice est inférieur ou égal a p et comme

0
det ( 3% (a)) # 0, ce rang est égal a p. Les p+1 lignes de cette matrices
“j 1<4,5<p

sont donc liées, ce qui signifie qu’il existe des réels non tous nuls a;, - - - , o, tels

que a1df (a Za]dgoj = 0. Comme la famille (dpy (a)), <<, est libre,

on a nécessairement ay # 0 et df (a Z)\ dy; (a), les A; étant uniquement

déterminés.
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2. En notant ¢ (z,y) = ( —2)° + (y+1)> =1, on a K = ¢~ {0} . La condition
df (a,b) et dy (a,b) liées, avec (a,b) € K, signifie qu’il existe un réel A tel que :

a=XAa—2) etb=XAb+1) avec (a—2)>+(b+1)°>=1

Nécessairement A # 0 (sinon a = b =0et 5 = 1), donc b # 0, b # —1 et
a a—2

b b+ 1

avec f (ay,b1) = 2 (\/5+ 3) et f(ag,be) =2 (3 — \/5) . En écrivant tout point
(z,y) de K sous la forme (x,y) = (2 + cos (t),—1+sin(t)) avec t € [—m, 7],
ona:

soit a = —2b et 5b% + 10b+ 4 = 0, ce qui donne deux solutions :

fry) =2 +1y*=22x —y—2) =2(3+2cos (t) —sin (t))
et :
flx,y)— f(a1,b1) =2 (2cos (t) —sin(t) — \/5)
f(z,y)— f(az,ba) =2 (2005 (t) —sin (t) + \/5)

L’étude de la fonction ¢ : t — 2cos (t) — sin (¢) nous montre que la restriction

de f & K admet un maximum en (ag, b;) et un minimum en (as,bs) . En effet,
1 5

si ¢’ (t) = —2sin (¢) — cos (t) = 0, on a alors tan (t) = —3 et o (t) = 5 cos (t) =

1
51 g
2\/1 +tan? (¢)

Exercice 5.7. Rang de ((ch (o; — j))); -, j<n €t valeurs propres

Soitent n > 2, o = (o) <<, € R" et ¢ € Q (R™) la forme quadratique
de matrice A = (ch (e — @;)),; ;<,, dans la base canonique de R™.

1. Déterminer le rang et la signature de q.

2. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

Solution.

1. Pour tout = (24),<j<, € R", on a:

g(z)= Y ch(a—ay) iz,

1<i,j<n
= Z ch(a;) ch (a)) zz; — Z sh (a;) sh (o) x4
1<i,j<n 1<i,j<n

(Z ch (ozi):m) - <Z sh (%)%‘) =i (z) - 65 ()
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la forme linéaire ¢; étant non nulle puisque la fonction ch est a valeurs stric-
tement positives, donc ¢q est de rang 1 ou 2. Elle est de rang 1 si, et seule-
ment si, les formes linéaires ¢; et f5 sont liées, ce qui revient a dire qu’il
existe A € R tel que o = My, soit que sh(a;) = Ach(a;) pour tout entier
i compris entre 1 et m, ce qui est encore équivalent & dire que th(a;) = A
pour tout entier ¢ compris entre 1 et n et cela signifie que tous les a; sont
égaux puisque la fonction th est bijective de R sur R. Dans ce cas, on a

q(z) = (ch?® (a1) — sh? (1)) (le> = (Zm,) . On a donc :

re (q) = 1 si tous les a; sont égaux t sen (g) = (1,0) si tous les «y; sont égaux
81971 2 sinon et 58 1 (1,1) sinon

. La matrice A qui est symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et

est diagonalisable. Dans le cas ou tous les «; sont égaux, tous les coefficients
de la matrice A valent 1, ses valeurs propres étant 0 d’ordre n — 1 avec pour
n

espace propre associé ’hyperplan H d’équation le = 0 et n de droite propre
i=1
1
H+ =R : . On suppose que les «; ne sont pas tous égaux. Dans ce cas,
1
la matrice A est de rang 2 et son noyau de dimension n — 2. Ses valeurs propres
sont donc A3 = 0 d’ordre n — 2 et Ay, Ao réelles non nulles. La trace de A est
A1 + A2 = n (les termes diagonaux de A valent tous 1). Les termes diagonaux
de A? sont les :

n n n
2 2
by = E QikOki = E az, = g ch” (o — ag)
k=1 k=1

k=1
et sa trace est :

M4N=6= Z ch? (o — aj) = Z (1—|—sh2(ai—aj))

1<i,5<n 1<i,j<n
=n?+ Z sh? (o — o) = (A + Ao)® + Z sh” (a; — o)
1<i,j<n 1<i,j<n
) 1 9 S ,
ce qui nous donne Ay = —5 Z sh® (o — ;) = —5 Il résulte de tout
1<i,j<n

cela que A1, Ay sont les racines réelles du polynéme P (X) = X2 — nX — g =

n\2 n?+42S . n—+vn2+28 n+vn2+ 28
(X—f) - soit Ay = ———— " et \g = —————— = avec :
2 4 2 2
n? 428 = Z (1+2sh® (0 — ) = Z ch (2 (a; — « ))
1<i,j<n 1<i,j<n

En résumé, les valeurs propres de A sont 0 d’ordre n — 2 et les deux valeurs

. 1
propres simples S ln + 1<sz:<n ch (2 (o — )



Chapitre 6

Exercices illustrant 1’utilisation des
matrices inversibles

Exercice 6.1. Déterminant d’une matrice blocs

3 P (A B
Soient K un corps infini et M = ( C D

dans M., (K) telles que C' et D commutent.

) € My, (K), avec A, B,C, D

1. On suppose que D inversible et on pose T = ( _DC DO_I ) . Calculer

le produit MT, puis en déduire que det (M) = det (AD — BC).
, . N ip _ A B

2. Désignant par P le polynome défini par P (X) = det < C D-XxI, >
(il s’agit ici du déterminant d’une matrice a coefficients dans le corps
K (X)), montrer que le polynome Q défini par Q (X) = det (D — X1,)
n’a qu’un nombre fini de racines dans le corps K, puis en déduire que
det (M) = det (AD — BC).

3. Déduire de la question précédente que pour A et B qui commutent dans

A B
M, (R) 0nadet( B A>>0.

4. Montrer que le résultat de la question précédente est en fait valable pour
toutes matrices A et B dans M,, (R).

Solution.

1. En utilisant le fait que D et C' commutent on a :

A B D 0 AD - BC BD-
MT:(C D)(C D1>:( 0 I )

et det (M) = det (M) det (T) = det (MT) = det (AD — BC).

2. Q(X)=det (D — XI,) est un polynoéme de degré n, il n’a donc qu’un nombre
fini de racines dans K. En conséquence la matrice D — xI,, est inversible pour
une infinité de valeurs de x (K est supposé infini). Pour ces valeurs on a puisque
C et D — xl,, commutent :

P(m)det( a D_Bxln > — det (A(D — «I,) — BC) = R (x)

o1
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Les polynémes P et R prenant la méme valeur pour une infinité de valeurs de z

A B ) _ det (AD — BC).

sont donc égaux. Prenant x = 0 on obtient det ( C D

En supposant que A et B commutent, on a :

det( Ak ) — det (A% + B?) = det (A +iB) (A — iB))

= det (A +iB)det (A — iB) = |det (A + iB)|?

En ajoutant a la colonne j € {1,--- ,n} la colonne n + j multipliée par i, on
A B A+iB B . . .

a det < B A = det "Biid A ) , puis en retranchant a la ligne

ke{n+1,---,2n} laligne k multipliée par ¢, on a :

A B\ .. (A+iB B
det(—B A>_det( 0 A—z‘B)

= det (A +iB)det (A —iB) = |det (A +iB)|* > 0
Exercice 6.2. Un sous-groupe de GL, (F,)

1. Soientn > 2 un entier et K un corps commutatif. Montrer que l’ensemble
G des matrices inversibles de M,, (K) ayant un seul terme non nul par
colonne est un sous-groupe du groupe multiplicatif GL,, (K).

2. Pour cette question, p > 2 est un nombre premier fixé et K est le corps

Z
F,=—.
p pZ
(a) Montrer que card (GL,, ( H
k=1
(b) Montrer que n! (p —1)" divise H

lution. On note J;; les symboles de Kronecker.

Pour A € G et j entier compris entre 1 et n, I’élément non nul A; de la co-
lonne j est situé en ligne o (j). Comme A est inversible, l’apphcatlon o définit
une permutation de I,, = {1,--- ,n}. Cette application est bien définie car la
colonne j de A est de la forme (ai;),.,.; avec a;; = 0 pour tous les indices i
sauf I'un d’entre eux, que 1'on peut donc noter o (j). Elle est injective car si
o (j) = o (§) pour j # 7', les colonnes j et j’ sont colinéaires et det (4) = 0, ce
qui n’est pas possible pour A inversible. Comme I,, est fini, o est bijective. On
a donc :

G = {A = (V0101 ym s Miizjen € K)o € Sn}
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Cet ensemble est non vide car il contient I,, = ((0;,5)),<, j<,, (A; =1 pour tout
j et o = Id). Il est bien contenu dans GL,, (K), car pour tout A € G, on a :

det (A) = > e (r) [Tarys = D_ e (@) [TNo-0)0ti
j=1 j=1

TES, TES,

avec H)\jéf(j)ﬁ(]—) = 0 pour 7 # o, ce qui nous donne det (A) = € (o) H)\j #0.
7=1 j=1

Pour A = ((/\j§i70(j)))197jgn et B = ((“j‘sif(j)))lgi,jgn dans G, le coefficient

d’indice (i,5) de C = AB est :

n

n
Cij = Y aikbri = D Mbio(k)1iOk,r() = A () O ( (i)
k=1 k=1

Ce coefficient est nul pour i # o (7 (j)) et vaut A.;yu; # 0 pour i = o (7 (j)) .
Donc AB € G. L'égalité AB = I, équivaut a c;; = Ar()0i,0(r(j)) 15 = 0ij pour
tous 4, j, ce qui nous donne A (;y0; 5(r(i))#: = 1 pour tout i, donc 7 = o1
et p; = ! . L’inverse de A est donc B = <5w(j))> € G. En

Ag=1(i) A1)/ ) 1gign
conclusion G est un sous-groupe de GL,, (K).

(a) Voir l'exercice ?7?.

(b) Le groupe G étant en bijection avec (F;)n X Sy, son cardinal est n! (p — 1)"
et le théoreme de Lagrange nous dit qu’il divise card (GL,, (F,)) .

Z
Exercice 6.3. Matrices inversible de M,, <_Z)
r

Sotent n > 2 et r > 2 deux entiers naturels. Pour tout entier relatif a,

on note a sa classe résiduelle modulo r dans 7
r

1. Montrer que lapplication :

_ - Z
05 A= (@Dscijen € Mn @ > A= (@rgi 0 € M (35
de réduction modulo v est un morphisme d’anneaux surjectif. Préciser
son noyau.

2. Soit A un anneau commutatif unitaire. En notant A* le groupe multipli-
catif des éléments inversible de A, montrer qu’une matrice M € M,, (A)
est inversible dans M, (A) si, et seulement si, det (M) € A*.
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rZ
Z
inversible dans M., (Z) [resp. dans M., ()/ si, et seulement si,

_ Z
3. Montrer qu’une matrice M € M, (Z) [resp. M € M, <>/ est

rZ
det (M) = %1 [resp. det (M) est premier avec r].

_ /
4. Soit A € M,, (Z). Montrer que A est inversible dans M., <Z> si, et
7

seulement si, il existe deux matrices U et V dans M, (Z) telles que
AU +rV =1,.

5. On suppose que r = p > 3 est un nombre premier impair et on se donne
un sous-groupe fini G d’ordre m du groupe multiplicatif GLy, (Z) .
(a) Montrer que toute matrice A de G est diagonalisable, ses valeurs
propres complexes étant des racines m-iemes de [‘unité.

(b) Soient P un polyndome unitaire de degré n dans C[X] dont toutes
les racines sont de module égal a4 1 et Q un polynéme unitaire de

X -1
degré n dans Z[X]. Montrer que si P (X) = p™Q < > , on a
p
alors P(X) = (X —1)".
(c) Montrer que la restriction de ¢ a G réalise une injection de G dans

7
i (pz

(d) En déduire que card (G) < p

n(n—1)
2

Solution. Pour un anneau commutatif unitaire A, le déterminant d’une ma-
n

trice M € M,, (A) est det (M) = Z e (o) ng(i)’i, sa comatrice est la matrice
ocES,, i=1

C(M)= (((—1)1'H det (M”))) s ou M; ; est déduite de M en supprimant
1<ij<n

la ligne 7 et la colonne j et on a M 'C (M) = 'C (M) M = det (M) L,.
1. L’application a +— @ réalisant un morphisme d’anneaux surjectif de Z sur
7 il en résulte que ¢ est un morphisme d’anneaux surjectif de M,, (Z) sur
r
Z _
M, <Z> . Si A € ker(p), on a alors @;; = 0, soit a;; € rZ, pour tous %, j
T
compris entre 1 et n, ce qui revient & dire que A € rM,, (Z) . Réciproquement,
il est clair que rM,, (Z) C ker (¢) . On a donc ker (p) =rM,, (Z).
2. Si M € M, (A) est inversible dans M,, (A), il existe alors M’ € M,, (A) telle
que MM’ = I,,, ce qui implique que :
det (M) det (M') = det (MM') = det (I,) = 1

dans A, soit que det (M) est inversible dans A. Réciproquement, si det (M) est
inversible dans A, des égalités M 'C (M) = *C (M) M = det (M) I,, on déduit
que (det (M))™" *C (M) est un inverse de M dans M,, (A).
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3. Si A est un anneau commutatif unitaire, on note alors GL, (A) le groupe
multiplicatif des matrices inversibles de M,, (A). Sachant que Z* = {-1,1}

X

Z
et 7 =Ja¢€ oA alNr= 1} , on déduit de la question précédente que
T r

GLy, (Z) ={M € M, (Z), det (M) = £1} et :

GL, (fz) _ {MeMn (fz)  det (M) A = 1}

4. Sl existe deux matrices U et V dans M,, (Z) telles que AU +rV = I, on a

- 7, _
alors AU = I,, dans M,, (Z) , ce qui signifie que U est un inverse a droite de
T
— o Z . . - = .
A dans 'anneau unitaire M,, 7 et il s’agit de vérifier que U est aussi un
r
: 3 A (T Z ) .
inverse a gauche de A (Panneau M,, 7B est pas commutatif pour n > 2).
r

X
De AU = I,, on déduit que det (Z) det (U) = 1, donc det (Z) € (é) ,

puis des égalités ‘C (A) = 'C(A) AU = det (4) U, on déduit que l'on a
tC (A) A =det (A)UA, soit UA = (det (Z))_1 tC (A) A = 1I,,, ce qui signifie
que U est aussi un inverse a gauche de A. En conclusion, A est inversible dans

7 — — 7
M, <7"Z> d’inverse U. Réciproquement, si A est inversible dans M, (7"2)
d’inverse U, on a alors AU = I,,, donc AU — I,, € rM, (Z) et il existe une
matrice V € M,, (Z) telle que AU +rV = 1I,.

N/ Sy s
5. Pour r = p premier, 7 est un corps fini a p éléments.
p

(a) Ennotant m le cardinal du groupe fini G, le théoréme de Lagrange nous dit
que lordre de tout élément A de G est un diviseur de m et nécessairement,
on a A™ = [, ce qui implique que A est diagonalisable car annulée par le
polynéme X™ — 1 qui est scindé a racines simples dans C. Le polynéme
minimal de A € G € GL,,(Z) C GL,, (C) est donc un diviseur de X™ — 1
et en conséquence, les valeurs propres complexes de A, qui sont racines
du polynéme minimal, sont des racines m-i¢mes de 'unité (on peut aussi
écrire que si AX = AX avec X # 0, on a alors X = A™X = \"X et

AT =1).
(b) On raisonne par récurrence sur n > 1. Pourn =1, ona P(X) =X — A =
X -1
pQ|—— ]| =X —1+pbavec |]\| =1etbeZ donc A =1—pbest

entier de module 1, soit égal & £1. Si A = —1, on a alors pb = 2 dans Z
avec p > 3, ce qui est impossible. On a donc A = 1 et P(X) = X — 1.
Supposons le résultat acquis au rang n — 1 > 1 et soient P, Q de degré n
vérifiant nos hypothéses Les racines de P € C[X] étant toutes de module

1,ona P(X H X — A\r) avec |Ag| = 1 pour tout k compris entre 1
k=1
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et n, ce qui nous donne en particulier :

PO =] 11—l < H L4 [Ax]) <27
k=1 k=1
X -1 P .
De P (X) = p"Q - avec @ € Z[X], on déduit que si @ (0) # 0, on

a alors |P (1)] = p™ |Q (0)] > p™ > 2™ pour p > 3, ce qui est contradictoire.
On a donc P(1) = Q(0) =0, soit P(X) = (X —1) P, (X) avec P, dans
C[X] unitaire de degré n — 1 dont toutes les racines sont de module 1 et
Q(X) = XQ1(X) avec @1 € Z[X] unitaire de degré n — 1, ce qui nous
donne :

(X 1) P, (X)=P(X) = pQ< pl):an—1Q1<X—1>

p p
~ (x-S
p

X -1
soit Py (X) =p" 1Q () . De ’hypothese de récurrence, on déduit
p

alors que P (X)= (X —1)" ' et P(X)= (X —1)"
Pour toute matrice A € G, on a det (4) = +1, donc det (4) = £1 et

— 7 _ _
A e GL, Z>' Si A € ker(p), on a alors A = I, et il existe une
b

matrice B € M,, (Z) telle que A = I, + pB. En notant xjs le polyndme
caractéristique d’une matrice M € M, (Z) ¢ M, (C), on a pour tout
nombre complexe z :

Xxa (2) =det (21, — A) =det ((z — 1) I,, — pB)

:p”det<(Z;1>I”_B) oY (z;1>

avec x4 € C[X] unitaire de degré n dans C[X] & racines de module 1 et
Q € Z[X] unitaire de degré n, ce qui impose que x4 (X) = (X —1)". La
matrice A est donc diagonalisable avec 1 pour unique valeur propre, ce qui
implique que A = I,,. En conclusion ker (p) = {I,,} et ¢ est injective.

Il en résulte que :

Z n
card (G) < card (GLn (pZ)) — kl;[l (p” . pk—l)
P2 H - 1) < R

(voir exercice ?77).
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Exercice 6.4. Densité de GL,, (K) dans M,, (K) ot K=R ou C

K désigne le corps des réels ou des complexes et pour n € N*, [’espace
vectoriel M, (K) est muni d’une norme quelconque (elles sont toutes équi-
valentes).

1. Montrer que le groupe multiplicatif GL,, (K) des matrices d’ordre n in-
versibles est un ouvert dense de M., (K).

2. En utilisant la densité de GL,, (K) dans M,, (K), montrer que :

(a) GL, (Q) est dense dans M, (R) ;
(b) le centre de GL,, (K) est formé des homothéties non nulles ;
(c) il existe une base de M,, (K) formée de matrices inversibles ;

(d) pour n > 2 il n'existe pas de norme sur M,, (K) telle que l'on ait
|P~*AP|| = ||A|| pour toutes matrices A dans M, (K) et P dans
G

n )

(e) pour toutes matrices A, B dans M,, (K), AB et BA ont méme
polynome caractéristique ;

(f) en notant C (A) la comatrice d’une matrice A € M,, (K), on a
det (C'(4)) = (det (4))" " ;

(g9) pour A, B dans M,, (K), on a C (AB) =C (A)C (B);

(h) si A et B sont semblables dans M,, (K), il en est alors de méme
de leurs comatrices.

Solution. On rappelle que le centre de M,, (K) [resp. de GL,, (K)] est ’ensemble

des matrices [resp. des matrices inversibles] qui commutent avec toutes les matrices

[resp. avec toutes les matrices inversibles]. On rappelle également que la comatrice

de A € M,, (K) est la matrice C (4) = (((—1)i+j det (A”))> ou A; ; est

") J1<ij<n

déduite de A en supprimant la ligne i et la colonne j.

1. GL, (K) est ouvert dans M, (K) comme image réciproque de l'ouvert K* par
I’application déterminant qui est continue comme fonction polynomiale des co-
efficients m;; d’une matrice M. La fonction polynomiale z — det (2I,, — A) a
au plus n racines dans K, donc il existe un entier kg tel que :

Yk > ko, det (;In - A> £0

1
etona A= lim A avecles Ay = —1I,, — A inversibles pour tout k > k.
k]:;Jeroo k
0

(a) On utilise sur M,, (R) la norme N : A | Iax |a;;|. Soient A dans
<ig<n

M, (R) et ¢ € R™*. Comme GL, (R) est dense dans M,, (R), il existe

P = ((pij)1<s j<n € GLu(R) telle que N (A~ P) < g et comme Q

est dense dans R, il existe pour tous 7,7 compris entre 1 et n, une suite
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(r(k))k . de nombres rationnels qui converge vers p;;. De la continuité du
€

1,J
déterminant, on déduit, en notant Ry = ((rf?)) pour tout k € N,
’ 1<i,j<n

qu’il existe un entier ko tel que det (Rg) # 0 pour tout k& > ko (puisque
i lirf det (Rg) = det (P) # 0). Prenant kg assez grand, on peut aussi avoir
— T 00

k
Dij — r§,j)

€ . .
< > pour tout k > kg et pour tous 4, j compris entre 1 et n,

ce qui nous donne N (P — Ry 4+1) < g et N(A— Ry,4+1) < € (inégalité

triangulaire) avec Rg,+1 € GL, (Q). On a ainsi montré que GL,, (Q) est
dense dans M, (R).

On note (€;); <;<,, la base canonique de K" et (E; ), ;,, celle de M,, (K).
Avec la densité de GL,, (K) dans M,, (K) et la continuité du produit ma-
triciel, on déduit que toute matrice A = ((ai;)), <, ;<, dans le centre
de GL, (K) est aussi dans le centre de M, (K) et en particulier, on a
AFE;; = E;; A, pour tous 1, j, ce qui nous donne :

n n
AEijej = Aei = E Ap; € — EijAej = Eij ( E akjek> = ajjei
k=1 k=1

et implique que a; = 0 pour k € {1,--- ,n}\ {i} et a;; = a;;. C'est-a-dire
que A = A,. , c’est donc une homothétie et son rapport est non nulle
puisqu’elle est inversible.

Vect (GL,, (K)) est un sous espace vectoriel fermé de M,, (K) (on est en
dimension finie) qui contient GL,, (K), donc aussi son adhérence M,, (K),
ce qui implique que Vect (GL,, (K)) = M, (K) et du systéme générateur
GL,, (K) on peut extraire une base.

Supposons que pour toutes matrices A € M, (K) et P € GL, (K) on
ait ||P_1APH = ||A]|. Cette égalité appliquée a (PA, P) donne ||AP| =
|IPA|l. Par densité de GL, (K) dans M, (K) et continuité du produit
matriciel, on déduit que ||AP|| = ||PA| pour toutes matrices A, P dans
M, (K) . Mais ce denier résultat est impossible pour n > 2. En effet, on a
EpFEy1 =0et Ey1E2 #0.

Si A est inversible, alors AB et BA = A~ (AB) A sont semblables, donc
de méme polynoéme caractéristique. Dans le cas général, on peut écrire

que A = klim My ott (My),,c est une suite de matrices inversibles. Les
c— 400
matrices My B et BM};, ont donc méme polyndéme caractéristique et avec

la continuité du produit matriciel et du déterminant, on peut alors écrire
que, pour tout A dans C, on a :
det (A, — AB) = lim det (M, — MyB)
k—-+o0
= lim det (A, — BMy) = det (AI,, — BA)

k—-+4o00

c’est-a-dire que AB et BA ont méme polynome caractéristique.
Pour A € M,, (K),ona A- *C' (A) = det (A)-I,, et pour A € GL,, (K), on
en déduit que det (C' (A)) = det ( *C (4)) = (det (4))" " . Par densité de
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GL, (K) dans M,, (K) et continuité des applications det et C (applications
polynomiales), on en déduit que ce résultat est valable sur M,, (K). Il en
résulte que C (A) est inversible si, et seulement si, A U'est.

Pour A, B dans GL,, (K), on a :

tC (AB) = det (AB) (AB) ™" = det (A)det (B) B~1A!
= (det (B)B™") (det (A) A™") = 'C(B) 'C (A)

et en transposant, C' (AB) = C' (A) C (B). Par densité de GL,, (K) dans
M., (K) et continuité de applications C' et du produit matriciel, on en
déduit que ce résultat est valable sur M,, (K) x M,, (K).

Dire que A et B sont semblables dans M,, (K) signifie qu’il existe P dans
GL, (K) telle que B = P"1AP. Pour A € GL,, (K), on a B € GL,, (K)
et :

‘C(B)= 'C (P 'AP) = det (P 'AP) (P'AP)™"

1
det (A)

=det (A)P71ATP

= det (A) P titc(AP=PttC(AP

et en transposant, C'(B) = ‘PC (A) ' (P7') = '"PC(A)( tP)~" | donc

les matrices C (A) et C (B) sont semblables. Pour A € M,, (K), on écrit

que A = i hIJP Ag, ot (Ag),cn est une suite de matrices inversibles, donc
— 400

B = lim P~!'A;P (continuité du produit matriciel) et on a :
k—-+o0

C(B)= lim C(P'AyP)= lim 'PC(A)('P)”"

k— 400 k—-+o00

— tPC(A)('P)"

(continuité de C et du produit matriciel).

Exercice 6.5. Transformation d’FEuler

En désignant par RY le R-espace vectoriel des suites réelles, on associe
a tout réel X € R\ {0, -1}, Uopérateur Ty qui associe a toute suite réelle

u =

U, , la suite T (u) = (v, des moyennes d’Euler de paramétre
neN neN

A définie par :

n

1 n
S e—— Ak
Vn eN, v e E <k:) Uug

k=0
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1. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout réel strictement positif
A, la matrice

(o) 0 0

0 G 0 0

Q= @ @r @ 0

: - 0
@) M (2N ()

est inversible dans M1 (R) d’inverse :
(o) 0 0
~()% ()% 0 0
(0) 3= - G 0
: : - g 0
D" D% 0 -G Qs

Pour A\ =1, il s’agit d’une matrice de Pascal (voir l'exercice 77).

2. Montrer que, pour tout réel A € R\ {0, —1}, Uapplication Ty réalise un
automorphisme de RN d’inverse T_(xt1), ce qui nous dit que pour toutes
suites réelles (un), ey, €t (Un) ey, 0N a Uéquivalence :

<Vn eN, v, = mll)ni:(?;) /\kuk>

k=0

& (Vn eN, u, = A—lni (1) " (Z) A+ 1)* vk>

k=0

Solution.

1. Comme det (Qn+1 (N)) = A
k

E\ ...
égalités (AX +1)" = Z( ,>)\]XJ dans R,, [X] pour k compris entre 0 et n
§=0
nous disent que la transposée de @Q,+1 (A) est la matrice de passage de la base

By = (X*) a la base By = (()\X + 1)k>0<k< de R, [X] et on en déduit

que linverse de *Q, 1 (A\) est la matrice de passage de By & By qui s’obtient

n(n ) . . .
o # 0, la matrice Q41 (\) est inversible. Les

0<k<n

k
_i(k :
avec les égalités \*X* = AX +1-1)" = (-1)* () (AX +1)’ pour k

j=0 J
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compris entre 0 et n. On a donc :

@ 36 =0 -D" 5= )
0 3G =0 D" 5= ()
Q= 0 0 %)
: ' =37 (1)
0 0 0 3 ()
soit :
() 0 0
—(0)% ()% 0 0
Quir (V) = (6) 32 D= O 0
. 0

2. 11 est clair que I'application Ty est un un endomorphisme de RY. En notant

Uo Vo
1 uy v1 I
h=ST Ung1 = : et Vo1 = : dans R"*! 1égalité v = T (u)
Unp Un,

se traduit par V11 = P+1U,+1 pour tout n € N, ot P, 11 est la matrice réelle
d’ordre n + 1 définie par :

(o) 0
nlo)  p(A 0 0
Posi= | p2@Q) (N 2N 0
. . . . 0
pe (o) mm(3)A pr ()N )
10 0 @)y o 0
0 p 0 0 0 @ o0 0
=00 w 0 0 GOr G 0
0 : . . 0
00 0wt (G (1A (o)A )
= D1 (1) Qns1 (A)
avec des notations évidentes. Comme det (Pn41) = <)\+1 # 0, la
matrice P,y est inversible et on a la formule d’inversion U,4; = P,_ _&1Vn+1

qui nous dit que T est un automorphisme (pour toute suite v € RN, I'égalité
Ty (u) = v équivaut a V41 = P,11U,4+1 pour tout n € N, ce qui nous donne
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pour unique solution la suite u définie par Uy, = P, _,:1‘[”_)'_1 pour tout n € N).
On a alors :

1
Pn_+1 = Qn—‘,—l (\) D;-s-l ()\—1—1> = Q;il (A) D1 (A+1)

(8) 0 0
~(0)% ()% 0 0
2 .
o BCE R : :
: : E - 0
D" ()R CDTEOAE - =) () SRR

1
ce qui nous dit que u,, = FZ( 1)” k < ) ()\ + 1) v pour tout n € N, soit
k=0
que v =T_(y;1) (v). On a donc ' = T_(x41)-

Exercice 6.6. Matrices de Gram et interpolation

On se donne un intervalle réel I non réduit a un point et on note C° (I)
Uespace des fonctions continues de I dans R. A tout entier n > 1 et toutes
suites o = (¢r)g<p<y, de fonctions dans C° (I) et x = (z)y<p<, de réels
dans I, on associe la matrice de Gram G (f,z) = ((fj (:)))o<, j<, dans

Mn-i—l (R) :

1. Soit ¢ = (pk)g<p<,, une suite de fonctions dans C° (I). Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) toute fonction f € Vect {po, - ,pn}\{0} a au plus n racines dans
lintervalle I ;

(b) pour toute suite x = (1)< p<,, de points de I deux a deux distincts,
la matrice G (p,x) est inversible ;

(¢) pour toute suite x = (k)< <, de points de I deuz a deuz distincts
et toute suite y = (yk)0<k<n “de réels, il existe une unique fonction
[ € Vect{po, -+ ,pn} telle que f(zr) = yr pour tout entier k
compris entre 0 et n.

2. Soit ¢ = (pk)gep<n une suite de fonctions dans C° (I) qui vérifie Uune
des conditions de la question précédente.

(a) Montrer que la famille de fonctions ¢ est libre dans C° (I) .
(b) Soity = (yk)g<p<n € R". Montrer que la fonction d’interpolation

n
i= Zajapj telle que f (xr) = yr pour tout entier k compris entre
j=0
0 et n est définie par :

L det fx(J’
wel ft Zyﬂ det G, >>))
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ot 20 = (zg,- - - JTj—1, b, L1, Ty) . Que retrouve-t-on pour
les fonctions ;. définies par oy, (t) = t* pour tout k compris entre
Oetn?

Solution. Une famille de fonctions ¢ = (¢g)<p<, dans CY(I) qui vérifie I'une
des conditions de la premiere question est un systéme de Tchebychev. Toute base
de R, [X] est un systéme de Tchebychev. Avec la base canonique, on retrouve
I'interpolation de Lagrange.

(a) < (b) On procede par contraposée. Pour z € I"*! formée de n+ 1 points deux & deux
distincts, la matrice G (p, z) est non inversible si, et seulement si, le systéme
linéaire de n 4+ 1 équations aux n + 1 inconnues réelles ag, -+ , a,, :

D ajp; () =0 (0<i<n)
j=0

a une solution non nulle dans R™*!, ce qui est encore équivalent & dire qu’il

existe une fonction f = Zajgoj € Vect {@o, -+ ,n} \ {0} ayant n + 1 racines
3=0
distinctes dans I.
(b) & (c) Pour z € I"*! formée de n+ 1 points deux a deux distincts, la matrice G (¢, x)
est inversible si, et seulement si, pour tout y = (yx)ycp<, € R"™' le systéme

linéaire : ,
> ajp (@) =y (0<i<n) (6.1)
j=0
a une unique solution, ce qui revient & dire qu’il existe une unique fonction
f e Vect{wo, - ,pon} telle que f (z) = yr pour tout entier k compris entre 0
et n.

L. Soit ¢ = (¢k)o<p<, un systéme de Tchebychev.
n
(a) Si Zajgoj =0, on a alors pour toute suite z € I"*! formée de n+1 points

=0
n

deux a deux distincts, Zajgoj (z;) = 0 pour tout ¢ compris entre 0 et n,
j=0

la matrice G (¢, x) de ce systéme linéaire étant inversible, ce qui implique

que tous les coefficients a; sont nuls.

(b) Pour tout entier j compris entre 0 et n, on a :

vo(zo)  ¢1(z0) -+ n(w0)
. ®o (f;j—l) ®1 (@—1) o Pn (3;}1)

det (G (go, x(J’t)>> = ©o (t) 1 (t) e ©n (1)
wo(zjr1) w1 (@jp1) - @ (Tjg1)

20 (mn) ®1 ($n) T ®n (*Tn)
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(en adaptant 1’écriture pour j = 0 et pour j = n) et le développement de
ce déterminant suivant la ligne j nous montre que f € Vect {¢o, - ,¢n}-
Pour t = xy avec k # j, on a det (G (go,x(j’t))) = 0 car les lignes k et j
de ce déterminant sont égales et pour ¢t = z;, on a det (G (@,x(j’t))) =
det (G (¢, z)), donc f(xg) = yx pour tout entier k compris entre 0 et n.
La fonction f est donc bien la fonction d’interpolation annoncée car cette
derniére est unique. Pour ¢ = (tk)0<k<n ,on a:

1 Zo “e J;’(’)L
1 1 PPN :C'T‘
det(@(f)=|. . . = I @-=)
- : - 0<i<k<n
1 2y, - Tpn

(déterminant de Vandermonde) et pour j compris entre 0 et n, on a en

notant &’ = (g, -+ ,Tj-1,4,Tjq11, * ,Tp) :
it n k—1
det (G (f,zU1)) HH% !
det(G(Foy) MG =
Jj—1k—-1 j—1 n j—1 k—1
=111 H L (A ]
T — T o Tj = T xp —xj Loy —x; Tk — T
k=1i=0 "k J tpmjr1 \ R T gtk T LT R T
H =i
— . _ _
5L e T T T g T T
1#]
ce qui nous donne ’expression classique des polynémes d’interpolation de
Lagrange :
n n
t—x;
ro=>ull-—
7=0 i=0 "7 v



Chapitre 7

Exercices illustrant ’utilisation de
déterminants

Exercice 7.1. Matrices a coefficients dans {—1,1}

Soit A € M, (Z). Montrer que :
1. si tous les coefficients de A sont dans {0,2}, alors det (A) est divisible

par 2™ ;
2. si tous les coefficients de A sont dans {—1,1}, alors det (A) est divisible
par 271,
Solution.
1. On a det (A) = Z (o) Hao(i“ avec Haa(i),i = 0 si I'un des a,(;),; est nul

cESn i=1 i=1
n
ou Hao(i)yi = 2" si tous les ay(;) ; valent 2. Il en résulte que det (A) est divisible
=1

par 27 On peut aussi procéder par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, det (A) qui

vaut 0 ou 2 est divisible par 2. Supposant le résultat acquis au rang n—1 > 1, on

a en développant le déterminant par rapport & la premiére colonne, det (A) =
n

Z (—1)11+1 a;1 det (A; 1), ot chaque matrice A; 1 € M,,_1 (Z) déduite de A en
i=1

supprimant la i-iéme ligne et la premiére colonne est a coeflicients dans {0, 2} .
Par hypothese de récurrence, on a det (4;1) = ¢;12" "' avec ¢;1 € Z, ce qui

nous donne det (A) = (Z (—1)“rl ai’lqm) 27=1 les a; 1 valant 0 ou 2, ce qui

i=1
implique que det (A) est divisible par 2.

2. Si, pour ¢ compris entre 1 et n, le coefficient a;; vaut —1, en notant B; ; la ma-
trice déduite de A en multipliant la ligne ¢ par —1, on a det (A) = —det (B; 1)
(linéarité du déterminant par rapport a chaque ligne), le coefficient numéro
(i,1) de B, valant |a; 1| = 1. Donc en désignant par B la matrice de coef-
ficients b;1 = |a;1| = 1 et by; = a;; pour 2 < j < netl <i<n, ona
det (A) = £ det (B) . En désignant par C' la matrice déduite de B en ajoutant la
premiére colonne aux autres, on a det (C) = det (B), les coefficients de C' valant
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1 sur la premiere colonne et 0 ou 2 sur les autres colonnes. En développant le dé-
terminant de C suivant la premiére colonne, on a det (A) = +det (C) = g2~ 1
avec q € Z.

Exercice 7.2. Déterminants déduits de Vandermonde

K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2. A tout entier
n > 2 et toute suite (o),<p<, d’€léments de K, on associe la matrice de

Vandermonde :
1 1 1
o a9 o
V (au, y Q) = (a;_l)lgmgn = c !
o7 e e ap
et on note A (aq,-- -, ), le déterminant de cette matrice.
1. Montrer que V (a1, - -+ ,ay) est inversible si, et seulement si, les ay, pour

k compris entre 1 et n sont deuxr a deux distincts.
2. Montrer que A (a1, -+ ,0) = H (0 — o).
1<i<j<n
3. Calculer A(1,2,--- ,n).

4. Soient (Pr) <p<, une suite de polynomes dans K,_i[X] et
Q (P, ,P,) la matrice dont les colonnes sont formées des compo-
santes de chaque polynome Py dans la base canonique de K,,_1 [X].
Montrer que :

Pi(aq) - Pr(om)
det =A(ay, - ,0n)det (Q (P, , Pp))
Pn(al) Pn(an)

Dans le cas particulier ot chaque polynome Py, pour k compris entre 1
et n — 1 est unitaire de degré k — 1, montrer que :

Pi(a1) - Pi(om)
det : s =A(oq, - ,0p)
Pn(al) Pn(an)
1n71 2n71 . nnfl
gn=l  gn=l .. (p 1)
5. Soit A,, = . . . . Montrer que :
"l (n4+1)" . (2n-1)!

(n=1)(n+2)
2

det (A,) = (~1) (n—1))"
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Solution.
1. 'l existe ¢ # j tels que oy = v, la matrice V (o, , ;) a alors deux co-
lonnes identiques, ce qui implique qu’elle est non inversible. Réciproquement, si
V (aq,- -+ ,ap) est non inversible, il en est alors de méme de 'V (aq, -+ ,ap) =
n—1
1 a1 “e al
1 ag - af™!
. et le systeme linéaire :
—1
1 o, ay
n
J=1,. _ ;
E a] z; =0 (1<i<n)
j=1
a une solution (‘Tj>1§j§7z non nulle, ce qui revient a dire que a4, - - - , a,, sont des

n
racines du polynéme P (X) = ijXj’l € K,,—1 [X]\ {0} et nécessairement il
j=1
existe ¢ # j tels que a; = «;, sans quoi P aurait n racines distinctes en étant
non nul de degré au plus égal a n — 1, ce qui n’est pas possible.

1 1 ,
2. Pour n = 2, on a A(ag,as) = o o | T @20 En supposant le résul-
1 o2
tat acquis pour n — 1 > 2, on propose trois méthodes de démonstration par
récurrence.
(a) En retranchant, pour i =n,n—1,---,2, alaligne i de V (o, - ,ap) sa

ligne ¢ — 1 multipliée par o, on obtient :

1 1 e 1
0 oy — Q1 s ay, — o
A (alv 5 an) =
0 agfz (ag —ay) - a2 (a, —a)
g — (X1 a3 — 7 Ay — O]
as (ag — 1) ag(ag —a1) - ay, (an, — a1)
n—2 ‘ n—2 | n—2
ay “(ag—ay) oy “(ag—aq) -+ al % (o, — o)
soit par m-linéarité du déterminant :
1 . 1

>
)
=
°
2
Il
-~
—1=
=
x>
|
Q
=
N——
Q
[\v]
o
3

I
—
JamE
)
=
|
Q
2
N——
>
)
v
°
N
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et avec 'hypothése de récurrence, cela donne :

A(ala"wan)=<H(ak—a1)> I (a—a)

k=2 2<i<j<n

= JI (ej-e)

1<i<j<n

Le déterminant étant une forme n-linéaire alternée, on a pour tout poly-
noéme P unitaire de degré n — 1 :

1 1 1
(o7 a9 e ay,
- A(ah' ,Oén)
P(a1) Plag) -+ P(an)

n—1
Prenant P (X) = H (X — ayg), on en déduit que :
k=1

a1 Qs ap,
A(alv"';an): . . . . :P(an)A(ala"'aan—l)
0 0 - Play)
n—1
= (H (a’l’b _ak)> A(O{l,"' 7an71)
k=1

et avec 'hypothése de récurrence, cela donne :

A(Oélwwan)—(n(an—ak)) II (-

k=1 1<i<j<n—1

= JI (@j-a

1<i<j<n

Dans le cas ou deux des «y sont égaux, la formule est triviale. Dans le

cas contraire, le polynéme V (X) = V (a1, ,ap-1,X) qui est de de-
gré n — 1 (développement par rapport & la derniére colonne) s’annule
en ai,- - ,0,_1 deux a deux distincts, donc il existe A € K telle que

n—1
V(X) = )\H (X — ai). En développant le déterminant V (X)) par rap-
k=1

port & la derniére colonne, on voit que A qui est le coefficient de X!

est égal & A(ay, -+ ,ap_1), ce qui nous donne par évaluation en a,,
n—1

A, o) =Aag, + ,Qp_1) H (a, — o) et on conclut encore par
k=1

récurrence.
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3. Pour n >2,0ona:

1 1 e 1
1 2 n n j-1 n n—1
= I G-o=JI[[G-d=]]G-vr=]]
: . : : 1<1<5<n Jj=21i=1 Jj=2
1 anl . nnfl
n—1
4. En notant P; (X) = Zainj pour tout entier j compris entre 1 et n, on a :
i=0
u a 1 1 1
0,1 n—1,1 oy s o,
Vi = .
ano *° Ap_1n a;{A a;'q . a;;;l
= tQ(Plv"' 7Pn)V(a1a"' 7an)
ou Q@ (P, -, P,) est la matrice dont les colonnes sont formées des composantes
de chaque polynéme P; dans la base canonique de K,,_; [X] (dans le ot la famille
(Pj)1<j<n ©st libre, cette matrice est la matrice de passage de (X77'), e B

(Pj)1<j<n) done det (Vi) = A(an, -, an)det (Q (Pr,---, P)). Dans le cas
particulier ou chaque polynéme Py, pour k compris entre 1 et n — 1 est unitaire
de degré k — 1, la matrice Q (Py,--- , P,) est triangulaire supérieure avec tous
ses termes diagonaux égaux a 1, donc det (Q (P, -, P,)) = 1 et det (A,) =
Alag, -, an).

5. Onprend ap = ket P, (X)= (X +k — 1)"_1 pour 1 < k < n. Dans ce cas, on a

n- n—1
pour 2 < k < n,:ionc : =0
N N R G
0 (n;l) ( 1)271—2 . (n;l) (n_ )7172
det(Q(Pla 7Pn)):
0 () (32 (2 3)n—1
NG B ) (-
0 1 20! (n— 1)1
n—1 1 0 1 272 (n — 1)” 2
n —
- H( i ) S :
i=0 0 1 "o 1
11 1 1
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soit :
D N (T D
n—2 n—=2 n—2
. n—1\]1 2 o (n—1)
a @ ry = o (M) L |
— : : PN :
12 .. n—1
1 272 ... (p—1)"7?
. _— n—2 n—1 o 1 2n*3 . (Tl o 1)7173
=(=1) H i (n—1)! : : :
i=1 . . ... .
11 1
avec
1 2n2 (n—1)""? 11 1
1 9on—3 (n _ 1)”_3 1 2 n—1
. =P,
1 1 - 1 1 272 ... (p—1)""2

1 2 o on-1

ou P, est la matrice de permutation associée a 0 = ( ne1 n—2 1

n—2
., 1 .
ce qui nous donne en notant A, = (—1)"! H <n . ) (n—1) et € (o) la si-
i

i=1
gnature de la permutation o :
1 1 1
1 2 n—1
det (Q (Pr,--- ,Py)) = Ane(0) : : :
1 272 .. (n—1)"7?

=Me(o)A(L,---,n—1)

MA (L n = 1) = (=)™ ((n - )" ﬁw ﬁj
n—2 1 "
= (1 -y T 5
et :

co)= ] W I m—jj)_:;n—z‘)
1<i<j<n—1 1<i<j<n—1

= I o=t

1<i<j<n—1

).
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donc :

det (A) = A (1, ,n)det (Q (Py,--- , Py))

n—1
[15) o e@ -y 5

n(n—1)

=) (n—1Y"

Exercice 7.3. Utilisation des déterminants de Vandermonde.

1. Utilisant un déterminant de Vandermonde, montrer que les wvecteurs
propres x1,-- - ,xp non nuls d’une matrice A € M, (K) associés a des
valeurs propres oy, --- ,ap deuz a deux distinctes sont linéairement in-
dépendants.

2. On suppose K de caractéristique nulle et les scalaires aq,--- , o, deux
a deuzx distincts. Montrer que pour tout P € K[X] de degré n — 1, la
famille de polynomes (P (X + ai)),<p<, est une base de K1 [X].

3. En utilisant des déterminants de Vandermonde, montrer que si f est une
fonction de classe C"*', avec n > 1, de R dans R telle que f et f(*t1)
soient bornées sur R, alors toutes les dérivées %), pour k compris entre
1 et n, sont également bornées sur R.

Solution.

1. Ona Az; = a;x; pour 1 < i < p et pour tout entier naturel j, Ax; = a{xi pour

P P
1<i<p. Si Z)\Z:z:, = 0, en appliquant A7, pour j € N, on a Z/\iozfxi = 0.
i=1 i=1

P
On notant x; = (Tik);<pe,  ON a Z)\iagzyhk = 0 pour tout 5 € N, donc

i=1
chaque vecteur X, = (/\ixi7k)1<l.<p est solution de V (a1, - -+ , ) X = 0, ce qui
donne Xj, = 0 pour tout k compris entre 1 et n, soit \;z; ; = 0 pour tout ¢
compris entre 1 et p et tout k compris entre 1 et n. On a donc, pour tout i
compris entre 1 et p, \;x; = 0 et \; = 0 puisque v; # 0.
2. Notons P (X) = P(X 4+ ) pour 1 < k < n. Comme P est de degré n — 1,
la famille (P(])) 0<j<n_1 qui est échelonnée en degrés (K est de caractéris-
n—1
tique nulle) est une base de K,,_1 [z] (si P(X) = Zaka, la matrice de cette
k=0
famille dans la base canonique de K,, [X] est triangulaire supérieure avec les
(n—1)!
(n—1—j)!
pour les polynémes, on a :

an—1 # 0 pour éléments diagonaux). Avec la formule de Taylor

n—1

P.(X)=P(X+a) = Z jé,%P(j) (X)
j=0 7"
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1.
C’est a dire que la matrice du systeme (Py )<<, dans la base <_'P(J))
o : 0<j<n—1

est la matrice de Vandermonde V (aq, -+, ;). Dans le cas particulier ou les
«; sont deux a deux distincts cette matrice est inversible et en conséquence
(Pr)o<p<n_1 €st une base de K, _; [X].

. Pour tout réel z et tout entier p compris entre 1 et n, la formule de Taylor a
Pordre n sur intervalle [z, z + p| s’écrit :

f(n+1) (z 4 pb,) n+1 f(k)

[ tp) = f @) = — 2)

avec 0 < 0, < 1, ce qui peut s’écrire matriciellement V (z) = AU (z), ol on a
noté :

FOF (2 4 6y) £ (2)
f($+1)—f($)—w T
V(2) = : U@=|
O (4 nbn) f ()
f( +n)ﬁf(ﬂﬂ)*wn+1 ol
1 1 1
2 22 . 2"
et A= . : . On a alors :
n ﬁQ n”
1 1 1
1 2 ... 9n-1
det(A) =n!| . . o |=n [ G- #0
o : 1<i<<n
1 n n?1

(déterminant de Vandermonde), c’est-a-dire que la matrlce A est inversible. On

peut donc écrire que U (z) = A7V (z) et |U (2)|| < [|A~ 1H IV (2)|
soit :
f® () ~1 fo (@ +70p) i1
< _ s\ T PYP) n
e || S A7 pmax 1 G4 p) = f () =

< a7l (2l + o 770

le réel x étant quelconque. On a donc pour tout entier k& compris entre 1 et n :

)

HﬂWLSkWAﬂu(Mﬂu+

(inégalités de Kolmogorov).



Chapitre 8

Exercices illustrant ’utilisation de
vecteurs propres et valeurs propres dans
des domaines variés

Exercice 8.1. Condition pour que (A™), . converge dans M, (C)

Soitp € N* et A e M, (C). Le but de cet exercice est de déterminer une
condition nécessaire et suffisante pour que la suite (A™), _ converge dans
M, (C). On note D (0,1) = {z € C| |z| < 1} le disque unité ouvert dans
le plan complexe et Sp (A) désigne l’ensemble des valeurs propres de A. On
désigne par u ’endomorphisme de CP de matrice A dans la base canonique.
1. Etudier le cas ot p = 1.

2. Montrer que si la suite (A"), .y converge dans M, (C), on a alors

Sp(A) € D(0,1) U{1} et ker (u — Id) NIm (u — Id) = {0} .

3. Pour cette question, on suppose que p = 2, que les valeurs propres A1, Ag

de A sont dans D (0,1) U {1} et que ker (u — Id) NIm (u — Id) = {0} .

a) Montrer que pour tout n € N*, on a :
(a) que p ;

nATTYA — (n— 1) NPy sihp = Ay

A" = A\ )\nfl_ n—1
2 A MNPl Lsid# A
Ny — A 1A2 N — Ay 2 St 17’é 2

(b) En déduire que la suite (A™), .y converge dans M, (C).

4. Pour cette question, on suppose que p > 2, Sp (A) C D (0,1) U {1} et
ker (u — Id) NIm (u — Id) = {0} .

(a) Dans le cas ot Sp (A) C D (0,1), montrer que EIB A" = 0.

(b) Dans le cas ou Sp (A) = {1}, montrer que A = I,, (donc la suite
(A™),cn est stationnaire sur I,,).

(¢) On suppose que Ay = 1 est valeur propre de A d’ordre v compris
entre 1 et n — 1 et on note Aa,--- , A\ les autres valeurs propres
deux d deux distinctes de A qui sont nécessairement dans D (0,1).
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i. Montrer que les sous-espaces wvectoriels ker(u— Id) et
Im (u — Id) sont stables par u et supplémentaires dans CP.

it. On note uy la restriction de w d Im (u— Id). Montrer que
Sp (ul) = {)\2, ce 7>\m} 5

iii. Montrer que (A™),, oy converge et déterminer une matrice sem-
blable a sa limite.

5. Conclure.

Solution.

1.

Pour p =1, on a A = (A\) avec A € C et il s'agit alors d’étudier la suite
géométrique (A"), . Pour A = 0, cette suite est stationnaire sur 0. Pour
|A| > 1, la formule du bindme de Newton nous dit que, pour tout n € N*, on
a |\ = (1+|N-1)">1+n(J]\—-1), donc nll)rfoo|A|" = +oo et la suite

1 1
7 avec — > 1,

@ Al

on déduit que hr—? A" = 0. Pour |A| = 1, la convergence de la suite (A"), .y

(A™),,en diverge. Pour 0 < [A| < 1, en écrivant que |A|" =

n—
implique que :

0= lim [A""'—=A"|= lim [A|"|A=1]=[A—1]
n——+oo n—-+oo

soit que A = 1 et réciproquement, pour A = 1, la suite ()\”)nGN est station-

naire sur 1. En conclusion, la suite géométrique (A"), .y est convergente si, et

seulement si, on a A =1 ou |A\| < 1.

. Soit € CP \ {0} un vecteur propre de u associé a la valeur propre A. On

vérifie facilement par récurrence sur n que pour tout n € N, on a u™ () = \"z
(soit en termes matriciels, A" X = A\"X avec des notations évidentes), donc la
convergence de la suite (A"), .y dans M,, (C) implique celle de la suite (A"x),, o
dans CP, soit celle de la suite géométrique (A"), .y puisque x est non nul, ce
qui revient & dire que A = 1 ou |A|] < 1. On a donc Sp(A) € D(0,1) U {1}.
Soit y =u(x) —x € Im(u—Id). Siy € ker (u — Id), on a alors u (y) = y, soit
u? (x) = 2u (z) — x et par récurrence sur n > 1, il en résulte que :

u(@)=nu(x)—(n—Dz=n(u(x) —z)+z=ny+=z

pour tout n € N, soit en termes matriciels A”X = nY + X la suite (A" X)
étant convergente dans CP, ce qui impose que y = 0. On a donc :

neN

ker (u — Id) N Im (u — Id) = {0}

(a) En désignant par P4 (X) = det (A — XI,) = X? — Tr(A) X + det (A)
le polynoéme caractéristique de A, le théoreme de Cayley-Hamilton nous
dit que P4 (A) = 0. D’autre part, le théoreme de division euclidienne
nous dit que, pour tout n € N*, il existe un polynéme @Q,, et deux réels
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ay, et By tels que X™ = Pa (X) Qn (X) + @nX + By, ce qui nous donne
A" = an A+ B,1>. Dans le cas o A\ = Ag, la racine Ay de P4 est double
et on a Pa (A1) = P4 (A1) = 0, ce qui nous donne A} = apA1 + G, et
n)\?fl = Qp, soit A™ = n){“lA—(n — 1) AT . Dans le cas oit A\; # Ag, des

A2 — 2\

égalités A" = apA1 + Bn et AY = apAa + B, on déduit que a,, = ﬁ

2 — A1

/\n—l _ /\n—l
et Bn = —MAda—=2——"1— On a donc :
Ao — A1
nATTTA — (n— D) AL si A = Ay
An = An _\n /\n—l __yn—1
2 1 2 1 :
A—MAg—=———F——1Irsi \{ # A
N — A2 2 81 A1 # Ao
Si A et \g sont toutes deux dans D (0,1) ,onaalors lim Al = lim n\} ' =
n—-+o00 n—-+00
0 pour k = 1,2 et de la question précédente, on déduit que lirf A" =0.
n—-+0oo
Si A1 = 1 et Ada # A, on a alors |[A\y] < 1 et de la question précé-
1
dente, on déduit que liIJIrl A" = W (A= Xols). Si Ay = \q, la valeur
n——+00o — 2

propre 1 est alors double et la matrice A est semblable a une matrice

triangulaire T = ( L oc > , ce qui implique que A — I est semblable &

0 1

T-—1,= ( 8 g ) et pour ¢ # 0, on a ker (u — Id) = Im (u — Id) # {0},
ce qui contredit ’hypothése ker (u — Id) NIm (u — Id) = {0}. On a donc

montré pour p = 2, ’équivalence :

((A™), ey converge)
< (Sp(A) c D(0,1)U{1} et ker (u—Id)NIm(u— Id) ={0})

Si Sp(A4) € D(0,1), alors 1 n’est pas valeur propre de u et on a auto-
matiquement ker (u — Id) NIm (u — Id) = {0} = ker (u — Id) = {0} . En
utilisant la décomposition de Dunford, A = D + N avec D diagonalisable
qui commute & N nilpotente, on a N* = 0 pour tout k£ > p et pour tout

P
n > p,ona A" = Z<n> D" FNF. La matrice D étant diagonalisable

k
k=0
avec les mémes valeurs propres que A, il existe une matrice P € GL,, (C)
et une matrice diagonale A de termes diagonaux a1, -- ,a, dans D (0, 1)

(les valeurs propres distinctes ou confondues de A) telles que D = PAP™,
ce qui nous donne :

1

n—-+oo k' n—+oo

_ 1 . n—k -1 _
k;!P(nEToon(nl).”(nkle)A )P =0
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pour tout k compris entre 0 et p (continuité de application M +— PM P~1
et lirf n(n— 1)~~(nfk+1)oz§l_k =0 pour 1 < j < p puisque |¢;| <
n—-+0oo

1), ce qui implique que lim A™ = 0.
n—-+oo

On peut aussi raisonner en utilisant le théoreme de trigonalisation qui nous
dit qu’il existe une base (ex ), <4<, de C? dans laquelle la matrice de u est de

Q1 a2 -+ Alp
O (6%} e a2p

la forme T = . ) . , ot les a; sont les valeurs propres
0 -+ 0 o

de A supposées étre dans D (0,1). On vérifie alors que, pour tout entier k
compris entre 1 et p, on a lirf u" (ex) =0.Pour k = 1,onau(e;) = aje;
n—-+0oo

et par récurrence sur n > 0, on en déduit que u™ (e;) = afe; pour tout
n € N. Sachant que |a;| < 1, il en résulte que lirf u™ (e1) = 0. Supposons
n—-+oo

que lim u"(e;) = 0 pour tout entier j compris entre 1 et k — 1 pour

n—-+oo
k—1
k> 2. 0n au(er) = arer +x avec & = Zaikei € Vect (e1,--+ ,ex—1) -
i=1

Par récurrence sur n > 1, on en déduit que :
u (ex) = afer +af 'w + o} u () + -+ apu™ 2 () +u" T (2)
C’est vrai pour n = 1. Supposant le résultat acquis pour n > 1, on a :

" (e) = af (aner +x) +af ru () + oo+ g () + u ()

=afMe, +afz +af tu(z) + -+ apu™ Tt () +u” (2)

soit le résultat au rang n+1. Sachant que |a| < 1, on a déja 1irj_1 aPtle, =
n—-+0o0
0. Comme Jm u (x) =0(onax € Vect (e1,- - ,ex_1) et lm (ej)

0 pour 1 < j < k—1), pour € > 0 donné, en se donnant une norme sur
CP (elles sont toutes équivalentes en dimension ﬁnie) il existe ng € N* tel

que ||u™ (z)]| < e pour tout n > 1. En notant y, = Za” Iyd (z), on a

pour n > ng :

no—1 n—1 ) )
lynll < Z "7 [ @)+ Y e | (@)
Jj=n
no—1 +OZ )
< Z ok e ( )H+5Z|ak|"_1_j
no— -

<Zla " @)+

1 — Jou



Exercices utilisant des vecteurs et valeurs propres 77

(©)

avec lim |ag|" '/ = 0 pour tout j compris entre 0 et n — 1. Il existe
n—-+o0o
nofl .
donc un entier n; > ng tel que Z la|" 7 ||u (2)|| < & pour tout
j=0

€
n > nqy, ce qui nous donne |y,| < (1 + 1|> € pour tout n > my
— log,
et prouve que lim y, = 0. Au final, on a bien lim u" (ex) = 0 pour
n—+00 n—+00
tout entier k compris entre 1 et p, ce qui implique que 111:[_1 u™ =0 et
n—-+0oo

cela équivaut a liIJIrl T™ = 0 puisque T est la matrice de u dans la base
n—-+0oo

(éx)1<p<, de CP. Comme T' est semblable a la matrice A et le produit
matriciel est continu, on en déduit que lilf Am = 0.
n—-+oo

Dans le cas ou Sp (A) = {1}, le polyndéme minimal de A est m4 (X) =
(X —1)", ou l'entier 7 est compris entre 1 et n. Si r > 2, on a alors
(u—1Id)" = 0 et (u—1Id)"~" # 0, donc il existe z € CP \ {0} tel que
y=(u—1Id)""" (x) # 0, ce vecteur étant dans Im (u — Id) puisque r > 2 et
dans ker (u — Id) puisque (u — Id) (y) = (u — Id)" (z) = 0, ce qui contredit
I'hypothese ker (v — Id) NIm (u — Id) = {0}. On a donc r =1 et u = Id,
soit A = I,,.

i. Pour tout = € ker (u — Id), on a u(z) = z et u(u(x)) = u(z), donc
u(z) € ker (u— Id) et ker (u— Id) est stable par u. Pour tout y =
u(@)—zeIm(u—1Id),onau(y) =u(u(x))—u(x) €ln(u—1Id),
Im (u — Id) est stable par u. Le théoréme du rang nous dit que :

dim (ker (u — Id)) 4+ dim (Im (v — Id)) = dim (CP)

et d’autre part, on a ker (u — Id) N Im (u — Id) = {0}, il en résulte
que C? =ker (u — Id) ® Im (u — Id) .

ii. On a la somme directe CP = ker (u — Id) @ Im (u — Id), les sous-
espaces vectoriels ker (u — Id) et Im (u — Id) étant stables par u, donc
P,(X)=(X-1)"P, (X)et Sp(u1) = {Aa, -, A}

ifi. SiIm(u—Id) = {0}, on a alors u = Id, ce qui est exclu. On a donc
Im (v — Id) # {0}. Comme Sp (u1) = {A2,- ,Am} C D(0,1), on

a lim u} = 0. Dans une base adaptée a la décomposition CP =
n—-+oo

ker (u — Id) ® Im (u — Id) la matrice de u est B = < IOT : > sem-
1

blable a la matrice A, ou Ay est la matrice de u; dans une base de
Im (u—Id). On a alors A= PBP~! avec P € GL, (C) et :

. n I, 0\ [ Im O
ol B _nEIfoo<o A}L>_< 0 0)

ce qui nous donne lim A™ =P < Ty 0 ) P

n—-+oo
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5. On a donc montré, pour p > 2, I’équivalence :

((A™), ey converge)
< (Sp(A) c D(0,1) U{1} et ker (u— Id) NIm (u— Id) = {0})



Chapitre 9

Exercices sur les endomorphismes
diagonalisables ou trigonalisables

Exercice 9.1. Matrices de Hessenberg

On appelle matrice de Hessenberg une matrice A a coefficients complexes

telle que a;; = 0 pour j < i — 1. Une telle matrice est dite irréductible si
a;i—1 # 0 pour tout i =2,--- ,n.

1.

Montrer que si A € M,, (C) est une matrice de Hessenberg irréductible,
alors pour toute valeur propre de A, l’espace propre associé est de di-
mension 1.

En déduire que les valeurs propres d’une matrice de Hessenberg irréduc-
tible sont simples si, et seulement si, la matrice est diagonalisable.

a1 b1 0 cee 0
by az b :

Soit A = 0o . . 0 une matrice a coefficients

: "o bn—2 Qp—1 bn—l
0o - 0 bpo1 an
réels, tridiagonale (donc de Hessenberg) symétrique et irréductible.

(a) Montrer que les valeurs propres de A sont simples.

(b) Décrire un algorithme de calcul de l'espace propre associé d une
valeur propre de A.

aq bl 0 0

Co G2 bo

Soit A = 0o . . 0 une matrice tridiagonale a

coefficients complexes.

(a) Donner un algorithme de calcul du polynome caractéristique de A.

79
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(b) Montrer que A admet les mémes valeurs propres que la matrice :

ay C2b1 0 e 0
1 as Cgbg
B=1 ¢ . . 0
. : 1 Gp—1 cnbnfl
o .- 0 1 an
(c) Montrer que si a; € R pour tout i = 1,--- ,n et ¢ip1b; € RY pour
touti =1, --- ,n—1, alors A admet n valeurs propres réelles simples

et est diagonalisable.

Solution.
1. Pour tout nombre complexe A, on note :
a;l — A an ais EE ain

a21 a2 — A a23
Ay=A- ), = 0

An—2.n

An—1n—2 Opn—-1n—1— A An—1,n
0 o 0 Gp,n—1 Qp,n — A

En désignant par B) la matrice extraite de Ay en supprimant la premieére ligne
et la derniére colonne, soit :

a1 Qg — A a23 t a2 n—1
0 as2 asz — A
By, = 0 Op—2.n
: . 0 p—1,n—2 On—1mn—1 — A
0 oo 0 0 Ap,n—1

on a det (By) = Ham_l # 0, donc Ay est de rang égal a n — 1 ou n, ce qui
i=2

revient & dire que dim (ker (A — AI,,)) < 1. Dans le cas ou A est une valeur

propre de A, on a alors dim (ker (A — AI,,)) = 1.

2. Soit A € M,, (C) une matrice de Hessenberg irréductible. Elle est diagonali-
sable sur C si, et seulement si, pour toute valeur propre A de A, la dimension
de ker (A — AI,,) est égale & la multiplicité de A comme racine du polyndéme
caractéristique de A, ce qui revient a dire d’aprés la question précédente, que
toutes ses valeurs propres sont simples.

(a) Une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et est
diagonalisable. Si de plus elle tridiagonale et irréductible, elle est alors de
Hessenberg irréductible et toutes ses valeurs propres sont simples.
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(b) Si A € R est une valeur propre de A et € R™\ {0} est un vecteur propre
associé, on a alors :

a1x1 + bixe = Az
bp—1ZTp—1 + apx + bpTrp1 = A 2<k<n-—1)
bn—lxn—l + anxr, = Axn

Si x, = 0, avec 'hypothese b; # 0 pour tout ¢ compris entre 1 et n — 1,
on déduit alors que tous les x; sont nuls. On peut donc prendre x,, = 1 et
(z1,22, - ,xn_1) est solution du systéme triangulaire supérieur :

bp—1xp—1+ (ag — N xp + bz =0 (2<k <n-—2)
bn—2xn—2 + (an—l - )\> Tp—1 = *bn—l
bp_1Tpn—1=A—ay,

La solution de ce systéme peut se calculer avec l'algorithme :

- _A—ay
n—1 béL—l \
oy = ot @ Vo gy

br—1
4. Pour 1 < k < n, on note A; la matrice principale d’ordre k de A.

(a) La suite (Py);<,<,, des polyndmes caractéristiques des Ay, vérifie la récur-
rence :

{Po()\):L P1(>\):a1—>\
Py ()\) = (ak —A) Pr1 (/\) — bp_1¢Pr—o ()\) (2 <k<n)

(b) Le polynome caractéristique de la matrice B s’obtient avec la méme rela-
tion de récurrence que celui de A en utilisant les mémes conditions initiales,
ces deux polyndémes sont donc identiques.

(¢) En utilisant deux fois le résultat précédent, on voit que A admet les mémes
valeurs propres que la matrice :

ay vV 62b1 0 0
Vesbi  ap Vesba :

C = 0 '.. '.. '.. O
\V Cnflbn72 Qp—1 cnbnfl
0 0 Cnbn—1 an

Cette matrice C' symétrique tridiagonale et irréductible, donc diagonali-
sable avec n valeurs propres réelles simples. Il en résulte que A admet donc
n valeurs propres réelles simples et est diagonalisable.
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Deuxiéme partie

Lecons d’analyse et de
probabilité
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Exemples d’étude de suites ou de séries divergentes
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Chapitre 10

Exemples d’étude de suites définies par
une relation de récurrence

Exercice 10.1. Suite récurrente xp+1 = In(1+z,), développement
asymptotique.
Soit (xn),cy la suite réelle définie par o € RT™* et 41 = In (14 z,)

pour tout n € N.

1. Montrer que la suite (x,,), oy est convergente.

2

2. Montrer que x,, ~ —.
n—+oo N

3. Justifier le développement asymptotique :

. % (1+ 1113(:) +0<1n7§n)>>

Solution. L’intervalle R™* étant stable par la fonction f : z — In(1+z), la
suite (), est bien définie et si elle converge c’est vers I'unique point fixe de f
sur RT, & savoir £ = 0.

1. La fonction f est strictement croissante et 1 = In (1 + x¢) < ¢ pour zg > 0,
donc la suite (2,,), oy est strictement décroissante minorée par 0 (stabilité de
R*™* par f), donc convergente vers £ € RT. Cette limite étant point fixe de f,
elle vaut 0.

2. Pour tout x € |—1,400[, on a :

1 1 1 1

1 1
R, 5 (z]')
In(l1+2) =« r—% +o(z?) =z w 1—-5+o(x)
l(f+ ()) 1
2 \2 T 25

1 1 1
De z, € R™* et lim =z, =0, on en déduit que lim ( — ) =3 Le

n—-+oo n—-+oo xn—i—l T

théoreme de Cesaro nous dit alors que :

n—1

1 . 1 1 1 . 1/1 1 . 1
— = lim — E —— )= lm —(——-—) = lim —_—
2 notoon = \Tkt1 Tk n—+oon \ T, Xo n—-+oo \ NI,
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. 2
soit ¢, ~ —.
n—4oco N

2
3. En utilisant le développement limité In (1 + z) =z (1 - g + % +o (x2)> , on
obtient :

1 11 T, 1

~ _— ~ P,
Tp+1 T, 2 n—s+oo 12 n—4+oco  6M

. 1 n-1 In(n R
soit — — — — ~ = c’est-a-dire
Tn  T1 2 n—odoo 6
11 1 1\1 In(n) In(n)
nxn_2+<x1_2>n_ 6n +O< n
1 In (n) In (n)
=_(1-

2 ( 3n o ( n

ou encore :

non — 9 (1 B 1n3(:) Y (hlr(zn)))_l _, (1 . 1n3(:) Y (lnnn)>)
wit = 2 (1410, (100)).

Exercice 10.2. Suite récurrente xn41 = f (x,), développement asympto-
tique.

Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue admettant au voisinage de 0
un développement asymptotique de la forme :

— o — a+1 a+1
f(x)=2—ax +x_?0+ (2>

ot a et o sont deux réels strictement positifs. On désigne par (x,,)
suite réelle définie par xo € [0,1] et xpt1 = f (zn) pour tout n € N.

neN la
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1. Montrer qu’il existe un réel n € ]0,1[ tel que pour tout xo € 10,n[, la
suite (), cy €st convergente de limite nulle.

1 1
2. Montrer que pour tout zo € 10,n[, on a x, ~ ——.
n—+00 (OzCL)E na

3. On suppose qu’on a le développement asymptotique :

) =1 — axa-&-l _ bx2o¢+l 4 o m2oz+1
f( ) a:~>0+( )

ou b € R*.

(a) Montrer que

«
«
Tt as n—+oo M a 2

(b) Justifier le développement asymptotique :

1 1 ¢ 1 ln(n)+o<ln(n))

Tp=——F—7F— —
! (aa)é na o (oza)H_é nlta

(c) Pour (zn),cy définie par xo € RT* et 2,11 = In (1 + x,) pour tout
n € N, vérifier que :

2 2ln(n) +O(ln(n)>

" n 3 n2 n?

et pour (), cy définie par xo € R™* et x,11 = sin (x,) pour tout
n € N, vérifier que :

_ ﬁ - 3\/§ln(n) H In (n)

TR 10 nya (m)

Solution. L'intervalle [0, 1[ étant stable par la fonction f, la suite (2,), oy est
bien définie pour tout zg € [0, 1].

1. La fonction f étant continue sur [0,1], on a :

F(0)= lim f(z)= lim x<1a:co‘+ 0 (xa)>—o

z—0t z—0t z—0t
Avec lim M =1let lim % = —a < 0, on déduit qu’il existe un réel
z—07+ z—0+ ot

x

1 €]0,1] tel que 0 < f(z) < z < n pour tout x € ]0,7n]. Le segment [0, 7] est
donc stable par f (on a f (0) = 0), ce qui implique que pour tout zy € |0, 5[, la
suite (2,), oy est & valeurs dans [0, 7] et strictement décroissante minorée par
0, donc convergente vers un point fixe de f sur [0,7], soit vers 0 puisque c’est
lunique point fixe de f dans [0,7)].
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2. Pour tout réel non nul ¢ et tout = € J0,n[,ona f(z) >0et:

(f @) — =2’ ((1 Cwt o (xa)f _ 1) e

z—0t

= gt <5a+ 0 (1)) w  —daxdte

z—0t1 z—0t1

1
Prenant § = —a, on en déduit que lim ( ——5 — — | = aa, ce qui im-
T o ((f ()" x) !
plique compte tenu de la convergence de la suite (), vers 0 pour zo € 0,7/,
1 1
que lim < — = ) = aa. Le théoreme de Cesaro nous dit alors que :
n—+oo \ ¥ T
n+1 n
-1
15 1 1 1/1 1 1
aa = lim Z( = —a> = lim <a—a) = lim <a>
n——+oo N —o a:kJrl Ty, n—+oo N \ Ty 1) n—+00 \ NIy

~

1
soit (L‘% ~ —, Ou encore ry T -
n—-+4oo ((Jé(l)a nao

n—+o00 Naa

(a) En utilisant le développement asymptotique :

(@) =1~ u(o)

_ 1— a_p 2
f(x) x( azx x +;c—>0+

1
on obtient en posantc:f—ka;_ a:
1 1 _
— = — (1 —u(z))™“
(Flays ~ae 470
1 « « a(a+1) 2« )2 2a
:xa<1—|—ax (a+ bz )—|—Tx (a+ bx®) +m30+ %)

o (z2a)>

z—0t

1 ( . <b a+1> o
=—|(1l+aax®*+aa| — + a |z +
¥ a 2

1
— t+aa+ aacz®+ o (z%)
« z—0+

1
—— —aa=aacz*+ o (z%) et:

1
soit ——=
(f (x)* o o0+
1 1 c
—— — — — aa = aacry, <1—|— 0 (1)) ~ aacxy o~ —
Tpt1 xs n—4o00 n—-4o0o n—+oo N

1
(b) La série Z* étant divergente, on a 1’équivalence des sommes partielles
n

n—1 1

n—1 1 1
Z( —a—aa> ~ czﬁn_;ioocln(n)
k=1 k=1

«
xn+1 Ty n—-4o0o
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1 1
soit — —— —(n—1)aa ~ cln(n), cest-a-dire :
e xf n—-+oo

%:OZGJF <1aaa) l+cln(n) Jr0<1n(n)>
o :aa+clﬁl(”)+0(11m)>n: aa <1+ncln(n) +O<ln ”)>)

ou encore :
1 1 1 -
)
aa aa n n
_ 1 (1_0111 n) +0<ln(n)>>
aa aa n n
soit :
1
1 1 1 o
e - 2282
(aan)™ aa n n
1 1 ¢ In(n) In (n)
" (aan)® a’a n n
1 c 1 In(n) In (n)
= R oL 141 TOo\ 1
(aan)= % (aa) TN nra
2 28 3 1
(¢) Pour f(z) = In(1+ 2) :xfEJr?Jro(:z:),onaa: §’a:1’
1 1 2 21 1
b:—g,etc:—é cequinousdonnexn—n+3nn(;1)—|—o(n7§;)>.
P = v _ 1 =2,b= !
our f (z) =sin(x) ==z §+5‘—|—0( 5), yonaa=g,a=2b=—g,
1 3 3v3l 1
etc—5cequ1nousdonnexn—:/fﬁ ;0[2\(F)+ <n\(/r%))
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Chapitre 11

Exemples d’utilisation de polynomes en
analyse

2p+1
Exercice 11.1. Quelques applications du développement de (z + —)
z

2p+1
Le développement de (| z + — par la formule du binéme de Newton
z

pour p € N* permet d’obtenir des formules de dénombrement et des formules
de trigonométrie qui peuvent étre exploitées pour calculer des intégrales de
Wallis et de Dirichlet généralisées.

1. Montrer que pour tous p € N et z € C*, on a :

P
2p+1
puis en déduire que E < Pt > —
p—
k=0

2p—1
1
2. En intégrant, pour p € N* la fonction z (z—!—) sur le
z

cercle unité du plan complexe parcouru une fois dans le sens direct,
déduire de la question précédente la valeur de [intégrale de Wallis

2
Wap = / cos?P (t) dt.
0
3. Montrer que pour tous p € N et z € C*, on a :
P 2k
2p+1 2(k—j)
et (1) = (2)) 3
k=0 7=0
puis en déduire que :

Ep: 2k + 1) <2p+k1> = (2p+1) (if)

k=0
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4. Montrer que pour tousp e N ett € R, on a :

1 & /2p+1
2p+1 () _
cosPT (t) = 7% E <p k)cos((2k+1)t)

5. Montrer que pour tout entier naturel n > 1, l’intégrale impropre

O] — cos™ (t
A, = 7()dt est absolument convergente, puis que l’on a
0 t? J

+oo g
t
A, = n/ cos™ 1 (t) Wdt. Pour n =1, il s’agit de Uintégrale de

0
+00 s
Dirichlet / Smt(t) dt.
0

2 1) /2
6. Montrer que pour tout p € N, on a Agpi1 = W( P> A,
22p P
+ cos (At) sin (¢
7. Montrer que pour tout réel A > 1, on a / M
0

dt = 0.

2
8. Montrer que pour tout p € N*, on a Ay, = %( p) A,
p

0
Sachant que A1 = 57 on déduit de ce qui précéde que :

/+°° 1 — cos?PtL(¢) df — 2p+1)7 (Qp)
0

+2 - 92p+1 P
+oo 1 2p
/ 1 — cos®P (t) P 2p
0 t? S 2P\ p

1. Pour touspe Net z€ C*, on a:

2p+1 2p+1
1 _ 2p+ 1\ op—i)+1
(+1) - (")

k=0

et :

Solution.

En effectuant le changement d’indice k =2p+1—j pour p+1 <k <2p+1,
on a:

2p+1
i (2]9 + 1> L2(p—k)+1 _ zp: (Zp + 1>Z(2(pj)+1)
k: = .
k=p+1 j=0 J
donc :
2p+1 p
1 _ 2p+1 2p—k)+1 1
(+2) X i

/4
_ 2p+1 2k+1 1
_Z<p_k> <z + (11.1)
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" op+1
L’évaluation en z = 1 dans (11.1) donne ( k) = 2%,
p—
k=0

2. En intégrant sur le cercle unité v du plan complexe parcouru une fois dans
le sens direct, on a pour tout p € N* compte tenu des propriétés de parité

des fonctions cos et sin et du fait que /zpdz = 0 pour tout p € Z\ {-1}

d v
et/i:2i7r:
y 7

1\%1! LA Cop1
/ (z + ) dz = / (e’t + e_”) Pt at
2! ? -

= 2'22”_1/ cos® 1 (t) (cos (t) + isin (t)) dt = i22p/ cos?? (t) dt
0

—T

p—1
ap— 1 1 e
S (T ([ [at) <an())
k=0 p—1—k v v? pet
T 9 B T 2]9—1 _ ™ 2p N
donc/O COSp(t)dt_QQP—l(p—1> _22’”(17) o

™ Bl
/ cos?? (t)dt = / cos® (m — z)da = / cos?? () dx
0

w3

™

? 2
ce qui nous donne / cos? (t)dt = il ( P )
0

3. En dérivant (11.1) on a :

o (o) (- 5) = e n () (7 )

ou :

1 1 1 1
2k _ 2k _ — 2k _ _
S 22(k+1) z (1 Z2(2k+1)> =z <1 22> z_;) 227

ce qui nous donne :
2p P 2k
1 2p+1 ki
2p+1 -] = 2k +1 (k=3)
ot (1) =S (P50
k=0 7=0
En identifiant les termes constants dans cette derniére identité, on obtient :

zp: (2k +1) (ijkl) = (2p+1) (if) (11.2)

k=0
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4. Prenant z = ¢ dans (11.1), on obtient :

920+ o2t (1) = (ezt —zt 2p+1 _ Z (2p + 1> (ei(2k+1)t + e—i(2k+1)t)

= 2217: <2pp_+kl> cos ((2k +1)t)

k=0
soit : »
1 2 1
cos?PH (1) = 3 Z <]§?—+/€> cos((2k+1)t) (11.3)
k=0
1= cos" (1)

5. Pour tout n € N*| la fonction f, : t — 2 est continue sur R* comme
quotient de deux fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant jamais. Du

fait que :
1—cos™(t) 1—cos(t)

5 = 2 (14 cos (t) + -+ +cos" ' (1))

n

%
t—0t 2

n
on déduit que f, se prolonge par continuité en 0 en posant f, (0) = 35 Avec

2
|fr(®)] < = pour t > 0 et la continuité de f,, sur [0,1], on déduit que

12
“+oo
fn (t)dt est absolument convergente. Une intégration par parties nous

0
donne pour tous réels 0 < e < R :

Ry _ n N _ R R o\
/ 1 — cos (t)dt: [cos (tt) 1} +n/ cos"1 (1) sin (t)dt

12 t

n —
on lim )1
e—0+ €

= (cos™)' (0) =0 et

cos™ (R) — 1 < 2 il
—————| < =, ce qui implique
R =R q pliq

sin (t)

+oo
en faisant tendre (e, R) vers (0,400) que / cos" L (1) dt converge
0

“+o0
comme A, et A, = n/ cos™ 1 (t) smt( )dt
0

6. En écrivant que :

P rop+1
1 — cos® (¢ Z < > (1 —cos((2k+1)t))
et en exploitant le fait que pour tout réel A > 0 on a :

+ooq _ 3 Fooq ;
/ 1 0025 (At) gt — )\/ 1 cc;s (x)dx N
0 t 0 T

on déduit en exploitant I'identité (11.2) que :

ool — cos?PT1 (1) 1 2p +1
Agpi1 = —Cdt = 2k +1)A
2p+1 /(; t2 d 22p1;0<p_k>(k+ ) 1

2p+1 (2
(5>
2°p p
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7. Pour tous réels A et t, on a :

sin(A+1)¢) —sin (A —1)¢)
2

donc en exploitant le fait que pour tout réel v > 0 on a :

+0o0o +oo -
/ sin (yt) dt :/ sin () dr — A,
0 t 0

T

cos (At) sin (t) =

T cos (At) sin (¢
on déduit que pour tout réel A > 1, on a / Mdt =0.Pour A =1,
0

+0gin (2t A
cette intégrale vaut / sin ( )dt =1
0 2t 2
8. Pour tout entier p > 1, on a :
+o0 3
sin (¢
Ngp, = 2p/ cos?P1 (1) 725( )dt
0

% p‘l( 93— 1 )/+°°cos((2k+1)t)sin(t)dt

20p—1 11—
2(P)k:0p1k t

2p  (2p—1\ [Tcos(t)sin () 2p  (2p—1\ A
== dt = —
2-D\p—-1//, t 22-D\p—-1/ 2

. 2p—1\  (2p . _p (2p
ou2p<p_1>—p(p),cequldonneAgp—W_l ) Aq.

Exercice 11.2. Une utilisation du théoréeme de Weierstrass

L’espace vectoriel C° ([0,1],R) des applications continues de [0,1] dans
R est muni de la norme ||-||, de convergence uniforme. On désigne par ®
Uapplication définie sur C°([0,1],R) par :

VfGCO([Ol] R) VmE[Ol] (I)(f)(m): Ji(o) six=0
- o Efozf(t)dtsixe}(),l]

1. Montrer que ® est un endomorphisme de C°([0,1],R), puis qu’il est
continu.

On note (®"), oy la suite des itérés de ’endomorphisme ® définie par

OO = Id et " = ®" 0 D,

2. Donner, pour tout n € N, une expression de ®" (P) pour toute fonction

m
polynomiale P : x > Zakxk.
k=0
3. Montrer que pour toute fonction f € C°([0,1],R) la suite de fonctions
(@™ (f))pen converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction constante

f(0).

Solution. On note g = ® (f) pour toute fonction f € C°([0,1],R).
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1. La linéarité de ® se déduit de celle de l'intégrale et de 1’évaluation en 0. Pour
toute fonction f € C°([0,1],R), la fonction g = ® (f) est de classe C* sur

10,1] avec ¢’ (z) = f@)—g(x)

continue sur |0,1]. Comme f est continue en 0, pour tout réel e > 0, il existe
un réel n > 0 tel que |f () — f (0)] < € pour tout x € ]0,n[, ce qui implique

que :
L[ rona <3| [ - o] <

et prouve que g est continue en 0. En conclusion g € C° ([0,1],R) et ® est un
endomorphisme de C° ([0, 1] ,R). Pour tout f € C°(]0,1],R) et tout = €]0,1],

on o) = |3 [ 0] < \/ Fld
encore |g (0)] = |f(0)] < [ f[l » ce qui nous dit au final que [|[© (f)l| . < [[fll«
L’application linéaire ® est donc continue de norme d’opérateur Ny, (@) < 1.
Pour f=1,ona ®(f) = fet ||®(f)|, = fllo =1, donc Ny (®) = 1.

2. En notant (eg),cy la base canonique de 'espace vectoriel R [x] des fonctions
polynomiales sur [0, 1] définie par ey, (z) = x* pour tout k € N et tout = € [0, 1],

pour tout z € ]0,1], donc g est en particulier

< |Iflls - Pour z = 0, on a

on vérifie facilement que @ (e) = er pour tout k € N. Il en résulte

1 k+1
Wek pour tout n € N et pour tout k& € N (récurrence
immédiate). Par hnearlte on en déduit que pour tout n € N et toute fonction

polynomiale P = Zakek, on a ®" (P) = Z%
k=0 k::O( + )

3. On déduit de la question précédente que, pour tout n € N et toute fonction
m

que d" (ey) =

k-

polynomiale P = Zakek, on a :

k=0
m a m ar
" (P)—-P = —_
18" (P) — P (0)]] ;(szrl)"ek ;(kﬂ)nek
— |ax|
<
kz:l(k—kl) n—>+ooo

ce qui nous dit que

oy Nk o
lim @ (P) = lim <kz_0(k T ek> =ag = P(0)

la suite de fonctions (®" (P)),,cy converge uniformément sur [0, 1] vers la fonc-
tion constante P (0). Pour f € C°([0,1],R), le théoréme de Weierstrass nous
dit que pour tout réel £ > 0, il existe une fonction polynomiale P telle que
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Ilf — Pl < e, ce qui nous donne pour tout n € N :

12" (f) = F (0l
< |[|2" (f) = " (P)l + 12" (P) = P (0)]loc + 1P (0) = f (0l
<|f =Pl + 12" (P) = PO)loc + 1P = fll

<24 || (P) — P 0)]

oo

De lirf [|®" (P) — P (0)||,, = 0, on déduit qu’il existe un entier n. tel que
n—-+oo

|®" (P) — P (0)||,, < e pour tout entier n > n., ce qui nous donne au final
@™ (f) — f(0)][,c < 3¢ pour tout entier n > n. et nous dit que (" (f)),cy
converge uniformément sur [0, 1] vers f (0).
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Chapitre 12

Exemples d’applications des séries
entieres

Exercice 12.1. Utilisation d’un théoréme radial d’Abel pour calculer la
somme de séries numériques

1. Soit Zanz" une série entiére complexe de rayon de convergence fini
R > 0. On suppose qu’il existe un nombre complexe zg tel que |zo| = R
et la série Zanz(f soit convergente. Pour tout t € [0,1] et tout n € N*,

n +oo
on note Sy, (t) = Zakz{ftk et o (t) = Zanzgt”.
k=0 n=0

+oo
(a) Montrer que pour tout t € [0,1[, on a ¢ (t) = (1 —t) ZS" (1) ¢".
n=0

+oo +00
(b) En déduire que lim Zanzgt" = Zanzg (théoréme radial
=1 n=0 n=0

d’Abel).

. En utilisant le théoréme radial d’Abel, calculer les sommes :

+00 _1)" 400 _1\" +00 _1\"
SICD" T AR

n:02n+1

. Soient ZU" et Zvn deuz séries numériques et an leur produit de

n

Cauchy, ou w, = Zukvn,k pour tout n € N. En wutilisant le théo-
k=0

réme radial d’Abel, montrer que si les trois séries Zun, Zvn et an

+oo —+oo —+oo
convergent, on a alors E Wy = E Un E Un | -
n=0 n=0

n=0

Solution.

101
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(a) Pour tout t € [0,1[, on a :

t)=ao+ Y arzft* =ag+ > (Sk(1) = Sk (1)) tF
k=1 k=1
n n—1
= So (1) + ) Sk (1) th =" S (1) !
k=1 k=0

=S (1) (tF — ") + 5, (1) l—tZSk )tk + 8, (1) 1"

Tenant compte de liIJrrl Sp ()t" = ¢ (1) -0 = 0, on déduit que la série
n—

ZS (1) ™ converge et ¢ (t) = (1 —t¢ ZS
400 1
(b) En utilisant I’égalité Zt" = {3 pow tout ¢ € [0,1], on peut écrire
que : =0

90() 1_t ZSn 1—t Ztn

“+ oo

=(1=1) ) (Sa(1) = @)t"

n=0

Comme lim S, (1) = ¢ (1), pour tout réel € > 0 on peut trouver un
n—-+o0o

entier ng tel que :
Yn > no, |S, (1) —p (1) <e

ce qui nous donne :

no “+o00
() - (] < (1-1) (Dsk(l)—so(mt’wa > tk)

k=0 k=no+1
no +o00
SA=-O)) IS W) =)+l —1)> tF<AQ-t)+e
k=0 k=0
ng
ol on a noté A = Z |Sk (1) — ¢ (1)]. Pour ¢ voisin de 1, on aura alors
k=0

lo(t) — ¢ (1)] < 2. On a donc 1ir{1 o (t) =¢(1), soit :
t—1-

+o0
lim E anzpt" = E anzy
t—1-

n=0
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2. On a les développements en séries entieres, de rayon de convergence égal a 1 :

“+o0 n “+oo n
-1 mn+1 -1 x2n+1
ln(l -+ SC) = Z % et arctan (I’) = Z (Q)T
n=0 n=0

ces séries étant convergentes pour x = 1 (théoréme des séries alternées). Il en
résulte que :

S D lim In (1 —In(2 Sy~ (D" li _
50— i w0 = 52— tant =
et :
+oo n +oo n +oo n +oo n
(-1 (-1 (-1 (-1
nz::ln(n—kl) nz::l n nz::ln—i-l nz:%n—kl n(2)

3. On rappelle que le produit de Cauchy an de deux séries numériques Zun

et E v, absolument convergentes est absolument convergent et dans ce cas, on

+oo —+oo —+oo
a E W, = E Up E v, | . Comme les séries E Uy, E Up et E w, sont
n=0 n=0 n=0

convergentes, les séries enticres Zunx”, Zvnx” et an:c" ont un rayon de
convergence au moins égal & 1. On note respectivement f (z), g(z) et h(x)
les sommes de ces séries pour x € |—1,1]. Pour |z| < 1, les trois séries sont
absolument convergentes et on a h(x) = f(x)g (z). En utilisant le théoréme
d’Abel, on en déduit que :

r—1— r—1— r—R~

+oo +oo
g = (z) (z)
n=0 n=0

Exercice 12.2. Une utilisation de la série de Taylor

+oo
an:h(l): lim h(x)= lim f(z) lim g (x)
n=0

Soit f une fonction développable en série entiére sur un intervalle |— R, R|
avec R > 0.

1. Montrer que, pour tout x € |—R, R[, on a :

x —+ oo n .’L'k
/ e~ f(t)dt=> ™ (0) (& — Zm)
n=0 k=0

0

+oo n k
2. Soit a € R*. Calculer Za" (ez — Z;) pour tout réel x.
k=0

n=0
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3. Montrer que, pour tout x € |—R, R[, on a :

/zex_ttrf(r) Zn (n—1) n—T—l—l)f(")( )(e —i:;;)
0 k=0 "

+oo n k
4. Soit a € R*. Calculer Zna" (e”‘ — ZZ) pour tout réel x.

n=1 k=0

Solution.

1. Pour tout = € |—R, R[ et tout ¢ dans le segment I d’extrémités 0 et = (soit

f("
I =10,2] pour z > 0 ou I = [z,0] pour x < 0), on a f (¢ Z t”,la

convergence étant uniforme sur I. Il en résulte que :
er~ t f —t n
f(t Z t"dt
0

x
En notant I, (x) = / e~'t"dt pour tout n € N, on a Iy (z) =1 — e * et pour
0

n > 1, une intégration par parties donne :
xr
I, (z) = [~ *tt”] + n/ e "ttt = nl,_ (z) — e "a"
0

) _ —x = l'k *
=1l-e ZF pour tout n € N*.
k=0
En effet, c’est vrai pour n = 1 et supposant le résultat acquis jusqu’au rang
n—1>1,ona:

On en déduit alors par récurrence que

cette formule étant encore valable pour n = 0. Il en résulte que :
» (n) B n l‘k “+o00 n) n Ik
A il Zf I R A L

2. En utilisant la fonction f : ¢ — e qui est développable en série entiére sur R,
ona f(™ (0) = a™ et pour tout réel  :

axT xT
e —

+oo n Z‘k x 76
n T _ <) (a—1)t 34 _

g o (6 E k!) =e /0 e dt = a—1

n=0 k=0

ze¥ sia=1

sia#1
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+oo n
1
Pour @« = 1 et x = 1, on obtient Z (e— Zk') = e et pour « = —1, on
n=0 k=0
obtient :
+oo n l’k
> (-1 <ew - Zk!> = sh (z)
n=0 k=0

3. Pour tout = € |—R, R[ et tout ¢t dans le segment I d’extrémités 0 et x, on a :

+0 £(n) I rn)

(une série entiere est indéfiniment dérivable sur son domaine de convergence
ouvert et on peut dériver terme a terme), la convergence étant uniforme sur I,
ce qui nous donne :

T +oo (n) T
z—tyr (r) _ oz f (O) —tin (I)
/Oe tf (t)dt—eE 7(71—7“)!/06 tdt = e§f

—7r)!
— (n r)

4. En utilisant la fonction f : ¢+ e®?, on a pour tout réel x :

400 n k 400
n xT x n Tr—1l
Zna <e _Zk'> :an( ) ( ( Zk') —/ Lf () dt
n=1 k=0 n=1 0
. —— ((ax—z—1)e*® +¢e%) sia#1
= ae$/ tele= Dt = )
0 re”

(sil’on est peu courageux, on peut calculer cette intégrale & I’aide d’un logiciel).

—+o0
Pour a = 1 et z = 1, on obtient Zn (621@") = g et pour a« = —1, on

n=1 k=0
obtient :

+oo n k —z
o s N2V ) _ ze " —sh(x)
S v
n=1 k=0
Exercice 12.3. Nombre de partitions d’un entier en r parts fixées
Etant donnés un entier r > 2 et des entiers naturel non nuls ay,-- - , ay,
on désigne pour tout n € N, par u,, le nombre de r-uplets (nq,--- ,n,) € N

tels que niay + - - -+ nra,. = n. Cet entier u, est le nombre de partitions de
Uentier n en r parts fizées. On note D (0,z) ={z € C| |z| < 1}.
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1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére E U, 2" est

au moins égal a4 1 et que pour z € D (0,z), on a f(z Zun =
A |

H 1 — zax’

k=1

Pour les questions suivantes, on suppose que les entiers ay,--- ,a, sont

premiers entre eut.

2. Montrer que la décomposition en éléments simples de la fonction ration-
nelle f est de la forme :

p r—1
« (67 %
R e D Yoy
(1 - Z) k=1j=1 (Zk — Z)]
ot p est un entier compris entre 1 et r et 2y = 1,29, -+ , 2, sont les poles

deux o deuz distincts de f.

3. En déduire, que pour tout n € N, on a :

un_a<r+n—1> Zzo;;izlc—l—n—l)

k=1j=1

1 nr—l

. En déduire que u “

4 4 " n—too ay - ap (r—1)!

5. De combien de maniéres différentes peut-on payer la somme de 10,01
euros avec des piéces de 1, 2 et 5 centimes ¢

Solution. On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries numériques
Zun et Zvn absolument convergentes est absolument convergent et qu’on a

n

“+oo +oo +o0 n
alors E U, g v, | = g Wy, OU Wy, = E UpVUp—f = g Up, Uny, CE QUi
n=0 n=0 n=0 k=0

(n1,n2)€EN?
ni +TL2=7L
se généralise facilement au cas du produit de Cauchy de r > 2 séries numériques

absolument convergentes.

1. Le rayon de convergence de la série géométrique E ™ étant égal a 1, on a pour

+oo +oo
tout entier k compris entre 1 et r et tout z € D (0, z), Zz"“’“ = Z (z0%)" =
n=0 n=0

T En effectuant le produit de Cauchy de ces r séries entieres absolument
—z
convergentes, on en déduit que pour tout z € D (0,z), on a :

T 1 T +oo +oo
Hm = H ( Z anak> == Zvnz"
n=0

k=1 k=1 \nip=0
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oll v, = Z 1 = u, pour tout n € N, ce qui nous donne f(z) =

(n1,+,n.)EN"
niai+-+nra-=n

—+oo B r 1

S un =[] .
— O

= 1—2

k=1

2. Chaque fonction rationnelle z - a exactement ap podles simples, a

1— zok
2w
savoir les racines ap-iéme de I'unité 1,wyg,--- 7w,’j’“71, ou wr = e* , donc 1
est pole de f de multiplicité r et wj pour 1 < k < r; 1 < j < ap — 1 est
de multiplicité au plus égale a r — 1 dans le cas ou les entiers aq,--- ,a, sont
premiers entre eux. En effet, si 'un de ces poles w = wj, est de multiplicité r, on
a alors w* =... =w% =1avecw # 1 et en utilisant des entiers uy, - - - , u, tels

T

Z apu
que Zakuk =1 (théoréme de Bézout), on a w = wr=t = H (W) =1,
k=1 k=1
ce qui n’est pas. En notant z; = 1, 22, -+ , 2, les poles deux & deux distincts de

f, sa décomposition en éléments simples est de la forme :

p r—1
a/w
P i e
k=1j= 1
3. Des développements en série entiere :
+o0o
1 r(r+1)---(n+r—1)
_ |
(1-2) — n!
+oo
n4+r—1)" n+r—1\ ,
N S N (M
n=1 n=0
et :
111 _1+z‘>:°(n+j—1>z”
(k=2 2, 2)  amam\ o A
2

on déduit que :

Z“n _az(n—i-?“ >7,+zp:§amz(n+g 1)22

n=0 k=1j=1

et pour tout n € N, on a :

un:a(n—i—r—l) irzlo;ii(]—l—n—l)

k=1j=1
i—1 i—1)--- 1 Jj—1
4. Compte tenu de ntJ = (n+J - ) -(nt1) Y L pour
\ 7 (-1 notoo (j—1)!
1<j<ravecn’'= o n"!pourl<j<r—1,ondéduit que u, =

n—-+oo
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n+r—1 nr—1

« + + o n"ltetu, « a———.Lecoefficient o étant donné

n n—-+0o n—-+00 (T — ]_)'
par

s s
1—=2 1 1
= lim (1 — 2)" =1 =1 =
@ zlgi( 2 F(2) zlamlk_llfzak zﬂgl+z+~~~+zak*1 ai---ar
1 nrfl

ce qui nous donne au final v, «~ ——m——.
n—+oo ay - - a, (r—1)!

5. Il s’agit de déterminer le nombre de triplets (nj,ng,ns) € N3 tels que n; +

2n9 + 5ng = 1001 et ce nombre est uigor.- On le détermine en utilisant la
décomposition en éléments simples :
1 1

I-X)1-X)(1-X° (1-XP’1+X)(1+X+X+ X3+ X4)

En remarquant que le polynoéme 1 + X + X2 + X3 + X* est irréductible dans
Q[X], on effectue cette décomposition en éléments simples dans Q [X], ce qui
nous donne :

1 13 1 1
f(X):S(X+1)+40(1—X)+4(1—X)2+10(1—X)3+h(X)
avec :
h(X) = L+ X +2X°+ X% (1+X+2X24X°) (1-X)
5(X + X2+ X3+ X4+1) 5(1— X5)
1+ X2 - X3 - x*
T 51— x5)

Il en résulte que :

(n+1)(n+2) n+1 13 (-1)"

Up = 20 + 4 +E+T+’U7l
avec :
1
351n500u2 mod 5
Uy = O0sin=1 modb

—% sin=3ou4 modb

Pour n = 1001 = 1 mod 5, on obtient u,, = 50501. On peut s’aider d’un logiciel
pour faire ces calculs (par exemple, Xcas). Pour les moins courageux, on peut
considérer le découpage de 100 euros en pieces de 1 et 2 euros, ce qui nous
conduit a :

1 1 1 1
f(X)= (1_X)(1_X2):4(X+1)_4(X—1)+2(X—1)2

n+1l 1+ ((=D"
R

et nous donne u,, = avec en particulier ujgg = 51, ce qui

peut aussi se vérifier de maniere élémentaire.
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Exercice 12.4. Utilisation des séries entiéres pour résoudre des équations
différentielles.

On s’intéresse a I’équation différentielle :

(1+2*)y" +zy — % =0 (12.1)
1. Montrer que toute solution de (12.1) est développable en série entiére
sur Uintervalle |—1,1].

2. En utilisant le changement de variable x = sh (t), donner une expression
des solutions de (12.1) sur R.

3. En déduire les développements en séries entiéres sur|—1,1[ des fonctions

f et g définies par f (z) = Ve +vV1+az2 etg(z)=vV1+V1+ a2

Solution. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire nous dit que ’ensemble des
/
x
solutions sur R de I’équation différentielle y” = L4 _ 5 est un R-espace

1(1+22) 1+a

vectoriel de dimension 2.

1. Supposons qu’il existe une solution f de cette équation qui soit non identi-
quement nulle et développable en série entiére sur un intervalle |—R, R[ ou
R € Rt* U {+0c0} est & déterminer. Notons, pour tout = € |[-R, R[, f(z) =

“+oo
Zanx”. Sur |-R,R[, on a :
n=0

+oo
xf (x) = > naza™

n=0

+0o too
()= Y nn—-1az" 2= (n+2)(n+1)ap 22"

n=2 n=0

+oo

22f" (z) = Xz:on (n—1)a,z™

et la fonction f est solution de (12.1) si, et seulement si, on a :

—+oo

> ((n—|—2) (n+1) anys + <n2 — i) an) " =0

n=1

ce qui est encore équivalent a dire que la suite (a,,),, oy est solution de '’équation
de récurrence :
12n+1)(2n—-1)

\V/’I’LEN, an = —= 7%
2T 4 2)(n+ 1)

(unicité du développement en série entiére d’une fonction), ce qui peut encore
1(4k—3)(4kz—5)a ot __1(4/@—1)(4]@—3)@
4 2k(2k—1) D TERRLT TR 1) (2k) R

s’écrire ag, = —
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pour tout k € N*. Par récurrence, on en déduit que :

_ 1\* (4k —3) (4k —5)----3-
a2k(4> %2k —1)----2-1
e A L I e L2
<__4%%4k_1)KQWUQWr__4”%4k—1)<%)a0

1

ao

et :

a%H:( 1>k(4/€—1)(4k—3)....3.1a1

4 (2k+1)(2k)----3-2
(-1)F 4k (-1)* <4k>
ay

TR0 (k)2 T Rk 1) \2k
- aogsn] 14k +1)(4k—1)
P =1 1 = =1 = =1et
our ca = Loona lim S S T g rry P
; 1 (4k 4k +1
ap =1,ona lim M = lim (4k +3) (4k + 1) =1, donc le rayon

kotoo  |ages1]| koo 4 (2k + 3) (2k + 2)

k

de convergence des séries entiéres E askz" et g ask+12" vaut 1. Les valeurs

initiales (ag,a1) = (1,0), (ag,a1) = (0, 1) nous donnent deux solutions fi, fo de
+o00

Péquation différentielle (12.1) sur |—1,1[ définies par fi (z) = Zagkx% avec
k=0

+oo
ag=1et fo(x)= ZangkaH avec a; = 1, ces solutions étant linéairement
k=0
indépendantes, elles fournissent une base de l’espace des solutions sur |—1,1].
En conclusion, toutes les solutions sur |—1,1[ de (12.1) sont développables en
série entiere sous la forme :

oo k +00 k
_ (-1) AE\ opi1 (-1) 4k\ o
f )= alkz:ow 2k +1) (21@)9‘" e “(’];)4% (4k — 1) <2k)x bo(22)

avec f (0) = ag et f'(0) = ay.
2. En désignant par f une solution de (12.1) sur R, la fonction g définie sur R par
g (t) = f(sh(t)) est de de classe C* avec ¢’ (t) = ch (t) f/ (sh(t)) et :

g" (t) =sh(t) f' (sh (1)) +ch® (t) f” (s (1))
f(sh(®) _ g(®)

= sh (1) f/ (sh (1)) + (14 sb2 (1)) " (sh (1)) = S = O

z
ce qui signifie que g est solution sur R de ’équation différentielle 2/ = 7 On a

donc g (t) = Aez + ,ue’%, ol A, u sont deux constantes réelles. Les solutions de
(12.1) sur R sont donc les fonctions f définies sur R par :

argsh(z) _ argsh(a)

f@)=2Xe"> " +pe” >
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1 1
avec argsh (z) =In (z + V1 +2?) (z =sh(t) = B <et - t> , donc e est racine
e

de T? — 2Tz —1 =0, ce qui donne e* = 2+ /1 + 22 puisque et est positif, donc
t = argsh (z) = In (z 4+ V1 + 22)), on peut aussi écrire que :

I

f@) = a+V1+a24 —C

vVao+v1+ 2

:/\\/x+\/1+x2+u\/\/1+m2—x

avec A+ pu=f(0)=apet \—p=2f(0)=
3. La solution f : z — V& + 1+ 22 de (12.1) est développable en série entiere
1

sur ]—1,1[, sous la forme (12.2) ol ag = f(O) =leta = f(0) = 37 ce qui

nous donne :

_ 1+oo (_1)k 4k 2k+1 = (_1)k 4k 2
f(z)= §]§m (%)m k1 _ ;Om <2k>x k

<m+m>2:2(m+1)

donc g(z) = V1+vVI+a2=Vz+VI+22+vVV1+ 22—z et gest solution
de (12.1) avec g (0) = v/2, ¢’ (0) = 0, ce qui nous donne le développement en
série entiére sur |—1,1] :

+o00 k
B (-1 4k
*\/ﬁkg 42 (4% — 1) <2k> o

Exercice 12.5. Fonction génératrice d’une variable aléatoire discréte.

Soient X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, B,P) d va-
leurs dans N et (py),,cy la suite réelle définie par p, = P (X = n) pour tout
entier naturel n.

1. Montrer que la série enticre anx” converge normalement sur [—1,1]

et a un rayon de convergence Rx > 1. La fonction gx définie sur [—1,1]
400

par gx (z) = anx” est la fonction génératrice de X.
n=0
2. Soient X,Y deuz variables aléatoires indépendantes sur (Q, B,P). Mon-
trer que gx 1y = gxgy-
3. Montrer que X admet une espérance si, et seulement si, gx est dérivable
a gauche en 1 et dans ce cas, on a E(X) = g% (17).



112 Exemples d’applications des séries entiéres

4. Montrer que X est de carré intégrable si, et seulement si, la fonction
génératrice est deux fois dérivable d gauche en 1 et dans ce cas, on a
E(X?) =g% (17) +E(X) et V(X) = g% (17) + E(X) (1 - E(X)).

5. Soient N, X1, -+, X,,--- des variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes sur un espace probabilisé (0, B,P) a valeurs dans N. On sup-
pose que les variables aléatoires X, suivent une méme loi qu’une variable

N
aléatoire X de fonction génératrice gx et on note S = ZX’“ ce qui si-
k=1
N(w)
gnifie que S (w ZXk pour tout w € Q (somme aléatoire de

variables aléatoires )

(a) Montrer que gs (z) = gn (9x (z)) pour tout x € [—1,1].

(b) Dans le cas ou N et X sont intégrables, montrer que E(S) =
E(N)E (X) (formule de Wald).

(¢) Dans le cas oo N et X sont de carré intégrable, montrer que :

E ((s _E(X) N)2) = V(X)E (N)

Solution.
+oo +o00

1. Pour tout réel z € [-1,1], on a Z |pna™| < an = 1, donc le rayon de
n=0 n=0

convergence de X est au moins égal a 1.

2. En notant pour tout entier naturel n, p, = P(X =n) et ¢, = P(Y =n), on
a:

P(X+Y=n)= (0 :n—k‘)>
k=0
ZPan k

(indépendance de X et Y'), ce qui nous donne pour tout réel « € [—1,1] :

I
bl
5
»
I
=
5
|
3
!

—+o0

gxty (¥) =) P(X+Y =n) Z <Zkan k)

n=0

_ (f}) (zqn ) — 4 (2)gv (@

(produit de Cauchy de deux séries entieres).
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3. Si X est intégrable (i. e. admet une espérance), en notant u, () = p,z™,
on a |u}, (z)] = |np,a™~!| < np, pour tout n € N* et tout = € [~1,1], la

série ann étant convergente, donc les séries de fonctions Zuﬂc) () sont
normalement convergentes sur [—1 1] pour k = 0,1 et gx est dérivable sur

[—1,1]. Pour z = 1, on a g’ ( ann = E (X) . Réciproquement, si gx

est dérivable a gauche en 1, on a alors

+oo
1 1-3s"
lim gX()—gX — lim an s

s—1— 1—s s—1-

gx (17)

= lim an(1+8+'-~+s”_1) c R
=1

s—1—

Pour tout entier n > 1, on a :
n n
Sokpe= lim 3 (1+s 4+ < g (1)
k=1 ° k=1

donc la série & termes positifs ann est convergente, ce qui signifie que X
est intégrable et avec la condition nécessaire, on a vu que son espérance est
E(X)=gx(17).

4. Si X est de carré intégrable, en notant u, (z) = p,a”, on a |u,, ()| < np, et
lull ()| < n(n —1)p, pour tout n > 2 et tout = € [—1, 1], les séries ann et

Zn2pn étant convergentes, donc les séries de fonctions Zu%k) (x) sont nor-

malement convergentes sur [—1, 1] pour k = 0,1,2 et gx est deux fois dérivable
sur [-1,1]. Pour z =1, on a :

+o00
)= n(n-1)p, =E(X?) -E(X)
n=0

Réciproquement, si gx est deux fois dérivable a gauche en 1, la variable aléatoire
X est intégrable d’espérance E (X) = ¢’ (17) et :

i (17) — gl (s) NS Losnt
" 1) = 1 gX( X = I N
gX( ) s—lgl— 1—5 s—lgl—z::znp 1—5
+oo
= li n (1 n2) e RY
i 1)

Pour tout entier n > 2, on a :

n

ij (k—1)pr = hm Zk +s+- k—2) e < g% (17)

k=1

donc la série Zn — 1) p, est convergente et il en est de méme de Zn Dn,
ce qui signifie que X est de carré intégrable et avec la condition nécessaire, on
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avuque E(X?) =g% (17)+E(X) =g% (17) + g (17) . Pour la variance, on
V(X) = E (X%) - (B (X)) = g% (17) + g (17) - (& (1))’
=gx (1) +9x(17) (1-gx (17)) =gk (17) +E(X) (1 - E(X))

(a) La fonction S est a valeurs dans N et pour tout n € N, on a :

el

+oo
= U W=kmn&i=i)n--n(Xy=i) B

k=0t1++ir=n

donc S est bien une variable aléatoire a valeurs entieres. En notant Sy =
k

ZX j pour tout k € N, les variables aléatoires N et S sont indépendantes
j=1
(question ?? de 'exercice ?7), on a pour tout n € N :

pn =P (S ZP (Sk =n)

ce qui nous donne pour z € [—1,1] :

Z(ZP (N=Fk)P ))ﬂ

n=0

= ZIP’ (N =k) (ZIP’ (Sp = n) x”)
n=0
- ZP - k gSk ( )

avec gg, (z) = g];( (x) (les Xj sont indépendantes et suivent la méme loi
+oo

que X), donc gs (z) = Y P(N =k) gk (z) = gn (9x (2)) -
k=0

(b) Dans le cas ou N et X sont intégrables, les fonctions génératrices gx et
gn sont dérivables a gauche en 1, donc il en est de méme de gg et on a :

E(S)=g5(17) =gy (9x (1) gx (17) =gn (1) gk (17) =E(N) E(X)

([0, 1] est stable par une fonction génératrice).
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(¢) Comme N et S sont de carré intégrable, le produit NS est intégrable et
en utilisant le théoréme de transfert, on a :

JE((S—IE(X)N)2) = Y (m-nE(X))’P(S=m)P(N =n)

(n,m)€eN?
= Y (m-nE(X))*P(S, =m)P(N =n)
(n,m)€eN?
+o0 iy
= ZP(N = Tl) Z (m - ]E(Sn))QP(Sn = m)
n=0 m=0
+oo too
=N P(N=n)V(S,) =V (X)) nP(N =
_V(X)E(N) i

Dans le cas ou N et X sont de carré intégrable, les fonctions génératrices
gx et gy sont deux fois dérivables a gauche en 1, donc il en est de méme
de gs et on a :

i (1) + g (gx 1) gx (1)
=g§v DE* (X) +E(N) gk (1)
= (V(N) —E(N) (1 -E(N)))E* (X) + E(N) (V(X) - E(X) (1 - E(X)))
( (5) +E(N)V(X) -E(S) (1 -E(X))
ZV(N)EQ(XHE(N)V(X) E(S) (1 -E(S))

ce qui nous donne :

V(S) = g5 (1) +E(S) (1 - E(S)) = V(N)E* (X) + E(N) V (X)

Exercice 12.6. Etude de Zanz” et Za—"z" et application da une équation
n!

fonctionnelle

Soit (an),cy une suite compleve bornée.

1. Que peut on dire des rayons de convergence des séries entieres g anz™
et E —z . On note respectivement f(z) et g(z) les sommes de ces
séries entzeres

2. Pour cette question, on suppose que la suite (an)nEN converge vers £ € C.

(a) Pour £ =0, montrer que lim g (z)e 1*l =0.

|z]| =400

(b) Pour £ quelconque, montrer que lim g (x)e * ={.
T—+00
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(a) Montrer que pour tout nombre complexe z tel que Re (z) > 1, l’in-

“+oo
tégrale / g (t) e ?tdt est absolument convergente.
0
oo 1,/1
(b) Montrer que / g(t)e tdt==f () pour tout réel x > 1.
0 xr X

Solution. On note M = sup |ay|.
neN

1. La suite (a,), ¢y étant bornée, la série entiere E an?™ a un rayon de conver-

a M
gence R > 1. Avec ’—7 < —,on déduit que le rayon de convergence de la
n! n!

deuxiéme série est infini.

2. Si la suite (ay),,cy converge vers £ € C, elle est alors bornée et la fonction g est
bien définie sur C.

(a) On suppose d’abord que la suite (a,), oy converge vers £ = 0. Pour € > 0
donné, on peut trouver un entier ng tel que |a,| < € pour tout n > ng,
donc pour tout nombre complexe z tel que |z| > 2, on a :

+oo an, no ‘an‘ +oo ‘Z|TL
n
g () =D <Dl e Y =
n=0 n=0 n=nop+1

no |Z|n0+1 _ 1
<M Z 2| 4 eel*l = M +eelfl < M |z"0 ! 4 gel?!
n=0 |Z| -1
" "
et en conséquence, |g (z)]e”*l < M +eavec lim =0.1
elzl |z|—+o00 el?l
"
existe donc un réel R > 2 tel que MT < e pour |z| > R, ce qui nous
e
donne |g (2)] e~1*l < 2¢ pour |z| > R. On a donc lim g (2)e 1*l = 0.
|z| =400
(b) Dans le cas général, appliquant le résultat précédent a la suite (a, — £), oy
+oo
-/
onah(z)= Zann' 2" =g (z) — Le*, donc :
n=0 ’
-z _ p_ T
g(x)e {=h(z)e w_)—_tOOO
3.
(a) Pour z€ Cett>0,0na:
+oo a 400 m
—2t| _ n — Re(z)t —Re(2)t _ ps.—(Re(z)—1)t
o077 = |32 S e < (SE0 ) e - apenea
n=0 n=0

—+oo
Pour Re(z) > 1,on a / e~ (Re(=)=Dtdt < 400 et en conséquence I'inté-
0

+oo
grale / g (t) e *'dt est absolument convergente.
0
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(b) Le changement de variable v = xt donne :

+oo 1 /T u
—xt _ - et —u
/0 g(t)e dt_:n/o g(x)e du

+oo
a
et en notant R, (z) = k—?z pour n € N, on a :
k=n-+1

[T ey [t [a () e

“+o00
avec / uPe~"du = k! ce qui nous donne :
0

+oo n +oo
1
[1C) ke [ (2
0 X =0 X 0 X
+oo
et il s’agit de montrer que lirf R, (7) e “du = 0. Pour ce faire,
n——+0oo 0
on écrit que :
400 " o 400 400 1 sunk Y
/0 Rn(m) du <M/ Z H(E) e “du
k=n-+1
<M/+OO u " 1 (u)k —ug
ev — — (- e “du
- 0 —0 k' X
too 11
<M / 6_(1_%)"du — —/ uPe "du
0 kta® Jo
k=0

IA
=
/N
[
—_
|
(]
5|
N——
)
8
(@n)]

Exercice 12.7. Calcul de det (I, + zA).

On désigne par f la fonction déﬁm’e sur D(0,1) ={z € C| |z| < 1} par
+oo

(- 1)k 1 1)k o
f(z) =exp Z (Z 2F est aussi notée In (1 — 2)).

k=1
1. Justifier la définition de la fonctzon f
2. Montrer que f (x) =1+ x pour tout réel x € |—1,1].
3. Montrer que f (z) = 1+ z pour tout nombre complexe z € D (0,1).
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4. Soit T € M, (C) une matrice triangulaire de termes diagonaux
ALy, Ap. On note Rp = ———
’ " 2 1l

1<j<n
dans la cas ou tous les \; sont nuls.

avec la convention que Rp = +o0

+oo k—1
=1
(a) Justifier la définition de pr (2) = exp Z%zk Tr (T’“))
k=1
pour tout z € D (0, Ry) ={z € C| |2| < Rr}.
(b) Montrer que o1 (2) = det (I, + 2T) pour tout z € D (0, Rr) .
1

>Nl

1<j<n

5. Soient A € M,, (C) de valeurs propres Ay, -+ , A, et Ra =

Montrer que :

det (I, + 24) = DT k
et ([, + zA) = exp Z k zTr(A)
k=1

Solution.

1. En utilisant le critere de d’Alembert, on voit que le rayon de convergence de la
k—1
)

-1
série entiere Z(T

f sur le disque ouvert D (0,1).

2* est égal & 1, ce qui justifie la définition de la fonction

2. La fonction g : x — /(@) est de classe C* sur |1, 1] avec :
14
rony . (L) f1 (@) — f(x)
T
S f (@)

ot f/(2) = f(2) 3 (~1)F ekt =

T ce qui nous donne ¢’ () = 0 et
x

1
g(x)=g(0)= f(0) =1, soit f(z) =1+ z pour tout z € |1, 1J.
3. Le résultat est clair pour z = 0. Pour z # 0 fixé dans D (0,1), la fonction

1 1 +oo _1)k71
h définie sur ]H, |[ par h(t) = f(tz) = exp <Zktkzk> est de
z|” |z
k=1
classe C*° avec :
+oo
C1opll ko h(t)z
’ _ AR e VS S
W) =h(t)zy (-1 L
k=1
1 1 t
ce qui nous donne pour la fonction ¢ définie sur | ——, — | par ¢ (t) = f(t2) :
|z|" |2 1+tz
1+t2)h (t) — zh(t
- QIR —h@)

(1+tz)?
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donc ¢ (t) = f =p(0)=1et f(tz) =1+tz sur} |1| B I{ L’évaluation

en t = 1 qui est bien dans ] { pour |z| < 1 nous donne f(z) =1+ 2.

4. Chaque matrice T}, étant triangulaire de termes diagonaux A¥, ... AK
n

’ n’

Tr (T’“) = Z)\f Dans le cas ou tous les termes diagonaux de T" sont nuls, on a
j=1

or (2) = 1 pour tout nombre complexe z. Dans le cas contraire, on a Ry € R

et pour tout nombre complexe z :

k—1
'(_1; 2T (TF)

|z| 1 1 (]2 \"
< = = =
§j|A| - |z|§jm G

z
la série Z ( 12 ) étant convergente pour |z| < Rr. Il en résulte que la série

-1
Z%z Tr (T") est absolument convergente pour tout z € D (0, Rr), ce

qui assure la définition de o7 sur D (0, Ry) .

5. Dans le cas ou tous les termes diagonaux de T sont nuls, on a ¢ (z) = 1 =
det (I, + zT) pour tout nombre complexe z. Dans le cas contraire, on a pour
tout z € D (0, Rr) :

SEDT oy SEDT st
or (2) = exp ZTZ Tr (T") | =exp ZTZ Z)\j
k=1 k=1 j=1

n +oo(_1)k71 . 1)k 1 .
= exp Z Zik- (Z)\J) HGXP Z A (Z)\j)

avec [z < |z Z A" = =L < 1 pour tout j compris entre 1 et n, donc :
Rr

or (2) = H H 14 2)A;) =det (I, + 2T)
=1 i=1

6. Par trigonalisation dans M,, (C), il existe P € GL,, (C) et une matrice tri-
angulaire T de termes diagonaux Ai,---,\, telles que A = PTP~!. Avec
AF = PTFP~1 Tr (T*) = Tr (A*) pour tout k € N, I, +2A = P (I,, + 2T) P~}
et det (I, + ZA) = det (I,, + 2T) pour tout nombre complexe, on en déduit le
résultat annoncé.
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Chapitre 13

Exemples illustrant ’approximation de
fonctions numériques

Exercice 13.1. Une application du théoréeme de Weierstrass polynomial

On désigne par F l’ensemble des fonctions continues et 2mw-périodiques
de R dans C.

1. En utilisant le théoréme de Weierstrass polynomial, montrer que toute
fonction paire f € F peut étre approchée uniformément sur R par une
n

suite de polynomes trigonométriques de la forme x — Zak cos (kx) .
k=0
2. Soit f € F. En écrivant f = g+ h avec g € F paire et h € F impaire,
montrer que la fonction f -sin® peut étre approchée uniformément sur R
par une suite de polyndémes trigonométriques.

3. Montrer que toute fonction f € F peut étre approchée uniformément sur
R par une suite de polynéomes trigonométriques (théoréme de Weierstrass
trigonométrique).

Solution. On rappelle que 'ensemble P des polynomes trigonométriques (i. e.
n

des fonctions de la forme x — Z (ag cos (kx) + bg sin (kx))) est une sous-algebre
k=0

de F (le fait que le produit de deux polynoémes trigonométriques est un polynéme

trigonométrique peut se vérifier en utilisant les formules d’Euler).

1. Soient f € F une fonction paire et g la fonction définie sur le segment [—1,1]
par g () = f (arccos (z)) . La fonction g étant continue sur [—1, 1], le théoréme
de Weierstrass nous dit que pour € > 0 donné il existe une fonction polynomiale

n
P:zw— Zakxk tel que sup |g(z) — P (x)] < €. Avec la 2r-périodicité et
k=0 z€[—1,1]
la parité des fonctions f et cos, on déduit que pour tout réel ¢ il existe un réel
0 € [0, 7] tel que f () = f(0) et cos (t) = cos (). En posant x = cos (), on a
alors :

|[f (t) = P (cos ()| = |f (0) = P (cos (0))] = |g (x) = P ()] <e
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n
La fonction 6 — P (cos(0)) = Zak cos® () étant un polyndme trigonomé-
k=0

trique puisque P est une algebre.

2. Soient f € F et € un réel strictement positif. La fonction g : = — W
[resp. la fonction h : z +— M] est dans F et paire [resp. impaire] et

pour tout réel xz, on a :
f (x)sin® (z) = g (x)sin® (z) + sin (z) (h () sin (z))

les fonctions fi : « — g(z)sin®(z) et fo : © + h(z)sin(x) étant dans F
et paires, donc il existe deux polynoémes trigonométriques P; et P, tels que
|fi — Pill <e€et]fo— P, <e. On aalors pour tout réel  :

|/ (@)sin? (2) — (Py (2) + sin (@) Py ()| = |1 (2) = Py (&) +sin (2) (fa (@) - Ps (2))]
<|fi (@) = Py (@)] +1f2 (&) — Py ()]
< |f1 = Pill +llfa = Pall, < 2¢

la fonction x — Pj (x) + sin (z) Py (z) étant un polyndéme trigonométrique
puisque P est une algebre.

T
3. Soient f € F et € un réel strictement positif. La fonction ¢ : x — f (x — 5)

étant dans F, la question précédente nous dit qu’il existe un polynoéme trigo-
nométrique P tel que H<p - sin? —PHOO < ¢ et pour tout réel x, on a :

e [ 1 P o B

<||p-sin*—P||_ <e

. ™ , ~ . J ;.
la fonction z — P (x + 5) étant un polynéme trigonométrique. En écrivant

que f = fcos®+f -sin?, on déduit de tout cela que f peut étre approchée
uniformément sur R par une suite de polynémes trigonométriques.



Chapitre 14

Exemples d’étude et de résolution de
systemes différentiels linéaires

Exercice 14.1. Un systéme différentiel linéaire a coefficients constants
d’ordre 5

Résoudre le systéme différentiel :

xh (t) = x1 (t) — x2 (t) + 23 () + 5 (t)
xh (t) = —zo (t) + 223 (t) + x5 (¢)

25 (t) = 23 (t) + 24 (2)

2, (1) = 24 (1) — 205 (1)

ak (t) = 224 (t) — 35 (2)

ot les xy,, pour 1 < k <5, sont des fonctions de classe C' de R dans R.

Solution. En notant X = (2j); 4«5, notre systeme différentiel s’écrit X’ = AX,

1 -1 1 0 1
0 -1 2 0 1
onA=]0 0 11 0 € M5 (R). Le polynéme caractéristique de la
o 0 0 1 =2
0o 0 0 2 -3
matrice A est :
X -1 1 -1 0 -1
0 X+1 -2 0 —1
Pa(X)=| o0 0 X-1 -1 0
0 0 0 X -1 2
0 0 0 -2 X+3
3 2 X-1 2
=(X-1) (X—i—l)’ 9 X+3’
X+1 2

123
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donc A = 1 est valeur propre double et y = —1 valeur propre triple. L’espace
propre ker (A — I5) est défini par les équations :

7932‘{“1‘34’.%5:0
—21’2+2$3+1’5:0

.’1?4:3?5:0

donc x4 =25 =0, 21 €ER, 2o =23 € R et ker (A — I5) = Rey; ® Rey, ol :

€1 =

cocooco~
)
[\v]
I
corR R~ O

L’espace propre ker (A + I5) est défini par les équations :

2$1—I2+I3+1‘5:O
2(E3+IC5:0
2054+ x4 =0
.’134—.’175:0

Zs Z2 Zs

donc x4 = w5, T3 = -3 T = 27 et ker (A + I5) = Res @ Rey, ot :
1 -1
2 0
€3 = 0 , €4 = -2
0 4
0 4

D’autre part, on a X € ker (A + I5)” si, et seulement si, A (X)+X € ker (A + I5),
ce qui équivaut a dire qu’il existe deux réels a et 3 tels que A (X)+X = aez+ fey,
soit que :

2r1 —To+ 3+ a5 =00 — f3

2x3 + x5 = 2«

203 + x4 = —20

2x4 — 225 = 40
cequidonnea:—2ﬂ,xlzﬁ—ﬁ—é,xg,:—ﬁ—2ﬁ7x4:x5+25,soit:
2 4 2 2

) () (3 ()
)
X = 93 :% 0 +% 2 —g 4
x5 + 28 0 4 —4
Is5 0 4 0
T2 Ts B



Exemples d’étude et de résolution de systémes différentiels linéaires 125

On a donc ker (A + Id)2 = Res @ Rey @ Res, ou e5 =

6
8

1
0
4
—4
0

A (65) +e5 = 4 = 4e3z — 2ey4

-8
-8

est tel que :

En remplacant le vecteur e4 par e = 4es — 2e4, la matrice de A dans la base

/ .
(617 €2, €3, 64765) est :

1 0 0 0
01 0 0
J=10 0 -1 0
00 0 -1
0 0 O 0
1
0
ce qui signifie que P7!AP =JouP =] 0
0

O~ = O

0

_— o o o

O O N

0

-8
-8

(réduction de

0

Jordan). En posant X = PY, le systéme différentiel devient Y/ = JY, soit :

yi (1) =y (1), yo (t) = y2 (t)
ys (1) = —y3 (1), yy (t) =
ys (1) = —ys (t)

ce qui nous donne :

y1 (t) = aet, ya (1) = Bet
ys3 (t) =ve™", ya(t) = (0 +et) e
ys (t) = ee™t
et :
y1 (t) 101 6
Y2 (1) 01 2 8
Xt)=P| yst) [=] 0 1 0 4
ya (t) 00 0 -8
ys (t) 00 0 -8

ael + (v +e+68) et + bete™

Bet + 2 (v + 45) et + 8ete™?
=| Be'+4(e+d)e ! +dete?

—4(e+25) et — 8ete™!

—8(0+et)et

t

ae

Bet

ye
(0+et)e !

cet
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Tous ces calculs peuvent se faire en utilisant un logiciel de calcul formel du type
Xcas.
On peut en déduire le calcul de e* en écrivant que :

et 0 et et et 4+ 6te~t a
0 et 2t 8e? Ste~t B
Xt)=e4X0)=| 0 e 0 de™t de7t 4 dte? v
0 0 0 -8t —det—8tet 5
0 0 0 -8t —8te~! €
=M ()Y (0) = M (t) P~ X (0)

ce qui nous donne :

et = M(t) P

et 0 et 6et et 6te? 1 -3z 3 3 —%
0 et 27t 8e? Ste~t 0 O 1 1 —3

=] 0 e 0 4e7t  de 4 4te ! 0 3 -3 -3 3
0 0 0 —8 ' —de'!—8te? 00 0 0 -—%
0 0 0 —8°f —8te " o 0 0 -—-% 3
et _et—Qeft et—Qeft % (et—;d _ te—t) % (3te—t _ et—267t>
0 et el —et et —et —2te? — t* )

- 0 0 et et —e t—tet éefe ! +te?
0 0 0 et 4 2tet —2te~t
0 0 0 2tet e~t —2tet
et —sh(t) sh(t) 3Ssh(t)—3te® L(3te”! —sh(t))
0 et 2sh(t) 2(sh (t)—te By —sh(t)+2te !

=1 0 0 et 2Sh( ) —tet Sh(t) + te™t
0 0 0 —t 4 otet —Qte’t
0 0 0 2tet et —ote™t

On peut aussi utiliser la réduction de Jordan de la matrice A pour en déduire un
calcul de e, puis les solutions du systéme différentiel. On a :

A _ Pe”Pil
1 01 6 1 et 0 0 0 0 1 —% % % —%
01 2 8 0 0 e 0 0 0 0 0 1 1 -3
=10 10 4 4 0 0 et 0 0 o 4 -1 -1 3

000 -8 —4 0 0 0 et te! 0o 0 0 0 -3
00 0 -8 0 0 O 0 0 et 0 0 0 —i i

et 76t—2€7t et—zeft % (e —Qeft _ teft) le —26 ’ + gteit

0 et et —e7t et —e7t—2tet e 4+ 2te”!
= 0 0 et et —et—tet % et? L4 tet

0 0 0 et + 2tet —2te™?

0 0 0 2te~? et —2tet
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Exercice 14.2. Résolution de z), = Bxj + o Z zj + Bt
1<j#k<n

Soient o, 8 deux nombres complezes et A(a, B) = ((aij)),<; j<,, la ma-
trice d’ordre n > 3 définie par : T

. Qiq = 5
Vie{l, - ,n}, { a;; =asijef{l,-,n}\{i}
1. Calculer l’exponentielle de A («, B) .
2. Résoudre le systéme différentiel X' = A (a, 8) X.

3. Résoudre le systeme différentiel X' (t) = A (a, B) X (t) + eB=1E on
1

E =

Solution. On note (e); <, la base canonique de C™.

1. On a:
[0 «Q
Al )= —(B—a) I, +aA(l,1)
a -+ a B

donc eA(@F) = eB=)lnead(Ll) — pf-agad(lLl) puisque I, et A(1,1) com-
mutent. En notant A = A (1,1), on a A¥ = n*~1A pour tout k € N* (vérifica-
tion facile par récurrence), donc :

"‘A—Jioa—kAk—I 4L f("o‘)k A=1,+ 71y
€ _k:ok! " Pt k! o n

et :
e —1

eAl@h) = gf-a (In + A(l, 1))

2. La solution du systéme différentiel X’ = A («, 8) X avec la condition initiale
X (0) = Xo est la fonction X = (2x), <y, définie sur R par :

enat -1

X (t) = et @A) X = eAletB) Xy — o(B-a)t <X0 +———A(1,1) X0>
n

not _ q n
ou encore par zy, (t) = e~ |z, (0) + 67233]4 (0) | pour 1 <k <n.
n
j=1

3. Une fonction X : R — C" est solution de X’ (t) = A(a,3) X (t) + P~E
si, et seulement si, la fonction Y définie sur R par Y (t) = e *A@A) X (1) est
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solution de :
V' (t) = e AP (X7 (1) — A(a, B) X (1))

—nat
— Bt —tA(a.f) pp _ (B—)t ,—(B—a)t (E + € — 1A (1,1) E>
n

— €7natE

efnozt —nat

ce qui nous donne Y (t) = — E+Y(0)=— E+ Xpet:
n

efnoct

—nat
X (t) = etAl@h) <Xo - E) — A x, _ C s
n

efnat enat -1

_ etA(a,ﬁ)XO _ 7e(ﬁ*a)t (E 4+ ——A (17 1) E)

n n

—nat

= tA@B) X, € e(B—a)t gnot o

nat __ (B—a)t
_ (8ot (Xo i Xo) -

n n

Exercice 14.3. Systémes différentiels linéaires d’ordre 2 a coefficients non
constants

1. Soient «, B deux fonctions continues de R dans R. Résoudre le systeme
différentiel d’ordre 2 :
{ v =aw—fy (14.1)

Y =pfr+ay

en exploitant ’équation différentielle d’ordre 1 wvérifiée par la fonction
z=xz+iy: R — C.

b a

3. Soient n > 2 un entier et A : R — M,, (R) une fonction de classe C*.
Montrer que, si pour tout réel t, les matrices A (t) et A’ (t) commutent,
on a alors (eA(t))/ = A’ (t) e*® pour tout t € R.

4. Résoudre le systéme (14.1), en exploitant les deux questions précédentes.

2. Soit (a,b) € R%. Calculer Uexponentielle de A = < a —b ) .

t2
5. Soit A la fonction matricielle définie par A (t) = exp( é g ) pour

tout t € R.
(a) Comparer (eA(t))/ et A (t) eA®),
(b) Résoudre le systéme différentiel d’ordre 2 :

o =x+ty
y =0



Exemples d’étude et de résolution de systémes différentiels linéaires 129

Solution.

1. Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz linéaire nous dit que ’ensemble des solutions
de notre systéme différentiel est un espace vectoriel réel de dimension 1. Si (x, y)
est une solution de ce systéme, la fonction z définie sur R par z (t) = = (¢t)+iy (t)
est alors de classe C! de R dans C telle que :

2 =2 +iy =axr—By+i(Br+ay) = (a+iB) (z +iy) = (a+1iB) 2

ce qui équivaut a z (t) = 20el@T Ot pour tout réel ¢, ol zg = xo + iyo est une

constante complexe et a, b sont respectivement les primitives nulles en 0 de «;, 3,
ce qui nous donne :

{ z (t) = e (xq cos (b (t)) — yosin (b (t)))
y (t) = e*® (yo cos (b (¢)) + zosin (b(1)))

1 0
puisque I et C' commutent. Compte tenu de C? = —I, on déduit que pour
tout n € N*, on C?" = (-1)" I et C*"*1 = (-1)" C, ce qui nous donne :

vC +°Obn n A b2n n = b2n+1 n
=D o= Z(?n)!(_l) Lo+ Z(2n+1)!(_1) ¢

n=0 n=0 n=0

= cos (b) Ir + sin (b) C = ( cos (b)  —sin () )

sin (b)  cos (b)

A af cos(b) —sin(d)
ctet =e ( sin (b)  cos (b) )

3. L’espace vectoriel C™ est muni d’une norme ||-|| et M, (C) de la norme d’algebre
induite A — N (4) = sup [|[A (X)) -

Xecn, | X|=1

Pour tout k& € N*, la fonction A* est de classe C! sur R et comme A, A’
commutent, on a (Ak)/ = kA*=1A" (c’est vrai pour k = 1 et supposant le
résultat acquis pour k > 1, on a (Ak+1)/ = (AkA)/ = (Ak)/A + ARA =
kAR=1A’ A4+ AR A = (k + 1) Ak A’ puisque A, A’ commutent). Pour tout k € N*,
tout segment [a, b] et tout t € [a,b], on a en exploitant la sous-multiplicativité
de la norme induite N :

-1
2. En écrivant que A = al; +bC, ou C = < 0 ) ,on a et = etl2ebC = caghC

! 1 / -l
V(5 (4 0) < N A0 N @ ) < M

1
ou M = sup ||A(¢t)||et My = sup ||A’ (¢)||. Il en résulte que la série Z—' (Ak)/
t€la,b] tela,b] k!
est uniformément convergente sur [a, b] et on peut dériver terme a terme, ce qui
nous donne pour tout ¢ € [a,b] :

/ +oo 1

’ I
(eA(t)) _ (kz_okl!A(t)k> — A (t)kz::lmA(t)k_l = A (t) A
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4. En notant respectivement a,b les primitives nulles en 0 de «, 3, la fonction

matricielle A définie par A (t) = ( Z((g —ab(g)

C'. En remarquant que l’ensemble de matrices {( Z ;b ) , (a,b) € R} est

) pour tout ¢ € R est de classe

un corps commutatif isomorphe au corps C des nombres complexes, on voit
que pour tout réel ¢ les matrices A (t) et A’ (t) commutent et en conséquence,

on a (eA(t))/ = A'(t) eA®) pour tout réel ¢, ce qui implique que pour tout
Xy € R?, la fonction X : ¢t — eA) X, est solution du systéme différentiel

X'(t) = ( ggg _OZB(S) ) X (t). On retrouve ainsi les solutions définies sur

(3 )= (o) e ) ()

R par :

/ t (14+t)e’—
Ay = ( ¢ T2
7 (e ) ( 0 0 )

(b) Dey’ =0, on déduit que y (t) = yo pour tout t € R, donc 2’ (t) = x (t)+yot
et x (t) = moe! — yo (1 +t), ce qui est différent de :

t(et—1
AW x, = < zoe! + yo ( 5 ) )

Yo

Exercice 14.4. Calculs de f0+°°e*t2 cos (%) dt et fOJrooe*tz sin (t2z) dt

0

1. Soz’tC:(l

-1
0 ) . Montrer que, pour tout réel a, on a :

e“ = cos (a) I + sin (o) C
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2. Montrer que, pour tout réel x, on a :

T

NI

cos (arctan (x)) = ———= et sin (arctan (z)) =

V14 z?

3. Montrer que les fonctions :
+oo . +o0o 2
U T / et cos (th) dt etv:x— / e~ sin (th) dt
0 0

sont bien définies et de classe C*° sur R en précisant leurs dérivées
successives.

4. Montrer que les fonctions u et v sont solutions d’un systéme différentiel
linéaire d’ordre 1 avec condition initiale que l’on résoudra.

Solution.

1. On a C? = —I, donc C?" = (—1)" Iy et C?"*! = (~1)" C pour tout n € N*,
ce qui nous donne :

c +°°Oén 400 a2n n 400 a2n+1 "
¢ ZHZOHC - 7;(2”)!(_1) R §(2n+1)!(_1) ¢

= cos (a) I + sin () C

2. Pour tout z € R, on a # = arctan (z) € ],g’ g [, donc cos (f) > 0 et sin (6)

est du signe de = (en convenant que signe (0) = 0), ce qui nous donne :

1 1
cos (0) = y/cos? (0) = T+ tan® () = Vg

et :
sin (0) = signe (z) /1 — cos? (6) = signe (x) 1—;
1+ 22
e () || o = signe () 2 :
= signe (z) {| —— = signe (z =
& 14 22 & Vi+z2  J1+2a2

3. La fonction ¢ : (z,t) — et cos (th) est de classe C*° sur R? et pour tout
ne€N,ona:

an
Ld ($,t)‘ = ‘e*tztzn cos (t2x + n%)‘ < et

t) € R?
V(z,t) €RY, |5

la fonction ¢ — 27~ étant intégrable sur R (cette fonction est continue sur
Rt etonat?®e ™ = o —— ]), il en résulte que la fonction u est bien dé-
t—4oo \ 1+ 2

finie sur R (cas n = 0) et d’apres théoréme de dérivation de Lebesgue qu’elle est



132 Exemples d’étude et de résolution de systémes différentiels linéaires

—+oo
de classe C* de dérivées définies par u(™ (z) = / et #2" cos (tQ:r +n- ) dt.
De maniere analogue, on vérifie que la fonction v est bien définie sur R et de

+oo

classe C>® de dérivées définies par v(™ (z) = / e~ 27 sin (t2x +n- )dt
0

En particulier, on a :

+oo 5 “+oo R
u (z) = —/ t?e™" sin () dt et V' () = / t?e™" cos (t*z) dt.
0 0
4. Une intégration par parties nous donne pour tout réel z :

+oo 5
u(z) = / e™" cos (t°z) dt
0

“+oo
= [te_t2 cos (th) + / 2t2e~t (cos (th) + xsin (t2x)) dt
0

et :

+o0 5
v(x) = / e " sin () dt
0

t—+4-o00 +oo 5
= {te_t sm t2 L Y +/ 2t%e (sin (t2x) — I cos (th))dt
0
' ()

ce qui est équivalent au systeme différentiel :

= 2. (&) + v

, _ 1
u' (v) = —@ (zu () + v (7))
v (z) = —m (—u(x) + zv (x))

et v (0) = 0. En notant,

0
_{ u(x) 1 x 1
pourtoutxeR,Y(x)—<v($)> et A(x) = 2(1+x2)<—1 x),ce
Vr
2
la fonction vectorielle Y définie par Y (z) = eZ®)Y (0), ot B (z) = / Al(t)dt
0

T . T
2

avec les conditions initiales u (0) = / et dt
systeme différentiel s'écrit Y/ = AY avec Y (0) =

( 0 > Sa solution est

Todt
(puisque B et B’ = A commutent), ce qui compte tenu de / T arctan ()
0
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Totdt
et / —— =1In (\/1 + x2) nous donne :
0

1+1t2
B In (V14 22 arctan (z)
B(@)=- < - grctan (x)) In (V1 + 2?) )

1
2

“m(ae ) (g )52 (1 )
(

1 %
i ((142?) ) 1y ERE)
et :
n 2 1 arctan(x — arctan(x
B = e1 <(1+x ) 4>I26¥C (1+z ) ' e
_1 t t
— (142 (cos arctan (x) I + sin arctan (x) o
2 2
avec :
5 <arctan (x)) cos (arctan (z)) + 1 ﬁ +1 141 +a2
cos = = =
2 2 2 241 +LE2
et :
9 (arctan (:v)) 5 (arctan (x)) Vi+az2 -1
sin® { ————= ) =1 —cos =
2 2 2v1 + 22
t
Vu que § = e a;n( ) € ]—%,%[7 on a cos (f) > 0 et sin () est du signe de
x, donc
-1 1+V1+22 1 2-1
B(z) _ 1+x 4 Vitat ————— I, +signe (z e
V1+a22 1422
14+ V1422 . I1+22-1
T a2 I + signe T2
et :

Y (z) = 2@y (0)

:2\/\/2 1+1T((1)>+Signe(m) m(g)

ce qui signifie que :

+oo 2
1 1++vV1
/ e_tz CcoS <t2x> dt = \/z &
0

2 1+ 22

et :

/+006_t2 sin (tzx) dt = signe () /m [V1+a? -1
2 2 1+ 22
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Exercice 14.5. Solutions bornées ou nulles d linfini de X' = AX

Pour tout entier n > 2, C" est muni de la norme |||, et M, (C) est

muni de la norme d’algébre induite A — Ny (A) = sup A (X)) -
Xecn, |X|=1

On se donne A € M, (C) et on note \i,---, A, ses valeurs propres dis-

tinctes de multiplicités respectives mq,- -+ ,my.

1. On suppose que A est diagonalisable. Montrer qu’il existe une constante

réelle C telle que No (e') < 0112’?2( et ReQw) pour tout réel t.
<k<p

2. Pour A € M, (C), montrer qu’il existe un entier r € N* et une

-
3 tA tRe(Ag) k
constante réelle C' tels que N (e ) <C (1?1?%(,36 e(An ) I;J [t]® pour

tout réel t.

3. On suppose que A n’est pas diagonalisable. Montrer qu’il existe une va-
leur propre A, de A telle que ker (A — A1) ; ker (A — )\kIn)Q .

4. Montrer que le systéme différentiel X' = AX a toutes ses solutions
bornées sur R si, et seulement si, A est diagonalisable avec toutes ses
valeurs propres imaginaires pures.

5. Montrer que le systéme différentiel X' = AX a toutes ses solutions telles
que | ligl X (t) =0, si, et seulement si, toutes les valeurs propres de A
—+o00

sont de partie réelle strictement négative.

6. On suppose que toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle
strictement négative.

(a) Soit C : R — C une fonction continue telle que tlgp C(t) = 0.

Montrer que les solution du systéme différentiel X' (t) = AX (t) +
C (t) sont telles que . ligrn X (t) =0.
—> o0

(b) Soit B : R — M, (C) une fonction continue telle que . ligl B(t) =
— o0

0. Montrer que les solutions du systéme différentiel X'(t) =
(A+ B(t)) X (t) sont telles que t_lgrn X (t)=0.

Solution.

1. Si A est diagonalisable, il existe alors une matrice inversible P tels que :
P7'AP = D =diag (At1ny, -+ s Aplm,,)
et pour tout réel t, on a :
Noo (¢4) = Noo (e"P)P71) = Nog (Pe'PP™1) < Noo (P) Now (P™") Noc ("7
avec :

Noo (¢17) = Nog (ding (¢ Iy, -+ €I, )) = mas [o] = max ctReO)
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2. Pour A € M,, (C), il existe une matrice diagonalisable D et une matrice nilpo-
tente N telles que A =D+ N et DN = ND (décomposition de Dunford), de

sorte que pour tout réel t, on a et4 = etPetN avec etV E k'Nk ol r € N*

est lindice de nilpotence de N. Sachant que la norme matrlclelle induite N
est sous-multiplicative et que les valeurs propres de la matrice diagonalisable
D sont celles de A, on a :

It\

Noo (etA) < Noo (etD) Noo (etN) < max efReOw) Z o

k=0

Noo (N*)

,
< C, max etRe(’\’“)Z It|”

1<k<p

ou C, = max N (Nk) .
1<k<r

3. Pour tout nombre complexe A et tout m € N*, on a de maniere évidente I'in-
clusion ker (A — \I,,) C ker (A — \I,)™ . Si, pour toute valeur propre \; de A,
on a égalité ker (A — A1) = ker (4 — )\kln)2, on a alors ker (A — \i1,) =
ker (A — A\gI,)™ pour tout m € N*. En effet, c’est vrai pour m € {1,2} et
supposant le résultat acquis pour m > 2, pour tout X € ker (4 — /\kln)m'H,
onayY = (A-X\I,)X € ker(A— M\ I,)™, donc Y € ker(A— \I,) et
X € ker (A — MeIn)® = ker (A — A1), d’ott Dinclusion de ker (A — ApL,)" ™
dans ker (A — A\ I,) et 1’égalité puisque I'autre inclusion est acquise. On a alors

@ ker (A — ¢ I,) @ ker (A — A\, I,,)™ = C™ (théoréme des noyaux), ce qui
k=1 =1
signifie que A est dlagonahsable En conclusion, pour A non dlagonahsable il

existe une valeur propre \; de A telle que ker (A Meln) G ker (A — M\, )2

4. Les solutions du systéme différentiel X’ = AX sont les fonctions de la forme
t = X (1) = et Xy, ot X9 € C". Pour A diagonalisable de valeurs propres
imaginaires pures et toute solution X du systéme différentiel X’ = AX, il
existe une constante réelle C telle que pour tout ¢ € R, on a :

IX ()]l = [le Xo||, < Noo () [ Xollo <M = C[|IXo] magpeme(“)
ce qui signifie qu’elle est bornée. Si la matrice A admet une valeur propre
Ar de partie réelle non nulle, alors pour tout vecteur propre associé Xj €
C"\ {0}, la fonction X définie sur R par X (t) = e !X, est une solution du
systeme différentiel X' = AX telle que || X (¢)]|,, = e®O%)t || Xy |, pour tout
t € R et pour Re (Ax) > 0 [resp. pour Re (A\g) < 0] on a tiigloo X (t)]| o = +00

[resp. lim || X (t)|, = 400], c’est donc une solution non bornée. Si A n’est
t——o0

pas diagonalisable, il existe alors une valeur propre A\ € C de A telle que
ker (A — A1) G ker (A — AT, )2 et on pcut trouver un vecteur X € C™\ {0}
tel que (A — )\kI ) Xi # 0 et (A— M\J,,)? X = 0. La solution du probléme de
Cauchy X’ = AX de condition initiale X (0) = X}, est alors :

X (t) = eMtetA=Aln) xp = M (X 4 ¢ (A — ML) Xy)
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et on a || X ()|, > eReOR (|t (A — MeIn) Xkl — |1 Xkll,), c’est donc une
solution non bornée. On a donc montré que le systéme différentiel X’ = AX a
toutes ses solutions bornées sur R si, et seulement si, A est diagonalisable de
valeurs propres imaginaires pures.

5. Si j compris entre 1 et p est tel que max Re (Ax) = Re();), on aalors pour tout
3

tRe(Ax) — e

réel positif ¢, Jmax e tRe(Ai) | Si toutes les valeurs propres de A sont

p

T
de partie réelle strictement négatives, on a alors lim (et Re(’\f)Ztk> =0, ce
k=0

t—+4oc0
i impli li tA —Qet lim X(t) = 1l tAX, =0 tout
quil 1mplique que . _:I_Elooe e . —32100 ( ) ; _}Iﬁlooe 0 pour toute

solution du systéme différentiel X’ = AX. Si A admet une valeur propre de

partie réelle positive ou nulle, on a alors Re (A;) > 0 et pour tout vecteur propre

X; € C"\ {0} associé a A;, la fonction X définie par X () = e*'X; est alors

une solution de X’ = AX telle que lim [ X (t)| = lim eReC|X;|| =
t——+oo t——+oo

= lim ROt X;| = +o0

Il > 0 pour Re (3;) = Oou Jim X (1), = Jim_

pour Re (A;) > 0, c’est donc une solution qui ne tend pas vers 0 en +o00. On a

donc montré que le systéme différentiel X’ = AX a toutes ses solutions telles

que | lir+n X (t) = 0, si, et seulement si, toutes les valeurs propres de A sont de
— 00

lloo

partie réelle strictement négative.



Chapitre 15

Exemples d’applications de ’intégration

par parties

Exercice 15.1. Polynomes deLegendre

Pour tout n € N, on désigne par wo, et L, les polynomes définis par

1

Ton (X) = (X2 = 1)” et L, = 5 'ﬂ'én). Les L, sont les polynomes de
n!

Legendre.

1. Montrer que pour tout n € N* et toutes fonctions f,g dans C™ ([—1,1]),

on a :

n—1

[ 5 @9 = [ (-1 f<"-1-k>g<’“>]
—1 |

1

HEO" [ £ @)™ (@)do

k=0

(formule d’intégrations par parties itérées).

1
Calculer, pour tout n € N, Uintégrale W,, = / (wz = l)n dx.
=1

3. Montrer que, pour tout n € N, L, est un polynéme de degré n.

. Montrer que pour tout n € N* et toute fonction f de classe C>* sur
4 que p

[-1,1], on a Q”n!/_lf (x) Ly, (z) dw = (—1)" /_1f(”) () map (x) dz.

1
C’alculer/ L, () Ly, (x) dz, pour tout couple (n,m) d’entiers naturels.
=il
Montrer que, pour tout n € N*, le polynéme L,, admet n racines réelles
simples xp1 < -+ < Tp,pn dans Uintervalle |—1,1].

Montrer que, pour tout n € N*, il existe une unique suite (An k), <<, de
réels strictement positifs telle que pour tout polynome P € Ro,_1 [X],

1 n
on ait / P (z)dx = ZAn,kP (@) <

-1 k=1

137
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Solution.

1.

On procede par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, il s’agit de la formule
d’intégration par parties usuelle. Supposons le résultat acquis pour n > 1 et
soient f,g dans C"*! ([-1,1]). Le cas n = 1 appliqué au couple (f("),g) nous

donne :
[ e @o@a= [ (f<">)' (@) g (@) da

=[] / 1 (@) g’ (x) de

puis appliquant 'hypothése de récurrence au couple (f(™),g’), on obtient :

) 1
FOHD () g (z) do = { £ } Fln=h) (k)]

/—1 ; -1

S / Fa@)g™ ) (@) do

1

= [i (_1)k f(n=Fk) g (k)

k=0

n

0 [ @ (@) de

Pour tout entier naturel n, on a :

et utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :

n.2 1 on 2n+1
W= 0 O [ e = o O 20

compte tenu du fait que —1 est racine d’ordre 2n de (x + 1)2" et 1 est racine
d’ordre n de (z —1)"

Pourn = Oona Lo = 1. Pourn > 1, le polynome ma, (X) = Y (1) <Z> X2
k=0
est de degré 2n et :

B 1 (n) . 1 _\n—k n ﬂ 2k—n

est un polynoéme de degré n.
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4. Pour tout n € N* et toute fonction f de classe C*>° sur [-1,1], on a :

2"n!/_11f(m) d:v—/f 2) 7 (2) da
[Z T M (2) 1) () /f(" ) Mon (z) da

1
-1)" [ 1 f(”) () oy, () da

(—1 et 1 étant racines d’ordre n du polynéme s, on a ﬂ'én 1=k) (£1) = 0 pour

k compris entre 0 et n — 1).

5. Pour n € N* et tout polynéme P € R,,_; [X],ona P =0, donc de la question
1

précédente, on déduit que / P (z) Ly, (x) de = 0. Chaque polynoéme Lj, étant
-1

1
de degré k, on en déduit que / L, (z) Ly, (z) dx = 0 pour n, m entiers naturels
—1
distincts. Pour n =m, on a :

2n”!/11L721 () dz = (—=1)" /1 Tom () L (2) dz = (—1)" (2n)!Wn

-1 2””!
C(@2n)! (n)? 2242
C2npl (2n)!12n 41 2n 41

1
2
soit | L2 (z)dx = .
soi /71 2 (z)dx 1

6. Soit € N*. Si L,, ne s’annule pas sur l'intervalle ]—1,1[, il garde alors un signe
1

constant (par continuité) et on a / L, (z)dx # 0, ce qui est en contradiction
—1

1
avec le fait que / P (z) L, (z)dz = 0 pour tout P € R, [X]. Le polyndme
-1

L,, a donc au moins une racine réelle dans |—1,1[. Si z; € |—1, 1] est une racine
de L,, de multiplicité p > 2, on peut alors écrire L, (X) = (X — 21)> Py_s (X)
avec P,_o2 € R,,_o[X] et on a :

0= /11P”‘2 (@) L, (2) dz = /1 (@ —21)? P2, (z)dz > 0

1

soit une impossibilité. Les racines du polynéme L, qui sont dans |—1,1[ sont
donc toutes simples. Notons 1, ..., ces racines. Si p < n, on peut alors écrire

p
H — ) Po—p (X), avec P,_), € R,,_,, [X] de signe constant dans

-1 1[et0£a

0:/_11Ln(x)f[ (z — 24 dx—/ H = 2)? Po_y () da £ 0
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soit encore une impossibilité. On a donc p = n, c’est-a-dire que toutes les racines
de L,, sont dans |—1, 1] et simples.

7. Par division euclidienne, tout polynéme P € Ry,_1 [X] s’écrit sous la forme
P=QL,+ R avec Q,Rdans R,,_; [X] et on a :

/llp(a:)dx:/11Q(a:)Ln(x)d“/llg(x)dx:/IIR(x)dx

Comme P (z, ) = R(znx) pour tout k compris entre 1 et n, il nous suffit
de montrer le résultat annoncé sur R,,_1 [X], ce qui équivaut a prouver que le
systeme linéaire de n équations aux n inconnues A, 1, :

n

1
Zxﬁ;l)\n,i = / 2" ldz (1<k<n)

i=1 -1
a une unique solution. Le déterminant de ce systéme étant le déterminant de

Vandermonde H (Tn,s — Xn,;) # 0, on est assuré de Vexistence et de I'uni-
1<j<i<n

cité d'une solution (A, k), s, - En désignant, pour tout & compris entre 1 et

n, par P, € R,_1[X] le polynéme d’interpolation de Lagrange défini par

Pk (xni) = 0pour j # k et Py (znir) = 1, on a Pik € Rop—2[X] et

1
An ke = / P2, (x)dx > 0.
-1

d
Exercice 15.2. Calcul de /% pour p? —4q < 0
(22 + px + q)
roodt
Pour tout n € N*, on note F,, : x € R — F, (z) = ——w la
o (1+12)
1
primitive de ———— nulle en 0.
(1+2?)

1. Montrer que, pour n € N* et p, q réels tels que § = p?> —4q < 0 (de sorte
que 2% + px + q ne s’annule jamais sur R), le calcul d’une primitive de

—————————— se rameéne a celui de
(22 + pz + q)"

2. Calculer Fy.

3. Montrer que, pour tout n € N*, on a :

@+

T

2nFi1 (z) = (2n — 1) F, (z) + At

FEn déduire les valeurs de Fy et Fj.

22n71 1
4. Soit (an), ey la suite de nombres rationnels définie par a,, = ——— —5—.

()

Montrer que pour tout n € N*, on a :

(a) 2na, = (2n+1) apts ;
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n

n n T
(b) 2> kapFii1 =Y (2k —1) o Fy + Zakm ;
X

k=1 k=1 k=1

(arctan (z) + Zak(l—i—ﬂﬁ) .

k=1

(€) Fura () = 5

n

“+oo
5. Calculer / din pour tout n € N*.
o (1+¢?)

Solution.

N3

2 1)
1. En utilisant la forme canonique % + px + ¢ = (:z: - > +w? olw= 1> 0,
b
5

on a en effectuant le changement de variable y = x —

/ (a? +§Z+q>“ -/ (v? fyw)” -7/ md?,))

1 dt 1 1 D
= wQ"—l/(l ) L F, (t) + Cste = oﬂ"—lF" - (x — 2)) + Cste

Todt
2. Ona F = [ —— =arct .
na F(x) /0 T = arctan (2)

3. Pour tout n € N* et tout réel x, on a :

P (x)_/f dt _/11+t2—t2dt
n+1 0 (1 +t2)n+1 o (1 +t2)n+1
Tdt z t2 * t
= —— — 7dt=an—/7t-dt
/0 (1+1¢2) /0 (14 ¢2)" (=) o (14)"t!

et une intégration par parties donne :

/N SR S
o (1+#2)"+! Sl 24", 2njy (L+¢D)"
1 x 1
- % __L_F,
2n (14 22)" o (z)

2n —1 1
soit Fryq (x) = n2n F, (x)+%ﬁ.l%urnzletn:2, cela donne :
1 1 =z 1 1 =z

F2($):§F1 (x)+§m:§arctan(x)+§m

et :
3 1 T 3 x 2z

Fy(x) = °F S S A
3 () 1 2(x)+4(1+x2)2 8<arcan($)+1+$2+3(1+x2)2>
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2n+2> _(2n+2)(2n+1) (2”> _ W(%) et :

22n+1 1 2n

Qnt1 = n+1 2(2?:1) (2n) - on+1

a7l

(b) Pour tout entier k > 1, on a 2kay Fr1 () = (2k — 1) ap Fy, +akﬁ
x
et faisant la somme, on obtient :

n

QZkaka-H Z Qk‘ — 1 Oéka + Zak

2
k=1 k=1 - (1+2?)

(¢) Avec 2kay = (2k + 1) ag11, on déduit que :

n n+1

2 Z koapFiy1 = Z 2k +1) apy1Fry1 = Z (25 -1) a; F;
k=1 k=1 j=2

et :
n+1

S @i-DoF=> 2k—1)aFi+ Y ax

%
j=2 k=1 - (1+a2?)

soit :

2n+ 1) api1 By = an i+ ap———p S mEE—
; (14 22) =T (1)t

avec (2n + 1) apy1 = 2nay,, d’ot le résultat.

5.0 e lim F (x) T et tout n > 2 enti
. Ona ——— = lim x) = — et pour tout n entier :
0 1+ ¢2 n—+oo ! 2 p -

/+°° a lm F, (z) = 1 T 1 (2n-2
o (1+)" notee "V (n—1) a4 221\ n-—1 m

Exercice 15.3. Irrationalité de m

On désigne par (I,), cy la suite de fonctions définie par :

VneN, Vz e R™™ [, (z) = l/ (22 — t%)" cos (t) dt

nl J_,

1. Calculer I, (x) pour n =0 et n = 1.
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2. Montrer que, pour tout n € N, la fonction I,, est indéfiniment dérivable
sur RY*, puis que pour tout x € RT™*, on a :

1

=Ini1 (33)

oI, () = (2n+ 1) I (@) - 3

3. Montrer que, pour tout n € N, il existe deux fonctions polynomiales P,
et Qn a coefficients entiers relatifs et de degré au plus égal a n telles que,
pour tout réel z € RT*, on a I, (x) = P, (z) cos (z) + Qy, (z) sin () .

4. On a I, ( ) = Qn (7) On suppose que g est rationnel, soit que

a
5% avec a,b premiers entre eur dans N*.

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, = b** 11, T est un
que, p ) 5

entier naturel non nul.

(b) Montrer que la suite (uy), oy converge vers 0 et conclure.

Solution.

x
1. Pour tout réel > 0, on a Iy (z) = 2/ cos (t)dt = 2sin(x) et en intégrant
0

deux fois par parties :
I (z) = 2/0ch (z® — %) cos (t) dt = 2 [(2* — t*) sin (t)]g +4/Oxtsin (t)dt
=4 ([—t cos (t)]g + /Oz cos (t) dt) =4 (—zcos(z)+sin (x))

2. Le changement de variable t = zu, & > 0 fixé, nous donne :

x2n+1 x2n+l

/_1 (1- u2)n cos (zu) du = JIn ()

n!

In(z) = n!
La fonction (u,z) = (1 —u2)" cos (zu) étant de classe C° sur [—1,1] x R** et
I'intégration se faisant sur un segment, on en déduit que la fonction J,, est de
classe C* sur R**, sa dérivée premiére étant donnée par :

J (z) = —/_ u (1 —u?)" sin (zu) du.

1

Une intégration par parties nous donne alors :

o [Go T e
J) () = [2(”_’_1) sin (xu)] B —/_1 W@"cos (zu) du

BRI
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Il en résulte que la fonction I,, est de classe C*® sur RT*, sa dérivée premieére
2n 2n-+1

étant donnée par I, (z) = (2n + 1) %Jn (x) + J! ((z), donc :
2n-+1 2n+2
T’ = (2 1 r T
oL @) = @0+ ) g o) = e (0
1
=02n+1)1,(x)— §In+1 (z)

3. Clest vrai pour n = 0 et pour n = 1 avec (P, Qo) = (0,2) et (P1, Q1) = (—4z,4)
Supposant le résultat acquis au rang n —1 > 1, on a :
I () =22n+1) I, (z) — 2zI), ()
=20@2n+1) (P (2 )COS( )+ Qn (z) sin (z))
—2€6(P' (z) cos (z) — Py (z) sin (z) + @, (2) sin (2) + Qn (2) cos (x))
— Pay1 (2) 08 (2) + Quy1 (2) sin (x)
' Pyt (1) = 220+ 1) P, (2) — 20 (P (2) — Qu (x))
Qnt1(2) =2(2n+1) Qn (z) — 22(Q, () — P (2))

qui sont bien des fonctions polynomiales a coefficients entiers relatifs de degré
au plus égal a n + 1.

4. Avec (22 —t2)"cos(t) > 0 pour t € } on déduit que Iy, (g) > 0 et

53
™ a
Uy, > 0. Si 5= il existe alors un entier naturel non nul R,, tel que :

b (3) =0 (5) =@ (5) = e

2ntl g

(réduction au méme dénominateur de @, (%) = Z ak(Z—k, les oy étant en-
tiers), donc b>" 11, (g) = R, € N*.
2n+1
5. On a u, = b*"*t1I, (E) = LJn (z) avec :
2 n! 2
™ 1 n ™ !
0<Ju(3) :/ (1— ) cos(tf)dtg/ dt =2
a2n+1
et lim =0, donc lim wu,, tous les u,, étant dans N*, ce qui est peu
n—4+oo n! n—-+4oo

T
probable. En conclusion 5 ne peut étre rationnel et il en est de méme pour .
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Exercice 15.4. Intégrales de Wallis

On note (W) ,en = (/ " cos™ (t) dt) la suite des intégrales de Wal-
0

. neN
lis.

1. Calculer Wy et Wi.

1
2. Montrer que pour tout n € N, on a Wy 1o = %Wn, puis en déduire
n
™ 1
Wpi1= =————. 11 td de calculer W, ]
que Wni1 = 5 CESIA suffit donc de calculer Wy, pour n pair ou

pour n tmpasr.
3. Montrer que la suite (Wy),, oy converge en décroissant vers 0.

4. Montrer que pour tout n € N et toutt € R, on a :

n 1 < /n
(cos (1)) = o > <k> cos ((2k — n) t)
k=0
uis en déduire que Wo,, = (2:) il et W- = Z
b q = o0 5 2n+1 = @n+ 1) (27?)

5. Montrer que lim +/2n + 1Ws,, = \/?, soit que :
n—-4o0o 2

2n e \/5
() e 7V
6. Pour tout n € N*, on désigne par p, la probabilité d’obtenir n fois pile
et n fois face sur 2n lancés indépendants d’une piéce équilibrée. Montrer
que :
n

N 2k -1
(a) pour tout n € N*, onchn:kl:[1 o et :

n

1 H4k2—1_ 1 W, 2

T+ 1 AR T e I W

P2

1
b) pp o ——.
(b) p ey —

Solution.

3 3
1. OnaWoz/ dt:gethz/ cos (t)dt = 1.
0 0
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2. Une intégration par parties nous donne :

Whia = /OE cos™ (t) (1 —sin® (t)) dt = W, — /05 (cos™ () sin (¢)) sin (¢) dt

n+1 t El 1 5 Wn
— W, — | —sin(®) cos" T (1) B /2 cos™ 2 (t)dt = W, — +2
n+1 ], n+1l)j n+1

1

soit Wi10 = i 1 2W En notant u, = (n +1) W,W, 41, on a :

n+1
Un+1 = (TL + 2) Wn+1Wn+2 = (’/l + 2) Wn+17Wn = Un

n -+ 2

d = WoW; = it W, T 1

ONC Uy, = U soit W, —
o=WoWi =5, 11 = 2t )W,

3. Pour tout t € {O, g} ,ona0 < cos(t) <1, donc 0 < cos" ! (t) < cos™ (t) pour

tout n € N et par intégration, 0 < W, < W,,. La suite (Wn)neN est donc
décroissante minorée par 0 et en conséquence, convergente vers un réel A > 0.

De W, W41 = L, on déduit en passant a la limite quand n tend vers
2(n+1)

I'infini que A2 = 0 et donc que A = 0.

4. Ona:
it Zt 1 n 1 n )
(cos (1)) = (e +: B 27 ( ) ikt y—i(n—k)t _ - 3 <Z>ez(2kn)t
k=0
1< ‘ 1 —
donc (cos (t))" = Re (2",;_:0@) ez(zk")t) = 2”;(2) cos ((2k —n)t). Sa-

[ME)

chant que / cos (2mt) dt = 0 pour m € Z*, il en résulte que :
0

1 < /2n z (27?) T
WQn—%§<k>A cos(2(k—n)t)dt = 5o 5
m 1 22n

et Wopy1 = La valeur de Ws,, peut aussi se

5(2n+1)Wgn 2n+1) (2"
déduire de la relation de récurrence :

mn — on—1 2n—3 1 @) (Y«
Wn: I/I/'7 - .. — Wy = R n/ _
2 2T T 2 —1) 210 0T (2?2 2202
Wan 1 Wan, Wan 2n+1
5. 0n a 24t T 5 avec 1 < ntl — 2nt2 _ 20
Wan 2 (2n+1) (Way) Wan Wan 2n + 2
Wan
(puisque la suite (W,,),, . est décroissante) et donc lim 2241 — 1 ou encore
n—+oo omn
2n
hm \/W Wap, = \/> ce qui compte tenu de Wy,, = (2’2‘) ;T
n—-4o0o n

() e vm
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(a) Pour tout n € N*, la variable aléatoire X, égale au nombre de fois ou
on obtient face au bout de 2n lancés suit une loi binomiale de parameétre

1
<2n, ) , donc :
2

pn:<2n> 11 (@20 1 (24----(2n)(1-3 - (2n — 1))

2271 - 2% (n|)2 - 2% (n|)2

n
n

1-3--- (2n—1):1—[2k—1

nn!
2nn P 2k
n 2
( IT 2k-1)
et p? = kzln— avec :
[T (4%2)
k=1
n 2 n n—1
(H(2k—1)> = (H(Zk—l)) (25 +1)
k=1 k=1 §=0
1 n n 1 n
= 2k —1 2k +1) | = 4k* —1
sty (e 0) () - s T
k=1 k=1 k=1
ce qui nous donne p? = L ﬁ4k2 -1 D’autre part, en utilisant la
q pn - 2n+1k:1 4]{2 . p I
1 Wan
relation de récurrence W, 12 = iWn et en notant v,, = 2 ,ona:
n—+2 Want1
Won Wap—o Won_1 2n—1 2n+1 4n? — 1
Uy = = Uy = Uy
" Wap—g Wap—1 Wani on "' on 4n? !

n
4k — 1 %% ™
donc v,, = H Vo avec vy = WO = —, ce qui nous donne 1’égalité
1

4k2 2’
k=1
9 1 Waon 2
by = —.
" 2n+1 W2n+1 ™
. W2n 4 . 1
(b) Avec ngrfoo Worer 1, on en déduit que p, o \/ﬁ

Exercice 15.5. Une formule de sommation par parties d’Abel

Pour tout réel x, on note [x] la partie entiére de x.
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1. Soient (ay,),cy une suite de nombres complexes, A la fonction définie
[=]
sur RT par A (z Zak et f: RT* — C une fonction de classe C'.

k=0
Montrer que :

(a) pour tout n € N, on a :
n+1

Gniaf (1) = A(n+1) (1 + 1)=A () f ()~ / AQt) f/ (t)dt

n

(b) pour tous n < m dans N, on a :

m

> anf (B) = A(m) £ (m) = A@w) £ ()= [ A (1)
k=n-+1 n
(¢c) pour tous réels a < 8 dans RT, on a :

B
>l =A@ (6)-A@ @~ [ AW f ®d
a<k<p @
(formule sommatoire d’Abel).

2. En utilisant la formule sommatoire d’Abel, montrer que :

. 1 oot 1]
1=t (B - [ M

Solution.
[«]
1. La fonction A définie sur R™ par A (x Zak = ag + -+ + a, pour tout

x € [n,n+ 1], ot n décrit N, est continue par morceaux avec les entiers naturels
pour éventuels points de discontinuité. Elle est donc Riemann-intégrable sur
tout segment de RT.

(a) Pour tout n € N, on a A (t) = A(n) pour tout t € [n,n + 1] et :

n+1
/ AQt) (¢ / (b dt = A@m) (f (n+1) — f ()
A+ F+1) —Am) )+ (A(n) — A +1) f(n+1)
=A<n+1>f<n+1> A(n) £ (1) = anss f (n+1)
n+1

soitan+1f(n+1)=A(n+1)f(n+1)—A(n)f(n)—/ A(t) £ (1) dt

n
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(b) 1l en résulte que pour n < m dans N, on a :

m m k
> oaf (k)= (A(k)f(k)—A(k—l)f(/f—l)— A(t)f/(t)dt>
k=n-+1 k=n-+1 k—1

= A f om) = AG) F) = [ A0 @

m
cette formule étant valable pour n = m en convenant que Z = 0.
k=m+1
(¢) En notant n = [a] et m =[], onan <met:

B m e B
/A(t)f’(t)dt:/ At) /() dt /A()f’()dt+/A()f’(t)dt

/nmA()f t)ydt — A /f )dt + A( )/f()t

A(m) f(m) = A(n) f(n) - Z ay f (k)

k=n-+1

— A(n) (f () = £ (m)) + A (m) (F (8) — f (m))
== 3 S (k) — A(n) £ (@) + A(m) £ (8)

k=n-+1
== > af(k)—A) f () + AB) ] (B)
a<k<p
la somme Z = i étant nulle pour n = m (pour a < k < 3, on a

a<k<B  k=n+l
n<a<k<p<m+l,soit n+ 1<k <m et réciproquement), ce qui
nous donne la formule de sommation par parties annoncée.

2. En désignant par (a,),cy la suite définie par ap = 0 et a, = 1 pour tout

n € N* on a A(z) =0 = [z] pour tout = € [0,1] et A(z Zl— pour

tout € [1,+o0[, ce qui nous donne en utilisant la fonction f deﬁnle sur RT*

1 .
par f(t) = 1 pour tout entier m > 2 :
m

Z;/lmgg]dt /1mmt2tdt+ln(m)

k=2

m

1 ™ —t

soit g T In(m) =1 +/ [ ]t2 dt et faisant tendre m vers l'infini, on en
1

déduit que :

, 1 toot 1]
-t (£ ) - [
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—+oo
. t=1[t . . . t—[t] 1
Iintégrale 2 dt étant convergente puisque 0 < 2 < ) pour tout
1
t>1.
Exercice 15.6. Calcul de +°O e 9c80z) COS(ew) do tf ,gsm(ez) do

1. Montrer que, pour tout réel x, on a :

X

V1 + x2?

cos (arctan (r)) = —— et sin (arctan (z)) =

V1 + 22

+oo
2. Montrer que la fonction w : © — / e~ e’ dt est bien définie et de

0
classe C*° sur R en précisant ses dérivées successives.

3. Montrer que la fonction w est solution d’une équation différentielle li-
néaire d’ordre 1 avec condition initiale que l’on résoudra.

4. En déduire, pour tout réel x, les valeurs des intégrales :

+oo +o00 9
_gcos (0x) / _gsin (0x)
eS80 gy o e~ UT) gy
A Vo 0 Vo

Solution.
1. Pour tout € R, on a § = arctan (z) € } g f{ donc cos () > 0 et sin (6)

2
est du signe de x (en convenant que signe (0) = 0), ce qui nous donne :

2(9) — 1 -
cos (6) = /cos? (0) = 1+tan®(0)  1+a2

et :

1
1422

. x? . || x
= signe (1) [ 725 = signe (v) =5 = e

2. La fonction ¢ : (z,t) — e % e’ est de classe C* sur R2 et pour tout n € N,
ona:

sin (0) = signe (z) /1 — cos? (0) = signe (z) /1 —

" n
Y (x,t) € R? 8780 (x,t)‘ = ‘e‘t (it*)" e itz| — g2ne=t®
xn

la fonction ¢ — t2"e~*" étant intégrable sur RT (cette fonction est continue sur
1
Rt etonat?et = o <) ), il en résulte que la fonction w est bien
t—+oo \ 1+ 2
définie sur R (cas n = 0) et d’aprés théoréme de dérivation de Lebesgue qu’elle

+o0
est de classe C*° de dérivées définies par w(™ (z) = z"/ {2neliz—1t* gy
0
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(ix—1)t>

3. Une intégration par parties, ou ’on dérive e par rapport a la variable t,

nous donne pour tout réel x :

too . t—+oo +oo .
w () :/ (=D gy — [te(”*”ﬂ —/ 2t (i — 1) te@ =D gt
0 t=0 0

+o0o )
-2 (iz — 1) / e gt = —2 (x + i) w' (z)
0

1
2(x+1)

“+o0
w(0) = / e Vdt = g La solution de ce probléme de Cauchy est la
0

soit I’équation différentielle w’ (x) = — w (x) avec la conditions initiale

fonction w définie par w (z) = w (0) e?®), ot la fonction ¢ est définie sur R
par :

(2) 1/7; dt 1/$t_idt
xr) = —— _— == -
7 2)y t+i 2, 2+1
1 arctan (x)

—5 (;ln (1 —1—1‘2) — jarctan (x)) =1In ((1 +x2)7%> + fl

ﬁ % arctan(z) .

ce qui nous donne w (z) = “—~ (1 +2?) *e~ 2 ‘. En notant § = arctan (z),

0|5 5| et ™ F = ) +asin (2 Y >0
on a 27 B) et e = COS B 7 S111 B avec COS B) y

0
sin (2> du signe de x et :

cos? (9> cos () +1 _ cos (arctan (z)) +1 _ Tl 14V/ixa?
2 2 2 Vi

.2<9) 2(0) Vitai-1
sin“|{ =] =1—-cos*| = | = ———
2 2 2V/1 + 22

ce qui nous donne :
+oo 2 42
w (z) :/ e et
0

_ ;\/Z/liﬁ (m—i—isigne(a@) \/ﬁ)

4. Prenant les parties réelle et imaginaire dans la question précédente, on en déduit
que, pour tout réel x, on a :

+oo 2
1 141
/ e cos (2x) di = © /Ty [LEVIEE
0 2V 2 1422

[ sy - ), 7 [T
0 2 2 1 + 1'2

et :
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Le changement de variable ¢?> = # nous donne :

/+ooe_ecos(9x)d9_\/? 1+ vV1+ a2
o Nz Ve 1+ 22

too i 2 _
/ —05in (6z) 46 = signe (x) \/? vi4+z? -1
0 \/5 2 1 =+ .’1':2

et :



Chapitre 16

Exemples d’applications du théoréme des
fonctions implicites

Exercice 16.1. Un résultat de continuité des valeurs propres.

On se donne deux matrices réelles d’ordre n > 2 :

ag by 0 e 0
1 ay by :
A=1 0 0
1 ap—1 by_1
0 0 1 an
avec a; €ER, b; € RT* et :
0 1 0 0
1 0 1
D=1o 0
: °e 1l 0 1
0O --- 0 1 0

On associe d ces matrices la fonction F : [0,1] = M,, (R) définie par :
Vee[0,1], F(t)=(1—-t)D+tA

1. Calculer les valeurs propres de D.

2. Montrer que, pour tout t € [0,1], F (t) admet n valeurs propres réelles
simples.

3. Montrer qu’il existe une fonction continiument dérivable :
f= (flv"' ’fn> : [071] —R"
telle que le polynome caractéristique de F (t) s’écrive :

Vte[0,1], P(\t) = ﬁ(/\—fj (t))

Jj=1

153
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4. Montrer que pour tout j = 1,2,--- ,n, f; est solution sur [0,1] d’une
équation différentielle avec condition initiale.

Solution.

1.

La matrice D est symétrique réelle, donc toutes ses valeurs propres sont réelles.
Avec le théoréeme de Gerschgorin-Hadamard, on déduit que pour toute va-
leur propre A € R on a |A| < 2. Une telle valeur propre peut donc s’écrire
A = 2cos () avec a € [0,7]. Si x est un vecteur propre non nul associé ses
composantes sont solutions de la récurrence :

Tp—1— A+ 21 =0 1<k <n)

avec les conditions aux limites xp = 0 et 2,1 = 0. Le polynoéme caractéristique
de cette récurrence est :

P(r)=7r?—2cos(a)r+1,
soit P (r) = (7" — em) (7“ — e_m) . Les racines sont donc 71 = €' et 1y = e,

Ce qui donne : ‘ A
T = 16 4 cgeT ke 0<k<n+1)

Avec 29 = 0, on déduit que co = —c;. Avec 2,11 = 0 et (c1,¢2) # (0,0), on
déduit que sin((n+1)a) =0et a = 1 avec 1 < j < n. Les valeurs propres
n
de D sont donc :
Ao =2 MO\ 1<k <n)
= 2cos n
k 1 SKS

. Pour tout ¢t € [0,1], on a :

tar 1—t+th 0 0

1 tas 1—t+th :
Fi)=| o 0

: : 1 tapn_1 1—t+thy_1

0 0 1 tan,

et cette matrice admet n valeurs propres réelles simples puisqu’elle est irréduc-
tible avec 1 —t+tb; > 0 pour tout ¢ € [0, 1] et tout ¢ = 1,2, -- , n (voir lexercice
9.1, question 4c).

Soit tg € [0,1] et Ag une valeur propre de A (tp). On a P (A\g,to) = 0 et
e (Ao, to) # 0 puisque Ay est racine simple de P (-,tp). Le théoréme des

fonctions implicites nous dit alors qu’il existe un voisinage ouvert Vy de ¢y dans
[0,1] et une fonction contintiment dérivable :

f=U 0 fn) Vo= R
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tels que :

vVt eV, P ﬁ A— fk

Les valeurs propres de A (t) étant toutes simples, on peut supposer que f; (t) <
fa(t) <+ < fn(t). Avec cette condition la fonction f est unique. L’intervalle
[0, 1] étant compact, on peut trouver une partition du type :

[0, 1] = [ao,bQ[U [al,bl[U e U [&p,bp],

ou :
O:a0<b0=a1<b1:a2<-~-<bp_1:ap<bp=1,
telle pour tout £ = 0,1,--- ,p, il existe une unique fonction contintiment déri-
vable :
fe=(fres s far) @ lag, be] = R"
avec :

(A=
Vt € [a;€7 bk] , 1_[1 fj k

Jre () < for () <--- < far (t)
La fonction f définie sur [0,1] par f(¢) = (f @), - fog (t) sit € [ag, by

est alors contintiment dérivable et P (A, t) = H (A — f; (t)) pour tout ¢t € [0,1].
j=1
4. En dérivant la relation ¢; (t) = 0 par rapport a t, pour tout j =1,2,--- ,n, on
déduit alors que f; est solution du probléme de Cauchy :

[ (0) = a;
OP
(1))
AOEEE (t€0,1])

EATIOR,

P
La simplicité des valeurs propres de A (t) nous garantit que g—/\ (f; @®),t) #0
sur [0,1].
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Chapitre 17

Exemples d’étude d’applications linéaires
continues et de leur norme

On rappelle le résultat suivant, ot (E, ||-[|), (F, |-||") sont des espaces vectoriels
normés sur R ou C et uw une application linéaire de F dans F. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

— wu est continue en 0;

— wu est continue sur F ;

— u est bornée sur la sphére [resp. boule] unité de (E, ||-||) ;

— il existe une constante réelle ¢ telle que ||u (z)||" < ¢||z|| pour tout z € E;

— wu est uniformément continue sur F.

Dans ce cas, la norme de u est définie par :

lu ()]

N(u)= sup [lu(z)|'= sup =
TEE cem\{o} [zl
llzll=1

L’application v — N (u) est une norme sur 'espace vectoriel des applications
linéaires continues de F dans F.

Pour justifier que N (u) = a, on essaye de montrer que ||u (z)||' < a|jz|| pour
tout € F, puis soit on trouve x € E tel que ||z = 1 et |u(x)]] = « (si
cette borne supérieure est atteinte, ce qui est toujours le cas en dimension finie
car la sphére unité est compacte, mais pas nécessairement en dimension infinie),
soit on essaye de trouver une suite (2j),cy dans la boule unité de E telle que

klim llu(zr)| = a et avec ||u(zx)]|” < N (u) ||zx]| < N (u) pour tout k € N, on
—+4oc0

en déduit, par passage a la limite, que « < N (u).
Dans le cas ou la borne supérieure N (u) n’est pas atteinte, on a 'inégalité
stricte ||u (z)|" < N (u) ||z|| pour tout z € E \ {0} .

Exercice 17.1. Normes sur M,, (C), norme de la forme linéaire trace.

Pour n € N*, on note M,, (C) lespace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n a coefficients complexzes. Pour k € {00, 1,2}, Sk désigne la sphére
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unité de (C,|-||,,) et pour toute matrice A = (ai;);<; j<, € Mn (C), on
note Ny, (A) = sup || Az||.
€Sk

1. Montrer que, pour tout A € M,, (C), on a Ny = 112?2(”2 lasj] -
2. Montrer que, pour tout A € M, (C), on a N1 (A) = lrg]agcnz laij| -

3. Soient A € M,, (C), sp (A) U’ensemble de ses valeurs propres et A* = 'A
sa matrice adjointe.

(a) Dans le cas ot A est hermitienne, montrer que No (A) = )\ma(i(q) [A] .
€sp
(b) Montrer que Ny (A*) = Ny (A), puis que Ny (A) = max  |A].
AEsp(A*A)

4. Pour k € {00,1,2}, calculer la norme de la forme linéaire trace sur
Uespace vectoriel My, (C) muni de l'une des normes N.

Solution. B = (e;);.;.,, est la base canonique de C".

n
1. Pour tout x € Sy, on a ||Az|_ = max Zaijxj < | max Z la;;| | , donc

1<i<n — 1<i<n
n
Noo (A) < a = max Z la;;| . Soient k un entier compris entre 1 et n tel que
j=1
n n
o= Z lag;| et x = ijej € Soo, OU :
j=1 j=1

Bhi g arj 70
T; = |akj|

OsiaijO

(A étant non nulle, il existe au moins un indice j tel que ax; # 0). En notant
y=Azx,ona:

n
V'L'E{l,"'7ﬂ}7 |yz|: Zal]xj S«

n n
avec |yi| = Zaijj = Z lar;| = «, donc ||Az| = a et Ny (A) = a.
j Jj=1
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2. Pour tout z € S1, on a :

n

n n n n n
ol = 30 e <303 s oy = 3 ( |) -
j=1 j=1 \i=1

i=1 i=1 j=1

< (s 31

n

donc Ny (4) < 8 = max Z |a;;| . En notant k un entier compris entre 1 et
<<

n tel que B = Z|aik\, on a f = ||Aex|l; < N1(A) (colonne k de A) et en
i=1
conséquence, N1 (A) = 8. On peut remarquer que Ny (A) = Ny, (4%).

(a) Une matrice hermitienne se diagonalisant dans une base orthonormée, il
existe des nombres complexes A1, - -+ , A\, et une base orthonormée (€k>1 <k<n
de C" tels que Aep = Apex pour tout k compris entre 1 et n. Pour tout

n

x = Zxksk dans C™, on a alors en notant p (A) = max |A| le rayon
1 A€Esp(A)
spectral de A :

n n

2 2
|Az|l; = Z | Akl xi <p(A Z |$||2

k=1 k=1
Donc Ny (A) < p(A).Sik e {l,--- ,n} est tel que p(A) = ||, on a alors
p(A) = [Xe| = [ Ay, avee flex]l; = 1. Donc Ny (4) = p (A).
(b)

i. Pour tout z € Ss, on a en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1Az|3 = (z | A" Az) < ||z, ||A* Az,
< |lzlly N2 (A" A) [[z]l; = N2 (A*A)

donc (NQ (A))2 S N2 (A*A) S N2 (A) N2 (A*) et N2 (A) S N2 (A*) .
En appliquant cette inégalité & A*, on obtient No (A*) < Na (A) ce
qui nous donne Ny (A*) = Ny (4).

ii. On a (N (A)?> < Ny (A*A) < Ny (A*) Ny (A) = (N5 (A))?, donc
(N3 (A))? = Ny (A*A) avec A*A hermitienne, donc :

Ny (A*A) = p(A*A) et Ny (A) = /Ny (A*A) = \/p(A*A)

'Tr (A)]
¢) Pour k € {0,1,2}, on note N] (Tr) = su .
() { } k( ) %N/@(l)
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i. Pour A = (aij),; j<,, € My (C), ona:

Zaii < Z lai;| < ZZ |aij| < niNo (A)
i=1 i=1

i=1j=1
et |Tr (I,)| = n =nNy (I,,), donc N/ (Tr) = n.

ii. Comme Nj (A) = N (4*) et Tr(A*) = Tr(A), on en déduit que

Tr (A)] =

Ny (Tr) = n.
iii. En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur C", on a en notant
11, [y les valeurs propres (réelles positives) de la matrice hermi-

tienne positive A*A :

|’I‘I‘ (A)| = Zl |
<vi | 3 gl = vay/Tr (A7 4)

1<i,j<n

< VI Yk <ny/p(ATA) = nN; (A)
k=1
avec |Tr (I,)| = n = nNy (I,,) , donc N} (Tr) = n.

Exercice 17.2. Norme d’un endomorphisme continu d’un espace préhil-
bertien.

Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien (de dimension finie ou non) et
u # 0 une application linéaire continue de E dans E. On note ||| la norme
associée au produit scalaire sur E.

1. Montrer que N (u) = sup |{u(z)|y)|.
lzl|=[lyll=1

2. Dans le cas ot u est symétrique, montrer que N (u) = sup [(u(x) | z)].
llzll=1

Solution. On note S la sphere unité de (E, ||-||) .

1. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout z,y dans E :

[(u (@) [ o) < u @)yl < N (u) [lz] |y
donc o= sup [{(u(x)|y)| <N (u).Pourz e S tel que u(x)#0,ona:

(z,y)eS
= (u(x) | u@) = |u@)| (u #ua: u(z)| o
[u(2)]” = (u(z) | u(@)) = [lu )||< (z) | o @l ( )>S|| (@)l
(puisque y = T (133)Hu (x) € S2) et il en résulte que ||u (z)|| < «, cette derniére

inégalité étant aussi vérifiée si u () = 0. On en déduit donc que N (u) < o et
I’égalité.
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2. On déja B = sup [{u(z) |z)] < N(u) = sup [{u(z)|y)|. Comme u

€Sy llzl=llyll=1
est symétrique, l'application bilinéaire ¢ : (x,y) — (u(z) | y) est symétrique
(p(y,x) = (u(y) | z) = (x| u(y)) = (u(x)|y)) et on a I'identité de polarisa-

tion, ¢ (z,y) = Z(@(x+y,ﬂc+y)—so(x—y,x—y)), soit :

(u()[y) =7 (u(@+y)[z+y) —(u(z-y)[z-y)

I

avec |(u(z £ y) |z £ )| < Blz £ y|*, ce qui nous donne :

(P + = o1) = & (el + 1wl

et pour (z,y) € S3, on obtient |(u(x)|y)] < B. On a donc N (u) < 3 et
légalité.

[{u(2) [y)| <

Exercice 17.3. Norme d’une forme linéaire continue sur l’espace des suites
numériques bornées.

On note £ Uespace des suites complexes bornées, {0 le sous-espace de
£ formé des suites convergentes vers 0 et £' le sous-espace de €0 formé des

suites © = (), ey telles que la série an soit absolument convergente.

L’espace £ est normé par x — ||z, = sup |x,| et Uespace £ est normé
neN

+oo
par x — ||z||, = Z |zn|. A toute suite p € £, on associe la forme linéaire
n=0
+oo
U, définie sur £° par u, (z) = Zcpnxn pour tout x € £>°. Montrer que :
n=0
1. u, est continue avec N (u,) = ||¢l|,, cette borne supérieure étant at-
teinte ;
2. la restriction uy de uy, a (0 est continue avec N (ug) = ||¢l|; ;

3. le sous-espace £%0 de (> formé des suites nulles a partir d’un certain
rang est dense dans (€0, ||| ) ;

4. pour toute forme linéaire continue u sur £°, il existe une unique suite
@ € ' telle que u = ugpo (restriction de uy, d £°).

Solution.

1. Pour tout & = (x,),cy € £ et tout n € N, on a [z,0,] < ||z o |@n| avec

lell; = Z |on| < 400, ce qui entraine I’absolue convergence de Zzncpn, donc
Uy () est bien défini et on a :

+oo
> Tnn

n=0

|ugp (2)] = < llelly 1]l oo
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d’ott la continuité de I'application linéaire u, avec N (u,) < ||¢||; . Pour ¢ # 0,
on désigne par z la suite définie par :

Pn

sipn #0
VneN, z, =< lenl (17.1)
0sip,=0
“+o0
On aalors ||z, = 1et u, (x) = Y _znpn = [loll; , done N (u,) = |||, , cette
n=0

borne supérieure étant atteinte.

2. La restriction ug de uy, & 9 est continue avec N (ug) < [|¢||; , mais le calcul de
N (up) inspiré de la question précédente n’est pas valable car la suite = définie
par (17.1) n’est pas dans £°. On utilise la suite (x(k)) ey 4 ¢léments de (9 définie
par :

T,si0<n<k

Osin>k+1

ou z est définie par (17.1) (on a bien lim 2P =0 pour tout k € N). Pour

n—-+oo

Vk e N, VneN, x;’@:{

tout k € Non a Hx(k)Hoo <let:

—+o0

oo (=) = llell | < Juo () = el | = |2 (#8000 — foul)
n=0
“+o0
<
> E: |¢n‘k;i“)0
n=k+1
li "] = N < N (k) <N
donc Jm lup (28] = |l¢|, et avec ’uo ()| < N (ug) ||z HOO < N (up),
on déduit que ||¢|l; < N (ug) et N (ug) = ||l -
3. On a clairement l'inclusion %% C (0. Soient = € 9 et (x(k))keN la suite d’élé-

ments de 00 définie par z%k) =x, pour 0 <n < ket z%k) =0pourn >k—+1.

Avec :
H:E - x(k)H = sup |z,] — O
0 p>k+1 k—o0
(la suite (2,,),cy tend vers 0), on déduit que z = klim 2™ dans (€2, ..)
—+o0
ce qui signifie bien que £ est dense dans (¢°, ]| )

4. Soit u une forme linéaire continue sur #°. En notant (e(”))n en la suite d’éléments

de (99 définie par e,(cn) = 0k (symbole de Kronecker) pour tous n,k dans N,

on vérifie que la suite ¢ = (pn),, oy définie par ¢, = u (e(”)) pour tout n € N|

est dans £'. En effet, en utilisant les notations de la question 2, chaque suite
k

z®) = ane(”) est dans ¢%° et on a pour tout k € N :

n=0
()=

k
(n)
;::Oxnu (e )

k
E TnPn
n=0

k
= Z ||
n=0
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+oo
avec |u (z ’ < N (u H:c H < N (u) . Il en résulte que Z lon| < 400, soit

n=0
m

@ € 0. Ecrivant toute suite z € £29 sous la forme 2 = ane(") oll m est tel que
n= O

Zpn =0pourn >m+1,onau( an 6(” anganpr x). Par

densité de ¢ dans (€7, |- .) et contlnulte de u, on en dedult que u (z) = uy (z)
pour tout z € £°. On a donc u = = u, sur 0. Réciproquement si u = U, avec
@ €' on aalors ¢, =u (e(")) = Uy, (e(”)) = p, ce qui assure l'unicité de ¢.
On a ainsi montré que I'application ¢ — u,, réalise une bijection isométrique de

£ sur I'espace des formes linéaires continues sur £ (a savoir, le dual topologique
de £9).

Exercice 17.4. Opérateur de dérivation.
On note D lopérateur de dérivation sur C* (I,R), ot I un intervalle
réel non réduit a un point, ou sur R[X].

1. Montrer que l'opérateur de dérivation n’est pas continue sur l’espace
C>™ (I,R) muni d’une quelconque norme ||-|| .

2. Qu’en-est-il de l'opérateur de dérivation sur R[X] ¢

Solution.

1. Désignant par (fy),y la suite de fonctions définie par f, (z) = €™ pour tout
n € Net tout x€l,onaD(f,)=n-f, pour tout n € N et en conséquence,

D (fn)

n), il en

1
la suite ( D( fn)) n’est pas bornée (puisque ||[——
1 fnll neN [l fnll

résulte que D ne peut étre continue.

(a) Munissant R [X] de la norme P = Zaka = P, = Z|ak| on a

X", = 1et DX, = |nX"" 1H1 = n pour tout n 6 N*7 donc la
suite (D (X™)) n'est pas bornée et D n’est pas continue pour cette

neN*
norme.
+oo
(b) Munissant R [X] de la norme P — ||P|| = Z ||P(k)||1 (cette somme est
k=0

en fait finie), on a ||D (P)[| = > |[[P**D]||, < ||P|| pour tout P € R[X],

k=0
donc D est continue pour cette norme avec N (D) < 1. Pour tout n € N*,
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|
on a H(Xn)(’c)Hl - ﬁ pour 0 <k <net:

n—

1D XM _ X =

1 . L
“ (n—1—k)! Z (n—j)!

Xn - Xn n n
TR T T
k=0 k=0
1
=1-— _4>r 1
n! n—-+0oo
S
k=0

ce qui implique que N (D) > 1 et N (D) = 1.

+o0
En fait, pour toute norme |-|| sur R[X], Papplication P ~ ||P|’ = Z ||P(k)||
k=0
définit une norme sur R [X] et on a || D (P)|" < ||P|’ pour tout P € R[X] et D

est continue pour cette norme ||-||".

Exercice 17.5. Norme d’une forme linéaire continue sur (C° ([0,1]), |//.)

L’espace vectoriel C° ([0,1]) des fonctions continues sur [0,1] a valeurs
réelles est muni de la norme ||-|| . On se donne une suite (o, ),, e de réels

tous mon nuls telle que la série E ay, soit absolument convergente et on lui
+o0 1
associe la forme linéaire £ définie sur C° ([0,1]) par £(f) = E f () an,
n
n=1

pour toute fonction f € C°([0,1]).
1. Monter que { est bien définie et continue. Calculer sa norme d’opérateur.

2. La norme N (¢) est-elle atteinte ?

Solution.

1. Pour toute fonction f € C°([0,1]), on a :

+oo 1 +o0
- n < nl <
D17 () on] = 11 ol < o0

donc l'application ¢ est bien définie sur C° ([0,1]). Il est clair que ¢ est li-

+oo
néaire. L’inégalité précédente nous dit aussi que [£(f)| < || fl Zan, ce qui

n=1
+oo
signifie que ¢ est continue avec N ({) < S = Zan. Soit (fn),en- la suite de
n=1
o
fonctions affines par morceaux et continues sur [0,1] telle que fi (t) = o]
aq

pour tout ¢ dans [0,1] et pour n > 2, f, est affine sur chaque intervalle
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11 1 1 v |ovn |
—_ e — — = — < < = —

n'n-—1 Qo

1
pour tout ¢t € [0, } . Pour tout n € N*, on a || f,|| ., =1et:
n

n

n)=k§_:1f<]1§)ak+ Z f( )ak—2|ak|+|an Z %

n ‘a | +oo —+00
sachant que lim E lag| = S et |—= E ol < R, = E |ak|, avec
n—-+oo Oy
= k=n-+1 k=n-+1
lim R, = 0, ce qui nous dit que lim £(f,) = S et en conséquence, on a
n—-+oo n——+o00

S= lim [£(fn)] <N (¥), soit auﬁnalN(K):Z|an|.

n—-+00

2. Si la borne supérieure N (¢) est atteinte sur la sphere unité, il existe alors une
fonction f € C° ([0, 1]) telle que || f]|., =1 et |[£(f)] = N (¢). En remplagant au
besoin f par —f, on peut supposer que ¢ (f) = N (), ce qui nous donne :

o= Z'“"'( o (7))

« 1 « 1
les réels — et f (> étant compris entre —1 et 1, donc les réels 1— | n| f <
n an n

‘O‘n

1 o
sont tous positifs ou nuls et ’égalité précédente impose que f () = M
n o,

pour tout n € N*. La fonction f étant continue sur [0,1], on a nécessairement

lim — = lim f < ) £(0), la suite ('a”|> étant & valeurs dans
neN*

n—-+oo O, n—-+o0o n

{—1,1}, ce qui impose I'existence d’un entier ng tel que «, soit de signe constant
pour tout n > ng. Donc la norme N (¢) ne peut étre atteinte pour une suite
(@n),en+ qui n’est pas de signe constant & partir d'un certain rang. C’est le cas
par exemple pour une série alternée ZO‘" = Z (—1)" B, absolument conver-
gente. Si la suite (), oy~ est de signe constant a partir d'un rang no > 2, disons

1 1 1
positif, la fonction f affine sur chaque intervalle | —, s, | =, 1| avec
ng ng—1 2
1 \ak| 1
fl=1= pour 1 < k <mng et f(t) =1 pour tout t € |0, — | est telle que
k (672 no
[flloe = 1et:

ﬁ(f)—gjlf(;)aw f f(Dak—gak—N 0

k=n-+1
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Exercice 17.6. Normes d’une forme linéaire continue  sur

(¢

(1o, 1), I,

C°([0,1]) est l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] et a va-
leurs réelles. On se donne une fonction ¢ € C° ([O 1]) {0} et on lui associe
la forme linéaire ¢ définie sur C° ([0,1]) par £(f / f (@) e (t)dt pour
tout f € C°([0,1]).

1. Montrer que £ est continue pour ||-|| ., avec Noo (£) = [|¢l|; . La norme

Ny (0) est-elle atteinte ?

2. Montrer que ¢ est continue pour ||-||; avec Ny (£) = ||¢||
3. Montrer que € est continue pour ||-||y avec Na (£) = ||¢]|5 -

4. On se donne un réel p > 1 et on suppose que la fonction ¢ est a valeurs

positives. Montrer que £ est continue pour ||-[|, avec Ny, (€) = ¢, , ou

1 1
q>1 est tel que — + — = 1.
P q

Solution.

1.

(a) Pour tout f € C°([0,1]), on a:

= i < (/ I@(t)ldt> 1l = el 1711

donc Dapplication linéaire ¢ est continue avec N (£) < |||, . On utilise
la suite de fonctions continues (fy),,cy définie par :

t
WneN, e, fot) = —2H
[ (t)] +en
ol (€n),,c st une suite de réels strictement positifs telle que lim ¢, = 0.

n—-4o00
o (8)]

Pour tout n € N et tout ¢ € [0,1], on a |f, ()] = PO +en
P n

”an <let:

1) = el = 1€ () = llglly | = ]/ () ~letol) at

) +éen

1
zgn/ 7“0(” dt<e, — 0
o le

(t) ‘ +en n—+00

< 1, donc

done lim [€(fn)l = llpll, et avec [€(fn)] < Noo (€) [|fulloc < Noc (£), on
déduit que [j¢]]; < Noo (€) et Pégalité No (£) = |||, -

Si la fonction ¢ est de signe constant, prenant f = 1 pour ¢ a valeurs
positives, ou f = —1 pour ¢ a valeurs négatives, on a || f||,, =1 et :

Iﬁ(f)|=€(f)=/0 o (8)]dt = No (6)
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donc la borne supérieure N, (£) est atteinte. Si ¢ n’est pas de signe
constant, cette borne supérieure n’est pas nécessairement atteinte. Consi-
dérons par exemple le cas d’une fonction ¢ telle que ¢ (t) < 0 pour tout

t € [0,a[, p(a) = 0 et ¢(¢t) > 0 pour tout ¢t € Ja,1], o 0 < a < 1.
1

S'il existe f € C°([0,1]) telle || f||., =1 et [(f)] = / lp ()| dt, quitte a

0
changer f en —f, on peut supposer que £(f) > 0 et on a :

e<f>=/0 f(t)w(t)dt=/0 el = [ so(t)dt—/oamdt

soit :
/(l—f(t))w(t)dt=/ (L4 £ () (1) dt
o 0

avec 1(1—f(t))<,0(t)dt >0 et /Oa(l—I—f(t))go(t)dt < 0 du fait que

a

—1< f<1surl0,1], donc:

[ == [ 0+ reewd=o

ce qui équivaut & (1 — )¢ =0 sur Ja,1] et (14 f)¢ = 0 sur [0,a[, soit &
f=1sur]a,1] et f —1 sur [0,a[, ce qui est impossible pour f continue
en a.

2. Pour tout f € C°([0,1]), on a :

1 1
() = ]/ £ (1)) dt\ <l [ 17 @)lat = ol 171,

donc £ est continue avec N; (¢) < ||¢||, - La fonction ¢ étant continue sur le
segment [0,1], est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc tg € [0, 1] tel
que |¢ (to)| = [|¢l,, - Remplacant éventuellement ¢ par —¢, on peut supposer
que ¢ (to) > 0 (¢ est supposée non nulle). En se donnant une suite de réels
strictement positifs (€,,),,cy telle que ngr—{-loo en = 0, par continuité de ¢ en ty,

on peut trouver, pour tout entier naturel n, un réel n, > 0 tel que :
vt € [anabn] = [07 1] N [tO - Un,to + 7771] y P (t) >0 et |%0 (t) - Qp(tO)‘ <én

En désignant par f, : [0,1] — RT une fonction affine par morceaux, continue,

2%
nulle en dehors de Jay,, b,[ et telle que / fn (t)dt =1 (figure 17.1), on a :

bn bn
||6<fn>|—nso|\oo|:/ fo (1) (2 () — 0 (t0)) dt Sen/ fo (1) dt =<,

de sorte que i _|£(2)] = gl - Avee |£(f2)] < Ny (O)1£ull, = Ny (6), on
en déduit que ||| < N1 (€) et Iégalité Ny (£) = o], -
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9

FIGURE 17.1 — graphe de f,

3. Pour tout f € CY([0,1]), en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

1
el =|[ s @ewa <o,
donc u,, est continue avec N (£) < |[¢]|, . Avec :

((p) = / G2 () dt = ]2 < N2 (0) o]l

on déduit que ||¢||, < Na (£) et I'égalité.
4. En utilisant I'inégalité de Holder, on a pour tout f € C°([0,1]) :

£(f)] = \ [ r0s0 dt] <171 el

donc £ est continue avec N, () < ||¢||, . Pour ¢ a valeurs positives, on a :

H@HZZ/O so"(t)dt=/0 wq(t))%*%dt:/o oF () (1) dt

=€(90%) < N, (0) Hﬁ

p

p

B

q
avec Hcpp
P

1
= [ e 0t = el done il < 3, 0) (el ) et

1

()" = (1) ™ = ol < 3, 0

ce qui nous donne 1’égalité.
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Exercice 17.7. Opérateur de Volterra sur C° ([0,1]).

C° ([0,1]) est l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] et d va-

leurs réelles. A toute fonction continue ¢ : [0, 1]2 — R non identiquement
nulle, on associe application V définie sur C° ([0,1]) par :

vfec®([0,1]), Yz €[0,1], V (f) (z) =/0wf(t)@(x,t)dt

(opérateur de Volterra de noyau ). Pour ¢ =1, cet opérateur est l’opéra-
x

teur de « primitivation » V : f — / f(t)dt.

1.

0
Montrer que V est un endomorphisme de C° ([0,1]), puis qu’il est conti-
nue pour la norme ||-|| ., avec Noo (V) = || @], ot @ € C°([0,1]) est

définie par ® (x) = / | (z,t)| dt.
0

00 !

Soit ¢ : [0, 1]2 — R wune fonction continue. Montrer que, pour tout
z€10,1], on a :

/01 (/Ozw(x,t)dt)dx:/ol (/tl¢($,t)dx>dt

En supposant que @ est a valeurs positives, montrer que V est continue
pour la norme ||-||; avec Ny (V) = ||A||, ot A € CY([0,1]) est définie

1
par A (t) = /t o (x,t) de.

o0 !

< el

\ﬁ )

Montrer que V' est continue pour la norme |-||, avec No (V)
ot [lollo = sup o (z,7)].

(z,t)€[0,1)?
Pour cette question, V' est l'opérateur de primitivation, c’est-a-dire que
la fonction p est constante égale a 1. On désigne par ¢ la fonction définie

sur ]0,1] par ¢ (t) = gtan (g (1- t)) .

(a) Montrer que, pour toute fonction g € C* ([0,1]) telle que g (0) = 0,
la fonction ¢ - g se prolonge par continuité en 0, puis que :

’ 2 112 2 2
lg" =% gllz = 19"z = - llgllz

2
En déduire que ||gll, < = [|¢'|l5, ['égalité étant réalisée uniquement
T
pour les fonctions g : t € [0,1] — Asin (gt) , 0U A est une constante
réelle.

(b) Calculer Ny (V).

169
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Solution.

1.
(a)

Pour tout = € ]0,1], en effectuant le changement de variable ¢ = 6z avec
1

0<f<l,onaV(f)(x)= x/ f(0x) ¢ (x,0z) db, ce résultat étant encore

valable pour = 0. La fonctign (0,2) — f(0z) ¢ (z,0zx) est continue sur
[0,1] et I'intégration se fait sur un segment, donc la fonction V (f) est
continue sur [0,1], c’est-a-dire que V (f) € C°([0,1]). De la linéarité de
I'intégrale, on déduit que V est linéaire.

Pour tout f € C°([0,1]) et tout x € [0,1], on a :

l=| [ ros@oa| < ([[le@ola) il =2 @

< [®@lloo M1/l

donc V' est continue avec N (V) < [|®|, = sup / lo (x,t)] dt. La
A]J0

z€(0,1
fonction ® étant continue sur le segment [0, 1] (mémes arguments que pour
V (f)) est bornée et atteint ses bornes, il existe donc un réel z¢ € [0, 1]
tel que [|®||,, = ®(x). Dans le cas ou la fonction ¢ (zo,-) ne s’annule
jamais sur [0, 1], en désignant par f la fonction définie sur [0, 1] par f (t) =
4 (x()v t)
—— = onalf|,=1et:
| (0, 1)] >

V(f) (o) = /OIO o (zo, D] dt = [[@]| o <V ()lle < Noo (V) <[]

ce qui nous donne I'égalité N (V) = ||®|, . Dans le cas ou la fonction
© (xo, -) s’annule sur [0, 1] , on utilise la suite de fonctions continues ( fy,)
définie par :

neN

QO(ant)

vn e N, ¥t € [0.1], fu(t) = i

ol (€5),,cy est une suite de réels strictement positifs telle que lim e, = 0.
n—-+o0o

|l (z0,1)]

Pour tout n € N et tout t € [0,1], on a | f, (¢)| = lo (o, t)| + n
@ (xo, En

< 1, donc

|| fnllo < 1. De plus, pour tout ¢ € [0,1], on a :

(@0 t)
| (o, )| + €n
_ enlp(x0,t)|

e (zo,t)] +en

| (8) @ (w0, ) — | (w0, t)]| = — | (zo,1)]

n
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donc la suite de fonctions (f, - ¢ (wo,)),cn converge uniformément sur
[0, 1] vers la fonction | (zo, )| et en conséquence :

Jim V() (o)l = T V() o) = tim [ fu6) ¢ (oot
xo
= [ le@obla= o,
avec [V (fn) (xo)| < IV (fa)lloq < Noo (V). On a done [|®], < Noo (V)
et I'égalité N (V) = ||®|, . Par exemple, pour l'opérateur de primiti-

vation V : f — / f(t)dt, cela donne Noo (V) = 1, ce qui peut se voir
0
directement en vérifiant que V' (1) = 1.

2. En notant 14 la fonction indicatrice d’une partie A de [0,1], on a :

/01 </O$1/)(a:,t)dt) da:/ol (/Olzz;(x,m[w (t)dt) dz

avec 1ljg 4 (t) = 1,1y (z) pour tous w,t dans [0,1] (pour 0 <t <2 <1, on a
ligg (t) =1=1pq(z) et pour 0 <z <t <1, 0nalyy(t) =0=1y1(z)),
ce qui nous donne en utilisant le théoréme de Fubini sur un carré :

/01 </0m/;(x,t)dt> d:y:/o1 </011/,($7t)1[t71] (:c)dt) i
= /01 </011/)(~T7t)1[t,1] () dx) dt
—/01 </t11/)(x,t)dx>dt

(a) Pour tout f € C°([0,1]), on a:

v (f ||1_/ v (f |d;z:</01 </Om|f(t)|<p(x,t)|dt>dz

avec :

/01 (/Ow|f(t)||90(x,t)|dt) da:/01 (/t1|<p(x,t)|dx> If ()| dt

1
:/O A If (@) dt < Al I1F]],

donc V est continue pour ||-||; avec N1 (V) < ||A]|, = sup / lp (2,t)| da.
t€[0,1]

1
(b) Pour ¢ & valeurs positives, on a A (t) = / ¢ (z,t) dz pour tout ¢t € [0,1].
t

La fonction A étant continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée et
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atteint ses bornes, il existe donc un réel to € [0,1] tel que [|A]| = A (to) -

Comme ¢ est non identiquement nulle, on a A (ty) > 0. En se donnant

une suite de réels strictement positifs (¢,,),,c telle que lim e, = 0, par
y n—-+oo

continuité de A en ty, on peut trouver, pour tout entier naturel n, un réel
1nn > 0 tel que :

Vt € [an,bp] = [0,1] N [to — Nnsto + 1], A(t) > 0et [A(t) —A(to)| <en

En désignant par f, : [0,1] — R une fonction affine par morceaux et
continue qui est nulle en dehors de Ja,, b,[ et telle que :

||fnul—/fn ) dt = / fu () dt =
on a :

IV ()l = /(/ £ (t ;vtdt)d:z::/ol(/tlgo(ac,t)dm>fn(t)dt
:/0 AE) fu (1) dt /ab"Au)fn(t)dt

n

donc :

bn bn
IV (fa)lly — A (t0) =/ A(E) £ (1) dt—A<to>/ fo (1) dt

n

- / C(A ()~ A (to) fu () dt

n

ce qui nous donne :

by bn,
|||V(fn)\|1*/\(to)|§/ |A<t>7A<to>|fn<t>dts6n/ fu (2)dz = <,

n

et en conséquence, on a liIJrrl IV (fa)lly = A(to) = ||A]l - Enfin avec
n—-+0oo

IV (Flly < Ne(V) [ fally = Ni(V), on en déduit que [|A]l, < Ni (V)

et :

1
Ny (V) = IA], = sup / o (2,1) du

tel0,1] J¢t

Pour Popérateur de primitivation, cela donne Ny (V) = 1, ce qui peut se
montrer en utilisant la suite (fy), ey« , OU fr est affine par morceaux et

1
continue, valant 2n en 0 et nulle sur {, 1} (soit f, (t) = (—2n2z + 2n) l[i 1] (t),
n =

ce qui peut se dessiner). On a || fu||; =1 et :

IIV(fn)H1=/ (/ f dt>d$
2/( fa(t)d )dzzr—/:(oifn(t)dt)dx:l_i

n

donc ngr}rloo IV (fa)ll; =1et Ny (V) =1.
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. PourtoutfGCO([O,l]),ona/Ol (V(f)(m))2dx=/01 (/Oxw(x,t)f(t)dt)gdx

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur [0,z], & x fixé dans ]0,1], on
a:

(/ij,t)f(t)dt)?s/; (w(x,wdt/o”fz(t)dtg/: (o (5, 0) 2t |

cette inégalité étant encore vraie pour x = 0, donc :

vk ([ 1 ([ wora)a)in:

et on en déduit que V est continue avec
2 ' ‘ 2 2 (1 ‘ H<PH2
e [ ([ ewora)a <o [ ([ a)a- 12
0 0 0 0 2

(a) Comme g € C* (]0,1]) avec g (0) =0, on a :

s 5t LT g9(t)
tlg(%@() ()_tgrtr)l+cos(g(1—t)) Sm<§(1_t)>T

= lim 5t cos (It) 9(t) =4 (0)

t—0+ sin (5¢) 2 t

donc ¢ - g se prolonge par continuité en 0 en posant (¢ - g) (0) = ¢’ (0) .
On a:

2 ! 2
I~ -9l = [ & @)= -9 0 at
=B+ [ (P08 020505 0)
0

2

/ m 2
avec @ :—Z—go et :

2 2 / m’ AN / m 2\/
09 =299 == (T +¢ )5 =299 = —559" — (¢9)
sur ]0,1], ce qui nous donne pour 0 < & < 1:
! 2 2 ’ m’ 12 ' 2\/
| G0 0-200500 O) =T [ ¢ 0= [ (o) O
€ € €
:77/ t)dt+ ¢ (e) g° (e)
et faisant tendre e vers 07, on aboutit & :

2
2 ™ 2
lg' =gl =llg'lls — — HgHz +9'(0)9(0) = lg'll; = 7 llgll;
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2
ce qui implique que [|g||, < = ||¢||5 , 'égalité étant réalisée si, et seulement
7r

si, on a ¢’ = - g, ce qui équivaut a g (t) = Ae®® pour tout ¢ € ]0, 1], on
® est la primitive de ¢ nulle en 1, soit :

= [in(eos (Fa-2))], = -tn (oos (G- ))) = (sn (51))

On a donc g(t) = Asin (gt) pour tout t € ]0,1], cette égalité étant
également assurée en 0 par continuité.
Pour toute fonction f € CY([0,1]), la fonction V (f) est de classe C! sur

[0,1] avec (V (f)) = f et V(f)(0) = 0. On déduit alors de la question
précédente que :

2
IVl < =

Il =2 151

2(b—
ce qui nous dit que ||T|, < M

VOO = Zsin (5t) et IV (Dlly = = 17l done V], = 2.

. Pour f(t) = cos (gt), on a

Exercice 17.8. Opérateur de Hardy sur C° (R, C)

C° (R, C) est l’espace vectoriel des fonctions continues sur R et a valeurs
complexes. A toute fonction f de C° (R, C), on associe la fonction g : R — C

définie par g (0) = f(0) et g(x) = ;/Ozf (t)dt pour z € R*. On note H

Uapplication qui associe g a f (opérateur de Hardy).

1. Montrer que H est un endomorphisme de C° (R, C).

2. Montrer que l'opérateur H est injectif.

3. Montrer que l’ensemble des wvaleurs propres de H est contenu dans le
disque fermé de centre % et de rayon X

4. On note F le sous-espace vectoriel de C°(R,C) formé des fonctions

continues et bornées. Montrer que F est stable par H et que la restriction
de H a F est continue pour la norme |- avec No (H z) = 1.

Pour la suite de cet exercice, on note L?(R,C) le sous-ensemble
de CO(R,C) formé des fonctions continues de R dans C telles que

|f (@) dz < +oo. Il est connu que L2 (R,C) est un espace vectoriel
R

+o0 -
et que lapplication (f,g) — f(x)g(x)dz est un produit scalaire
— 00

hermitien sur cet espace. La norme associée est notée ||-||, .
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5. Soient f €L£? (R,C) et g = H (f). Montrer que pour tous réels a < 0 < b,
on a :

b b
/‘gcwﬁdxzamanf—bgam2+zRe(/fwwgu»MJ

(on peut écrire que :

/ab lg (@) do = El_i)r(r)1+ </a_6 lg ()]? dﬂc—F/:|g(sc)|2 dx)

et intégrer par parties).

6. Déduire de la question précédente que L2 (R,C) est stable par H, puis
que pour tout f €L?(R,C), on a ||H(f)|\§ =2Re((H (f) | f))-

7. Montrer que la restriction de H a L* (R, C) est continue pour la norme
|l avec Na (H|z2r,c)) = 2 (on peut utiliser la famille de fonctions

1
(fr)re]%,l[ définie sur R par f. (t) =1 pour [t| <1 et f,(t) = i pour
[t] > 1).

8. La borne supérieure No (H‘LQ(R,C)) est-elle atteinte ?

Solution.

1.

1 T 1
Pour tout z € R*, on a g (z) = f/ f)dt = / f(0x)df, ce résultat étant
TJo 0

encore valable pour x = 0. La fonction (6,x) + f (6z) est continue sur R? et
I'intégration se fait sur un segment, donc la fonction g est continue sur R, c’est-
a-dire que H (f) € C° (R, C). La linéarité de H se déduit de celle de I'intégrale.

x

.Sig=H(f) =0, on a alors f(0) = g(0) :Oet/f(t)dt:xg(a:) =0

0
pour tout & € R*, ce qui implique par dérivation que f (z) = 0. On a donc
ker (H) = {0} et H est injectif.
Soient A € C une valeur propre de H et f €C°(R,C) \ {0} un vecteur propre
associé. Comme H est injectif, A est non nul. Pour tout z € R*, on a :

Aﬂm:Hﬁﬂm:1£UVMt

€T

ce qui implique que f de classe C! sur R* et solution de I'équation différentielle
1 1
AM(x) + dxf' (z) = f(x), soit f'(x) = ()\ - 1) ;f(x), ce qui revient &

dire qu’il existe deux nombres complexes (1 et pe non tous deux nuls tels
1
que f(z) = x>t pour tout € RT* et f(z) = pg (—x)> " pour tout
x € R™*. Comme f est continue en 0, on a lir%f(:c) = f(0). Si py [resp.
r—r

i gRe(3)-1 _ [FO)]

z—0+ |M1|

t2] est non nul, cela implique que lim
z—0t

1
xiill =
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[resp. lim (f:n)%fl‘ = lim (fx)Re(ﬂ = |f(0)|] et on a nécessairement
1z~>0* 0~ X -b|,u2\ :
Re ()\) > 1. Notant A =a+1ib, on a — 3= C;;sz et la condition Re ()\) >1

2

1 1
équivaut a a?+b? < a, encore équivalent & (a — 2) +1? < 1 Donc ’ensemble
des valeurs propres de H est contenu dans le disque fermé de centre 3 et de

ayon —.
ryn2

1
. Pour tous f € Fet z € R, on a |H(f)(x)] = ‘/0 f(@z)d@' < | fll , donc

H(f) € F et Hr est continue avec Ny (H|x) < 1, cette borne supérieure
étant atteinte pour f =1 ¢€ F, donc N (H|x) = 1.
x

. En désignant par F' : z — [ f(t)dt = zg(x) la primitive de f nulle en 0, on
0

/ab g (2)* dz = lim, (/as |9(1‘)|2d$+/:|g(x)|2d$>

—€ b
= Jim, (/ %F(m)?(m)da@—l—/s ;F(m)F(x)dx>

Pour tout & € |0, min (—a, b)[, une intégration par parties nous donne :
b

/EblF(x)F(x) dr = {—;F(x)F(x)L+/:1 (F' (@) F (2) + F () F (2)) do

2 x

~[lo@r] + [ (@30 + 9T @) e
=elg (&) —blg(b) +2Re< dx)

et :

—€

| F@F@dr=clo(- >|2+a|g<a>|2+2Re(

2

)7 (e o)

a

En faisant tendre € vers 0%, on en déduit que :

b b
/ lg (2)|” dz = alg (@)|* = blg (b)|* +2Re (/ f(x)g(z) dz) (17.2)
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6. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur C° ([a, b],C) pour a < 0 < b, on
a avec les notations de la question précédente :

b b
/ lg (2)|” dz = alg (@)|* = blg (b)|* +2Re (/ f(@)g(2) dm)

b b
gaRe(/ f(w)g(w)dx>§2/f(w)g(w)dx

b b % b %
§2</ If(w)Ide/b g(w)Ide> < 2|/l (/ g(w)IQdu’v>

soit / g (2)]? de < 4Hf||2, ce qui assure la convergence de /|g )P da

avec / lg (z)]?dz < 4 ||f||2 En conclusion, la fonction g est dans £2 (R, C)

et L2 (R, C) est stable par H. Faisant tendre (a, b) vers (—oo, +o0) dans (17.2),
on obtient égalité ||H (f)||5 = 2Re ((H (f) | f))-

7. Pour toute fonction f €£% (R,C), on a :

IH (£l =2Re ((H (f) | £)) < 2|(H () | H)I < 20H ()l |1 £
soit |H (f)lly < 2|H (f)|ly, donc H|z2(r,c) est continue et Na (Hz2rc)) < 2.

1
Pour tout réel r € 2 1 [, on désigne par f, la fonction définie par :

1site[-1,1]
r t) = 1
2|
oo qt 4
Ces fonctions f, sont dans £2 (R, C), avec ||fTH§ =2 <1 —|—/ 1527") =3 ! T
1 r—=
Comme f, est paire, on a pour x # 0 :
1 [7F 1 [*
H(fr) (~2) =~ frt)ydt=— [ fr(—u)du
0 T Jo

et H (f,) est aussi paire. Pour z > 0, on a :

1sizel0,1]

H(f)(z) = 1<1+/ ff)l 1 (@ —7) siz>1
1

x zl—r




178 Applications linéaires continues, normes

et :

ce qui nous donne :

2 2 2
2wt () e

||fr||§ 2;111 - r2(1—r)
H(f, 1
et lim M = 2. Avec 1 (/. )”2 < Ny (sz(RC)) pour tout r € ] — 1[
r=1 £l (P 2’

il en résulte que Ny (H|E2(]R,(C)) >2et Ny (H\EZ(R,(C)) = 2.
8. S'il existe f €£% (R, C) telle que || f|l, =1 et ||[H (f)||, =2, on a alors :

4= H ()5 =2Re ((H (f) | ) <2Re (H ()| )]
<2[(H () [ HI<2[H Nl 1fll =4

soit I'égalité |(H (f) | )| = |1H (f)ll5 |1 f]l5, ce qui équivaut & dire qu’il existe
un nombre complexe A tel que H (f) = Af (cas d’égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwarz). On a alors |A|* = ||)\fH§ = HH(f)Hg =4 et |A =2, ce
qui n’est pas possible d’apres la question 3. En conclusion, la borne supérieure
Ny (sz(R’C)) n’est pas atteinte.



Chapitre 18

Exemples d’équations fonctionnelles

Exercice 18.1. Equations fonctionnelles transformées en équations diffé-
rentielles

On s’intéresse ici a diverses équations fonctionnelles portant sur une
fonction f continue. En introduisant une primitive judicieusement choisie,
on vérifie que f est de classe Ct, puis par dérivation par rapport d une
variable de ’équation fonctionnelle on se raméne da une équation différen-
tielle.

Utiliser le procédé suggéré en introduction pour résoudre les équations fonc-
tionnelles qui suivent ot f est une fonction continue définie sur R ou RT
et a valeurs réelles :

1. Y(z,y) €eR?, fz+y)=f(x)+ f(y);

2.V (z,y) € R, flay)=f () +f);

3. Y (x,y) €R? flz+y) =f(z)f(y);

4.V (2,y) € RT*)?, f(ay) = f(2) f(y);

5. ¥(z,y) €R?, fz+y) +f(z—y)=2f(z) f(y).

Solution. On désigne par F : z — / f(@t)dt [resp. G : z — / f(t)dt] la
0 1
primitive de f nulle en 0 [resp. en 1].

1. Pour y € R fixé, on a par intégration, pour tout réel x :

/;erf(z)dz:/Omf(t+y)dt:/wa(t)dt”f(y)

soit F'(z+vy) — F(y) =F (x)+zf (y), ce qui nous donne pour z =1 :
Fly+1)-Fy)=F1)+f(y)

Il en résulte que f est de classe C! sur R. En dérivant par rapport & y puis
faisant y = 0, on déduit de ’équation fonctionnelle que :

fllaty)=[(y) et f'(z) = f'(0) =
donc f (x) = ax + S avec = f(0) =0 (déduit de f (0) =2 (0)).

179
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2. Pour y € R*™* fixé, on a par intégration, pour tout z € R** :
xy T T
[ r@a=y [ tapa=y ([ roate-vim)
Y 1 1

soit G (zy) — G (y) =y (G (x) + (x —1) f (y)), ce qui nous donne pour z = 2 :

G(2y)—Gy) =y(G(2)+ f(y)

Il en résulte que f est de classe C' sur R**. En dérivant par rapport & y puis
faisant y = 1, on déduit de I’équation fonctionnelle que :

ef (zy) = f'(y) et of' (x) = (1) = a
donc f (z) = aln(z) + B avec f = f(1) =0 (déduit de f (1) =2f(1)).

3. Pour y € R fixé, on a par intégration, pour tout réel x :

Lx+yf(z)dz:/0xf(t+y)dt:f(y)/owf(t)dt

soit F(x+vy)—F(y)=f(y) F(z).Si F=0,onaalors f=F'=0.
F - F
Si F £ 0, il existe alors zg tel que F (zg) # 0 et de f (y) = (zo ;:E/) ] (y)7
T
on déduit que f est de classe C' sur R. En dérivant par rapport & y puis faisant
y = 0, on déduit de I’équation fonctionnelle que :

frlaty)=F) f(y) et f(x)=f0)f(2) =af(z)
donc f (z) = e**

4. Pour y € R™* fixé, on a par intégration, pour tout réel z € R™* :

/:yf(z)dz=y/1mf(ty)dt=yf(y)/1mf(t)dt

soit G(zy) — G (y) =yf(y) G(z). SiG=0,onaalors f =G =0.Si G#0,

G -G
il existe alors zy € RT* tel que G (z9) # 0 et de f (y) = W)?CJ;)()(?J)7 on
Y& (Zo
déduit que f est de classe C' sur R. En dérivant par rapport & y puis faisant
y = 1, on déduit de I’équation fonctionnelle que :

af (wy) = f (@) [ (y) et af (x) = f' (1) f (2) = oof (2)
donc f (z) = Bz avec 8 = f (1) = 1 (déduit de f (1) = (f (1)) avec f (1) £ 0

pour f non nulle).

5. On cherche une solution non nulle f. L’équation fonctionnelle appliquée au
couple (z,0) pour z € R donne f(z) = f(z) f(0) pour tout x € R, ce qui
équivaut & f (0) = 1 puisque f n’est pas identiquement nulle. Cette équation
appliquée au couple (0,y) pour y € R donne f(y) + f(—y) = 2f (y), soit
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f(=y) = f(y), la fonction f est donc paire. Pour y € R fixé, on a par intégra-
tion, pour tout réel x :

/:erf(z)der/wyf(z)dz/Omf(ter)dtJr/Ogﬂf(ty)dt

=2f(y)/0$f(t)dt

soit F(x+y)—F(y)+ F(x—y)—F(—y) =2f (y) F(x).Si F =0, on a alors
f=F =0.Si F#0, il existe alors xg € R tel que F (z¢) # 0 et on en déduit
que f est de classe C! sur R. Puis avec :

2f" (y) F (xo) = F' (w0 +y) — F' (y) = F' (w0 — y) + F' (—y)
=f(xo+y) —f) —f(xo—y)+f(=y)=f(xo+y) - f(ro—y)

on déduit que f est de classe C? sur R. Dérivant deux fois I’équation fonction-
nelle par rapport & z, pour y fixé, on a f” (z+y) + f" (x —y) = 21" (z) f (y)
et pour = 0, en tenant compte de la parité de f, on a f” (y) = " (0) f (v)
avec f (0) = 1. D’autre part, en dérivant par rapport & y et en faisant y = 0,
on obtient 2f () f' (0) = 0 pour tout réel z, ce qui entraine f’(0) = 0 puisque
f n’est pas la fonction nulle. En définitive, f est solution de f” = f (0) f avec
f(0)=1et f'(0) =0, ce qui équivaut & f (z) = cos (Az) pour " (0) = =I? <0
ou f (x) = ch (Az) pour f”(0) = A2 > 0.

Exercice 18.2. Equation fonctionnelle de Cauchy

Pour K =Q ou R, il s’agit de déterminer toutes les fonctions f : K — R
telles que f (x +1y) = f (z) + f (y) pour tous z,y dans K2.
1. Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) dans (R, +).
2. Déterminer tous les morphismes de groupes monotones de (R,+) dans
(R, +).
3. Quelques applications de la question précédente.
(a) Montrer que lidentité est le seul morphisme de corps de R dans lui
meéme.
(b) Montrer que si f : R — R est une fonction monotone telle que :

(équation de Jensen), elle est alors affine.
(c) Déterminer les fonctions f : R — R telles que f(1) = 1,
1
f(gc)f(x> = 1 pour tout x € R* et f(x+y) = f(x) + f(y)
pour tout (z,y) € R2.

4. Soit f un morphisme de groupes de (R,+) dans lui méme qui est borné
sur un intervalle [a,b] ot a < b. Montrer que f est bornée sur [0,b — a]
et continue a droite en tout point de R. Conclure.
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Solution.

1. Un morphisme de groupes de (Q, +) dans (R, +) est une application f : Q — R
telle que :
V(rs)eQ f(r+s)=f(x)+f(y) (18.1)
Prenant (r, s) = (0,0), on obtient f (0) = 2f (0), ce qui équivaut & f (0) = 0 (un
morphisme de groupes transforme le neutre en neutre). Prenant (r, s) = (r, —r),
on obtient f (r) 4+ f (—r) =0. On a donc f (—r) = —f (r) pour tout r € Q (un
morphisme de groupes transforme 1’'opposé en opposé). De (18.1) on déduit que
pour tout s € Q, on a f (ns) =nf (s) pour tout n € N. En effet, le résultat est
vrai pour n = 0 et le supposant vrai pour n > 0, on a :

f((n+1)s)=f(ns)+ f(s) =nf(s)+ f(s) = (n+1)f(s)

il est donc vrai pour tout n € N. En écrivant que f (s) = f (nf) =nf (f)
n n

S 1
pour tout n € N* on déduit que f (7) = —f(s) pour tout s € Q et tout
n n
n € N*. 1l en résulte que pour tout rationnel s et tout rationnel positif r = B,
q

avecpeNet ge N* ona:

s s P

ris =1 (o2) =t (2) = L1 =rs 0
Enfin avec 'imparité de f, on déduit que ce dernier résultat est encore vrai
pour les rationnels négatifs. On a donc f (rs) = rf (s) pour tout (r,s) € Q2.
En prenant s =1 et en notant A = f (1), on a f (r) = Ar pour tout r € Q. Ré-
ciproquement de telles applications sont des morphismes de groupes de (Q, +)
dans (R, +). En considérant R comme un Q-espace vectoriel, nous avons mon-
tré que tout morphisme du groupes de (Q,+) dans (R, +) est une application
Q-linéaire.

2. Si f est un morphisme de groupes de (R, +) dans (R, +), c’est aussi un mor-
phisme de groupes de (Q,+) dans (R,+) et on a f (r) = Ar pour tout r € Q,
o A = f(1). Si de plus f est croissante, on a alors A = f(1) > f(0) = 0.
Pour 2 € R, on désigne par (ry,),cy et (Sn),cy des suites d’approximations

décimales de z par défaut et par exces. De telles suites peuvent étre définies

0"x]

1
parrn:Wetsn:rn+m—npourtoutn€Netona:

Arp = f(rn) < f(x) < fsn) = Asp

puis faisant tendre n vers l'infini, on en déduit que f () = Az. On procede de
maniere analogue pour f décroissante.

(a) Si f est morphisme du corps R dans lui méme, on a alors f (1) = 1 et
fle+y) = f(x)+ f(y) et flzy) = f(z)f(y) pour tous z,y dans R.
Avec f (2%) = (f (z))? > 0, on déduit que f (x) > 0 pour tout z > 0 et
pour z > y dans R, on a f () — f(y) = f(z —y) > 0, ce qui signifie que
f est croissante. On déduit alors de la question précédente que f(x) = x
pour tout x € R (A= f(1) =1).
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(b)

La relation f <x—|—y> _ @)+ f(y)

2 2

z € R donne f(z) = w7 ou encore f(2x) = 2f (z) — f(0).
En notant g la fonction définie sur R par g (z) = f () — f (0), on a pour
(z,y) € R?:

appliquée au couple (2z,0) pour

2z 4+ 2y
2

)= LEITIE )

g(2z) + g (2y)
2

g(w+y)—f<

et pour z € Rona g(2x) = f(2z) — f(0) = 2(f (x) — F(0)) = 29 (z).
On a donc g(z+vy) =g (x) +g(y). Si f est monotone, il en est alors de
méme de g, donc g (z) = ax et f(x) = ax + b avec b= f(0).

Avec f(x+y) = f(z) + f (y) pour tout (z,y) € R? on déduit que f est
1

impaire (donc f(0) = 0) et avec f (z) f (> = 1 pour tout z € R* que
x

f (x) # 0 pour tout = € R*. Pour tout z € R\ {0,1}, on a :

(eaa) = Gris) = () ()

ce qui s’écrit aussi :

1 _ 1 N 1 f@+fA-z) 1
fla(=2)  flx) fA-2) f@)f0-2) f@)f(01-2)

fla)=f(@*)=f(z—2®)=f(@)fQ-2)=f(2) (1~ f(2))

soit f (2%) = (f (z))? pour tout # € R\ {0,1}. Ce résultat étant encore
vrai pour z = 0 et & = 1, on en déduit que f (z) > 0 pour tout z € R**
et pour x >y on a alors f () — f (y) = f (zx —y) > 0, ce qui signifie que la
fonction f est croissante sur R. Il en résulte que f (z) = f(1)x = a pour
tout z € R.

Soient m < M deux réels tels que m < f(z) < M pour tout = € [a,b].
Pour tout z € [0,b —a], on a x + a € [a,b], donc :

m< f(x+a)=f(z)+f(a) <M
soit m — f (a) < f () < M — f(a) pour tout x € [0,b — a].
Pour n € N* et z € [O,b_a},onanme[O,b—a],desorteque:
n

m' =m — f(a) < f (nz) = nf (x) < M' = M - f (a)

/ /

m
et — < f(x) < —. Pour tout réel € > 0, il existe un entier n > 1 tel que
m' / . b—a
—, —| soit contenu dans |—¢, e[, donc pour tout = € |0, ,on a
n’'n

—e < f(z) < e. La fonction f est donc continue a droite en 0.
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(¢c) Pourz € Ret h>0,ona f(z+h)=f(x)+ f(h) et avec la continuité a
droite en 0 de f, on déduit que hlim+ f(x+h)=f(x), ce qui signifie que
—0

f est continue a droite en x.

(d) En notant A = f (1), on sait déja que f (r) = Ar pour tout nombre ration-
nel r. Comme f est continue a droite en tout point x € R, en désignant
par (sp),cy une suite d’approximations décimales par exces de x, on a :

f(x)= lim f(s,)= lm As, =z

n—-+oo n——+oo

Exercice 18.3. Caractérisation des fonctions cos et ch par l’équation fonc-
tionmelle f (x +y) + f(x —y) =2f () f ()

On se donne une fonction continue non identiquement nulle f : R — R
qui vérifie ’équation fonctionnelle f (x+y) + f(x —y) =2f (z) f (y).
1. Montrer que f (0) =1 et que f est paire.

2. Justifier lexistence d’un réel strictement positif a0 tel que f(x) > 0
pour tout x € [—a, o]

3. On suppose que f () €]0,1] et 6 € [O, g} est défini par f (a)) = cos (0) .

2TL

(b) Montrer que, pour tout n fixé dans N, on a :

Vp€eN, f (p%) = cos (p:n)

(c) En déduire qu’il existe un réel A > 0 tel que f (z) = cos (Ax) pour
tout x € R.

0
(a) Montrer que f (%) = cos <> pour tout n € N.

4. Dans le cas ot |f ()] > 1, montrer qu’il existe un réel X\ > 0 tel que

f(x) =ch(\x).

Solution.

1. L’équation f(z+y) + f (z —y) = 2f (x) f (y) appliquée au couple (z,0) pour
x € R donne f(z) = f(z) f(0) pour tout = € R, ce qui équivaut a f(0) =1
puisque f n’est pas identiquement nulle. Cette équation appliquée au couple

(0,y) pour y € R donne f (y)+f (—y) = 2f (y) , soit f (—y) = f (y), la fonction
f est donc paire.

2. Avec la continuité en 0 et f (0) =1 on déduit qu’il existe un réel o > 0 tel que
f(x) > 0 pour tout = € [—a, ] .

(a) Le résultat est vrai pour n = 0 par définition de 6 et le supposant vrai
pour n > 0, en appliquant ’équation f (z+y) + f(x —y) = 2f (z) f (y)
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(d)

au couple ( ) , on obtient :

« «
2n+1 ) 2n+1

« f(%)Jrl Cos(%)Jrl 0
f2 (271,-‘,—1) = 2 2 = 22 = COS2 <2n+1)

0
ce qui entraine f ( = cos (2n+1) du fait de la positivité de f sur

o
2n+1>
[0, @] et de cos sur [O, g} .

Le résultat est vrai pour p = 0, p = 1 et le supposant vrai pour p > 1, on
a:

Hor05) =21 (051 ()~ (01 5)
o8] n(oo02)
= cos <(p +1) 2971)

Avec f(0) = cos (0) =1 et la parité des fonctions f et cos il nous suffit de
montrer le résultat pour x > 0. Pour 2 > 0, on définit les suites (ry),,cy

2"z]  pn 1
et (sn) ey DA T = 5 = on et s, =1, + n pour tout » € N. On a
1
0 <z-—r, < — pour tout n € N, ce qui entraine la convergence de ces

2n
suites vers x (développement dyadique par défaut et par exceés). Avec la
continuité des fonctions f et cos, on en déduit que :

n—-+oo n—-+oo

flazx)= lim f(ar,)= nBToof (pn%> = lim cos (pnjn>

= nll}l}rloo cos (r,0) = cos (0z)

0
Il en résulte que f (x) = cos (a:) = cos (Az).
a

Si|f(a)] > 1 en écrivant que f(a) = ch(f) avec § > 0, on aboutit a
f(x) =ch(\x).

Exercice 18.4. L’équation fonctionnelle f (x Ay) = f (z) A f (y)

On montre que les rotations de R sont les seules solutions non identi-
quement nulles de l’équation fonctionnelle :

V(z,y) € (R?)?, fl@any)=Ff@)Af @) (18.2)

L’espace vectoriel R® est muni de sa base canonique B = (e1,ea,e3) et
de sa structure euclidienne usuelle. On note det (z,y, z) le déterminant du
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systeme de vecteurs (z,y, z) dans la base B. Pour x,y dans R3, x \y désigne
le produit vectoriel de x et y.

1. Quelques propriétés du produit vectoriel.

(a) Montrer que pour tous vecteurs x,y, z,t dans R3, on a :

(@]2) (y]2)
(@[t) (ylt)

(xAy|zAt) =

lz Ayll® = llell* lyl* = (= | 9)*
e A(yNz)=(x|2)y—(x|y)z (formule de Grassmann)

(b) Montrer que si x est un vecteur non nul dans R3, pour tout vecteur
y € R3 orthogonal a x il existe alors un vecteur z € R? tel t Az = y.

2. Soit f : R® — R3 une rotation. Montrer que f(x Ay) = f(z) A f(y)
pour tous vecteurs x,y dans R3.

Pour la suite, on se donne une application f : R3 — R3 solution de
I’équation fonctionnelle (18.2).

3. Montrer que f (0) = 0.

4. Montrer que si f s’annule en un vecteur non nul g, elle est alors iden-
tiquement nulle.

5. Dans ce qui suit on suppose que f est non identiquement nulle.
(a) Montrer que les vecteurs f (x) et f (y) sont liés si, et seulement si,
les vecteurs x et y le sont.
(b) Montrer que f est linéaire et conserve l’orthogonalité.
(c) Montrer que si x € R3 est tel que ||z|| = 1 alors || f (z)|| = 1.
(d) Conclure.

Solution.

1.

(a) Par 4-linéarité il suffit de vérifier la premiére formule sur les vecteurs de
base canonique, ce qui ne pose pas de probleme. De cette formule on déduit
que :

2
ol (v ]2)
(@ly) vl

Par 3-linéarité il suffit de vérifier la formule de Grassmann sur les vecteurs
de base canonique, ce qui ne pose pas de probléme.

2 2 2 2
lz Ayll” = = [lzI” llyll™ = (= | v)

1
(b) Si (z|y) =0, onaalors z A (y Az) = ||z]|* y et en posant z = Wy/\x7
x

onaxrAz=y.
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2. Soit f une rotation de R3. Pour tous vecteurs x,y, z dans R on a :

det (f (2) f (), f (2)) = det (f) det (z,y, 2) = det (,y, 2)
— @Ayl = (f@ry) | f (=)

f étant un isomorphisme, cela s’écrit det (f (z), f (y),w) = (f (x Ay) | w) pour
tout w € R3, ce qui revient a dire que f (z Ay) = f (z) A f (y) par définition
du produit vectoriel.

3. Avec f(0) = f(0) A f(0), on déduit que f (0) est orthogonal & lui méme, donc
que f(0) = 0.

4. En notant D = Rz la droite vectorielle engendrée par xo et H = D+ le plan
orthogonal & D, on a R® = D @ H et tout vecteur € R? s’écrit de maniere
unique * = Axg +h avec A € Ret h € H. Si A = 0, on a alors z = h et
x est orthogonal & zg, il existe donc un vecteur z € R3 tel 2o A 2 = x et
f(x)=f(zo) A f(2) =0.On adonc f(h) =0 pour tout h € H. En désignant
par hg un vecteur non nul dans H, pour tout A € R on peut trouver z € R3 tel
ho ANz = Axg et f(Azg) = f(ho) A f(2) =0. On a donc f(z) = 0 pour tout
x € D. Enfin si = Axg+h avec A € R* et h € H—{0}, le vecteur zg = xg A h
est non nul (zg et h sont linéairement indépendants), f (z9) = 0 et en écrivant
x = z9 A't, on déduit que f(x) = 0. En définitive on a f(x) = 0 pour tout
x € R3, c’est-a-dire que f est identiquement nulle.

(a) On a :

(f(z), f (y) liés) & (f(2) A f(y) =0) < (f(zAy)=0)
< (x ANy =0) < (z,y liés)

b) Soient z,y dans R? et A\ dans R.
( Y

i. Pour = 0 ou y = 0, il est clair que f(x+y) = f(z)+ f(y). On
suppose donc que x # 0 et y #£ 0. Avec :

f@tynf@)=Ff(z+y)rz)=Ffyrz)=[fyAf(z)
=(f@)+fW)Af(x)

on déduit que (f (x +y) — f () — f(y)) A f (z) = 0, ce qui équivaut
a dire que les vecteurs f (z +y) — f () — f (y) et f (x) sont liés. Pour
x #0ona f(xr)#0 et il existe alors un réel a tel que f(x +y) —
f(x)—f (y) = af (x). Les vecteurs z et y jouant des rdles symétriques
on obtient de méme existence d’un réel 5 tel que f (z +y) — f (z) —
f)=8f(y).

Si x et y sont linéairement indépendants il en est de méme de f ()
et f(y) et I'égalité af (x) — Bf (y) = 0 se traduit par « = 8 = 0 et
flaty)=f@)+f(y).

Si les vecteurs x,y sont liés on a y = Az avec A € R* et pour z € R?
linéairement indépendant de x (et de y), le systéme (x + y, z) est soit
libre soit égal & (0, z), ce qui donne dans tous les cas :

flaty+z)=fx+y) +f(2)
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D’autre part avec (z + z,y) et (x, z) libres on a aussi :

flatytz)=f+2)+fy)=f@)+f()+fy)

ce qui permet de conclure & f (z+y) = f(z) + f (y).

ii. Pour x = 0 ou A = 0, il est clair que f(A\x) = Af (z). Pour z # 0
fixé les vecteurs = et Az étant liés il en est de méme des vecteurs
f(x) et f(Ax) avec f(x) # 0, il existe donc un réel p, (M) tel que
f(Ax) = py (N) f (z) . I est clair que py (0) =0 et py (1) = 1.

Pour A\, A5 dans R on a :

F((Ar+X2)2) = pz (A1 + A2) f(2)
= f(Mz+Az) = f (Mz) + [ (A2)
(/~Lz ()‘1)+/Lz( )) ( )

ce qui entraine i, (A + A2) = fia (M) + 2 (M)
Si y est un vecteur linéairement indépendant de z, avec :

fAzAy)=fQx)Af(y) =pe(N) f (@) A f(y)
=f@niy)=f(@)ANfQy)=py (N f(x)Af(y)

et avec f(x) A f(y) # 0 (puisque f(z) et f(y) sont libres comme
x et y), on déduit que pg (A) = pyy (A) pour tout réel A. En posant
z = x Ny, le systéme (z,y, z) est libre, donc p, = p, = p, et pour
A1, A2 dans R on a :

J(MAaz) = pz (M) f(2) = pe (M A2) f(2)
= f Mz Aday) = f(Aw) A f (A2y)
= iz (A1) pz (A2) £ (@) A f (y) = pa (A1) pz (A2) [ (2)

ce qui entraine iz (A1A2) = piz (A1) p (A2) . En définitive p,, est un
morphisme de corps de R sur lui méme, c’est donc l'identité (exercice
18.2). On a donc f (\r) = Az pour tout x € R3. L’application f est
donc linéaire.

iii. Soient x,y orthogonaux. Si x = 0, on a alors f (z) = 0 qui est ortho-
gonal & f (y). Si x # 0, comme y est orthogonal & x, on peut trouver
zeRtelquey =axAzet f(y) = f(xAz) = f(z) A f(2) est
orthogonal & f (z).

(c) On compléte z en une base orthonormée directe (x,y,z) de R? et avec

r=yYyANz,ona:

Lf @I =11 () A S I7 = 1F @I I I = (F @) | f ()
= If I @I
soit |[f (@)l = [If @Il [If (2)[| . De méme, on a [If (y)]| = IIf @)l ()]
)

et || ) = Ilf @I If W), ce qui donne || f (m)I| = [ f (2)|*[If (9)] avec
f (y) # 0, ce qui entraine ||f (z)|| = 1.
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(d) La fonction f est linéaire et transforme la base canonique en une base
orthonormée (les questions qui précedent), donc c’est un endomorphisme
orthogonal. Avec :

det (f) = det (f (e1), f (e2), f (e3)) = det (f (e1), f (e2), f (e1 A e2))
=det (f (e1), f(e2), f(e1) A fle2)) = IIf (ex) A f(e2)]|” >0

on déduit que c’est une rotation.

Exercice 18.5. Fonction I et équation fonctionnelle f (z + 1) = zf (x)

On donne une caractérisation de la fonction T' d’FEuler par l’équation
fonctionnelle f(z+1) = xf (z) sur RY*. On utilise des résultats sur la
convexité et quelques propriétés de la fonction T.

On se donne une fonction f: R™* — RT* telle que :

— Ve e R, f(z+1)=af (z);

— fQQ)=

— f est logarithmiquement conveze.
On note g =In(f).
1. Montrer que f est continue sur RT*,

2. Montrer que pour tout réel z € R™* et tout entiern €N, on a :
n
f(n+l)=nletgn+1l4+z)—gn+1)= < H +k>
k=0

3. Montrer que pour tout réel x € |0, 1] et tout entier n € N*, on a :

gn+1l4+2)—gn+1)

In(n) < .

<Iln(n+1)

4. Montrer que pour tout réel x € ]0,1] et tout entier n € N*, on a :

n

<(n+1)"

5. Montrer que la fonction I' d’Euler est l'unique fonction qui vérifie les
conditions (i), (it) et (#ii) (théoréme de Bohr-Mollerup). On admettra
nln®
li .
notoo 2 (z + 1) (z + 1)

que, pour tout réel x > 0, on a T () =

Solution.

1. La fonction g étant convexe sur R™*, elle est continue et il en est de méme de
la fonction f = e9.
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n
2. De (i), on déduit par récurrence sur n € Nque f (n +1+z) = f () H (x+k)
k=0
(x € RT* étant fixé). En effet, pour n = 0, c’est la condition (i) et supposant
le résultat acquis pour n —1 >0, on a :

fin+l+z)=Mm+z)f(n+z)=Mn+2z)f 1:[ r+k)= Hw—i—kz
k=0 k=

Prenant = 1, on obtient f (n + 1) = f (1) n! = n! (condition (i7)). Il en résulte
que :

g(n+1+x)g(n+1)ln(f(n+1+x)> 1n<f(x)H(m+k)>

!
fn+1) nl
3. On note, pour tous réels x # y dans R™*, p(x,y) = M On remarque
r—y

que p (z,y) = p (y, z) pour tous réels x # y dans R**. Dire que g est convexe sur
RT* équivaut a dire que, pour tout y € R™* | la fonction = — p (z,y) = p (y, x)
est croissante sur RT* — {y} . Il en résulte que, pour tout réel x € |0,1], on a :

pnyn+ 1) <pn+1ln+l+z)<pn+1l,n+2)

soit :

(Lot

gn+1l+z)—gn+1)
f(n) z

) =<

< (FE2) —mnn

4. Des deux questions précédents, on déduit que :

In (n) < ilrl(f(f)ﬁ(“k)) <ln(n+1)

In (n*) < (

f @)1
ou encore n® < o H (x+k)<(n+1)".
k=0
5. Des questions précédents, on déduit que si f : R™* — R™* vérifie les conditions
(i), (ii) et (4i7), on a alors pour tout z € ]0,1] et tout n € N* :

1§f(x)m(w+1)...(x+n) - <1+711>m

n*n!

soit :

ﬁ J:—i—k‘) <In(n+1)"

et faisant tendre n vers I'infini on déduit que :

nln®

f(””):nETooz(x+1)-.-(x+n) =T'()
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(relation d’Euler). En utilisant ’équation fonctionnelle (7) vérifiée par les deux
fonctions f et I', on déduit que f (z) =T (x) pour tout = > 0.

Exercice 18.6. Fonction théta de Jacobi

1. Soient f : R — C continue et 1-périodique et (ck (f)),ey la suite de
1
ses coefficients de Fourier ot ¢k (f) = / f () e %mktdt pour k € Z.

Montrer que si Z lek (f)| < +o0, on a alors f (x ch ) e2imha
keZ keZ
2. Soient a > 1 un réel et f : R — C une fonction continue.

) N
(1 +]=)*

pour tout réel x. Montrer qu’en posant F (x Zf x4+ k) pour

ke
tout réel x, on définit une fonction continue et 1-périodique.

(a) On suppose qu’il existe un réel X > 0 tel que |f (z)| <

(b) On suppose que /f (t) dt est absolument convergente et qu’il existe
R

~ A
un réel A > 0 tel que |f (x)] + ’f(x)‘ < R pour tout réel
z, ou la la transformée de Fourier de f est définie sur R par
f(x) = /f(t) e~ 2imwtqt Justifier la définition de la fonction ﬁ

R
puis montrer la formule sommatoire de Poisson :

+oo
VzeR, > flx+k)= Zf e2imne
k=—o0 n=-—oo

3. Pour tout réezl t > 0, on désigne par g; la fonction définie sur R™* par
gt () = e ™,
(a) Calculer /g1 (z) dz, puis montrer que la fonction gi est de classe
R
C! et que pour tout réel x, on a i () = —2nzq (z).

(b) En déduire que g1 = g1 et calculer g; pour tout réel t > 0.

On définit la fonction théta de Jacobi par 0 (t =™t pour tout
4 P P
nezZ
t € R™*. Montrer que 0 vérifie I’équation fonctionnelle :

1 1
VteRY*, 0(t) = —6 ( -
W=7 (t)

Solution.
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1. Avec |ci (f) e*™he| =

lck (f)| pour tout entier relatif k et tout réel x, on déduit

que la série de fonctions ch (f) e?imka

kEZ
sa somme g est une fonction continue. Pour tout réel x, on a :

.’t + 1 ch 2i7rlc(w+1) _ ch (f) e2imhr _ f (1’)

kEZ kEZ

est normalement convergente sur R et

donc f est 1-périodique. De la convergence uniforme de la série de fonctions
définissant g, on déduit que ses coefficients de Fourier sont donnés par :

cn / (ch 2i7rkt> e—2i7rntdt ch / 2i7r(k—n)tdt =c, (f)
kEZ kEZ

Il en résulte que g = f (deux fonctions continues et 1-périodiques sont égales
si, et seulement si, elles ont les mémes coefficients de Fourier).

(a) Pour tout réel R > 0 et tout x € [-R, R], on a pour tout entier relatif k,
|z + k| > |k| — |z| > |k| — R, donc pour |k| > R, on a :

A A
$+k < « < @
£ )‘_(1+|x+k|) ~ (1+|k|-R)
1
avec Z m < 400 pour a > 1. La série de fonctions

kezZ, |k|>R
g f(x + k) converge donc normalement sur tout segment et en consé-

kEZ
quence, elle définit une fonction F' continue sur R comme f. Le changement

d’indice n = k + 1 nous donne :

Flat) =S f+k+1) =3 f(@+n) = F(2)
kEZ nez
ce qui signifie que F' est 1-périodique.
(b) Pour tout réel z, la fonction t +— f () e 2"*! est continue sur R avec

/ ‘f(t) 6_2”””5’ dt = / |f (#)|dt < 400, ce qui justifie la définition de
R R

f(m) . La fonction f vérifiant aussi 'hypothese de la question précédente,
la fonction F' est continue, 1-périodique et ses coefficients de Fourier sont
donnés par :

Vn €Z, cy (F):/ F(t)e 2 ™iqt = /Zf(tJrk)e—?”"tdt
0 0

kEZ
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avec :
Z/ |f(t+k)e 2™ dt < Z/ dt
keZ rerJo 1+ |t +k)®
S e / t
= k+1+t keN* k+17t
< TR k +Z <
keN
donc :
k+1
Z/ f t-i—k e 2imnt gy Z/ f —2z7rn(£ k)dac
keZ keZ
k+1 . P k4l .
= f(x)e "™ dxr = lim fx)e =™ %dx
I;Z k p—+oo k:;p k
p+1 ) ) -
= lim / f(x) e 2™y = / [ (x)e 2™ dy = f(n)
p=rtoo J, R
Comme Z len (F)] = Z ’f ‘ < ¥ ———— < +o0, on a l'égalité :
net et ACES | D*

Z f I+k Z 217rna: _ Z f 2i7rn:1:

k=—oc0 neZ n=-—00

pour tout réel x, la convergence de la premiere série étant uniforme sur
tout compact et celle de la seconde uniforme sur R. L’évaluation en = = 0

o0 +oo
nous donne Z fk)= Z f(n)
k=—oc0 n=-—oo

1
o T 9
|z| =400 1+ 332
la fonction g; étant continue. Il en résulte que g; est intégrable sur R et on peut
définir sa transformée de Fourier g;.

3. Pourt € RY* fixéet 2 € R,ona g, (z) = e ™t > 0 avec g; (z) =

—+o0
(a) En notant I—/ g1 (x)dx, on a :

—+oo +oo
I? :/ e ™" dm/ e~ dy = // (e +v? dxdy
0 R+)2
2 2 1
:// e”rdrsz/ emrdr/ df = -
R+ x]0, %[ 0 0 4

(théoréme de Fubini-Tonelli et changement de variables), donc g; € L' (R)
g1 (z)de =21 =1.
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. —ru? —924
La fonction ¢ : (z,y) — e™™ 72" est de classe C*° sur R? avec :

0

la fonction y — |y| e~™" étant intégrable sur R. Le théoréme de dérivation
de Lebesgue nous dit alors que g est de classe C! sur R avec :

a’ () = —21'77/ ye_’ryze_m”ydy
R
et une intégration par parties nous donne :

@' (z) = —21'7r/ ye*”y2e*2i”ydy
R

— 00

— i [em™Y e~ 2imay i + 2iTx e e 2imey gy U _oraa
— y ¢ = 21z ()
R

(b) Résolvant cette équation différentielle, on obtient g1 (z) = ¢1 (0) i

avec g1 (0) = /e_”ygdy = 1, ce qui nous donne §g; = g;. Pour ¢t > 0, le
R

changement de variable z = v/ty nous donne, pour tout réel z :

2 . 2 _oirz ., dz 1 T
G () = e~ ™Y t6—217r;vyd :/e—ﬂ'z e QZTI'ﬂy — ( )
5 () /R A Vi Vi \Vi
1

Nk (z)

4. Pour tout réel t > 0, on a 0 (t) = th (n), g+ vérifiant les hypothéses de 2b.
neL

N 1
En effet, g; est continue et intégrable sur R ainsi que g; = —g 1 et avec :

Vit

gy (@)]) = Jm (1)) (e e ) =0

|| —+o0

lim (1+ |:17|)2 (|gt (=) +

|z|—+o0

on déduit qu'il existe un réel A > 0 tel que |g; (z)| +

A
91 (w)‘ < ———— pour
' (1+|z)

tout réel z. On peut donc définir la fonction 6 et la formule sommatoire de
Poisson nous donne :

H(t) = Ze—ﬂn2t _ th (n) = Z@g (TL) = %ZQ% (n) = %9 (1)

nez nez neZ nez



Chapitre 19

Exemples d’applications de la notion de
compacité

Exercice 19.1. Compacité de la boule unité dans un espace normé

Soient (E, ||||) un espace vectoriel normé réel, B={x € E | ||z|| < 1} sa
boule unité et S = {x € E | ||z|| =1} sa sphére unité. Montrer que B est
compacte si, et seulement si, S est compacte.

Solution. Supposons que la boule unité B soit compacte. La spheére unité S
est alors un fermé dans le compact B (comme image réciproque du fermé {1} de
R par Papplication continue z — ||z||), elle est donc compacte (un fermé dans
un compact est compact). Réciproquement, supposons que la sphére unité S soit
compacte. On se donne une suite (), oy de points de B et il s’agit de vérifier
qu’on peut en extraire une sous-suite qui converge vers un point de B. Si on peut
extraire de (z,),cy une suite convergente vers 0, c’est alors terminé. Sinon, il
existe un entier ng tel que x, # 0 pour tout n > ng (sinon, pour tout n € N, on
peut trouver m > n tel que z,, = 0, ce qui permet de construire par récurrence
une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que z,¢,) = 0 pour tout

1
n € N) et de la suite (y")n>n0 = <an> dans le compact S, on peut
n n>no

extraire une sous suite (yw(”)) convergente vers un élément y de S. La suite

réelle (Hl‘ap(n) H)n>no

une sous-suite (||$¢(n) ||)

n>ngo
étant & valeurs dans le compact [0,1], on peut en extraire
nsm qui converge vers A € [0, 1]. Il en résulte que la suite

(@) oy = || 2ym)) s, converge vers Ay € B. L'ensemble B est donc
compact.

Exercice 19.2. Polynomes de Bernstein et théoreme de Weierstrass

Pour tout n € N* et tout entier k compris entre 0 et n, on désigne

n)Xk (1—X)""" et a toute

par By, 1 le polynome défini par By, (X) = (k

195



196 Exemples d’applications de la notion de compacité

fonction f € C°([0,1],R), on associe la suite (B, (f)) des polynomes

neN*

= k
de Bernstein définie par By, (f) = E f (> By, 1. pour tout n € N*.
n
k=0

1. Montrer que, pour toute fonction f € C°([0,1],R) et tout n € N*, on a :

z(1—x)

By (zf) = (Bn () + 2By (f)

2. Pour tout k € N, on note ey le polynome définie par ey, (X) = X*.
(a) Calculer By, (er) pour n € N* et k € {0,1,2}.

(b) Montrer que, pour tout entier n € N* et tout réel x, on a :

i(i:ﬂ) By (z) =0 et é(ix)anvk@)_ w

Z B (x) < (la somme étant nulle quand ’ensemble
’ 4a2n

k
des entiers k compris entre 0 et n tels que |— — x| > « est vide).
n

(b) Montrer que, pour toute fonction f € C°([0,1],R), la suite
(Bn (f))nen- converge uniformément vers f sur [0,1].

4. Montrer le théoréme de Weierstrass : si f est continue sur [a,b], alors
f est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de polynomes.

5. Montrer que, si une fonction f est limite uniforme sur R d’une suite de
fonctions polynomiales, ¢’est alors une fonction polynomiale (le théoréme
de Weierstrass n’est pas valable sur R).

1
6. Soit f € CY([0,1],R) telle que / f(x)P(xz)dx = 0 pour tout P €
0
R[X]. Montrer que f = 0.

7. Montrer que toute fonction conveze et continue sur [0,1] (ou sur un
segment) est limite uniforme d’une suite de fonctions convezes de classe

==,

Solution. CY([0,1],R) est muni de la norme f +— |f| = sup |f(z)|.
z€[0,1]
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1. PourneN"et 0 <k <n,ona:

—n(l—z)"""sik=0

k() = (Z)xk_l (1—a)" " k—nz)sil<k<n-—1
nz" lsik=n

doncz (1 — ) B, ;. () = (k — nx) By () . T en résulte que pour f € C° ([0,1],R),
on a:

z(1—x)

(B (1)) = ; 1 () Bl ; £(5) B @) = B (ar) =28 (1)

(a) Pour tout réel z, on a :

By, (e) (z) = Z (Z) Fl-2)" P =@+1-2)" =1
k=0

soit By, (eg) = eg. Il en résulte que :

z(1—x)

By, (e1) (z) = — (B (eo))’ (z) + 2B, (o) () = =
soit By, (e1) = ey et :
By, (e2) (x) = w (B, (e1)) (z) + By (e1) () = y g

1 1
soit Bn (62) = ﬁel + (1 — ’)’L) €.

(b) Pourn e N*et x € R, on a:

i <fl - ff) B (z) = zn: %Bn,k (z) —a z; By s (z)

> (k - ) B (2) = By (e2) (2) — 22B,, (1) (&) + 2° By (eo) ()

z(1l—x)

_ +x2—2x2+12:x(1_x)
n

n
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k 1 (k)
(a) Pourz € [0,1] et k € {0,--- ,n} tel que x—’>oz 0na1<062(n—x) )

donc :
n 1 n k 2
> Bu@sy X (hoe) B
a? L= \n
E7I|>OL |ﬁfa:‘>o¢
1 [k 2 1 z(1—x) 1
< =S (2-2) Bux(a)= <
~a? 1;) (n ac) (@) a2 n ~ 4a?n

1
(la fonction x — x (1 — z) atteint son maximum en —).

(b) En utilisant 1’égalité B, (eq) = 1, on a pour tout = € [0,1] :
B (@)= £ =3 (£(%) = 1@) Bur @
k=0

La fonction f étant continue sur le compact [0, 1], elle y est uniformément
continue, donc pour tout réel € > 0, on peut trouver un réel o > 0 tel que :

(@) €O et o -yl <a) = (If @)~ F W] <e)
ce qui nous donne :

1B (f) (2) = f (=)

< > (&) -rwpuws X |r(5)-r@|aaw
|%—x‘2o¢ |%—3c|<o¢
<2flle Y, Bap@+e Y Bug(@)
77m‘>04 77z|<a
<2l , . ZB =l
< Wl

soit [1Ba (/) ~ I
o Il
2002

s S oy + ¢. Désignant par ng un entier non nul tel

< € pour tout n > ng, on déduit que || B, (f) — f||., < 2e pour

tout n > ng, donc (B, (f)),cn- converge uniformément vers f sur [0,1].

4. Si f est une fonction continue sur [a,b], la fonction g définie sur [0,1] par
g(t) = f(a+t(b—a)) est continue, donc la suite de fonctions polynomiales
(Bn (9)),en~ converge uniformément vers g sur [0,1] et la suite de fonctions

polynomiales (P,), cy- définie par P, (z) = B, (g) (i — a) converge unifor-
—a

mément vers la fonction x +— g (Jg : Z) = f(z) sur [a,b].
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5.8i f : R — R est limite uniforme sur R d'une suite (P,),y de fonctions
polynomiales, cette suite vérifie alors le critere de Cauchy uniforme, c’est-a-dire
que pour € > 0 donné, il existe un entier naturel ng tel que :

VYn >m > ng, Ve € R, |P, (z) — P (2)| <e
En particulier, on a :
Vn > ng, Yo €R, |P, (z) — Py, (z)] < ¢

c’est-a-dire que pour tout entier n > ng la fonction polynomiale P, — P, est
bornée sur R, elle est donc constante. Il existe donc une suite de réels (¢;,) n>no
telle que P,, = Py, +c, pour tout n > ng. La suite (P, (0)),, oy étant convergente
vers f(0), on déduit que la suite (¢;,) converge vers f (0) — P,, (0) et pour
tout réel x, on a :

n>ngo

f(z)= ngr_il_loopn (z) = Pn, (z) +ngrfoocn = Py, (2) + £ (0) = Py, (0)
n>ng nzng

La fonction f est donc polynomiale.
6. En écrivant que la fonction f est limite uniforme sur le compact [0,1] d’une

suite (Py),cy de polynémes, on peut écrire que :

/olf2<x)dx: lim. /Olf(x)Pn(:c)dx:o

n—-+00
et avec la continuité et la positivité de f2, il en résulte que f est identiquement

nulle.

7. On vérifie que, pour f convexe sur [0,1], toutes les fonctions B, (f) sont
convexes (en tant que fonctions polynomiales, elles sont C*). Pour n = 1,
la fonction B (f) est affine donc convexe. Pour n = 2, on a By (f)” (z) =

2(10) =27 (3) +£0) avee 1(3) < 30O +7W) pour f, ce qui

donne By (f)" > 0 et la convexité de By (f). Pour n >3, on a :

Ba(7)' =l - 1>:z;j: (7 (2) —2r (M) 1 (£)) Boaa

et pour f convexe on a :

(50) =GR = U (57) ()

ce qui donne B, (f)” > 0 et la convexité de B, (f).
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Exercice 19.3. Un théoréeme de Dini

Soient (fy),en une suite croissante dans C°([0,1],R) qui converge sim-
plement vers une fonction f € C°([0,1],R).

1. Montrer que la convergence est uniforme sur [0,1].

2. Le résultat de la question précédente est-il encore vrai pour une suite
croissante dans C° (I,R) avec I non compact ?

Solution. L’espace vectoriel C°([0,1],R) des fonctions continues de [0, 1] dans

R est muni de la norme f — | f||,, = sup |f(z)| (une fonction continue sur un
z€[0,1

segment est bornée et atteint ses bornes).

1. Pour tout = € [0, 1], la suite réelle (f, (x)),,cy converge en croissant vers f (z) .
On a donc f (z) — fn, (x) > 0 pour tout x € [0,1] et tout n € N. De la continuité
des f,, on déduit alors que :

vn eN, dz, € [Oa ]-} ‘ ”f - -f"Hoo = f(xn) — fn (In)

et pour tout n € N, on a :

||f - fn+1||oo = f(wnJrl) = fnt1 ($n+1) < f(wnJrl) —fn (anrl) < Hf - anoo

c’est-a-dire que la suite (|| f — fnll o), oy st décroissante et minorée. Elle converge
donc vers un réel A > 0 et il s’agit de montrer que A = 0. Dans le compact [0, 1],
on peut extraire de la suite (mn)neN une sous suite (mw(n))neN qui converge vers
x € [0,1]. Soit p un entier positif. La fonction ¢ étant strictement croissante
de N dans N, on peut trouver un entier n, tel que ¢ (n) > p pour tout n > n,.
On a alors pour tout n > ny, :

0<A<|f = fomllo = F (o) = Fotm) (@om)) < F (2om) = Fo (To@m)

En faisant tendre n vers l'infini (& p fixé) et en utilisant la continuité de f, on
déduit que :

VpeN, 0 <A< f(x)— fp(x)
Enfin, en faisant tendre p vers I'infini, en utilisant la convergence de (fy, (7)),,cy
vers f (x), on déduit que A = 0.

2. La suite (fy),cy définie sur J0,1[ par f, (z) = T
n

vers la fonction nulle et la convergence n’est pas uniforme sur |0, 1[ puisque
s y -1
"\n) 2~

Exercice 19.4. Théoréeme de d’Alembert-Gauss

converge en croissant

En utilisant le fait qu’une fonction continue sur un compact de C est
bornée et atteint ses bornes, on démontre le théoréme de d’Alembert-Gauss.
Supposons qu’il existe un polynome non constant P sans racine compleze.
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1. Soit ¢ :]0,1] — C telle que ¢ (t) = 1 — ¥ + o (t?). Montrer qu’il
t—0

existe un réel ty € )0, 1] tel que |¢ (to)] < 1.

2. Soit Q un polynome non constant tel que Q (0) = 1. Montrer qu’il existe
2o € C tel que |Q (20)] < 1.

3. Montrer que, pour tout z; € C, il existe t; € C tel que |P (t1)| < |P (z1)] -
4. Montrer qu’il existe un réel R > 0 tel que :
2"

vzeC\D(.B), B <|p(z)| <3k

ou D(0,R)={z€C||2| <R}.

P
5. Montrer que lim P (2)]

|z|o+o0 2]

= 400 pour tout entier k compris entre 0 et
n— 1.

6. Montrer qu’il existe z1 € C tel que |P (z1)| = in£ |P (z)| et conclure.
z€

Solution. Le polynéme P est identifié a la fonction polynomiale z — P (z).

1. Pour tout réel ¢t € ]0,1[, on a |p (t)] < 1 — P + tP|e (¢)| avec }irr(l)e(t) =0.1
—

1
existe donc un réel ¢y € 10, 1] tel que |e (to)| < 77 ce qui nous donne |p (tg)]| <

» 1o to
—ty + 5~ =1 B < 1.
2. Dire que @ est un polynome non constant tel que @ (0) = 1, revient & dire qu’il
est de la forme Q (X) =1—aX?P(1+ R(X)),oua € C*, p e N* et R est un
polynome nul en 0. En désignant par w € C* une racine p-ieme de a, on a pour

tout réel t :

Q(i) —1a(z}>p<1+R<i>) —1-4 o ()
(9

d’ou l'existence de g € ]0, 1] tel que

P X
3. Pour z; € C fixé, le polynéme @ défini par Q (X) = (;1(_|_)) (P ne s’annule
Z1
jamais) est non constant tel que @ (0) = 1, donc il existe zp € C tel que
|Q (20)| < 1, ce qui se traduit par |P (21 + 20)| < |P (21)] -
P n
4. Pour tout z dans C*, on a lim P (2)] Z = 1, donc il
\ |54o0 2] \z\—>+oo po
1_1PG)_3
existe un réel R > 0 tel que 2 < | " 2 pour tout z dans C\ D (0, R), ¢
z

qui nous donne le résultat annoncé.
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- 2" PG _ e . :
5. On en déduit que 5 < | |k <3 5 pour tout entier k compris entre
z
1P (2)]

0 et n — 1 et en conséquence lim = +00.

lzlo+o0 |2|F

6. Comme ‘ ‘lim |P(2)] = 400, il existe Ry > 0 tel que |P(z)| > |P (0)| pour
z|—+4o00

tout z € C\ D (0, Ry) . D’autre part, sur le disque fermé D (0, R1), la fonction

continue |P| est minorée et atteint sa borne inférieure, ce qui signifie qu’il

existe z; € D (0,R;) tel que |P(z)| = Dh(,lfR : |P(z)|. On a alors, pour
z€D(0,Ry

tout z € C, soit z € D(0,Ry) et |P(z)] > |P(z1)], soit z ¢ D(0,R;) et

|P(2)| > |P(0)] > |P(z1)|. Dans tous les cas, on a |P(z)| > |P(z1)|, donc

|P(z1)| = in£|P (2)|. Mais le résultat de la question 3 appliqué & z; nous
z€E

conduit & l'existence de t; € C tel que |P (t1)| < |P (21)], ce qui est impossible.
Le polynéme P admet donc une racine complexe et par récurrence sur le degré
de P, on en déduit qu’il en admet n.

Exercice 19.5. Meilleure approzimation polynomiale uniforme d’une fonc-
tion continue sur un segment

L’espace vectoriel C°([a,b],R) est muni de la norme f — |fll, =

sup |f (z)|. Soient f € CY([a,b] ,R)\ {0} et B (0,2 f|l..,) la boule fermée
z€[a,b]

de centre O et de rayon 2| f|| ., . Montrer qu’il existe un polynome P dans

R, [X]NB (0.21/f]..) tel que |/ = Pllog =  inf 1f = Qll

Solution. L’ensemble B, ; = R, [X]NB (0,2 f]|,.) est la boule fermée de centre
0 et de rayon 2| f|| ., dans l'espace vectoriel R, [X] muni de la norme |||, . Cet
espace vectoriel étant de dimension finie (égale & n+ 1), cette boule est compacte.
L’application @ — ||f — Q|| étant continue sur le compact B, ; de R, [X] est
minorée et atteint sa borne inférieure, ce qui signifie qu’il existe un polynome
P dans B, ¢ tel que § = Qei%f , Ilf —Qllo = IIf — Pl - Pour tout polynéme

Q dans R, [X] on a soit @ € B, 5 et alors || f — Q|| = 6, soit Q ¢ B, 5 et alors

If = Qlle Z Qe = Ifllc > 2l flloc = lflo = [Iflls - Remarquant que 0 € By, f,
on déduit que || f||., = ||f — 0|, > ¢. En définitive on a bien | f — Q|| > ¢ pour

tout Q dans R,, [X], donc § = inf | f— —If-P|. .
out @ dans R, [X], donc Qelﬁ,[X]”f Qllo =1lf [l

Exercice 19.6. Normes |-, sur C° ([a,b],R)

Pour tout réel p > 1 et toute fonction f € C°([a,b],R), on note |||, =

(/:|f<x>|”dx);.
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1. Montrer que pour toute fonction f € CY([a,b],R) on a hgl I£ll, =
p——+00
[flloo = sup |f ()]

z€la,b

2. Soient f et g deuz fonctions dans C° ([a,b],R), la fonction g étant a

valeurs strictement positives. Calculer hm Hfgv

3. Pour toute fonction f € C°([0,1],R), on note ||f|| = |Ifll. + IIf]l; -

(a) Montrer que Uapplication f +— || f|| définit une norme sur

C°([0,1],R), que les normes ||-|| et |||, sont équivalentes, puis
que (C°([0,1],R), [|-||) est un espace de Banach.

(b) Montrer que ensemble F = {f € C°([0,1],R) | f (0) =0} est un
sous-espace vectoriel fermé de (CO ([0,1],R), ||- ||)

(¢) Montrer que |1 — f|| > 1 pour tout f € C°([0,1],R), puis que
d(1,F) = }ng II1 — fll =1, cette distance n’étant pas atteinte.
€

Solution.

1. On suppose f non identiquement nulle. Pour tout réel p > 1, on a :
1
(V2 0], 0 If @] < I71) = (0= 1, < Il 6 - a)F)

La fonction f étant continue sur le compact [a,b], il existe un réel zo € [a, D]
tel que |f (z0)] = [|f|l - Pour € > 0 donné, il existe un réel n > 0 tel que
0 < |f(zo)|—|f (x)] < e pour tout x € Iy = [a bN[zo —n,zo + 1] . On a alors,
en notant « la longueur de l'intervalle Ij :

/ab|f<x>|pdx > / I @) da > / (If (@0)] — &) dz > o (|[fl], — o)

Ce qui donne pour tout réel e > 0, (||f|l., —¢) ar < £, < Il (0= a)% .
. 1 . 1
Comme lim ([|flloc —e)ar =|flc—eet lim |f(b—a)* =]fl,on

déduit qu’il existe un entier py tel que :

Vp > po, [Iflle =28 < IfIl, < il +2¢

On a done ainsi prouvé que_lim (||f|| ) =/l

2. La fonction g étant continue a Valeurs strictement positives sur le compact [a, b]

ona M= sup g(z) >m= ir[lfb]g(x)>0etavecm|f\pSg\f|p§M\f|p,
z€la,b] z€la,

on en déduit que m# £, < ’g%fH < M> [ f]l, » puis en utilisant le résultat
p

= [Ifllso
p

de la question précédente, on obtient lim H fg%
p—+400
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(a) 11 est clair que ||-|| est une norme sur C°([0,1],R). Avec | f| ., < ||f]l <
2| fll, pour tout f € C°([0,1],R), on déduit que les normes |-|| et |-| .,
sont équivalentes. Enfin, sachant que (C°([0,1],R), ||||.,) est complet, on
en déduit que (C°([0,1],R),|-||) est un espace de Banach.

(b) Pour tout f € C°([0,1],R), on a |f(0)| < ||fll < [If]l, donc la forme
linéaire ¢ : f — f(0) est continue et F' = ker (¢) = ¢! {0} est un sous-
espace vectoriel fermé de (C° ([0,1],R), |||} .

(c) Pour toute fonction f € F,on a |1 — f| # 0 (puisque f (0) = 0) la fonction
|1 — f| étant continue, donc |1 — f|; = / [1— f(t)|dt>0et:

1= g1 = s 1 f01+ - ol
- - £ 21 - 701 =1
te(0,1]

Il en résulte que d(1,F) = }n}fp It — f|l > 1. Pour tout réel € € ]0,1[, on
€

désigne par f. la fonction affine par morceau et continue définie par :

f-(0) =0, f. est affine sur [0,¢], f.(¢t) =1 pour tout ¢ € [e, 1]

€

1
Ona f. e Fet|l—f] —1—|—/ (l—t) dt—1+2 > d (1, F). Faisant

tendre € vers 0, on en déduit que d(1,F) < 1 et d(1,F) = 1. Comme
II1 — f|l > 1 pour tout f € F, cette distance n’est pas atteinte.

Exercice 19.7. Théoréme de point fize sur un compact

1. Soient K un compact dans un espace métrique (E,d) et f : K — K telle
que :

V(z,y) € K% (x£y=d(f (@), f W) <d@y))

Montrer que la fonction f admet un unique point fize dans K.

2. Soient K un compact conveze dans un espace de Banach (E,||||) et
f: K — K telle que :

V(z,y) € K2, |If (z) — f )| < [z =yl

Montrer que la fonction f admet un point fixe dans K.

Solution.

1. La fonction f qui est 1-lipschitzienne est en particulier continue. L’applica-
tion  — d(f (z),x) étant continue sur le compact K et a valeurs réelles, il
existe @ € K tel que d(f (o), ) = in}f(d(f(x),x). Si f () # «, on a alors

e

d(f (o), f(f(a) <d(a,f(a) avec f (o) € K, ce qui est contradictoire avec
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la définition de a. On a donc f (@) = a. Si 8 # « est un autre point fixe de
fyon aalors d(o,8) = d(f(a), f(8)) < d(a,B), ce qui est impossible. En
conclusion, f admet un unique point fixe dans K.

2. On se fixe a € K et on définit la suite de fonctions (fy),cy- sur K par :

Yn>1, Ve K, fn(m):f<711a+<1—71l>x)

Cette suite est bien définie du fait la convexité de K, chaque fonction f, est a
valeurs dans K et pour x,y dans K, on a :

IMAm—waHS<1—>M—yH

donc f, est strictement contractante de K dans K avec K fermé dans ’espace de
Banach E, ce qui implique qu’elle admet un unique point fixe z,, € K. De cette
suite (z,),~, dans le compact K on peut extraire une sous-suite (x@(n))n N
qui converge vers un élément o € K. En notant g, = f,n), €t Yn = Ty(n), O
a pour tout n € N :

[1f (@) = gn ()l < [1f (@) = gn ()| + [[gn (@) = gn (yu)l

avec :

Hf@%whmm=wﬂ®—f<waﬂ+<l i) = il
gn (@) = gn (W) | = [ fotm) (@) = Form) (o) || < (1—) Ha—%w)H

ce qui entraine que ngrfw fon) (x¢(n)) = f(a). Tenant compte du fait que

Ty (n) est point fixe de fu(ny, ona fon) (ww(n)) =2Zym) et f(a) = nll)rfoo Tp(n) =

a, c’est-a-dire que « est point fixe de f.



