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Exercice 1 Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction bornée. Montrer que si f est
Riemann-intégrable sur tout segment [a, §] C Ja,b], elle l’est alors sur [a,b].
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Exercice 2 Soit f:]0,1[ — R la fonction définie par f (x) =0 si x est irrationnel et par f (x) = -
q

. p : . : :
st x = = est rationnel ot p,q sont entiers naturels non nuls premiers entre eux.
q
1. Justifier le fait que f est Lebesque-intégrable et calculer son intégrale de Lebesqgue.

2. Justifier le fait que f est Riemann-intégrable et calculer son intégrale de Riemann.

Exercice 3 Soient f, g les fonctions définies sur R = 10,1 par :

22— o2 22 — o2

flxy) = 21 et g(r,y) = m

1. Montrer que f est intégrable sur R et calculer /f (z,y) dzdy.
R
2.

(a) Calculer, pour tout y € 10,1] :

(b) Calculer :

et conclure.

Exercice 4 Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction bornée.
Pour tout réel x € [a,b] et tout réel n > 0, on note :

Vx,n:]x_n7I+n[m[a’b]

et le diamétre de f (V,,) est le réel :

6(f Vam)) = sup [f(y)—[(2)]

¥2)€Van)”

L’oscillation de f en x € [a,b] est le réel défini par :

w (x) = nf o (f Ven))
On note D ’ensemble des points de discontinuité de f et G ’ensemble des points de |a,b] ot f a

une limite a gauche. On notera f(x~) la limite a gauche en un point x de |a,b] quand cette derniére
eziste.

1. Montrer que :
D ={z€la,b] |w(z) >0}



2. Montrer que, pour tout entier n > 1, [’ensemble :

Gn:{x€G|w(JJ)>%}

est dénombrable.
3. En déduire que D N G est dénombrable.

4. Montrer que la fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann-intégrable si, et seulement si,
lensemble [a,b]\ G est négligeable (on suppose connu le fait que D est mesurable et le critére de
Riemann-intégrabilité de Lebesque : une fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann-intégrable
si, et seulement si, elle est presque partout continue).

Exercice 5 R est muni de la mesure de Lebesque A\ et on se donne deux réels a < b.

1. Soit (fn),en une suite de fonctions mesurables de [a,b] dans R qui converge simplement vers
une fonction f.
Pour tout réel e > 0, on définit la suite (Ap) .y de parties de [a,b] par :

VpeN, Ay ={zca,b] |3k >p; |f(x)— fr(2x)] > e}

(a) Montrer que, pour tout entier p € N, l'ensemble A, est mesurable de mesure finie et que
lim A (A4,) =0 (on pourra utiliser l'intersection ﬂAp).

p——+o00
peN

(b) Montrer qu’il existe une partie mesurable E. de [a,b] telle que la convergence de la suite
(fn)nen vers [ soit uniforme sur E. et A ([a,b] \ E;) < e (théoréme faible d’Egoroff).

(a) Soient (A;),;, une suite finie de parties mesurables de [a,b] deux a deux disjointes telle

P P
que [a,b] = UAj, (@), < <, une suite de réels et f = Zozlej.

j=1 j=1
Montrer que, pour tout réel € > 0, on peut trouver un compact K. contenu dans [a,b] tel
que A ([a,b] \ K.) < € et f soit continue sur K..

(b) Soit f: [a,b] = R une fonction mesurable.
Montrer que pour tout réel € > 0, on peut trouver une partie mesurable F. de [a,b] tel que
A([a,b] \ F.) < € et [ soit continue sur F, (théoréme de Lusin).

3. Soit f : R — R mesurable vérifiant l’équation fonctionnelle de Cauchy :

V(z,y) eR? f(z+y)=f(2)+ f(y) (1)

(a) En notant o = f (1), montrer que :
VreQ, f(r)y=a-r
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(b) Justifier l'existence d’un compact K C [0,1] tel que A (K) > 3 et [ soit continue sur K.

(¢c) En déduire que :
VeeR, f(z)=a-z



