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Exercice 1 Soient (X, A), (Y,B) deuz espaces mesurables et f une application de X versY.

1. Montrer que la famille :
C={BeB|f'(B)eA}
est une o-algebre.

2. On suppose que B est engendrée par une famille F de parties de Y (B = o (F)).
Montrer que f est mesurable si, et seulement si, f~'(F) € A pour tout F € F.

Exercice 2 Soit f: R — R une application continue et bijective, R étant muni de la tribu de Borel
B (R).

1. Montrer que la famille :
A={AeP[R)|[f(A)eB(R);
est une o-algebre qui contient tous les intervalles fermés bornés.

2. Montrer que ['tmage par [ de tout borélien de R est un borélien.

Exercice 3 Soient (X, A) un espace mesurable et (i), oy une famille de mesures sur X telle que
pour tout A € A, la suite (fi, (A)), ey €st croissante.

1. Montrer que, pour tout A € A, la suite (fin (A)),cn converge vers un élément p(A) de R* U
{400}
2. Montrer que [’application :
p: A — RTU{+o0}
A —  lim p,(A)
n—o0

définit une mesure sur X.

Exercice 4 (X, A, i) est un espace mesuré avec u # 0 et R est muni de la tribu de Borel.

1. Montrer que si f est une fonction mesurable de X dans R, la fonction |f| est alors mesurable.

2. En supposant qu’il existe des parties non mesurables dans X, donner un exemple de fonction
f X — R non mesurable telle que |f| soit mesurable.

3. En supposant qu’il existe des parties non mesurables dans X, donner un exemple de fonctions
f: X —=>Retg: X — R non mesurables telles que f + g et fg soient mesurables.

4. Soit (fn),en une suite de fonctions mesurables de X dans R.
On dit que (fy),en converge en mesure vers une fonction mesurable f: X — R si :

Ve > 0, lir+n pulr e X | |fu(x) — f(x)] >} =0
n—-+0o0
On suppose que (fn),cn converge en mesure vers les fonctions mesurables f : X — R et
g: X =R

(a) Montrer que :
Ve>0, pfre X |[f(z) —g(z)[>e} =0

(b) Montrer que f = g presque partout.



Exercice 5 Soient (X, A, u) un espace mesuré, la mesure ju étant finie, et f une fonction mesurable
de X dans RT (R étant muni de la tribu de Borel).
On définit la suite (A,) de parties mesurables de X par :

neN
vneN, A, = f 1 ([n, +o0)
et g est la fonction définie sur X par : N
g=> 14,
n=1
1. Montrer que g est la partie entiere de f.

2. Montrer que f est intégrable si, et seulement si, la série Z,u (A,) est convergente.
n>1

Exercice 6 Soient a,b deux réels strictement positifs et [ la fonction définie sur R™* par :

—ax

xe
Vo € RT* = —
x e ) f (.T) 1 _ e_bx
Montrer que :
+o0 1
x)dr = _—
R+* (@) ; (a +nb)®

Exercice 7

1. Soit (unk)(n penz Une suite double de nombres complexes telle que :

VkeN, lim u,,=140¢¢€C
n—-+4o0o

On suppose qu’il existe une suite (ou),oy de réels positifs telle que la série Zak soit conver-
gente et :

Vn e N, |u,i| < ag

Montrer que :

—+00 —+00
lim E Un k. = E gk
n—-+o0o ’
k=0 k=0

2. Soit (ay),en une suite réelle telle que la série Zak soit absolument convergente et (by), oy une
suite réelle bornée.
Calculer :

+0c0 bk n
Jim > (1)

k=0



