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Exercice 1 Soit (Ay),<)<, une suite finie de parties d’un ensemble non vide X. Montrer que :

n
1, = HlA = min 14
N Ak ko i<k<n
k=1 k=1

1. = max 1,4,
U Ar 1<k<n

et :
((Ak)lgkgn est une partition de A) =N <1A - Z]'Ak>
k=1

ou A est une partie de X.

Exercice 2 On rappelle que la mesure { des intervalles réels se prolonge de maniére unique en une
mesure sur la tribu B (R) des boréliens, cette mesure étant invariante par translation. C’est la mesure
de Lebesgue sur (R, B(R)).

Nous allons vérifier que cette mesure ne peut pas se prolonger en une mesure invariante par transla-
tion sur P (R).

On désigne par C le groupe quotient R/Q.

1. Vérifier que, pour toute classe d’équivalence ¢ € C, on peut trouver un représentant x dans
[0,1].
Pour tout ¢ € C, on se fize un représentant x. de ¢ dans [0, 1] (aziome du choiz) et on désigne
par A l’ensemble de tous ces réels x..

2. Montrer que les translatés r + A, ou r décrit [—1,1] N Q, sont deuz a deuz disjoints et que :

01c |J +4cl-12

re[—1,1]NQ
3. En déduire que A n’est pas borélien et que { ne peut pas se prolonger en une mesure invariante
par translation sur P (R) (on pourra raisonner par l’absurde).

4. Donner un exemple de fonction f: R — R non mesurable (R étant muni de la tribu de Borel)
telle que | f| soit mesurable.

Exercice 3 [a,b] est un intervalle fermé borné fizé avec a < b réels.

1. Montrer que les fonctions en escaliers positives sur [a, b] sont exactement les fonctions du type :

Y= Z aply,
k=1

ou n € N*, les a, sont des réels positifs ou nuls et les I}, sont des intervalles contenus dans
[a,b].
2. Montrer que si (@), <<, €stune suite finie de fonctions en escaliers sur [a,b], alors la fonction

= max y est aussi en escaliers.
1<k<n

3. Soit f une fonction réglée définie sur [a,b] et a valeurs positives.

(a) Montrer qu’il existe une suite (vy,) de fonctions en escaliers qui converge uniformément

vers f sur [a,b] et telle que :

neN

VneN, Vz € [a,0], ¢n(z) < f(2)



(b) On désigne par (¢y,)
n>1:

nen la suite de fonctions définie sur [a,b] par Yo = 0 et pour tout

¢n = maX<Oa Y1, 7907"0)

Monter que (Vn), oy est une suite croissante de fonctions en escaliers qui converge umni-
formément vers f sur [a,b].

(¢) Montrer qu’il existe une suite (fy),cy de fonctions en escaliers a valeurs positives telle

que la série an converge uniformément vers f sur [a,b].

4. Montrer que les fonctions réglées a valeurs positives sur [a,b] sont exactement les fonctions de

la forme :
“+00
f=2_al,
n=0

ot les (ay), ey €st une suite de réels positifs ou nuls, (I,), oy est une suite d’intervalles contenus
dans [a,b] et la série considérée converge uniformément sur [a,b].

Exercice 4 Soit X un ensemble non vide. Quelle est la o-algébre engendrée par les singletons de
X ? (Distinguer les cas X dénombrable et X non dénombrable).

Exercice 5 Soient f, g deux fonctions continues de R dans R (R étant muni de la tribu borélienne).
Montrer que f est égale a g presque partout si, et seulement si, f = g.

Exercice 6 On se place sur (X, P (X)) muni d’une mesure de Dirac p = 6,, ou x € X est fizé.

Calculer / fdu pour toute fonction f: X — R¥.
X



