L3 A, intégration : M363

— I — Exercices préliminaires

On présente ici quelques méthodes de raisonnement qui seront utilisées en théorie de la mesure.

Exercice 1 Pour tout entier naturel non nul n, on définit les fonctions symétriques élémentaires
onk  R" = R, Uentier k étant compris entre 0 et n, par :

1sik=0
VOZZ(OZL-”,O[TL)GRTL, O-H,k(a): Z Qg Qg = Oy S’ik’E{l,"‘,n}

1<i1 < <ip<n

Soit P (X H — ag) un polyndme scindé unitaire de degré n > 1 dans R[X].
k=1

Montrer que l'on a P (X) = ZakX”_k avec :

VE e {0,1,---,n}, ap = (=) ops (a1, -+, )

Exercice 2 Soit Q un ensemble non vide.
A toute partie A de 2, on associe la fonction indicatrice (ou caractéristique) de A définie par :

14: Q — {0,1}
o lsizxe A
v Osiz g A

On note P () l’ensemble de toutes les parties de Q.

1. Montrer que ['application qui associe a une partie A de 0 sa fonction indicatrice 14 réalise
une bijection de P (Q) sur {0,1}? (ensemble des applications de Q dans {0,1}). Préciser son
muverse.

2. Soient A, B deux parties de Q. Exprimer 1o\a, 1anp, 1avn, 1p\a, laas, en fonction de 14 et

1p.
3. Plus généralement, pour toute suite finie (Ay), <<, de parties de S, exprimer 1 A4 et 1 0 A
- k k
k=1 k=
en fonction des 1y, .

4. Montrer qu’il n’existe pas de bijection de Q sur P (2) (théoréme de Cantor).
On en déduit en particulier que P (N) et {0, 1}N ne sont pas dénombrables.

5. Soient <Ak)1§k:§n une suite finie de parties de Q) et A une partie de ). Montrer que :
((Ak)1<k<n est une partition de A <1A = Z]'Ak>

Exercice 3 On dit qu’une série numérique (réelle ou compleze) 5 u, est commutativement conver-
gente si, pour toute permutation o de N, la série E Ug(n) €St convergente.

Montrer qu’une série E Uy, absolument convergente est commutativement convergente et que pour

+oo “+o0o
toute permutation o de N, on a Zug(n) = Zun (cela justifie ’écriture Zun dans le cas d’une
n=0 n=0 neN

série absolument convergente, ce qui est utilisé implicitement dans la définition d’une mesure).



Exercice 4

1. Soit (Unmn) (, myene une suite de réels positifs ou nuls indexée par (n,m) dans N2,
On suppose que :
— pour tout n € N, la série Zunym est convergente de somme S, ;

m

— la série g S, étant convergente de somme S.
n
Montrer alors que dans ces conditions :

— pour tout m € N, la série E Up,m €St convergente de somme T, ;

n

— la série g T, est convergente de somme S, soit :

% (Se) B ()

n=0 \m= m=0

m

+o0 +o0 +oo +o0
Dans le cas ou l'une des sommes E E Up.m | OU g g Un,m | est finie, on dit que la série
m=0 \n=0

n=0 \m=0

+o00 +o0
double E Up,m €St convergente et on note E Up,m la valeur commune de E E Upm

(n,m)eN? n=0 \m=0
00 +oo
et E E Upm | -
m=0 \n=0

Etant donnée une suite double (unm)(n m)EN? de nombres complexes, on dit que la série double
Zun,m est absolument convergente (ou que la suite (unm)(n myene €St sommable) si la série
double Z |tnm| est convergente.

2. Soit (Un,m)

gente.
Montrer alors que dans ces conditions, pour tout n € N [resp. pour tout m € NJ, la série

(nm)en2 UNE suite double telle que la série double Zun,m soit absolument conver-
Zun,m [resp. Zunm/ est absolument convergente et en notant S, [resp. T,/ la somme de

+oo +00
cette série, la série ZS" [resp. ZTm/ est absolument convergente et on a ZS" = ZTm,
m=0

. n=0
soit :
“+o0o +o0o “+oo “+oo
Z ( un,m) = Z < un,m)
n=0 \m=0 m=0 \n=0
+o0 +oo 1
3. En justifiant la convergence, calculer la somme —.
4. Soit (un,m)(n myen-xn- Lo suite double définie par :
0stn=m
V(n,m) e N x N*, u,,, = 1 .
( ) ’ m St n # m

+oo +oo +oo +oo
Montrer, en les calculant, que les sommes (Z un,m) et > (Z unm) sont définies et

n=1
différentes.



Exercice 5 Soient E un espace vectoriel normé complet et a < b deux réels.

Une fonction f : [a,b] — E est dite réglée si elle admet une limite a droite en tout point de [a,b] et
une limite a gauche en tout point de ]a,?b].

On notera f (z7) [resp. f(x1)] la limite a4 gauche [resp. a droite] en x € |a,b] [resp. en x € [a,b]].

1.
2.
3.

Montrer qu’une fonction réglée est bornée.
Montrer qu’une limite uniforme de fonctions réglées de |a,b] dans E est réglée.

Soit f : [a,b] — E une fonction réglée et € > 0. On note :

E. = {x € la,b] | il existe ¢ en escaliers sur |a,x] telle que sup ||f(t) —p (B)| < z—:}
t€la,x]
Montrer que E, # 0, puis que b = max (E.) .

Montrer qu’une fonction f : [a,b] — E est réglée si, et seulement si, elle est limite uniforme
sur [a,b] d’une suite de fonctions en escaliers.
Rappeler comment le résultat de la question précédente est utilisé pour définir 'intégrale de
Riemann d’une fonction réglée f : [a,b] — E.

Montrer qu’une fonction réglée f : |a,b] — E est continue sur [a,b] privé d’un ensemble D
dénombrable (éventuellement vide).

7. La fonction f = Lgnj, est-elle réglée ?

En désignant par E (t) la partie entiére d’un réel t, montrer que la fonction f définie sur [0, 1]
par :

foy =3 2

n=1

1
est réglée, puis calculer/ f(x)dx (il s’agit d’une intégrale de Riemann).
0

Exercice 6 [a,b] est un intervalle fermé borné fixé avec a < b réels.

1.

2.

3.

Montrer que les fonctions en escaliers positives sur |a, b] sont exactement les fonctions du type :

Y= Z aply,
k=1

ou n € N*, les a, sont des réels positifs ou nuls et les I}, sont des intervalles contenus dans
[a,b].
Montrer que si (@) <p<, €st une suite finie de fonctions en escaliers sur [a,b], alors la fonction

@ = max ¢y est aussi en escaliers.
1<k<n

Soit f une fonction réglée définie sur |a,b] et a valeurs positives.

(a) Montrer qu’il existe une suite (py,),cy de fonctions en escaliers qui converge uniformément
vers f sur [a,b] et telle que :

Vn e N, Vz € [a,b], ¢, (z) < f(x)

(b) On désigne par (¢y,)
n>1:

nen la suite de fonctions définie sur [a,b] par vy = 0 et pour tout

wn = maX<Oa P1, " 79071)

Monter que (), oy est une suite croissante de fonctions en escaliers qui converge umni-
formément vers [ sur [a,b].



(c) Montrer qu’il existe une suite (f,),cy de fonctions en escaliers a valeurs positives telle

que la série an converge uniformément vers f sur [a,b] .

4. Montrer que les fonctions réglées a valeurs positives sur [a,b] sont exactement les fonctions de

la forme :
+00
f = Z a’n]'In
n=0

ot les (ay), ey st une suite de réels positifs ou nuls, (I,), oy est une suite d’intervalles contenus
dans [a,b] et la série considérée converge uniformément sur [a,b].

5. Awvec les notations de la question précédente, justifier [’égalité :

/ f@)de =" a.l(I,)

ou ¢ (1) est la longueur de l'intervalle I,,.

Exercice 7 La longueur d’un intervalle réel I est définie par :
¢(I)=sup(I) —inf (I) € [0, +o0] = R U {400}

1. Soient I = [a,b] un intervalle fermé, borné et (Iy.), o<, une famille finie d’intervalles telle que :

n

Ic|Jn
k=1

Montrer que :

AOESINAIN

k=1
2. Soient I = [a,b] un intervalle fermé, borné et (I,), .y une suite d’intervalles telle que :
rcn
neN

Montrer que :

01 <Y 01

neN

3. Soient I un intervalle et (I,), .y une suite d’intervalles telle que :

Ic |

neN

Montrer que :

O <> 0(L)

neN

4. Soit (1), cn une suite d’intervalles deux a deux disjoints inclus dans un intervalle I. Montrer
que :

(1) =y (1)

neN

Exercice 8 Pour tous réels a < b, on désigne par C°([a,b],R) l'espace des fonctions continues de
[a,b] dans R.



. S0t (fn),en une suite croissante dans C° ([a,b],R) qui converge simplement vers une fonction
fec®(a,b],R).

Montrer que la convergence est uniforme sur [a,b] (théoréeme de Dini). On donnera deuz
démonstrations de ce résultat, ['une utilisant la caractérisation des compacts de Bolzano-Weierstrass
et l'autre utilisant celle de Borel-Lebesque.

. Le résultat précédent est-il encore vrai dans C° (I,R) si on ne suppose plus l'intervalle I com-
pact ?

. 501t (fn),en une suite dans C° ([a,b] ,R") telle que la série de fonctions Y f, converge simple-
ment vers une fonction f € C°([a,b],R).

Montrer que :
b +oo b
[rwia=3" [ nwa
a n=0va

. On désigne par A la famille des parties de R? de la forme :
A(f,9) ={(z,y) € a,b] xR | f(2) <y < g(x)}
ou f,g sont dans C° ([a,b] ,R) telles que f < g et on note :
b
pALg) = [ (o)~ f o)

Montrer que cette application p est o-additive sur A, c’est-a-dire que pour toute suite (A,,)
d’éléments de A deux a deuz disjoints (i. e. A, N Ay =0 pour n #m dans N), on a :

1 <UAn> = n(An)

neN neN

neN



— II — Mesures et probabilités élémentaires

X est un ensemble non vide et P (X)) est 'ensemble des parties de X.

Définition : Une g-algebre (ou tribu) sur X est une partie A de P (X) telle que :

- DeA;

- VAe A X\ Ac A (A est stable par passage au complémentaire) ;

~ SiI CNet (A;),c; est une famille d’éléments de A alors UAi € A (A est stable par réunion

iel
dénombrable).

Définition : Si A est une o-algebre sur X, on dit alors que le couple (X,.A) est un espace
mesurable.

Dans le cadre probabiliste, I’ensemble X est noté €2 et appelé univers, ses éléments sont appelés
éventualités, ceux de A sont appelés événements, les singletons sont les événements élémentaires et
on dit que (€2,.4) est un espace probabilisable.

Deux événements disjoints sont dits incompatibles.

Définition : Une mesure sur I'espace mesurable (X, .A4) est une application

p:A—[0,+00] = RY U {+oc0}

telle que :
- n(0) =0;

— pour toute suite (Ay), .y d’éléments de A deux a deux disjoints (i. e. A, N A, = ) pour n # m

dans N), on a :
H (UAn> = ZM(An)
neN neN
(o-additivité de pu).
Avec ces conditions, on dit que le triplet (X, A, 1) est un espace mesuré.
Dans le cas ou (€2, .A4) est un espace probabilisable et 1 (€2) = 1, on notera P la mesure de probabilité
i, on dit que P est une probabilité sur (£2,.4) et que (€2, A, P) est un espace probabilisé.
Pour tout événement A € A, P (A) est la probabilité de A.
Pour tout entier » > 1, on dit que les événements Aq,--- , A, sont mutuellement indépendants
dans I'espace probabilisé (€2, .4, P) si, pour toute partie J non vide de {1,2,--- ,r}, on a :

P (ﬂ Aj> =[P«

JjeJ jeJ

Définition : Si A est une famille de parties de X, on dit alors que I'intersection de toutes les
o-algebres sur X qui contiennent A est la o-algebre engendrée par A. C’est aussi la plus petite
o-algebre sur X (pour l'ordre de I'inclusion sur P (X)) qui contient A.

On la note o (A) et on a :

s(A)= () B

B tribu sur X
ACB

Si f: X — X’ est une application de X dans un ensemble X', alors pour toute tribu A’ sur X',
I'image réciproque :
FUAY = () | A e A
est une tribu sur X.
Pour toute famille A" de parties de X', on a :

o (f7HA)) = [ (o (A)

6



Définition : Si X est un espace topologique, la tribu de Borel sur X est la o-algebre engendrée
par les ouverts de X.

On la note B (X) et ses éléments sont les boréliens de X.

Une mesure de Borel sur X est une mesure sur B(X).

Pour X = R?, on peut vérifier que B (RP) est la tribu engendré par les pavés ouverts du type :

p
P = H ]ak, bk[
k=1

les ap < by, pour k compris entre 1 et p, étant tous rationnels.

La mesure ¢ des intervalles réels se prolonge de maniere unique en une mesure sur la tribu B (R)
des boréliens, cette mesure étant invariante par translation, ce qui signifie que pour tout borélien B
et tout réel a, ona l(a+1)=1(1).

Cette mesure ¢ est la mesure de Lebesgue sur (R, B (R)).

Exercice 9 Soit A une tribu sur X. Montrer que :

1. XeA;
2. si A, B sont dans A, alors AUB, AN B, A\ B et AA B sont dans A;

3. si (Ap),en est une suite d’éléments de A alors ﬂAn € A (A est stable par intersection

neN
dénombrable).

Exercice 10 Soient (X,.A) un espace mesurable et E un sous ensemble non vide de X.
Montrer que la famille :

Ap={BeP(E)|3JAc A; B=ANE}
est une tribu sur E (tribu trace de A su E).

Exercice 11 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et (Ay), <o, une suite d’éléments de A telle que
k=1

Montrer que :

ot on a noté pour 1 <k <n :

Hien = Z /“L(AummAlk)

1<i1 << <n

(formule de Poincaré).

Exercice 12 Soit (X, A,P) un espace probabilisé et (A;);,.; une famille d’événements deux a deux
tncompatibles.
Montrer que l’ensemble d’indice :

D={kel|P(A)ecl0,1]}

est dénombrable (fini ou infini).
En particulier, l’ensemble :

{r e X [P({z}) €]0,1]}

est dénombrable.



Exercice 13
1. Montrer que, pour tout x € X, l'application :

d.: P(X) — {0,1}
A — 1,4(:15)

est une mesure de probabilité sur (X, P (X)) (mesure de Dirac en x).

2. On suppose que X = {z,, | n € N} est un ensemble dénombrable.
+o0

Montrer que pour toute suite (py,), oy de Téels positifs ou nuls tels que an =1, Uapplication :
n=0
P: P(X) — R
+oo (1)
n=0

est une mesure de probabilité sur (X, P (X)).

3. Réciproquement, montrer que toute mesure de probabilité P sur (X, P (X)) peut s’exprimer sous
la forme (1).

Exercice 14 Soient A une partie de P (X) telle que :
-DeA;
-VAe A X\ Aec A (A est stable par passage au complémentaire) ;
-V (A,B) € A%, AN B € A (A est stable par intersection finie);
(A est une algébre de Boole) et j: A — [0, +00] une application telle que :

AVM(Q)::O;
— 1 est o-additive (i. e. p (UA”> = Z,u (Ayn) pour toute suite (A,), oy d’éléments de A deux

neN neN
a deuz disjoints telle que UA” cA).

neN

1. Montrer que, pour toute suite finie (Ag), )<, d’éléments de A, on a ﬂAk €A, UAk € Aet

k=1 k=1
n—1

Ap\ UAk € A (dans le cas oun > 2).
k=1
2. Montrer que p est croissante.

3. Soient A € A et (Ay), oy une suite d’éléments de A telle que A C UA”' Montrer que :
neN

p(A) < n(An)

neN

(inégalité de Boole).

Exercice 15 On se propose de montrer qu’une tribu dénombrable sur X est nécessairement finie de
cardinal égal a une puissance de 2.
Ce qui revient aussi a dire qu’une tribu infinie est non dénombrable.
Soit A une o-algébre dénombrable sur X.
Pour tout x € X, on note :
Ax)= ()4

AeA
TEA

(atome de x).



Montrer que, pour tout x € X, A(x) est le plus petit élément de A qui contient x.
Soient x,y dans X. Montrer que siy € A(x), on a alors A(x) = A(y).
Montrer que, pour tous x,y dans X, on a A(z) NA(y) =0 ou A(z) = A(y).

> e v o~

En désignant par (x;),c; la famille des éléments de X telle que les A (x;) soient deux o deux
disjoints, montrer que cette famille est dénombrable et que pour tout A € A, on a une partition
A= UA (x;), ou J est une partie de I.

jed
5. En déduire que A est finie, son cardinal étant une puissance de 2.

Exercice 16 Soit X un ensemble dénombrable.
Montrer que la o-algebre engendrée par les singletons de X est P (X).

Exercice 17 Soit X un ensemble non dénombrable.

1. Montrer que la famille A formée des parties A de X telles que A ou ou X \ A est dénombrable
est une o-algebre sur X.

2. Montrer que A est la o-algebre engendrée par les singletons de X.

3. Montrer que application :

P: A — {0,1}
A 0 si A est dénombrable
1 si X\ A est dénombrable

est une mesure de probabilité sur (X, A) .

Exercice 18 Soit (X, A, ) un espace mesuré.

1. Montrer que si A, B sont des éléments de A tels que A C B et u(B) < +00, on a alors :
p(B\A) =pu(B)—pn(A)

2. Soient (Ay), oy une suite croissante d’éléments de A et A = UAn. Montrer que la suite

neN
(1 (An)),en converge en croissant vers p(A) (continuité croissante de ).

3. Soient (Ay,), oy une suite décroissante d’éléments de A et A = ﬂAn. En supposant qu’il existe

neN
no € N tel que pu(A,,) < 400, montrer que la suite (11 (Ay)), ey converge en décroissant vers

w(A) (continuité décroissante de ).
Exercice 19 Soient P une mesure de probabilité sur (R, B (R)) et F' la fonction définie sur R par :
Ve eR, F(z) =P(]—o0,z])

(fonction de répartition de P).

1. Montrer que F' est croissante avec, pour tout réel x :

i F (1) = F(2), lm P (1) = F () ~ P ({x)
et :
lim F(t)=0, lim F(t)=1

t——o00 t—4o00



2. Montrer que l’ensemble :

D={zxeR|P({z}) >0}

est dénombrable.

Exercice 20 Soit (£, A, P) un espace probabilisé. Que dire d’un événement A qui est indépendant
de tout autre événement ?

Exercice 21 Soient (2, A,P) un espace probabilisé et Aq,---, A,, ot n > 2, des événements mu-
tuellement indépendants dans A.
1. Montrer que Q\ Ay, As,- -+, A, sont mutuellement indépendants.
2. En déduire que pour tout entier k compris entre 1 et n, les événements Q2 \ Ap, - -, Q\
Ag, Aga1, -+, Ay sont mutuellement indépendants.

Exercice 22 Soit n > 2 un entier naturel.
On considére l’espace probabilisé (0, P () ,P), ou Q ={1,--- ,n} et :

Wk € Q, P({k}) = %

ce qui revient a considérer l’expérience aléatoire qui consiste a choisir de maniere équiprobable un
entier compris entre 1 et n.
Pour tout diviseur positif d de n, on désigne par Ay l’événement :< le nombre choisi est divisible par

d>.
1. Calculer P (Ay) pour tout diviseur positif d de n.

2. Montrer que s1 2 < p; < py < --- < p, sont tous les diviseurs premiers de n, les événements
Ay, -+, A, sont alors mutuellement indépendants.

3. On désigne par ¢ la fonction indicatrice d’Fuler définie sur N* par
o (n)=card{k € {1,--- ,n} |kAn=1}

Montrer que
: 1
pn)=n 1— —>
() g( Pr

4. Soit d un diviseur positif d de n. Calculer la probabilité de [’événement By : < le nombre a
choisi est tel que a An =d >.

5. En déduire que :

=20 (3)

d/n

Exercice 23 On munit l’ensemble N* de la tribu P (N*).
On rappelle que la fonction dzéta de Riemann est définie par :

~+00 1
Va>1, ((a)= —

ne
n=1

On note :
2:p1<p2<"'<pn<pn+1<"'

la suite infinie des nombres premiers rangée dans l’ordre strictement croissant.

10



1. Montrer que l'on définit une probabilité sur (N*, P (N*)) en posant :

Wn € N, P({n}) = ﬁ%

2. Montrer que :

1
Vp € N*, P(pN*) = —

Q

ot on a noté pN* ['ensemble de tous les multiples positifs de p.

3. Montrer que :
P(ﬂ@wvmm)=a%

4. En déduire que :

+oo +oo
1 1
Va > 1, = —
- = n<
n=1 25 n=1
.
(a) Montrer que lim ( (o) = 400.
a—1t
+oo
o . .y 1
(b) Déduire de la question précédente que E — = +400.
n=14"

Exercice 24 Soit (uy,), .y une suite réelle strictement décroissante et de limite nulle.
Déterminer un réel X pour lequel il existe une mesure de probabilité P sur (N, P (N)) telle que :

Vn e N, P(NN[n,+o0[) = Au,

Exercice 25 Soit (2, A,P) un espace probabilisé.
Pour tous A, B dans A, on note :
d(A,B)=P(AA B)

1. Montrer que, pour tous A, B,C dans A, on a :
d(A,C)<d(A B)+d(B,C)
2. En déduire que, pour tous A, B dans A, on a :
P(B)—P(4)| <P(AAB)
Exercice 26 Soit (2, A,IP) un espace probabilisé. Montrer que, pour toute suite (Ay),, oy d’événements

deuz a deuz incompatibles, on a lirf P(A,) =0.
n—-—+0o0

Exercice 27 Soit (Q, A,P) un espace probabilisé. Montrer que, pour toute suite finie (Ar)<pe,

d’événements, on a :
P (UAk> <Y P(A) <P <ﬂAk> +(n—1)
k=1 k=1 k=1

Exercice 28 Soient (0, A, P) un espace probabilisé et (Ay,), . une suite d’événements.

On note :
limsup A,, = ﬂ UAk et lir_r:iann = U ﬂAk

n—+00 neNk>n neNk>n

limsup A,, est l’ensemble des x € Q2 qui appartiennent a une infinité de A, et liminf A,, est [’ensemble
n—+00 n—-+00
des x € § qui appartiennent a tous les A, sauf au plus un nombre fini.

11



1. Montrer que :

Q\ limsup A4, = hmlnf (Q\ A,)

n—-+o0o

2\ liminf A, = limsup (2 \ 4,)

n—r+00 n—+00

xElimsupAn) & 14, () = 4+00
( n——+o0o (nGZN 4 ( ) >
<x € I%I_I)l 11;10fA ) (Z lova, (x) < —f-oo)

neN
2. Montrer que :
(a) sila série ZIP’ (A,) converge, on a alors P (lim sup An) =0,
n—-+00

(b) siles événements A, sont mutuellement indépendants et la série ZIP’ (A,) diverge, on a

alors P <1im sup An) =1 (loi du zéro-un de Kolmogorov).

n—-+0o00

3. Montrer qu’il n’existe pas de mesure de probabilité P sur (N*, P (N*)) telle que :

Vn € N¥, IP’(n-N*):ﬁ

12



— IIT — Fonctions mesurables

Définition : Soient (X, .A) et (Y, B) deux espaces mesurables. On dit qu’une fonction f: X — Y
est mesurable si, pour tout B € B, f~!(B) € A.

Dans le cas ou X, Y sont deux espaces topologiques et A, B sont les tribus de Borel, une fonction
mesurable de X dans Y est dite borélienne.

Une fonction continue est mesurable (i. e. borélienne).

Une fonction f : (X, A) = (R, B(R)) est mesurable si, et seulement si, on a f~! (]—c0,a]) € A
pour tout réel a.

La composée, la somme, le produit et une limite simple de fonctions mesurables est mesurable.

Les fonctions réglées de [a,b] dans un espace de Banach E sont boréliennes (c’est le cas par
exemples, pour les fonctions monotones et les fonctions continues par morceaux de [a, b] dans R).

Dans le cas ou (2,.4) est un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire réelle toute
fonction mesurable de (€2,.A) dans (R, B (R)) et variable aléatoire vectorielle (ou vecteur aléatoire)
toute fonction mesurable de (€2,.4) dans (R?, B(RR?)).

Dans le cas d'une variable aléatoire réelle, on note pour tout borélien B € B(R), (X € B)
I'événement X! (B) € A, soit :

(XeB)=X"'"B)={weQ| X (w) € B}

Dans le cas particulier des intervalles, on note respectivement (X =z), (X <a), (a < X <),
-+, les événements X! ({z}), X' (J]—o0,al), X ([a,b]), ---

La loi d’une variable aléatoire réelle X sur un espace probabilisé (X,.A,P) est la mesure de
probabilité Py définie sur (R, B (R)) par :

VB € B(R), Py (B) =P (X € B)

(mesure image de P par X).

On dit qu’'une partie N d’un espace mesurable (X, A, i) est négligeable si elle est contenue dans
une partie A € A de mesure nulle.

On dit que deux fonctions f,g de (X, A, ) dans (R, B(R)) sont égales p-presque partout si
I’ensemble :

N={veX|f(z)#g(x)}
est négligeable, ce qui équivaut a dire qu'’il existe une partie A € A de mesure nulle tel que f (z) =
g (z) pour tout z € X \ A.

Dans le cas ol f et g sont mesurables, I'ensemble N = (f — ¢)”' {R*} est mesurable et f = ¢
presque partout si, et seulement si, p (V) = 0.

Dans le cas de deux variables aléatoires réelles X et Y sur un espace probabilisé (X, .4, P), on dit
que X =Y presque strement si X =Y presque partout, ce qui équivaut a dire que P(X #Y) =0
ou encore que P(X =Y) = 1.

Sif:(X,A, ) = R est mesurable, il existe alors une suite (a,),, oy de réels positifs et une suite

(Ay),en de parties mesurables de X telles que f = Zanl A, €t
neN

/deﬂ = Zanﬂ (An) < 400

neN

Soit (X, A, pt) un espace mesuré. On dit que f : X — R est intégrable (ou sommable) si elle est

/X Fu = /X Fdy - /X fdp
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mesurable et / |f] dp < +o0.
be

Dans ce cas, on a :



ou ft =max(f,0) et f~ =max(—f,0).

L’ensemble des fonctions intégrables de (X, A, u) dans R est un espace vectoriel et 'application

= / fdp est une forme linéaire positive avec :
b

/deu‘S/XIf\du<+oo

Exercice 29 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f, g deuz fonctions mesurables de X dans (R, B (R)) .
Montrer que les fonctions |f|, f + g et fg sont mesurables.

Exercice 30 On se place sur R muni de la tribu de Borel B (R) et de la mesure de Lebesgue .
Soient f,g deux fonctions continues de R dans R.
Montrer que f est égale a g presque partout si, et seulement si, f = g partout.

Exercice 31 La mesure { des intervalles réels se prolonge de maniére unique en une mesure sur la
tribu B (R) des boréliens, cette mesure étant invariante par translation. C’est la mesure de Lebesgue
sur (R, B (R)).

Nous allons vérifier que cette mesure ne peut pas se prolonger en une mesure invariante par transla-
tion sur P (R).

On désigne par C le groupe quotient R/Q.

1. Vérifier que, pour toute classe d’équivalence ¢ € C, on peut trouver un représentant x dans
[0,1].
Pour tout ¢ € C, on se fize un représentant x. de ¢ dans [0, 1] (aziome du choiz) et on désigne
par A l’ensemble de tous ces réels x..

2. Montrer que les translatés r + A, ou r décrit [—1,1] N Q, sont deuz a deuz disjoints et que :

01c |J +4cl-12

re[—1,1]NnQ

3. En déduire que A n’est pas borélien et que  ne peut pas se prolonger en une mesure invariante
par translation sur P (R).

Exercice 32 On propose de retrouver le résultat de [’exercice précédent sans utiliser les groupes
quotients.
Dans le Q-espace vectoriel R, on désigne par H un supplémentaire de la droite vectorielle Q - 1
(axiome du choizx), soit :

R=Q -1 H

1. Montrer qu’il existe un sous-ensemble A de [0, 1] tel que tout réel x puisse s’écrire de fagon
unique t =1+ a avecr € Q et a € A.

2. Montrer que les translatés r + A, ou r décrit [0,1] N Q, sont deux a deux disjoints et que :

B= |J (r+4) clo2

rel0,1]NQ

3. En déduire que A n’est pas borélien et que ¢ ne peut pas se prolonger en une mesure invariante
par translation sur P (R).

Exercice 33 Donner un exemple de fonctions f : R — R et g : R — R non mesurables telles que
les fonctions |f|, f + g et fg soient mesurables (R étant muni de la tribu de Borel.
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Exercice 34 R est muni de la tribu de Borel.
Soit f: R — R. Montrer que f est mesurable si, et seulement si, la restriction de f a tout segment
[a,b] est mesurable.

Exercice 35 Soient E un espace vectoriel normé complet et a < b deux réels.
Montrer qu’une fonction réglée f : [a,b] — E est borélienne.

Exercice 36 Soit f : R — R une fonction dérivable. Montrer que sa dérivée f' est borélienne.

Exercice 37

1. Soit (fn),en une suite de fonctions continues de R dans R. L’ensemble des réels x tels que la
suite (fn (T)),en S0it convergente est-il ouvert ? fermé ?

2. Soient (X, A) un espace mesurable et (f,), oy une suite de fonctions mesurables de X dans R
(R étant muni de la tribu borélienne).
Montrer que lensemble des éléments x de X tels que la suite (f,, ()),cy S0it convergente [resp.
divergente] est mesurable.

Exercice 38 Soient (X, A), (Y,B) deuz espaces mesurables et f une application de X vers'Y.

1. Montrer que la famille :

C={BeB|f'(B)eA}
est une o-algébre.
2. On suppose que B est engendrée par une famille F de parties de Y (B = o (F)).
Montrer que f est mesurable si, et seulement si, f~*(F) &€ A pour tout F € F.
On en déduit en particulier qu’une fonction f : (X, A) — (R,B(R)) est mesurable si, et
seulement si, on a f~* (]—o00,al) € A pour tout réel a.

Exercice 39 Soit (X,.A) un espace mesurable.

1. Soit (pin),ey une famille de mesures sur X telle que pour tout A € A, la suite (j, (A)), ey €5t
croissante.

(a) Montrer que, pour tout A € A, la suite (pn (A)), ey converge vers un élément ju(A) de
R U {+o0}.
(b) Montrer que application :

p: A — RTU{+o0}
A —  lim p, (A)
n—oo
définit une mesure sur (X, A).
2. Soit (pin), ey une famille de mesures sur X.

(a) Montrer que l'application :

p: A — RTU{+oo}
A = ZNH(A)

neN

définit une mesure sur (X, A).
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(b) On suppose que, pour tout entier n € N, p, est une probabilité sur (X, A) et on se donne

une suite (pp), oy de Téels positifs ou nuls telle que an = 1.

neN
Montrer que l’application :

— R
=Y Pattn (A)

neN

P: A
A

définit une mesure de probabilité sur (X, A) .

Exercice 40 (X, A, u) est un espace mesuré avec p # 0 et R est muni de la tribu de Borel.
On dit qu'une suite (f,),cn de fonctions mesurables de X dans R converge en mesure vers une
fonction mesurable f : X — R si :

Ve>0, lim pu(|f—ful >€)=0
n—-+oo

ot on a noté :
(If = fal >e) ={z e X |[f(z) = fu(z)| >}

Montrer que si (fn),cn €st une suite de fonctions mesurables de X dans R qui converge en mesure
vers les fonctions mesurables f: X — R et g: X — R, on a alors f = g presque partout.

Exercice 41 (2, A,P) est un espace probabilisé et R est muni de la tribu de Borel.
On dit qu’une suite (X,,), oy de variables aléatoires réelles sur (€2, A,P) converge en probabilité vers
une variable aléatoire X : 2 — R st :

Ve >0, lim P(|X —X,|>¢)=0
n—-+00

ou on a noté :

(I X =X, >e)={we Q| |X (w) = X, (w)] >e}

1. Montrer que si (X,),cy est une suite de variables aléatoires réelles sur (2, A, P) qui converge
en probabilité vers les variables aléatoires X : QQ - R et Y : Q — R, on a alors X =Y presque
surement.

2. Soient (Xy,), oy une suite de variables aléatoires réelles sur (€2, A,IP) et X une variable aléatoire
réelle sur (Q, A,P).
Montrer que s’il existe une suite (Y,), oy de variables aléatoires de 2 dans RY qui converge en
probabilité vers la variable aléatoire nulle et telle que | X — X,,| <Y, pour tout n € N, la suite
(Xn),en converge alors en probabilité vers Y.

3. Soient (Xy), ey €t (Yn),en dev suites de variables aléatoires réelles sur (2, A,IP) qui convergent
en probabilité vers les variables aléatoires X : 2 = R et Y : Q0 — R respectivement.
Montrer que la suite (X, +Y,), ey converge en probabilité vers X +Y.

4. Soient (X,,), ey €t (Yn),en deuz suites de variables aléatoires réelles sur (€2, A,P) qui convergent
en probabilité vers la variable aléatoire nulle.
Montrer que la suite (X,,Y;,), ey converge en probabilité vers la variable aléatoire nulle.

5. Montrer que, pour toute variable aléatoire X : Q = R, on a :

lim P(|X|>k)=0

k—+o0

6. Soient (X)), ey et (Yn),en deus suites de variables aléatoires réelles sur (2, A, IP) qui convergent
en probabilité vers les variables aléatoires X : 0 -+ R et Y : Q — R respectivement.
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(a) Montrer que les suites de variables aléatoires (X (Y —Y3,)),en €t (X — X3) Y5, cn convergent
en probabilité vers la variable aléatoire nulle.

(b) Montrer que la suite (X,,Y;,), oy converge en probabilité vers XY.

Exercice 42 (X, A, u) est un espace mesuré, la mesure p étant finie, R est muni de la tribu de

Borel, (fn),en €5t une suite de fonctions mesurables de X dans R et f est une fonction mesurable f
de X dans R.

On dit que la suite (fy),cy converge presque uniformément vers f sur X si pour tout réel a > 0,
il existe une partie mesurable A de X telle que p(A) < o et la convergence de (fy), oy vers f est
uniforme sur X \ A.

1. Montrer que si (fn),cn converge presque uniformément vers [ sur X, elle converge alors presque
partout vers f.

2. On suppose que la suite (f,),cy converge presque partout sur X vers f.
Pour tout réel A > 0 et tout entier k € N, on note :

(If = fel 20 ={z e X | [f (=) = fu (2)] = A}
(a) Montrer que, pour tout entier n € N et tout réel A > 0, I’ensemble :

+o0

Aan = U= fl =N

k=n

est mesurable et que lilil w(Axyn) = 0.
n—-+0oo

(b) Montrer que pour tout réel o > 0 et tout réel A > 0, il existe un entier ng tel que
p(Ann) < et :
Vo € \Axn,, Vk > no, |f(x) — fr ()] < A

(c) Montrer que (fy),cn converge presque uniformément vers f sur X (théoréme d’Egorov).
Indication : on pourra utiliser la question précédente avec les réels \, = 1, ou p décrit
N*, Y

(d) Montrer que (fy),cn converge en mesure vers f sur X.

3. Donner un exemple de suite (fy),cn qui converge presque partout sur X vers f et pour laquelle
il n’est pas possible de trouver A de mesure nulle telle la convergence de (fy),cy vers f soit
uniforme sur X \ A (on ne peut pas prendre a = 0 dans le théoréeme d’Egorov).

4. Montrer que le théoréme d’Egorov n'est plus valable pour p(X) = +o0.

Exercice 43 Soient (X, A, 1) un espace mesuré, la mesure p étant finie, et f une fonction mesurable
de X dans RT (R est muni de la tribu de Borel).
On définit les suites (Ay),cy €l (Bn),ey de parties mesurables de X par :

A, = f_l ([nv +OOD7 B, = f_l ([nan + 1[)

et g est la fonction définie sur X par :
+oo
9= nlz,
n=1

1. Montrer que, pour tout entier n € N, on a :
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2. Montrer que g est la partie entiére de f.

. Montrer que f est intégrable si, et seulement si, la série Zn,u (B,) est convergente.

n>1
. Montrer que, pour tout entier n € N*, on a :
S k(B = 3 (A — g (As)
k=1 k=1

. Montrer que f est intégrable si, et seulement si, la série Z,u (A,) est convergente.
n>1

. Le résultat précédent est-il valable dan le cas ot pu(X) = +o0 ¢
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— IV — Intégration

Exercice 44 On se place sur (N, P (N)) muni de la mesure de comptage :
VA e P(N), u(A) =card (A) e NU{+o0}

Pour tout n € N, on désigne par d,, la mesure de Dirac enn (pour A € P (N), on ad, (A)=14(n)).

M:Z(SR

1. Montrer que :

neN
2. Montrer que pour toute suite réelle positive v = (Tp,),cn, ON G :
/ xdy = Zazn
N neN

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite numérique x = (), oy S0it
sommable.

Exercice 45 On se place sur (X, P (X)) muni d’une mesure de Dirac j = 0, ou x € X est fizé.

Calculer / fdu pour toute fonction f : X — RT.
X

Exercice 46 Soient X,Y deux espaces métriques munis de leur tribu borélienne respective.
Montrer qu’une fonction f: X — Y qui est continue sur X privé d’un ensemble D dénombrable est
borélienne.

Exercice 47 On se place sur (R, B(R),\), ou X est la mesure de Lebesgue.

1. Montrer que pour tout réel € > 0, on peut trouver un ouvert O dense dans R tel que A (O) < e
(on peut utiliser la densité de Q dans R).

2. Montrer qu’une partie mesurable bornée de R est de mesure finie. La réciproque est-elle vraie ?

3. Montrer qu’une partie mesurable de R dintérieur non vide est de mesure non nulle. La réciproque
est-elle vraie ¢

4. Montrer qu’une partie mesurable A de [0, 1] de mesure égale a1 est dense dans [0, 1] . Réciproquement
un ouvert dense de [0, 1] est-il de mesure égale a 17

Exercice 48 (X, A, u) est un espace mesuré avec p # 0, R est muni de la tribu de Borel et les
fonctions considérées sont a valeurs réelles.

1. Montrer que si f, g sont deux fonctions mesurables de X dans R, les fonctions f+ g et fg sont
mesurables.

Montrer que la somme de deux fonctions intégrables est intégrable.
Le produit de deux fonctions intégrables est-il intégrable ?

La composée de deux fonctions intégrables est-il intégrable ¢

Soit f: X — R une fonction intégrable positive. Montrer que pour tout réel € > 0, il existe un
réel n > 0 tel que :

(AGAet,u(A)<77):>/fd,u<€
A

6. Soit f: X — R une fonction mesurable. Montrer que pour tout réel ¢ > 0, il existe une partie

mesurable A de X telle que pn(A) > 0 et |f(y) — f(z)| < € pour tous x,y dans A (on peut
utiliser la densité de Q dans R ).
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10.

11.

12.

15.

Soit f: X — R une fonction mesurable positive. Montrer que pour tout réel a > 0, on a :

(£ fovocD) < 2 [ g

(inégalité de Markov).

Soit f : X — R une fonction mesurable positive. Montrer que /fdu = 0 s1, et seulement si,
X

f est nulle presque partout.

Soit f : X — R¥ une fonction mesurable positive. Montrer que si /fd,u < 400, on a alors
X

f(z) < 400 presque partout.

Soient f,g deux fonctions mesurables positives sur X. Montrer que si f = g presque partout,

alors/fdp:/gdu.
X X

Soit f: X — R une fonction mesurable. Montrer qu’il existe une partie mesurable A de X telle
que p(A) >0 et f est bornée sur A.

Soit f : X — R une fonction mesurable telle que f # 0 presque partout. Montrer qu’il existe
une partie mesurable A de X telle que p(A) > 0 et |f| est minorée sur A par une constante
strictement positive.

Soit f : X — R wune fonction intégrable. Montrer que si /fd,u = 0 pour toute partie A
A

mesurable dans X, alors la fonction f est nulle presque partout.
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— V — Convergence monotone, dominée

Les théoremes importants sont les théoremes de convergence monotone et de convergence dominée.
(X, A, i) est un espace mesuré.

Théoreme 49 (Convergence monotone) Soit (f,),cy une suite croissante de fonctions mesu-
rables de X dans RT.

Dans ces conditions, la suite (f,),cy converge simplement vers une fonction mesurable f : X — R¥

et on a :
/ fdp = lim [ fu.dp
X n—-+oo X

On en déduit que si (f,),cy est une suite de fonctions mesurables de X dans R*, la série de

fonctions Z fn converge alors simplement vers une fonction mesurable f : X — R* et on a :

/deu=§/xfndu

On en déduit également le lemme de Fatou :
Si (fn),en st une suite de fonctions mesurables de X dans R*, on a alors :

n——+o0

/ liminf (f,,) du < liminf/ fudp
X n—-+0o0o X

On rappelle que :

lim inf u,, = sup (inf up> et limsupu, = inf (sup up)

n—r+00 neN \p=n n—400 neN \ p>n

Théoreme 50 (Convergence dominée) Soit (f,), oy une suite de fonctions mesurables de X dans
C et qui converge simplement presque partout sur X wvers une fonction f.
S’il existe une fonction intégrable p : X — RT telle que | f,, (z)| < ¢ (x) pour tout n € N et presque
tout tout x € I alors les fonctions f, et f sont intégrables sur I et on a :

/fdu: lim /fndu
X n—+oo [y

Dans le cadre des séries de fonctions, on en déduit le résultat suivant.

Si (fn),en €st une suite de fonctions mesurables de X dans C, telle la série numérique Z / | fn] dut
X

soit convergente, alors toutes les fonctions f,, sont intégrables, la série de fonctions Z fn converge
simplement presque partout vers une fonction intégrable f: X — C et on a :

/deuziji/xfndu

Exercice 51 Soient (X, A, 1) un espace mesuré.

1. Soit (fn),en une suite de fonctions mesurables de X dans R qui converge presque partout vers
une fonction f.

Montrer que s’il existe une constante M > 0 telle que /fndu < M pour tout n € N, on a
b's
alors/fdu < M.
b's
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2. Soit (fn),en une suite décroissante de fonctions mesurables de X dans RY qui converge presque
partout vers une fonction f.
Montrer que si fo est intégrable, il en est alors de méme de toutes les fonctions f, ainsi que de

f et qu'on a :
iim_ [ fudu= [ sy
n—-+o0o X X

Le résultat subsiste-t-il s / fodp = 400 ¢
X

3. Soient f : X — R une fonction intégrable et (An),en la suite de parties mesurables de X définie
par :

An = f17 (I, +00))
(a) Montrer que f est finie presque partout et que :

n—-+00

lim |fldp =0
Ap
(b) Montrer que pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que :
(AEAetu(A)<n):>/|f|du<€
A

(¢c) En prenant (X, A,u) = (R,B(R),\) ot A est la mesure de Lebesque, montrer que la
fonction F définie sur R par :

F(m):/oxf(t)dt

est uniformément continue sur R (/mf (t)dt désigne lintégrale de f sur l'intervalle
d’extrémités O et x). ’
Exercice 52 On se place sur (N, P (N)) muni de la mesure de comptage :
VAeP(N), u(A) =card(A) € NU{+o0}

Pour tout n € N, on désigne par d,, la mesure de Dirac en n.

Uzzén

1. Montrer que :

neN
2. Montrer que pour toute suite réelle positive x = (xy),,cn, ON @ :
/ xdy = Zajn
N neN

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite * = (Ty,),cy @ valeurs compleves
soit sommable.

4. Soit (xn,k)(n kenz Une suite double de nombres complexes telle que :

VkeN, lim z,,=40,¢€C

n—-+o0o

On suppose qu’il existe une suite (ou)ycy de réels positifs telle que la série Zak soit conver-

gente et :
VE e N, Vn e N, |z, < oy

Montrer que :

—+00 —+00
lim E Tpk = g 0y,
n—+o0 ’

k=0 k=0



5. Calculer :
&= n 1
] Zk:l o (%)

6. Soit (a),cy une suite numérique telle que la série Zak soit absolument convergente et (by) ey

une suite numérique bornée.
Calculer :

+o0 bk n
i S (14

k=0

1
Exercice 53 Soit f :]0,1] = R la fonction définie par f (x) = 0 si x est irrationnel et par f (z) = —
q

. p . \ . .
st x = = est rationnel ou p,q sont entiers naturels non nuls premiers entre euz.
q

1. Justifier le fait que f est Lebesque-intégrable et calculer son intégrale de Lebesgue.

2. Justifier le fait que [ est Riemann-intégrable et calculer son intégrale de Riemann.

Exercice 54 Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction bornée.
Pour tout réel x € [a,b] et tout réel n > 0, on note :

V.r,'r] = ]LU - 777$+77[ﬂ [(l,b]
et le diamétre de f (V,,) est le réel :

6(f Vaw)) = sup [f(y)—f(2)]

(¥2)€(Van)?

L’oscillation de f en x € [a,b] est le réel défini par :

w(z) =1nfd (f Vain))

n>0

On note D 'ensemble des points de discontinuité de f et G l’ensemble des points de |a,b| ot f a
une limite a gauche. On notera f (x~) la limite a gauche en un point x de |a,b] quand cette derniére
existe.

1. Montrer que :
D ={z €la,b]|w(z) >0}

2. Montrer que, pour tout entier n > 1, [’ensemble :

Gn:{xea|w(x)>1}

n

est dénombrable.
3. En déduire que D N G est dénombrable.

4. Montrer que la fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann-intégrable si, et seulement si,
Uensemble [a, b]\ G est négligeable (on suppose connu le fait que D est mesurable et le critére de
Riemann-intégrabilité de Lebesque : une fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann-intégrable
si, et seulement si, elle est presque partout continue).

Exercice 55 Calculer )

lim n*r (1 — )" d
n—+oo Jf

et conclure.
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Exercice 56 Soient a,b deux réels strictement positifs et f la fonction définie sur R™* par :

ax

re~
v R = —
x e Y f(x) 1 _ efbx
Montrer que :
+00 1
x)dr = —_—
R+.* ( ) nZ:O (a —+ nb)2

Exercice 57 Pour tout réel o > 0, on désigne par (I, (c)) la suite réelle définie par :

neN*

- [ (1-2)

Montrer que cette suite est convergente et calculer sa limite.

Exercice 58 Pour tout réel a > 0, on désigne par (I, («)) la suite réelle définie par :

neN*

+oo a X —n2x2
I, (o) = n® sin (—) e dx
1

n

Montrer que cette suite est convergente et calculer sa limite.

Exercice 59

1. Montrer que :

n—-+oo n

/On (1—%>nln(t)dt:nj_1 (m(n)—?g%)

“+o0o
En déduire la valeur de / e '1n (t) dt.
0

n t n “+o0
lim (1 - —) In (t)dt = / e 'In (t) dt
0 0

2. Montrer que :

Exercice 60 FEn justifiant [’égalité :

2 sin (nx) ot 1

Z = Z / t" ! sin (nx) dt = / Z t"tsin (nx) | dt
n 0 0

n=1 n=1 n=1

et en calculant la derniere intégrale, on obtient :

fsin(nx) T
n o 2

n=1

pour tout réel x € 10, 27].

1. Montrer que, tout couple de réels (x,t) dans Rx]—1,1[, la série Zt”_l sin (nx) est convergente
et calculer sa somme.
On notera f (z,t) cette somme.

2. Montrer que, pour tout réel x € |0,7[, on a :

! T—
/Of(x,t)dt: 5
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3. Monter que, pour tout réel x € 10,2x[, on a :

fsin(nx) Tz
no 2
n=1

sin (nx
4. Montrer que la convergence de la série de fonctions ZL est uniforme sur tout segment
n

[a,b] C 10,7 et en déduire que, pour tout réel x € [0,2x], on a :

+o00 2

cos (nx T r(2m —x
3 (nx) ( )

n? 6 4

n=1
Exercice 61 Soient a < b deuz réels et (an),~;, (bn),~; deux suites réelles telles que :

Vz €la,bl, lim (a,cos(nz)+ b,sin(nz)) =0

n—-+o0o

Montrer que lim a, = lim b, =0 (lemme de Cantor).
n—-4o00 n—4o0o

On peut raisonner par l’absurde en utilisant une suite de fonctions définie par :

(@, c0s (ng) + by, sin (ngz))?
RS

fr (z) =

ou la suite d’entiers (ny),, est judicieusement choisie.

Exercice 62 Transformation de Laplace

1. Soit f: R™* — C une fonction Lebesgue-intégrable.
Montrer que la fonction :

L(f):xeR"— +Oof(t)e_xtdt
0

est bien définie, continue sur RY et de limite nulle a l'infini.

2. Soit f : R — C une fonction Lebesque-mesurable et bornée.
Montrer que la fonction L (f) est définie, de classe C* sur RT™* et de limite nulle a l'infini.
+00
3. Soit f : Rt — C une fonction continue telle que f (t) dt soit convergente (ce qui ne signifie

0
pas nécessairement que [ est intégrable sur RT).
Nous allons montrer de deur maniéres différentes la continuité de la transformée de Laplace
+
sur RT.

(a) On désigne par R la fonction définie par :
+oo
Ve e RT, R(z) = f@)dt

T

. Montrer que pour tous réels x >0 etv >u >0, on a :

[ dt] < 3sup| R (1)

t>u

ii. En déduire que la fonction L (f) est bien définie sur RT.
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11. Montrer que pour tout entier n > 1, la fonction :
n
F,:reR" — / f(t)e ™ dt
0

est continue sur R™ et en déduire que L (f) est aussi continue sur RT.
(b) Montrer que pour tous réels x > 0 et v > u > 0, il existe un réel ¢, € [u,v] tel que :

/ Ue*“ ft)dt =e™ /u N f(t)dt

u

puis en déduire que la fonction L (f) est bien définie et continue sur R .

“+oo
Exercice 63 L’intégrale de Gauss / e dt.
0

“+o0o
On propose ici plusieurs méthodes pour calculer la valeur de l'intégrale de Gauss / et dt.
0

1. On considére les fonctions F et G définies sur R™ par :

F(z) = (/Oxe_t2dt>2, G (z) :/J%dt

(a) Montrer que ces fonctions sont de classe C* sur R et que F' + G’ = 0.

(b) En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss.
2. Soit f la fonction définie sur R™* par :

1

Vte RT™, f(t) = ———
7 VE(1+1)
(a) Montrer que la transformée de Laplace de f :
+00
L(f):z€eR" f(t)e ™ dt

0

est bien définie, continue sur R* et de limite nulle en +oo.

(b) Montrer que L (f) est de classe C* sur RY* et solution d’une équation différentielle de la

forme y —y = _ﬁ7 ou A est une constante réelle.

(¢) Résoudre cette équation différentielle et en déduire la valeur de l'intégrale de Gauss.

3. Soit f la fonction définie sur Rt par :

+oo —xt?
flz) = /0 C _at

1+ t2
(a) Montrer que f est continue sur R* et de classe C' sur R**.

(b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 1 et en déduire la valeur

de l"intégrale de Gauss.
R 2
IR = / e_t dt
0

26
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(a) Montrer que :
[IQ% = 2// 6_(x2+y2)d$dy
Tr

TR:{(x,y)ER2|0§y§x§R}

ou :

(b) Montrer que :
T 2
I%f — Z — /4 e_cosl.:;(G) de
4 Jo

et en déduire la valeur de lintégrale de Gauss.

(a) Montrer que :
2

2 2 Foo 2
// e~ (=%t )dxdy = (/ et dt)
(R+)? 0

(b) Calculer / / e_(x2+y2)dxdy en utilisant les coordonnées polaires et en déduire la valeur
(R+)?
de lintégrale de Gauss.

6. On désigne par (W), oy la suite des intégrales de Wallis définies par :

Vn € N, VVn:/2 cos” (t)dt:/2 sin” (t) dt
0 0

(a) Montrer que :

7
W, - —
a——+o00 2n
, n+1 . .
(on vérifiera que W, 1o = ?Wn, que la suite (nW,W,,_1), cn+ €St constante, puis que
n

Wn+1 S Wn S Wn—1)~
(b) Montrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel t € [0,4/n], on a :

2\ " 2\ — 1
(-5) == ()
n n

(c) Montrer que pour tout entier n > 1, on a :

Jn

VnWapiq < / e Vdt < VnWa(n_1)

0

(d) En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss.

(e) Pour tout entier n > 1, on désigne par p, la probabilité d’obtenir n fois pile et n fois face
sur 2n lancés indépendants d’une piece équilibrée.
Montrer que :

1.
n

2k — 1
Vn>1, p, =
n=1oe= 115
k=1
.
1 =4k —1 1 Wy, 2
\V/ >1, 2: = n_
n= P 1= M+ 1 Wangr 7

2n—|—1k ;
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1

Pn -
n——+oo ™

7. En munissant, pour tout entier n > 1, R™ de sa structure euclidienne canonique, calculer

/ o llell? g

Exercice 64 L’ intégrale de Dirichlet
+00 o3 t
On propose plusieurs méthodes de calcul de lintégrale de Dirichlet / %dt.
0

1.

+o0 400 :
cos (¢ sin (¢
(a) Montrer que pour tout réel a > 0 les intégmles/ ta( )dt et/ ta( )dt sont conver-
1 1
gentes.

sin ()

+o00o
(b) Montrer que l'intégrale / dt est semi-convergente.
0

a) Montrer que la transformée de Laplace L (f) de la fonction définie sur Rt par :
(a) q p p

sttt >0

1sit=0
vVt € RT, f(t) :{ sin ()

est bien définie, continue sur RY, de classe C* sur R™* et de limite nulle nulle a linfini.

(b) Caleuler L (f) (z) pour tout réel x € RT* et en déduire la valeur de l'intégrale de Dirichlet

+00 3
/ sin (t) it
0

t

+00 3 +0o (142
sin (¢ sin” (¢
(a) Montrer que, pour tout réel x > 0, les intégrales génémlisées/ Jdt et/ —(>2dt
o T+t o (x+2t)
sont convergentes et que ['on a :

+00 3 +0o  Li42
/ sin (¢) gt — 4/ sin (t)zdt
o T+t o (z+2t)
“sin (t)

dt est continue sur R™ et de classe C* sur
xr+t

+
(b) En déduire que la fonction x /
R ’

1
(¢c) Pour f:tw e montrer que la fonction L (f) est solution de l’équation différentielle

y'+y= = résoudre cette équation différentielle et en déduire la valeur de lintégrale de

+00 o3 t
Dirichlet / wdt.
0

b
(a) Montrer que pour toute fonction f de classe C' de [a,b] dans R, on a lim / f (x)sin (nx) dx =

n—-+oo
0.
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(b) Montrer que :

n €N, /2 sm((?n—i— 1)t)dt: m
0 sin (t) 2

(c) Aprés avoir justifié que :

t 2

Vn € N, /Ogsm(@”“mdt:f+/ogsin((2n+1)t)(1— ! )dt

t  sin(t)

montrer que :

t

+00 3
/ sin () R
0 2

Exercice 65 La méthode de Laplace

1. Soit f :]0,1[ = R une fonction Lebesque intégrable qui admet une limite finie ¢ en 17.

On se propose de montrer que :

1
lim n/ 2" f (x)de = ¢
0

n—-+o0o

1 !/ 1
soz'tque/a:"f(x)dx = sil#0 ou lim n/ 2" f(x)dr =0 si ¢ =0.
0 0

n—+oo N n—-+oo

1
(a) Montrer que lim 2" f (z)dx = 0.
n—+oo J,
(b) Montrer (2) dans le cas ot la fonction f est de classe C' sur le segment [0,1].

(¢c) Montrer (2) dans le cas général.

Exercice 66 Soient I, un intervalle réel d’intérieur non vide, a un point de I et f, g deux fonctions

intégrables de I dans R.
Montrer f = g presque partout si, et seulement si, / f(t)dt= / g (t)dt pour tout z € I.

Exercice 67

1. Sotent I un intervalle réel non réduit a un point et a € I.

On se donne une fonction mesurable bornée, f : I — R et on désigne par F' la fonction définie

sur I par :

vr e, F(x)_/xf(t)dt

Montrer que F' est lipschitzienne (donc uniformément continue) sur I et qu’elle est dérivable

en tout point o € I ou la fonction f est continue avec F' (x¢) = f ().

2. Montrer que si f : [a,b] — R est une fonction dérivable de dérivée bornée, alors f' est intégrable

sur [a,b] et :

[ rwa=ro-f@

11
3. En considérant la fonction [ définie sur {—5, 5} par f(0) =0 et :

1@ =g (3)

pour x # 0, vérifier que le résultat précédent n’est plus valable pour f dérivable de dérivée non

bornée.
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Exercice 68 On désigne par H le demi-plan complexe défini par :

H={z€C|R(z) >0}

t

1. Montrer que, pour tout nombre complexe z, la fonction t — t*~Le=t est intégrable sur]1,+oo].

2. Soit z un nombre complexe. Montrer que la fonction t — t*~te™" est intégrable sur |0, 1[ si, et
seulement si, z € H.

La fonction gamma d’Euler est la fonction définie sur H par :
“+oo
VzeH, T'(z)= / t* e tdt
0

3. Montrer que :
1
ra)=1 etF(§) =/
4. Montrer que la fonction gamma vérifie I’équation fonctionnelle :

VzeH, I'(z+1) =2I'(2) (3)

5. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

T(n+1)=n! etP(n+_) _

(a) Soient z et o deux nombres complexes. Montrer que la fonction t — T est intégrable
sur 10, +oo[ si, et seulement si, (z, o) € H2.
(b) Montrer que :

+o0 tzefat

dt=T(z+1)((z+1,a)

t

V(z,a) € H x RT, /

0 —e

ot ( est la fonction dzéta de Hurwitz définie par :

+oo
1
V(z,a) EH xR ((z+1,a) =
(2.0 et =d o

En particulier, pour a =1, on a :

+o00 t?
VzEH,/ o 1dt:F(z+1)C(z+1)
o _
ot C est la fonction dzéta de Riemann.
7. Pour tout entier n > 1 et tout z € H, on note :

nln®

z(z+1)---(z+n)

n t n
VzeH, / <1 - —> =7t = I, (2)
0 n
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(a) Montrer que :



(b) En déduire que :

(formule d’Euler).

8. Montrer que : .
)
s01t :
2n 1 220
() i vm v
(formule de Wallis).

(a) Montrer que, pour tout entier n > 1 et tout z € H, on a :

() =2 (14 5.5 ) 2 Gl )

Tont1) T L)

(b) Montrer que, pour tout z € H, on a :

=T e

(formule de Legendre).
10. On désigne par f la fonction définie sur RT™* x R par :

0siu<—yx
V(z,u) € R" x R, Ju) = v
(z,u) f(z,u) (1+%) T giy > /T

(a) Montrer que pour tout réel z >0, on a :

—+00

F(m+1):\/5<§>z (x,u)du

—00

(b) Montrer que, pour tout réel u, on a :

w2

:cl—lgri-loo f (ZE, u) e’

(¢c) Montrer que pour tout (x,u) € [1,+00[ X R, on a :

w2

ez stu<(0
(I+u)e ™ siu>0

0< f(z,u) SSO(U)Z{
(d) En déduire la formule de Stirling :
X x
1) o Vo ()

Pour x = n entier naturel non nul, on retrouve la formule usuelle :



11.

12.

15.

1.

Montrer que la fonction gamma est continue sur H et indéfiniment dérivable sur R™* avec pour
tout entier naturel non nul n et tout réel strictement positif x :

™ (z) = / - (In ()" t* e tdt

En utilisant I’équation fonctionnelle (3), montrer que la fonction T' peut étre prolongée en une
fonction continue sur C\ Z~ et que ce prolongement vérifie la méme équation fonctionnelle.
Pour tout z € C\ Z~, on notera encore I' (2) ce prolongement.

Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :

La formule des compléments.
On désigne par ¢ la fonction définie sur H par :

Vz € =

et par D la bande ouverte du plan compleze définie par :
D={ze€C|0<R(z) <1}

(a) Montrer que, pour tout z € D, on a :

/;w E = o)+ (1—2)

1 tz—l

dt

14+t
(b) Montrer que, pour tout z € D, on a :

FETA=-2)=¢()+el-2)

(¢c) Montrer que, pour tout z € H, on a :

(e) Montrer que, pour tout nombre complexe z € C\ Z et tout réel t € [0, 7], on a :

cos (zt) = sin (r2) (l — 222 (=1)" Cos (nt)>

T z n? — 22

(f) Montrer que, pour tout z € C\ Z, on a :

T
'r{—-z =
(2) (1 =2) sin (72)
(9) Montrer que, pour tout z € C\Z, on a :
v
T () (—2)= ——
()T(=2) zsin (7z)

(h) En déduire que, pour tout z € C, on a :

i1 (1 2)

n=1
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— VII — Théoremes de changement de variables et de Fubini sur R”

Rappelons les théoremes de Fubini et de changement de variables.

Pour les fonctions mesurables positives, on dispose du théoreme de Fubini-Tonelli utile pour jus-
tifier 'intégrabilité d’une fonction de plusieurs variables.

On place sur R?” x RY muni de la mesure de Lebesgue.

Théoréme (Fubini-Tonelli) : Pour f : R? xR? — R* mesurable, toutes les intégrales considérées
ci-dessous ont un sens et on a 1’égalité dans R+ :

/[ @) dady = s ( [ ) d:c) = [ ( [ @) dy) da

Théoréme (Fubini-Lebesgue) : Une fonction mesurable f : R? x R? — C est intégrable si, et

seulement si :
/ ( f(zy) dzx) dy < +o00
R4 RP

les roles de x et y pouvant étre permutés.
Dans ce cas, on a :

//]Rpwf(x,y) dudy = /R ( [ ) dx) dy = /R ( LY dy) da

Théoréme (changement de variables) : Soient U,V deux ouverts de R" et ¢ : V' — U un
Cl-difféomorphisme.
En notant J, : x € V + det (dy (x)) le déterminant jacobien de ¢, une fonction mesurable f : U — C
est intégrable sur U si, et seulement si, la fonction (f o ¢)|J,| est intégrable sur V' et dans ce cas,
ona:

/Uf<y>dy=/Vf«o(x))u@(x)rdx

Exercice 69 Quelle est 'image de U = (Rif par Uapplication qui a (z,y) associe (v +y,y) ?
Montrer que cette application est un C'-difféomorphisme de U sur son image. En déduire la valeur

de /e_(”y)de dy.
u

Exercice 70

1. Montrer que la fonction f: (x,y) = e ¥sin (2zy) est intégrable sur [0,1] x R

+00 31,2 -y
2. En déduire la valeur de / M dy.
0 Y

Exercice 71 Soient a et b deux réels tels que —1 < a < b.
1. Montrer que la fonction f : (x,y) — y* est intégrable sur le rectangle [a,b] x [0,1].
b
y -y

1 a
2. En déduire la valeur de / —dy.
o In(y)

Exercice 72 La fonction f : (z,y) — e *sin (z) sin (y) est-elle intégrable sur (Ri)Z ?

Exercice 73 Soit f la fonction définie sur R =10,1[* par :

flz,y) =

r—y
3
2

(22 +y?)
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1. La fonction f est-elle intégrable sur R ?
1
2. Calculer une primitive de ——— sur R.
(1+412)>
3. Calculer, pour tout y € ]0,1] :

w@—lfmwm

[ ([ rwsayars [ ([ resa)a

Exercice 74 Soient f, g les fonctions définies sur R = 10,1 par :

4. Montrer que :

22 — g2 2?2 — y?

et glx,y) = ——

f(r,y) =

1. Montrer que f est intégrable sur R et calculer /f (z,y) dzdy.
R
2.
(a) Calculer, pour tout y € 10,1] :

(b) Calculer :

et conclure.

Exercice 75 Fonction Béta.
On désigne par ‘H le demi plan complexe défini par :

H={ze€C|R(z) >0}

v—1

1. Soient u,v deux nombres complexes. Montrer que la fonction t — t“~1 (1 —t)
sur |0, 1[ si, et seulement si, (u,v) € H?.
Définition : la fonction béta (ou fonction de Bessel de seconde espéce) est la fonction définie
sur H? par :

est intégrable

1
V(u0) € H2, B (u,v) = / Pl (1 — )
0
2. Montrer que, pour tous nombres complexes u,v dans H, on a :

B (u,v) = B(v,u) et B(u+1,v) =

B
u—+ v (u,v)

3. Montrer que, pour tous nombres complexes u,v dans H, on a :

lim n"B(u,v+n+1)=T (u)

n—-+4o0o

['(u)T (v)

4. Montrer que, pour tous nombres complezxes u,v dans H, on a B (u,v) = )
I' (u+v)

5. Calculer B (n+1,m+ 1), pour n,m entiers naturels.
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— VII — Variables aléatoires

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé.
Une variable aléatoire réelle est une fonction mesurable X de (2,.4) dans (R, B (R)).
La loi de X est la mesure de probabilité Py définie sur (R, B (R)) par :

VB € B(R), Px (B) =P(X € B)

(mesure image de P par X).
Si p est une mesure de probabilité sur (R, B(R)), on dit qu’une variable aléatoire réelle X sur
(Q, A, P) suit la loi u, si Px = p et on note alors X < p.

Une variable aléatoire X : (2, 4, P) — (R, B(R)) est dite intégrable si / | X| dP < 400 et dans
Q

/XdIP

Pour X a valeurs positives, on peut définir E (X) qui est éventuellement infini.
Cette espérance dépend de P et devrait étre notée Ep (X).
Le théoreme de transfert nous dit que :

ce cas son espérance est le réel :

R
ou Py est la loi de X, c’est-a-~dire la mesure de probabilité définie sur (R, B (R)) par :
VB e B(R), Px(B)=P(X € B)

(mesure image de PP par X).
On note £ (©2, A, P) 'ensemble de toutes les variables aléatoires réelles intégrables sur (Q, A, P).
C’est un espace vectoriel et 'espérance E est linéaire.

Une variable aléatoire X : (2, 4,P) — (R, B (R)) est dite de carré intégrable si /XQd]P’ < 400
Q
(ce qui revient & dire que X2 € L' (Q, A, P)).

On note £? (€, A,P) I'ensemble de toutes les variables aléatoires réelles de carré intégrable sur

(Q,AP).
1
Si X, Y sont dans £2 (2, A,P) , alors XY est dans £ (Q, A, P) (ce qui résulte de | XY| < 3 (X2 +Y?)

et on a:

E(XY)| < VE(X?)VE(Y?)

(inégalité de Cauchy-Schwarz).

Il en résulte que £2(Q, A, P) est un sous-espace vectoriel de L' (Q, A, P) (Y =1 € L2(Q, A, P),
donc X = X -1€ LHQ,AP)si X € L2(Q,A,P)).

La covariance de X et Y dans £2(Q, A, P) est le réel :

cov (X, V) =E((X —E(X)) (Y —E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y)
et la variance de X € £*(Q, A, P) est le réel :
V(X)=E((X -E(X))") =E(X?) - (E(X))"

Pour X € L' (2, A,P), on peut définir V (X) qui est éventuellement infini.
De T'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les espérances, on déduit que :

[cov (X, V)| < VV (X)V/V (Y
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I’égalité étant réalisée si, et seulement si, il existe un réel a > 0 et un réel b tels que ¥ = aX + b
presque strement (i. e. P(Y =aX +b) =1).

La fonction de répartition d’'une variable aléatoire X : (Q, A,P) — (R, B (R)) est la fonction de
répartition de sa loi Py définie par :

Ve € R, Fx (z) =Px (]—00,2]) =P (X < x)

Deux variables aléatoires ont la méme loi si, et seulement si, elles ont la méme fonction de
répartition puisque B (R) est engendré par les intervalles de la forme |—oo, x].
La fonction de répartition F'x est croissante avec, pour tout réel x :

t—axt t—x—
t——00 t—+00

et 'ensemble Dy = {x € R |P({z}) > 0} de ses points de discontinuité est dénombrable.(exercice
19).

Une famille (Xj), .., de variables aléatoires réelles sur (€2, A, P) est indépendante si, et seulement
si, pour tout famille (By), ., de boréliens, on a :

P (ﬁ (Xk S Bk)> = ﬁ]P (Xk; S Bk)

k=1 k=1

Une variable aléatoire réelle X est dite a densité si sa loi Py est a densité, c’est-a-dire qu’il existe
une fonction mesurable fx : R — R™ telle que pour tout borélien B de R, on a :

IP’(XGB):IP’X(B):/RlB(:v)fX(x)dx:/fo(:v)dx

(intégrale de Lebesgue).
Cette densité est uniquement déterminée modulo 1’égalité presque partout.
En particulier, on a :

/fo(x)dx:]P’X(R)zl

donc fx est Lebesgue-intégrable.
Pour tous réels a < b, on a :

Pa<X<b)=Pla<X<bh)=Pla<X<b)=Pla<X<b)

/ fx (@
+oo

Pa<X)=Pla< X)= fx (z)dx

et :
FX(a):P(azX):IP’(a>X):/_ fx (2) da

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de densités respectives f et g, la variable
aléatoire X + Y est alors de densité h définie par :

/f (x —t)dt = /Rg(t)f(ﬁ—t)dt

La fonction h est le produit de convolution de f et g et est notée f x g.
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Exercice 76 Soit (2, A,P) un espace probabilisé.
Montrer que :

1. pour tout X € L*(Q, A,P), on a :

E(X1)

Va >0, P(|X|>a) <
(inégalité de Markov) ;
2. pour tout X € L' (Q, A, P), on a :
P(X>a)=1)= (E(X)>a)
PX <a)=1)= (E(X) <aq)
P(X =a)=1)= (E(X)=q)

3. pour toute fonction strictement croissante ¢ : RT™ — RT et tout X € L (Q, A,P), on a :

Yo >0, P(X] > a) < T2 XD
@ ()
4. pour tout X € L2(Q, A,P), on a :
V(X)

Va >0, P(IX —E(X)| > a) <

o

(inégalité de Tchebychev) ;

5. pour toutes variables aléatoires X,Y dans L' (2, A, P) telles que X > 0,Y >0 et XY > 1
presque surement, on a :
EX)E(Y)>1

6. pour tout X € L1 (Q, A, P) telle que X > 0 presque sirement, on a :
EXE(~) >1
x) =

Exercice 77 Soit (2, A,P) un espace probabilisé.

1. Montrer que, pour tous A, B dans A, on a :

(a)
E(14) = P(4), cov (1, 15) = P(AN B) = P(A)P(B), V(Ly) = P(4) (1 - P(4))
(v) 1
P(ANB)—P(A)P(B) <,
(c)

P (B) -P(A)]| <P(AAB)

2. Soit (Ak),<p<, une suite d’éléments de A.
En utilisant la formule de Poincaré pour les fonctions indicatrices, montrer que :

P(O Ak) Izn:(—l)k_l Z P(A, N---NA)

k=1 1< << <n

(formule de Poincaré).
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Exercice 78 Soient (2, A, P) un espace probabilisé et (Ay), o une suite d’événements.

On rappelle que :
limsup A,, = ﬂUAk et liminf A, = UmAk
norteo neNk>n e neNk>n

Montrer que :

P (lim inf An> <liminfP (4,) < limsupP (A,) <P (lim sup An>

n—+00 n—+00 n—+o00 n—+o00

Exercice 79 Soient (2, A,IP) un espace probabilisé et (A,), oy une suite d’événements mutuellement
indépendants.

1. En notant P (A) la probabilité qu’aucun des événements A, ne soit réalisé, montrer que :

P(A) <exp( ZIP’ >

2. En déduire que :

<]P’ (DOAn> = 1) & (Jio]P’(An) = +oo> & (io In(1-P(4,)) = —oo>

Exercice 80 Soit X une variable aléatoire réelle de densité f sur un espace probabilisé (€2, A, P).
Montrer que, pour tout C'-difféomorphisme ¢ : R — Ja,b[ avec —oo < a < b < +00, la variable
aléatoire p (X) a pour densité la fonction g = f o ™! ’(gp‘l)/‘ 1y 0.

Préciser le cas ou @ est une fonction affine.

Exercice 81 Soient (22, A, P) un espace probabilisé, (X), <<, une famille finie de variables aléatoires
indépendantes sur (2, A,P) et (Fi),<p<, la suite des fonctions de répartition correspondantes.

1. Montrer que la fonction de répartition de la variable aléatoire X = 1H}€1£l Xy, est :

n

Fx=1-]](-F)

k=1

et que celle de la variable aléatoire Y = 1%;&2( X} est :

n
Fy =] [F
k=1
2. Montrer que, pour tous réels x <y, on a :

Pz <X <Y<y =[] (F) - F(2))
k=1
Exercice 82 Soit (2, A,P) un espace probabilisé.

1. Montrer que pour toute variable aléatoire réelle X sur (Q, A,P), on a :

VB € B(R), { E (15 ()5) P(XcB)

En particulier, on a :
Vr € R, Fy (x) =K (1]_00@} (X))
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2. Montrer que pour toute variable aléatoire réelle X sur (2, A,P) admettant une densité f, on
a:

VB € B(R), E(lB(X)):/Bf(x)dx

3. Soient X wune variable aléatoire réelle sur (0, A, P) et p = anan : R — R* une fonction

neN
borélienne positive (les b, sont des réels positifs et les B, des boréliens).

Montrer que :
E(p (X)) = anP (X € B,)

neN
dans R,
4. Soient X une variable aléatoire réelle sur (2, A,P) admettant une densité f et p : R — R une

fonction borélienne telle que ¢ (X) soit intégrable.
Montrer que :

E<w<X>>=/Rso<x>f<x>dx

(théoréme de transfert).
Pour ¢ (x) =z, ot a > 0, la quantité :

E (X :/Rm“f(x)dx

est le moment d’ordre o de X.
Pour a > 1 et ¢ (z) = (x —E (X)), la quantité :

E((X —E(X))") = / (r—E (X)) f (x) d

est le moment centré d’ordre o de X.

5. Soit (X),<p<,, une famille finie de variables aléatoire réelle indépendantes sur (Q2, A, P).

(a) Montrer que, pour toute famille finie (By,), <<, de boréliens, on a l’égalité dans R :

E (HlBk (Xk)> = [[E@s (X0)

(b) Montrer que, pour toute famille finie (pr), 4, de fonctions étagées de R dans R*, on a

l’égalité dans R :
E (H@k (Xk)> = HE(% (X&)

k=1
(c) Montrer que, pour toute famille finie (¢r),<y<, de fonctions boréliennes de R dans R,
on a Uégalité dans RF :

E (ngk (Xk)) = HE(SOk (X&)

k=1

(d) Montrer que, pour toute famille finie (¢x), <<, de fonctions boréliennes de R dans R telle
que chaque variable aléatoire i (Xx) soit intégrable, on a [’égalité dans R :

E (Hiﬂk (Xk:)> = HE(% (X&)
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6. Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, A,P). Montrer que pour toute fonction borélienne
bornée v : R — R, la variable aléatoire o (X) est intégrable.

7. Soit (Xi),<p<, une famille finie de variables aléatoire réelle sur (2, A,P).
Montrer que cette famille est indépendante si, et seulement si, pour toute famille finie (Yr);<p<,
de fonctions boréliennes bornées de R dans R, on a :

E (H% (Xk)> — HE (r (X))

k=1
Exercice 83 Soit X une variable aléatoire réelle positive sur un espace probabilisé (2, A, P).

1. Montrer que, pour tout réel a > 0, la fonction x — x*P (X > z) est Lebesque-mesurable sur
R+*.

2. Montrer que, pour tout réel a > 0 et tout w € €2, on a :
X w a+1
/ 37&1(X>x) (w) dr = &
R+:*

a+1
3. Montrer que X admet un moment d’ordre o > 1 si, et seulement si, la fonction x — 2P (X > x)
est Lebesque-intégrable sur RY* et dans ce cas, on a :

E(X%) = a/ 2 P(X > 2)dx
R+

Exercice 84 Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, A, P) .
On dit que X est sans mémoire si :

V(z,y) ERT xRT, P(X >2+y)=P(X >2)P(X > )
1. Montrer qu’une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de paramétre X\ > 0 est
sans mémoire.
2. On se donne une variable aléatoire sans mémoire X de fonction de répartition Fx.

(a) Montrer que P (X > 0) =0 si, et seulement si, P(X > z) = 0 pour tout réel x > 0.
(b) En supposant que P (X > 0) > 0, montrer que X suit une loi exponentielle.

Exercice 85
1. Soit P(X) = aX? —2bX + ¢ un polynome réel de degré 2 avec a > 0.

Calculer :
/ e PO gt
R

2. Montrer que si X1, Xo sont deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois normales
de paramétres respectifs (py,01) et (p2,02), alors la variable aléatoire X1 + Xo suit une loi

normale de paramétres (ul + po, \/0F + 05) .

3. Soit (Xk),<p<, une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout k compris
entre 1 et n, X}, suit une loi normale de paramétres (jug, o) € R x RT*.
n n
Montrer que la variable aléatoire ZX’“ suit une loi normale de parameétres Zpk,
k=1 k=1
En particulier, dans le cas ou les X suivent toutes une méme loi normale de parametres
(u,0) € R x RY* la variable aléatoire :

Y = ﬁ (kZ;Xk —nu)

suit une loi normale centrée réduite.
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Exercice 86 On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi gamma de parametres a > 0 et
A > 0 st elle possede une densité définie par :
)\[l

VtER, far(t) = mt“—le—”lw ()

On note X — T'(a, ).

1. Montrer qu’une variable aléatoire réelle X qui suit une loi T (a, \) admet une espérance et une
variance données par :

a a
EX)==eV(X)=—
()= etV(X)= 3

2. Soit (Xk)1§k§n une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout k compris

entre 1 et n, X suit une lot gamma de parametres ap > 0 et A > 0.

Montrer que la variable aléatoire X = ZXk suit une loi gamma de parametres a = Zak et
k=1 k=1
A
3. Soit (Xi) <<, une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout k compris
entre 1 et n, Xy suit une loi exponentielle de parameéetre X\ > 0.
n

Montrer que la variable aléatoire X = ZXk suit une loi gamma de parameétres n et \.
k=1
4. Soit (Xk)lgkgn une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout k compris

entre 1 et n, X, suit une lot normale centrée réduite.
n

n 1
Montrer que la variable aléatoire ZX,? suit une loi gamma de parametres 5 et 7
k=1

Exercice 87

1. Soient a < b deux réels et f une fonction continue de [a,b] dans R que l'on prolonge en une
fonction continue sur R en posant f(x) = f(a) pour tout x < a et f(x) = f(b) pour tout
x> b.

On suppose que, pour tout réel x € [a,b], on dispose d'une suite (Y, 1), oy de variables aléatoires
réelles sur un espace probabilisé (2, A,P), toutes de carrées intégrables et telles que :

VneN, E(Y,,) =z
lim V(Y,,) =0
n—-+o0o

la convergence étant uniforme sur [a,b] .
Montrer que :

lim E(f(Y,.) = f (2)

n—-+0oo
la convergence étant uniforme sur |a,b] .
des

2. On se donne une fonction continue f : [0,1] — R et on lui associe la suite (By)
polynomes de Bernstein définie par :

Vn e N°, Vo € [0,1], B, (z) = kzi%f (%) (Z) (1 )

Montrer, en utilisant le résultat de la question précédente, que la suite de fonctions polynomiales
(Bn)pens converge uniformément vers f sur [0,1].

neN*
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3. On se donne un réel a > 0 et une fonction continue f : [0,a] — R que l’on prolonge en une
fonction continue sur R™ en posant f (x) = f (a) pour tout x > a.

On lui associe la suite de fonctions (uy), oy définie par :

400
k k
Vne N, Vo e (0,d], u, (@) =Y f (;) o
k=0 '

(a) Montrer que, pour tout entier n € N*, la fonction u,, est bien définie et continue sur [0, al .

(b) Montrer que la suite de fonctions (uy,) converge uniformément vers f sur [0, a] .

neN*

— IX — Espaces LP

Soit (X, A, 1) un espace mesuré.
Pour 1 < p < oo, LP = LP (X, A, ) est I'ensemble des fonctions mesurables de X dans C telles
que :

/ P dp < +o0
X

Grace al'inégalité de Minkowski (qui se déduit de I'inégalité de Holder), on vérifie que LP (X, M, 1)
est un C-espace vectoriel.

L = L (X, A, n) est 'espace vectoriel des fonctions qui s’écrivent comme la somme d’une
fonction mesurable bornée et d'une fonction nulle presque partout.

Une fonction f € L (X, A, u) est de la forme f = g + h ou g est mesurable bornée et h = 0
presque partout.

On a donc |f| < ||g||,, = sup |f (x)| presque partout.

zeX

Réciproquement s’il existe un réel M > 0 tel que |f (z)| < M pour tout z € X \ A ot A est une
mesurable de X de mesure nulle, on peut écrire que f = g+ h avec g = f - 1x\ 4 mesurable bornée

et h = 14 est nulle presque partout.

LP (X, A, p)
————— 0t X t
N (XA ) ou N (X, A, i) es

le sous-espace vectoriel de £ (X, A, 1) formé des fonctions nulles presque partout.
Une fonction f € LP (X, A, i) est identifiée & sa classe d’équivalence f € LP (X, A, ).
Pour f =g+ h € L ou g est mesurable bornée et h est nulle presque partout, on a f =g dans

L et |[flloo = llgll = Sup g ()]
Pour 1 < p < 400, I'application :

ferres |, = (/X If\”du)p

est une norme et ’espace <Lp, Il Il p) est complet.

Pour 1 <p < oo, LP = L? (X, A, ) est I'espace vectoriel quotient

Pour 1 < p < +00, 'ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans £7 (R, B (R), \),
ou A est la mesure de Lebesgue. R
La transformée de Fourier d’une fonction f € £! est la fonction f définie sur R par :

—+00

f(x) = f(t)e ™ at

Pour toute fonction f : R — C, on désigne par Supp (f) 'adhérence dans R de I’ensemble des
réels x tels que f(x) # 0, soit :

Supp (f) = f~1(C¥)
On dit que f est a support compact si Supp (f) est compact.
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Exercice 88

1 1
1. Soient p,q deux réels strictement positifs tels que — + — = 1.
p
Montrer que :

1 1
V(z,y) € (RT), 2y < =2 + —y
p q

,
1

2. Soient r un entier naturel non nul, py,- -+ , p, une suite d’éléments de [1,+o0] telle que Z— =
Pk

1 et, pour tout k compris entre 1 et r, fr une fonction dans LP (R).
T

Montrer que la fonction f = ka est dans L' (R) et que ||f|; < H £, -
k=1

k=1
Exercice 89 On se donne p € [1,00].

1. Montrer que, si f,g sont d valeurs réelles et dans LP, alors max (f, g) et min (f,g) sont aussi

dans LP.

2. Soient (fn)en € (Gn)nen deus suites d’éléments de LP a valeurs réelles qui convergent dans
L? vers f et g respectivement.
Montrer que les suites (max (fn, gn)) ey €t (Min (fr, gn)),en convergent dans LP vers max (f, g)
et min (f, g) respectivement.

1 1 1 1 1
3. Soient q € [1,00] tel que —+ — <1 et r € [1,00] défini par — = — + —.
p q r p g

(a) Montrer que si f € LP et g € L%, on a alors fg € L" et || fgll, < fl, llgl, -

(b) Si (fn),en €t une suite d’éléments de LP qui convergent dans LP vers f et (gn),cy une
suite d’éléments de LY qui convergent dans L vers g montrer alors que (fngn), ey converge
vers fg dans L.

4. On suppose que p est fini. Si (fy),cy converge vers f dans LP et si (gn), oy €5t une suite bornée

dans L™ qui converge vers g presque partout, montrer alors que ( fngn)neN converge vers fg
dans LP.

Exercice 90 (X, A, u) est un espace mesuré avec 0 < p(X) < +oo.
1. Montrer que pour 1 < p < q < +o00, on a LI C LP et que :

vEe L9 |Ifl, < 1N, (e (X)) s

2. Soit f € L non identiquement nulle.

(a) Montrer que :
limsup || f]l, < [|fllo

p—+0o0

(b) Montrer que :
Vo € ]07 ”J ||oo[7 liHliIlf ||J ||p Z o
p——+o00

(on pourra utiliser 'ensemble Ay = |f|" (Ja, +00])) et en déduire que :

Tim 151, = 1]

3. Montrer que :

Eooz{feﬂﬁp]sull)|]f|]p<oo}

p>1 p>
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4. Donner un exemple de fonction f € ﬂﬁp telle que f ¢ L.
p=>1

Exercice 91 R™* est muni de la tribu de Borel et de la mesure de Lebesque.

On se donne un réel p € ]1,00[ et ¢ =

1

P N est l'exposant conjugué de p (on a q € |1,00[ et
1

Z4-=1)

p

q
1. Montrer que, pour toute fonction f € LP (RT* R), on peut définir la fonction F sur R™ par :

F(0)=0
Vr € R+, F(z) :/xf(t)dt

et que cette fonction est uniformément continue sur R7.
A toute fonction f € LP (R** R), on associe la fonction ® (f) définie sur R* par :

Vz € RT, @(f)(x):%/oxf(t)dt

2. On se propose de montrer ici que ® est une application linéaire continue de LP (RT* R) dans
LP (R, R) avec, pour toute fonction f € LP(R™* R), |0 (f)ll, < qllfll,, ce qui revient a

dire que :
1 T
— t)dt
| =] o

(a) Montrer que, si f : Rt — R est continue, a valeurs positive et a support compact dans
R*™*, la fonction ® (f) est alors dans LP (RT* R) avec :

< [ @l )

(inégalité de Hardy).

[ ew@ra=. @n@riwe

R+*
En déduire que, dans ce cas, l'inégalité (4) est vérifiée.

(b) Montrer que l'inégalité (4) est vérifiée pour f : RT* — R continue et a support compact
dans R?..

(¢c) Montrer que linégalité (4) est vérifiée pour toute fonction f € LP (RT* R).
(d) Soit (fn),>o la suite de fonctions définie par :

Vi > 2, Wt e R, f, (1) = 1771y, (1)

i. Calculer || f,l|, pour tout entier n > 2.

ii. Vérifier que, pour tout entier n > 2, on peut écrire | ()|} sous la forme :

1 (fu)lly = ¢ (un +In(n) + va)

" 1 1\" 1
(G-

ou :

et :



iii. Montrer que Uapplication ® est linéaire continue de L£P (RT* R) dans LP (RT* R)

avec .

p
@ e = —
1] = ¢ p—

Exercice 92

1. Soient f € L' (R,C) et g € LP (R,C) ou 1 < p < +00. Montrer que :
— pour tout x € R, la fonction t — f(x —1t)g(t) est intégrable sur R ;

— la fonction f *g: x> /f (x —t) g (t)dt est dans LP (R,C) ;
R

=W = gll, <A Mgl -
La fonction f x g est le produit de convolution de f et g.

2. Montrer que (L' (R,C),+,*) est une C-algebre commutative non unitaire.

1 1
Exercice 93 Soient f € LP (R,C) et g € LT(R,C) ou 1 <p,q < +o0 avec — 4+ — > 1.
p q

1 1 1
1. Justifier l’existence de r € [1,400| tel que — + — =1+ —.
P q r

1 1
2. Pour — + — = 1, montrer que le produit de convolution f *x g est bien défini et que f * g €

p q
L2 (R,C) avee || f *gllo < If1l, 19l -
1 1
3. On suppose que — + — > 1.
P q

(a) Vérifier que 1 < p,g < r < 400 et p' = br , ¢ = T sont dans [1,4+00] avec
r—p r—q

1 1 1
—+-+=1
p q r

(b) Montrer que, pour tout réel x, la fonction t — |f (x — t)]g lg (t)]g est dans L (R,R*),
la fonction t — |f (z — t)\l_g est dans LP (R,RT) et la fonction t +— |g (t)]l_g est dans
L7 (R,R).

(¢) En déduire que le produit de convolution f* g est bien défini et que fxg € L™ (R,C) avec
1f*gll, <Ifll, lgll, (inégalité de Young).

Exercice 94 Pour toute fonction f : R — C et tout réel a, on désigne par 7,f la fonction définie
sur R par 7,f (x) = f(a+ ).

1. Soit f: R — C une fonction continue et a support compact.

(a) Justifier lexistence d’un réel o > 0 tel que, pour tout réel h € [—1,1], on a |t f — f|] <
2 Hf”oo L—q,al-
(b) Montrer que, pour tout réel p > 1, on a }llirré |7nf = fll, = 0.
—

2. Montrer que, pour tout réel p > 1 et toute fonction f € LP(R,C), on a }llir% I f = fll, =0
—

(théoréme de continuité en moyenne dans LP).

Exercice 95 On appelle suite régularisante toute suite (o), oy de fonctions dans L' (R, C) telle
que :

- Vn e N, /an(t)dtzl;

R
— la suite (||, ]|;) est magjorée ;

neN
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— pour tout réel a > 0, on a :
lim lag, (£)]dt =0

n—-+00 |t|ZOé

1. On se donne une fonction a € L' (R,RT) telle /a(t) dt =1 et on lui associe la suite de
R

fonctions (aw,), - définie par :

Vn € N* VvVt € R, a,, (t) = na (nt)

Montrer que (o) est une suite régularisante.

neN*
2. Soit (), oy une suite régularisante dans L' (R,C) .

(a) Montrer que pour toute fonction f € L' (R,C) et tout entier n € N, la fonction f * a,, est
dans L' (R, C).

(b) Montrer que si de plus toutes les fonctions «,, sont continues a support compact, alors
pour toute fonction f € LY (R, C), toutes les fonctions f x a,, sont continues sur R.

(c) Soit f:R — C une fonction continue et a support compact.

i. Montrer que la suite (f * o), oy converge uniformément vers f sur R.

. Montrer que la suite (f * o,), oy converge vers f dans (L' (R,C), |-|[,) .

(d) Soit f € L' (R,C). Montrer que la suite (f * ov,), o converge vers f dans (L' (R, C), ||-||;) -

Exercice 96
1. Soit f € L} (R,C).

(a) Montrer qu’on peut définir la fonction fpar :
vxem,f@y:/f@n%mﬁ
R

Cette fonction fA est la transformée de Fourier de f.
(b) Montrer que cette fonction f est continue et bornée sur R avec Hf” < |[flly (ce qui se
o

traduit en disant que Uapplication f s [ est linéaire continue de (L' (R,C), I-l,) dans
(C) (R, C), [|]l.), ot CJ (R, C) est lespace des fonctions continues et bornées de R dans

C).
2. Montrer que, pour toute fonction f € L (R,C), on a :
lim f(z)=0
|z|—=+o0

(théoréme de Riemann-Lebesque).

3. Soient f,g dans L' (R,C). Montrer que f-q et f g sont dans L' (R, C) avec :
[1@5@de= [ F)gle)is
R R

4. Soient f,g dans L' (R,C). Montrer que f * g = f qg.
5. Calculer, pour tout réel a > 0, la transformée de Fourier de la fonction ¢, : t — e

6. Soit f € L' (R,C).

—at?
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(a) Montrer que, pour tout réel t, on a :

lim /Rf (x) e (e =int) gy /Rf (z) e™'dx

a—0t

(b) En supposant de plus que la fonction f est bornée et que sa transformére de Fourier f est
dans L (R, C), montrer que pour tout réel x, on a :

1=
x)=—f(—=x
F@) = 57 (~a)
(formule d’inversion de Fourier).
7. Soit (ay),en- la suite de fonctions définie par :
1
= —€ n
2m
(a) Calculer, pour tout entier n € N*, la transformée de Fourier a,, = a,, de a,,.

(b) Montrer que (aw,), - €st une suite régularisante.

(¢) Montrer que, pour toute fonction f € L' (R,C) et tout entier n € N*, on a :

Vn € N*, Vt € R, a,(t)

<ﬂmﬂ@:/%@f®ww

R

(d) En déduire la formule d’inversion de Fourier.
— X — Séries de Fourier

A toute fonction f : R — C périodique de période 1 et Lebesgue-intégrable sur ]0, 1], on associe
la suite (¢ (f)),cz de ses coefficients de Fourier exponentiels définis par :

1
Vn € Z, e (f) = / £ (t) 2y
0

Comme f est 1-périodique, elle est intégrable sur tout intervalle Ja,a + 1] et on a :

a+1
VneZ, ¢, (f) = / f(t)e 2™t

1
En particulier, pour a = 5 on a:

1

Vn ez, en(f)= | f(t)e %™t

SIS

ce qui est intéressant pour f paire ou impaire.
On note (Sy, (f)),ey 12 suite des sommes partielles de la série de Fourier de f définie par :

n

Vn € N, Vr € R, Sn (f) (;p) — Z Ck (f) €2i7rk:c

k=—n
et (15, (f)),,en la suite des moyennes de Cesaro des Sy, (f) définie par :
1 n
M EN, T (f) = > Se(f)

k=0
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Le produit de convolution de f : R — C périodique de période 1 qui est dans £'(]0,1[,C) et g
: R — C périodique de période 1 qui est dans L? (]0,1[,C) ot 1 < p < 400 est la fonction :

1
f*g:xGRrﬁ/ flx—1t)g(t)dt
0
Tenant compte de la 1-périodicité de f et g, le changement de variable y = x — t donne :
=/ fWgle—y)dy=gxf(z)
z—1

Cette fonction est périodique de période 1 et dans £ (]0, 1[, C) (voir 'exercice 92).
On note (Dy,), y la suite des noyaux de Dirichlet définie par :

VneN, Yz eR, D, Z e?imhe
k=—n
et (F), ey la suite des noyaux de Fejer définie par :
VneN, F, ! i D
n n=——
) Tl+-1 k

Exercice 97

1. Soit p : R — C une fonction périodique de période 1 et Lebesgue-intégrable sur |0, 1].
Montrer que, pour tout réel « > 0, on a :

1 no 1
lim — t)dt = t) dt
nirfmn/O v () a/OsO()

1 1
2. Soient 1 < p <400, 1 < q < +4o0 tels que —+ — =1 et p: R — C périodique de période 1 qui
p g
est dans LP (]0,1[,C).
En utilisant la densité de l’ensemble des fonctions en escaliers dans (Eq (J0,1[,C), ||||q> , Mon-

trer que pour toute fonction f € L£9(]0,1[,C), on a :

Jm [ ewroa= [ewa| o

3. Montrer que, pour toute fonction f: R — C périodique de période 1 et Lebesgue-intégrable sur
10,1[, on a :
lim ¢, (f)=0
[n]—+o0

(théoréme de Riemann-Lebesgue).

4. Montrer que, pour toute fonction f : R — C périodique de période 1 et Lebesque-intégrable sur
10,1[, on a :

n—-4o00 0

lim / |sin (7nt)| f (¢ /f
n—+00

Exercice 98 Soit f : R — C périodique de période 1 et Lebesque-intégrable sur]0,1[.

b [ sin® (ent) f (1) di = % / oy
0

et :
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1. Montrer que, pour tout entier naturel k, la fonction 0y définie sur R\ Z par :

sin (kmx)
T —
sin (7x)

se prolonge en une fonction continue sur R.

2. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout réel x, on a :

D, (x) = bopy1 ($)

sm 2n+1)7r(:c—t))d

Sn (f) (x) = (f = / i sin (7 (x — t))
Iy oy

sin (7t)

t

S

F () = n+1"

t

N

_ 1 /Olf(x—t)Sin2((n+1)m)dt

n+1 sin? (7t)

3. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout réel x, on a :

1

Sn(f)(w)=/02 (fx—t)+ f(z+1) sin ((2n + 1) wt)

dt
sin (7t)

1) (@) =y [ U=+ 7o) P

n+1 sin? (rrt)

4. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout réel x, on a :

ssin(@n+)m@—t) , 1
/0 snlr@—1) =3

et :

t= =
n+1 sin? (7 (x —t)) 2

5. Montrer que si f admet une limite a gauche et a droite en tout point, on a alors :

i 7, (/) (@) = L) F G

n—-+4oo 2

1 /5sin2((n+1)7r(x—t))d 1

6. On dit qu'un réel x est un point de Lebesque si f (x) est fini et :

haoh/ )ldt_o

Montrer que, pour un tel point, on a lim T, (f)(z) = f(x).

n—-+00
7. Montrer que si f est continue sur R, alors la suite (T},), .y converge uniformément vers f sur
R.

49



