-Correction-
Irrationalité de e

— I — Intégration par parties

. Soit ¢ : [a ; b] — R une fonction dérivable de dérivée ¢ continue sur [a ; b].
¢ est une primitive de ¢’ sur [a;b] donc :

[ at=[e0)] =) - ola)

a

. Soient u et v deux fonctions dérivables, & dérivée continue sur [a;b]. Alors uv est dérivable, &
dérivée continue sur [a;b] et pour tout ¢ € [a;b) :

(w) = (t)o <> u(t)'(t)

- o -
/

Jv
o' (t)v(t) de +/ u(t)v'(t) dt
[u(t)o (t)] _ ) dt + / ) dt

= / — ()}a—/a Jo(t) dt

— IT — Suites adjacentes

. Soit n €N, (V1 — Unt1) — (U — Up) = (Vng1 — Un) — (Upg1 — Up)-
Puisque (u,,) est croissante alors w, 1 — u, = 0.

Puisque (v,,) est décroissante alors v, — v, < 0.

Alors, (Vp41 — Vn) — (Un+1 — uy) < 0 et la suite (v, — u,) est décroissante.

. On suppose qu’il existe N € N tel que uy > vy. Puisque la suite (v, — u,) est décroissante
alors pour tout entier n > N, v, — u,, < vy —uy < 0.

Comme la suite (v, —u,,) est convergente alors hIJ’I_l (U, — up) < vy —uy < 0 ce qui contredit
n—-+00

le fait que la suite converge vers 0.

. On a démontré que pour tout entier n, uy < u, < v, < vo. Ainsi, (u,) est croissante majorée
par vy donc converge vers une limite que 'on note ¢ et ¥n € N, u, < ¢. De méme, (v,) est
décroissante minorée par ug donc converge vers une limite que ’on note ¢’ et Vn € N, ¢/ < v,.
Alors (v, — u,) converge vers ¢’ — { et vers 0. Par unicité, ¢ = £ et finalement Vn € N, u,, <
{ < v,

— IIT — Irrationalité de ¢
1 1
.7“0:/06 dx:[e]oze—l.

L= / (1 —z)e” dz. On note u et v les fonctions définies sur [0;1] par u(z) = 1 — x et

v(z) = e®. Ainsi définies, u et v sont dérivables, a dérivée continue sur [0;1]. Par intégration
par parties :

r o= [(1 — x)em]; — /01 (—1)e® dx

= 1 [e]]
= e—2



3. Soit n € N,

T'n

1(]1— )
= /( ?) e® dz
0

(1 — )t /1 (1 —z)"t! u(z) =e® u'(z) = e”
= 7 T —_ I S A X d
{ CES I S o TR A  pap (A=)t
1 11—zt V)= v@) = =T
 (n+1)! T /0 (n+1)! )e* dz u et v sont dérivables, a dérivée conti-
_ 1 b nue sur [0;1].
(n+1) "

4. Initialisation : n =0

0

1
D’apres la question 1., rg=e— 1< e = Z o + 7y

(&

k=0
Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang n, on montre qu’elle est vraie au rang n + 1.
n
1
= > —+r, HR
k!
k=0
1 + ! + ti ccédent
= — 4+ —— 47 uestion précédente
gl ey et P
n+1 1
— Z — + T'n+1
= k!

. "1
Conclusion : Vn € N| e = I;) il + 7.

5.(a) Vo € [0;1],Vn € N,

(b)

()

1—2x)" e
0 < d=@. e
n! n!
1 Ll —a)" Le
= /de < /()exdx < /—dx
0 0 n! o nl
e
= 0 < Tn < —
n!

Alors, d’apres le théoreme des gendarmes, la suite (r,,) converge vers 0. De plus, d’apres la
question 4., Vn € N, e = u,, + r,.
De ces deux résultats, on déduit que la suite (u,) converge vers e.

> (0 donc (u,) est strictement croissante.
1 1
(n+1)(n+1)!

ovn € N*, w1 —u, =
+1 n 1

ovn e N v, —v, = Upi1+

1
M+ D r D+ nxal
nin+1)+n—(n+1)?
n(n_%i 1)(n+1)!

n(n+1)(n+ 1)!
0

Alors (vy,) est strictement décroissante.

donc lim (v, —u,)=0.

ovn € N*, v, —u, = '
n xXn! n—+o00

Finalement, les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

On sait que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et que (u,) converge vers e. D’apres les
résultats de la partie -1I-, la suite (v,) converge aussi vers e et on a : ¥Yn € N*, u,, < e < v,.
De plus, les suites suites (u,) et (v,) sont strictement monotones donc : Vn € N*| u,, <
e < v,



(b) En appliquant 'inégalité précédente au rang ¢, on a :

U, < e < 1

1
= qu, < qle < q!<uq+q><q!>

= qlu, < qle < q!uq—l—a

a1 q
c) oqlu, = ¢! — = q X (qg—1) k + 1)| est un nombre entier.
q k'
k=0 " =
1
oqlu, + - <qlu, +1= q!uq < q!e < qlug+1
q
ogle = q!23 = (¢ — 1)!p est un nombre entier.
q

Ainsi qlu, et qlug + 1 sont deux entiers consécutifs et donc gle est un entier strictement
compris entre deux entiers consécutifs : absurde.

Finalement, 'hypothese de départ est incorrecte : e est irrationnel.



