-Correction-
Dichotomie et théoréme de Rolle

— I — Le théoréme des valeurs intermédiaires

1. Si I = [a,b] est un intervalle réel fermé borné et f une fonction continue de I dans R telle que
f(a) f(b) <0, alors I’équation f (z) =0 admet au moins une solution « € Ja, b .

2. (a)

(b)

Initialisation : pour n = 0.

+b
ap = a, bp =b et T st le milieu de [ao; bo).
. aop + b ag+ b
Slf< 02 O>>0alorsa1:a0,b1: 02 O,doncagaoéalébléboéb.
. ap+b
Slnon,alz%,blzbo,donca<a0<a1<bl<b0<b.

Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang n. En utilisant le méme raisonnement
que dans l'initialisation, on montre que la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : Vn € N, ag < a7 < by < by < b.
Les suites (a,) et (b,) ont été construites en utilisant le principe de dichotomie donc a

chaque étape, la longueur du segment [a,; b, est divisée par 2. Alors, pour tout entier n,
bo — ao

b, — a, = . Ainsi, la suite (b, — a,) converge vers 0.

D’apres le résultat démontré a la question 2.(a), la suite (a,) est croissante majorée par
b, donc elle converge : on note ¢ sa limite. De méme, (b,) est décroissante minorée par a,
donc elle converge : on note ¢ sa limite. Alors la suite suite (b, — a,) converge vers ¢/ — /.
D’apres la question précédente, ¢/ — ¢ = 0 et finalement, £ = ¢'.

Par construction, Vn € N, f(a,) < 0.

De plus, par continuité de la fonction f en ¢, la suite (f(a,)) converge vers f(¢).
En utilisant les deux résultats, on a : f(¢) < 0.

Par un raisonnement analogue avec la suite (b,,), on démontrer que f(¢) > 0.
Finalement, f(¢) = 0.

— IT — Le théoréme de Rolle
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Il semble que les suites (o) et (5,) convergent vers un réel ou la fonction change de sens
de variation.



b b— b
2. (a) Pour z € |a, a;—} ,onar+ 5 e {a;— ,b} , donc la fonction g est bien définie et
continue sur [a, b] .

Comme :

o (52) - (1 (5)- ) 01 (-2
_ <f<a3b> _f(a)> <]20(a)_f<a—21—b>>
-~ (r(“5%) - r@) <0

le théoreme des valeurs intermédiaires nous dit qu’il existe un réel a € {a,

g (o) =0.

a+b

} tel que

b— b b—
(b) Prenant § =« + ae{a—i— ,b},ona@—a: L et :
2 2 2
b—a
£~ Fla)=F(a+ 20) ~ Fl@) =g(a) =0
soit :
f(B) = f(a)
(c) Siae }a, a—i—b{’ on a alors f € } a;b,b{ et il suffit de poser (ay, 1) = (o, f) .
b
Sia=a,onaalors f = (1—21—, donc la fonction continue f : [a, 5] = |a, a—21— — R est telle
_ b—
que f (a) = f (B) et en conséquence il existe v < ¢ dans [a, (] tels que §—v = 5 5 ¢_ 1 a4
et f(7) = £ 1(0).
_ b—a b—a
Sia<y,onaalorsa <y <d§<b f(y)=f()etd—n = 1 < , donc
(v, B1) = (7, d) convient.
b— h—
Siy = a, onaalors § = a+ ¢ et fla) = f(9) = f<a—|—4a> avec f(a) =
fB)=rf <a ;L b) , donc f <a + b ; a) =f <a _2|— b> et considérant la fonction continue
b— b b— b
f: {ajt 1 a’ a—21— — R, on trouve [ay, £1] C |a + 1 a’ a—21— C |a,b[ tel que f1—a; =
b—a b—a
3 < tel que f(aq) = f(61) .
b

On procede de maniere analogue dans le cas ou o = ot et B =0.

3. On procede par récurrence sur n > 0.Les intervalles [ag, 5] = [a, b] et [a1, 51] sont construits.

Supposant le résultat acquis jusqu’au rang n — 1 > 1, la question précédente
fonction continue f : [ay,_1,8,-1] — R nous assure de lexistence de [a,, 5]
répondant a la question.

4. Pour tout entier n € N*, on a :

a < p_1 <, <, <pPn1<b

appliquée a la
C ]an—hﬁn—l[

donc les suites (a,),,cy €t (Bn),ey sont strictement monotones et bornées. Il en résulte qu’elles
convergent vers ¢ et ¢ dans |a, b[ respectivement (de a < oy < o, < B, < /1 < b pour n > 2,



on déduit que a < ag <L <V < [ <b).
Faisant tendre n vers l'infini dans les égalités :

on obtient 0 < ¢ — ¢ <

Bn—l — Qp—1

VneN, 0<fB,—a, < 5

_

,s0it £ — 0 =0et £ =1,

5. (a) Par stricte monotonie, on a a < v, < ¢ < 3, < b pour tout n € N*.

(b) Par définition du nombre dérivé.

(c¢) En se rappelant que f (o) = f(f,), on a :

FO) = flan) f(Ba) = SO _ (f(O) = faw)
f—Oén Bn_g ( _O‘n><5n )

<0

UpUpn =

donc :
0< (f(0)°= lim uyv, <0

n—-+o0o

soit (f/ (£))* =0 et f' () =
— IIT — Applications

f(b) = f(a)

On note h la fonction définie sur R par h(x) = P (

x —a)+ f(a). Alors h est une
fonction affine qui coincide avec f en a et b.

On note ¢ la fonction définie sur [a;b] par g(z) = f(z) — h(z). Ainsi deﬁnle g est une
fonction continue sur [a; b], dérivable sur |a; 0] et telle que g(a) = g(b) =
D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a; b] tel que ¢'(c) = 0.
b) —
Or v €lastf, () = f'(a) - 1O,

—a

Ainsi, ¢'(c) = f'(c) — W =0« f(b)— f(a) = (b—a)f'(c).

On suppose que f est croissante sur [a; b]. Soit ¢ €]a; b et x €]c; b]. Puisque f est croissante
sur [a; b] alors flx)—f(e) = 0
-1
T—c
Ly J@) = fO) > 0
Tr—cC €r — C
= flle) = 0

Réciproquement, on suppose f’ positive sur |a; b[. Soient o, 5 € [a;b] avec o < . D’apres
le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €]a; 8] tel que f(B8) — f(a) = (6 — a) f'(c).
Or f'(¢) =2 0 donc f(B) — f(a) = 0 et finalement f(8) > f(«a).

Raisonnement identique a celui de la question précédente.

Soient a, (3 € [a;b] tels que o < 3. f est continue sur [a; (], dérivable sur |a; B[. D’apres le
théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €|a; 8] tel que f(B8) — f(a) = (8 — a)f'(¢).
Or f'(¢) >0et B —a >0, donc f(B) > f(a).

Ainsi f est strictement croissante sur [a; b].

La réciproque du résultat précédent est fausse. La fonction cube est strictement croissante
sur R et pourtant sa dérivée s’annule en 0.



