-Correction-
Dénombrement, analyse combinatoire et
arithmétique

1 Coefficient binomial

Exercice 1 :

1. L’ensemble des parties de I'ensemble £ = {1,2,3} est :

{041}, {23, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }

Alors, il y a 1 partie a 0 élément, 3 parties a 2 éléments, 3 parties a 2 éléments et 1 partie a 3
éléments.

2.(a) I y a 6 tirages possibles : {Pique,Coeur},{Pique,Carreau}, {Pique,Trefle}, {Coeur,Carreau},
{Coeur,Trefle} et {Carreau,Trefle}.

4
(b) Ce nombre peut s’exprimer avec le coefficient binomial (2)

n
3. (a) En premiere S, on définit le coefficient binomial comme le nombre de chemins possédant p
p
succes dans un arbre de probabilités représentant un schéma de Bernoulli a n étapes.

(b) Cette définition est cohérente avec celle de ce probléme car on peut représenter la création d’une
partie d’éléments de E comme une répétition de n expériences a 2 issues : pour chaque élément
de E, I'élément appartiendra a la partie ou il n’y appartiendra pas. Ainsi, chaque chemin de cet
arbre représente une unique partie de E et I’ensemble des chemins a p succes est ’'ensemble des

parties de F a p éléments.
n n
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(b) ( > est le nombre de choix de p éléments parmi n. Or choisir p éléments qui constitueront une
p

partie ou choisir les n — p éléments qui n’appartiendront pas a cette méme partie revient au

R . (n n
méme. C’est pourquoi ( ) = ( >
p n—p

n
5. Il est cohérent, pour p > n, de poser ( > = 0 car on ne peut pas constituer une partie a p éléments
p

a partir d'un ensemble a n éléments si p > n.

Exercice 2 :

l.(a) llya (n

1) parties de F a p éléments contenant a.

—1
(b) Iy a (n ) parties de E & p éléments contenant a.
p



n
(c) lya ( ) parties de E a n éléments. Cet ensemble peut étre partitionner en deux : les parties
p

qui contiennent a et celles qui ne le contiennent pas. D’ou la relation :
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Exercice 3 :

1. (a) Iy a n choix possibles pour le premier élément de L, puis n — 1 pour le deuxiéme.
(b) En généralisant ce raisonnement, il y a n x (n — 1) x ... X (n — p + 1) p-listes d’éléments de E.
On a alors :

nx(n-—1)x..x2x1 o nl
n—p)xn—p—1)x..x2x1 (n—p)

nx(n—1)x..x(n—p+1)=

2.(a) lya <n> fagons de choisir une telle partie A.
p
(b) On peut former p! p-listes d’éléments de A.
(c) Ainsi, il y a p! x (n) p-listes d’éléments de E.
p

3. On a calculé de deux facons différentes p-listes d’éléments de E. On a alors :

s (n) n! o ) n!
P! = pl=
p (n —p)! p!(n —p)!
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4. La probabilité de trouver les six bons numéros est ( T ~ 0,00000007
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Exercice 4 :

1. Soit p € [0,n],

(nf’]) - <n—p>!<nni (n—p))!  (n —nz!aﬂp! - (Z)

2. Soit p € [1,n — 1],

§<n—1>zgx (n —1)! _n (n—1! ol _(n)

p\p=1) p (- n-1)—@-1) p "~ (p-Dn—p' pnr-p!



n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
( p >+<p—1> N p!(n—l—p)!+(p—1)!(n—p)!

_ (n=px(-1! px(n-1)!
pl(n —p)! pl(n —p)!

_ (a=D!'x(n—p+p)
n'p'(n—p)'

Exercice 5 :

1. (a+b)?=(a+b)(a+b)=a®+ab+ba+b*=a®+ 2ab+?
(a+0)® = (a+0b)?(a+0)
= (a®+ 2ab+V*)(a +b)
= a®+ a®b+ 2a%b + 2ab* + ab® + b?
= a®+ 3a®b + 3ab® + b3
(a+b)* = (a+b)>*(a+b)
= (a® + 3a*b + 3ab* + b*)(a + b)
= a* 4 a®b + 3a3b + 3a%b? + 3a?b? + 3a’b + 3ab® + ab® + b*
= a*+4a®b + 6a*V* + 4ab® + b
2. Initialisation : pour n =1
(a+b)=a+b
Zn: <n>a"b”’“ = <1>a0b1 + <1>a1b0 =a+b } = (a4 )" = Theo (i) a0
i \k 0 1
Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang n. Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.

(a+b)"™ = (a+b)(a+b)"

= (a+b " akpnk
k
k=0
_ (Z)ak-i-lbn—k +3 <Z>akbn—k+l
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= nTip b + Obn+1
<n+1>a +,; ko)” Lo )
n+1

— i<n+1>akbn—k+l
k=0 k

" (n
Conclusion : Ainsi, pour tout entier n non nul, (a + b)" = ( )ak’b”_k

De plus, on vérifie que la formule est vraie pour n = 0.



2 Le probléeme des anniversaires

Exercice 6 :
L(a) Ve €R, f(2)= (142" =3 <Z>xk
(b) f(1) = 2" = Zn( )

Or la somme dans le membre de droite compte le nombre de parties d’'un ensemble a n éléments

(plus précisément, elle compte le nombre de parties a 0 éléments, puis a 1 éléments, puis a 2
éléments etc...). Ainsi, le nombre de parties d'un ensemble n éléments est 2".

k=0
(b) En décomposant la somme suivant la parité de l'indice on obtient donc :

> (i) X)) = o

k=0 k=0
k pair k impair
n n
n n
o > (1) 2 () -
k pair k impair
n n
n n
o > (1) - = ()
k=0 k=0
k pair k impair

Finalement, il y a autant de parties de cardinal pair que de parties de cardinal impair.

3.(a) Vz € R, f(z) =n(l+a)"" kfj(”)kxk !
Jf( )

= f'(1) =n2" ! = <k> :

(b) F(-1)=0=3 (1 ’%( )

k=1
1. On répete n fois, de maniere indépendante, une méme expérience aléatoire a deux issues. On
considére comme succes ’évenement « la personne a la méme date d’anniversaire que Léonhard »,
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Exercice 7 :

1
de probabilité ——. On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de succes. Alors X suit

1
la loi B(n, —).
365
364\"

P(X>1)=1_P(X:0):1_<365>
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2. On résout Gn
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N 1 < 364>"
2 7 \365
1 364\"
& In(=) > In({ —
ngz) n(<365> )
1n(§)
=1 < n
ln(%)
1 1
Or ln(:m) ~ 252,7, donc g, > 2 a partir du rang 253.
n(3g5)

Exercice 8 :

1. Sin > 366, comme il n’y a que 365 dates d’anniversaires possibles alors nécessaires deux personnes
au moins ont la méme date d’anniversaire et donc p,, = 1.

2. (a) Pour la premieére personne, il y a 365 dates possibles , pour la seconde 364, etc... Ainsi, il y a
365 x 364 x ... X 365 —n + 1 dates possibles deux a deux différentes pour les n personnes.

(b) On suppose que chaque date est équiprobable, alors la probabilité que les n personnes aient des
dates d’anniversaires deux a deux différentes est

365 x 364 x ... x 365 —n+1 g§X§@5< X3%—mn—n
365" 365 0 365 0 7 365
__Tf%5—k
=0 365
n- k
= 11 0-5
k=0

(c) pn est la probabilité de I’événement contraire a celui étudié précédemment, on a donc : p, =

k
JR [
Hk—() ( 365
n n—1 k
3. (a) Soit n € N*, pps1 — pn = 1-r _a-Tra-2
n—1 k n k
- H (1 365 [1( 365
k=0 k=0
n . k
= (1-0 DB I RS e
3657 i 365
n—1 k
— i H (1 _
365 [ 365
> 0
Ainsi, la suite (p,) est croissante.
b) pste 1-T[a-L > !
P25 753657 7 2
1 o k
- S T o)
2 o 365



Initialisation : Affecter 1 a n
Affecter 1 a p

1
Traitement : Tant que p > 5

k
Affect 1——)a
ecter p x ( 365)ap
Affecter n+1an

Fin Tant que
Sortie :  Afficher n

3 Le petit théoréeme de Fermat

p—k)!  (p—k)
Ainsi p divise k! <z>

1. (a) k!(i):k!wp! ! =pX (-1 X X (p—k+1)

(b) Puisque p est un nombre premier et k est un entier compris entre 1 et p — 1 alors p est premier
avec k. Par application du théoreme de Gauss, on a :

p"‘f'@ = pl(k - 1)!(7;)

pANk=1

En appliquant ce raisonnement de maniere itérative, on montre que p divise (Z)

2 (4= <Z>xkypk

k=0
p

k) =0 (mod p), donc

Or, pour k compris entre 1 et p — 1, <

(x +y)f = (é))xoyp_o + (g)ﬂ’yp_p =2’ +y? (mod p)

3. Imitialisation : pour a = 0,

P _ (P —

Z:OO 0}:>apza(modp)

Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang a et on montre qu’elle est vraie au rang a + 1.
(a+1)P a? + 17 (mod p) propriété précédente

a+1 (mod p) hypothése de récurrence

Conclusion : ainsi, pour tout entier a, ¢ = a (mod p).

4. Soit a un entier négatif. p est un nombre premier donc p = 2 ou p est impair.
Sip=2,a2=(-a)’>=—a (mod 2) =a (mod 2)
Si p est impair, a? = —(—a)? = —(—a) (mod p) = a (mod p)
Ainsi, le petit théoreme de Fermat est démontré.

5. On suppose le corollaire vrai. Soit p un nombre premier et a un entier relatif.
Si a est divisible par p alors a =0 (mod p) et donc a”? = a (mod p).
Si a n’est pas divisible par p, alors ™! = 1 (mod p) puis par multiplication par a : a? = a (mod p).
Ainsi le petit théoréeme de Fermat est vérifié.



Réciproquement, on suppose que le théoréeme de Fermat est vérifié. Soit p un nombre premier et a
un entier relatif non divisible par p. Alors a et p sont premiers entre eux.

D’apres le théoréeme de Fermat p divise a? — a = a(a?~! — 1). Comme p est premier avec a alors,
d’apres le théoréme de Gauss, p divise aP~! — 1, c’est-a-dire a?~! = 1 (mod p). Ainsi le corollaire
est démontré.



