Un calcul de ((2)

Le but de ce probleme est de montrer que :
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ce qui peut se traduire par :
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— I — L’intégration par parties

Afin de calculer les intégrales de certaines fonctions dont on ne peut pas trouver « mentalement »
une primitive, on aura recours a l'intégration par parties, que nous allons étudier dans ce paragraphe.

1. Soit ¢ : [a ; b] — R une fonction dérivable de dérivée ¢’ continue sur [a ; b]. Justifier que :

b
/ o (1)t = o(b) — ola)

2. En utilisant la formule de dérivation d’'un produit?!, et en apportant toutes les justifications

nécessaires, démontrer le théoréeme suivant (formule d’intégration par parties) :

Théoreme : Si u et v sont deux fonctions réelles définies, dérivables et a dérivée continue sur
un intervalle [a ; b], alors :

/ o (H)o(t)dt = [u(t)o(t)] —/ w(t)v'(t)dt

ce que 'on peut noter plus brievement (sans la variable) :

b b
/ w'v = [uv]’ — / uv’
a a

. Applications :

Calculer :
1 x x T
a) / te'dt ; b) / In(t)dt ; o) / t"In(t)dt ; d) / t2e3tdt
0 1 1 1

Pour b) et ¢), on suppose x > 0, pour ¢) on suppose n € N*, enfin, pour d), deux intégrations
par parties seront nécessaires pour baisser le degré de la partie polynomiale a 0.

Dans toute la suite du probleme, on notera (.S,),, la suite réelle définie par :

"1
k=1

1. Formule de Leibnitz



— II — Convergence de la suite (Sn)n21

On se propose, dans cette partie, de prouver de deux manieres différentes, la convergence de la
suite (5,,),51 -

1.
(a) Démontrer que, pour tout entier £ > 2, on a la majoration :

1
e
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k2~ k-1 (1)
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(b) Etudier les variations de la suite (Sn)ps1 -

(c) En utilisant (1), montrer que la suite (5,),, est majorée et justifier sa convergence vers
une limite S € ]0,2].

(a) Démontrer que, pour tout entier £ > 2, on a la majoration :

1 </’“ dt
kQ— k:—lt2

(b) En déduire que la suite (S,),-; est majorée et retrouver la convergence de cette suite.

— IIT — Suites adjacentes

On dit que les suites réelles (un), oy €t (vn),cn Sont adjacentes si la suite (u,), oy est croissante,
la suite (vy,),,cy est décroissante et si la suite (v, — u,),, oy €st convergente vers 0.

1. Soient (un),cy €t (vn),cy deux suites réelles adjacentes.

neN
(a) Etudier les variations de la suite (v, — Un) pen -
(b) En raisonnant par I’absurde, montrer que pour tout n dans N on a u, < v,.

(c) En déduire que les suites (uy), cy €t (Un), ey convergent vers la méme limite ¢, avec :
vneN, u, <l<uw,

2. On considere la suite (75,),,, , définie par :

1
Yn>1, T, =S, +—
n

(a) Démontrer que les suites (S5,),-; et (1,),>, sont adjacentes et retrouver le résultat de
II.1c. - -

(b) Déterminer un entier n > 1 a partir duquel, on a ’encadrement :
0<S—-S5,<107°

ouS= lim S,.
n—-+oo

— IV — Les intégrales de Wallis



On note (I,),cn €t (Jn),en les suites réelles définies par :

iy

vneN, I, = /2 cos™ (t)dt, J, :/ t* cos™ (t) dt
0 0

1. Montrer que :

7r T
Iy=—=, Jo=—
0T Ty
2.
(a) En utilisant une intégration par parties démontrer que pour tout entier n > 1, on a :
2n —1
I, = I
2n
Indication : on pourra remarquer que pour tout entier n > 1, et tout réel t, on a :
cos®™ (t) = cos®™ ! (t) cos(t)
(b) En déduire que pour tout entier n € N, on a :
I - (2n)! m
To22n(ph)2 2
3. Soit n > 1.

(a) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

vl
—_

/ tcos®™ ! (t)sin (t) dt = —1,
0
(b) Montrer que :
Ino1 — Jp = /2 (¢*sin (¢)) (cos™ 2 (t)sin (t)) dt
0

(c¢) En utilisant une intégration par parties, en déduire que :

1 1
n—1 " dJn = _]n n
Ip—1 —J, Qn—l(n +J)

(d) On désigne par (K,), .y la suite réelle définie par :

Vn € N, Kn:%

En utilisant (2), montrer que :

. 1 (1
- - K, = (— + Kn>

puis en déduire que :
Kn—l - Kn = a5

4. Nous allons montrer que hrf K, =0.
n—-—+0oo



T
(a) Démontrer que, pour tout réel ¢t € [0, 5], on a :
t < sint
— sin
-2
(b) En déduire que, pour tout entier n, on a :

w21,
0<J, < —7=-
- T 8(n+1)

puis que :
2
0<K,<———
- ~8(n+1)

71_2

(¢) En déduire que lim S, = e

n—-+00
(d) Conclure.



