Agrégation interne de mathématiques RK

Séance n° 1

Théme : ‘%nmur\m

Un certain nombre de choses dites ici sont valables pour des groupes quelconques, mais on insiste
particuliérement sur le cas des groupes abéliens. Le théoréme de structure des groupes abéliens finis
est démontré en exercice.
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1 Notes de cours

1.1 Généralités

Revoir éventuellement la définition d’un groupe, le critére de sous-groupe, la définition d’un mor-
phisme.

L’'image par un morphisme d’un sous-groupe est un sous-groupe, 'image réciproque d’un sous-groupe
par un morphisme est un sous-groupe. Image et noyau sont des sous-groupes.

Une intersection de sous-groupes est un sous-groupe d’ou I'existence, pour une partie donnée A de
G, d’un plus petit sous-groupe de G contenant A, appelé sous-groupe engendré < A >. On a (on
convient que le produit de zéro éléments de G vaut e¢)

<A>={ge@G; IJpeN, Elxl,:cg,...,xpeAUA_l, g=1T122...2p}

En particulier < a >= {a*, k € Z}.

Un groupe qui admet une partie génératrice de cardinal 1 est dit monogéne. Un groupe monogene fini
est dit cyclique.

Les sous-groupes de Z sont les nZ, n € N.



1.2 Indice d’un sous-groupe, théoreme de Lagrange

L’ordre d’un groupe, cest son cardinal. L’ordre d’un élément, c’est le cardinal du sous-groupe qu’il
engendre.
Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Pour tout x € G, on appelle classe a gauche (resp. a
droite) modulo H I'ensemble [z]y = = H (resp. Hx). Les classes a gauche constituent une partition de
G, associée a la relation d’équivalente dite de congruence a gauche modulo H :

r=ymodulo H ssi z 'yeH.
L’ensemble quotient est noté G/H et la surjection canonique est G — G/H, 7y : © — [z]p.
On note que H est une classe particuliere (celle de e¢) et que chaque classe peut-étre mise en bijection
avec H. Sionnote [G : H] = |G/H| € NN{+o0} le nombre de classe a gauche (exercice : vérifier que
C’est aussi le nombre de classes a droite), on a (théoreme dit de Lagrange)

Gl =[G : H]|H|

En particulier si G est fini,
|H| divise |G|

et, bien entendu, 'ordre d’'un élément divise |G|.
Le nombre [G : H] est appelé indice de H dans G.

1.3 Groupe quotient (cas commutatif)

Soit G un groupe commutatif et H un sous-groupe de G. Si z,2’ sont congrus modulo H et y,v’

sont congrus modulo H, on a (zy) 'z'y’ = (z7'2’)(y~'y’) € H donc xy et 2’y sont congrus modulo

H : la classe du produit de deux éléments ne dépend pas du choix de ces éléments dans leur classes
respectives. Il donc possible de munir G/H d’une loi de composition interne vérifiant :

[ulyle =[xyl

On vérifie facilement que G/H est ainsi muni d’une structure de groupe commutatif. La surjection
canonique est un morphisme dont le noyau est H.

Exemple : G = Z, H = nZ. La classe modulo n de z est notée [z],, ou &. La division euclidienne par n
permet de voir que [Z : nZ] = n et donc |Z/nZ| = n. Plus précisément,

Z/nZ = {[0]n, [L]ny - - -5 [n — 1]}

Soient maintenant (G, H comme ci-dessus (en particulier G commutatif) et f : G — G’ un morphisme
de groupe. Si (et seulement si) f est constante sur chaque classe de G modulo H, on peut définir
f:G/H — G’ par f([x]g) = f(x). Cest le cas si et seulement si

H C Ker(f)

On dit que f "passe au quotient" modulo H et on a le diagramme "commutatif" :

G/H f=7O7TH



f est un morphisme de groupe dont I'image est Im(f) et le noyau 7z (Ker(f)).

Cas particulier important : si f est un morphisme de G dans G, alors f passe au quotient modulo
Ker(f). L’application quotient induit un isomorphisme de G/ Ker(f) dans Im(f) :

G/XKer(f) ~Im(f)

1.4 Groupes monogenes

Tout groupe monogene est isomorphe a Z ou Z/nZ. En effet, soit G un groupe monogene et a un

générateur de GG. L’application
w1 Z — G

kE — df

est un morphisme surjectif. Son noyau est un sous-groupe de Z, donc de la forme nZ.
Sin = 0, ¢ est un isomorphisme.
Sinon, ¢ induit un isomorphisme de Z/nZ dans G. Dans ce cas, a (et G) est d’ordre n et

G={d" k=0,1,...,n—1}

En corollaires :

e Deux groupes monogenes de méme ordre sont isomorphes.

e Si G est un groupe quelconque et a € G, < a >~ Z si a est d’ordre infini, < a >~ Z/nZ si a est
d’'ordre n (et < a >= {eg,a,a®,...,a" " '}).

e Si G est un groupe quelconque et a € G, on détermine l'ordre de a en résolvant I'équation a* = eg,
k € Z. SiTensemble des solutions est {0}, a est d’ordre infini. Sinon il vaut nZ, ou n est 'ordre de a.
e Si GG est un groupe fini d’ordre n, on sait que I'ordre d d'un élément quelconque a € G divise n. Donc
a" = (ad)"/d = egq.

L’application ¢ ci-dessus permet de voir que tout sous-groupe d’'un groupe cyclique est cyclique. En
effet si H est un sous-groupe de G, ¢~ ' (H) est un sous-groupe de Z, donc est monogeéne. H est ainsi
I'image par ¢ d’un groupe monogene donc est monogéne.

Le groupe U, = {z € C; 2" = 1} des racines n'®™* de I'unité est cyclique d’ordre n (ses générateurs
sont qualifiés de racines primitives de I'unité). Le fait que U,, soit un sous-groupe du groupe des
inversibles d’'un corps (a savoir C) est pratique pour établir certains résultats. Par exemple :

Si G est cyclique d’ordre n et d est un diviseur de n, G posséde un unique sous-groupe d’ordre d. En
outre (comme on vient de le voir), les sous-groupes de G sont cycliques. Il suffit en effet d’établir ce
fait pour G = U,,. Or si H est un sous-groupe d’ordre d de U, on a, pour tout z € H, z* = 1. Donc
H C U, et, par égalité des cardinaux, H = U,.
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Si a est un élément d’ordre n du groupe G, alors, pour tout p € Z, a” est dordre ————— (calcul
b

ged(n, p)

simple).
En conséquence, si G est cyclique d’ordre n et a est un générateur de G, les autres générateurs sont
les a? ou pged(n,p) = 1.

1.5 Théoreme chinois

Soient n, m € N*. L’application

Vv Z — Z/nZXxZ/mL

T = ([@]n, [2]m)



est un morphisme de groupes. Son noyau vaut ppcm(n,m)Z. On ne peut donc généralement pas
"passer au quotient" modulo nm. Mais dans le cas particulier ot pged(n, m) = 1, le noyau est nmZ
et ¢ induit une application injective qui, pour des raisons de cardinal, est aussi surjective, de Z/nmZ
dans Z/nZ x Z/mZ :

pged(n,m) =1 = Z/nmZ ~Z/nZ x Z/mZ

On peut aussi voir les choses ainsi : soient G et H deux groupes cycliques d’ordre n et m respective-
ment. Soienta € G et b € H d’ordre p et ¢ respectivement. Alors (a,b) € G x H est d’ordre ppcm(p, q).
Donc G x H admet un élément d’ordre nm, c’est-a-dire est cyclique, si et seulement si on peut choisir
pln et g|n tels que ppcm(p, q) = nm, c’est-a-dire si et seulement si pged(n,m) = 1 (on a donc la
réciproque de l'implication ci-dessus). De plus, lorsque pged(n, m) = 1, (a, b) est générateur de G x H
si et seulement si p = n, ¢ = m : les générateur de G x H sont les couples (a, b), a générateur de G, b
générateur de H.

1.6 Indicatrice d’Euler

Soit n € N*. On note ¢(n) le nombre d’entiers dans [0,n — 1] premiers avec n. C’est donc aussi le
nombre de générateurs d’'un groupe cyclique d’ordre n. L’application ¢ est appelée indicatrice d’Euler.
Comme un groupe cyclique d’ordre n posséde, pour d|n, un unique sous-groupe d’ordre d, lequel est
cyclique, il comporte exactement ¢(d) éléments d’ordre d. Donc

n=> (d)
d|n

Le théoréme chinois permet de montrer que ¢ est une application faiblement multiplicative, c’est-a-
dire que
si pged(n, m) = 1 alors p(nm) = p(n)e(m).

em)=n ][] (1—1>

p|n,p premier p

On en déduit

2 Exercices

1. Soit G un groupe et H, K des sous-groupes de G. A quelle condition H UK est-il un sous-groupe
de G?

2. Donner un exemple de groupe G et d'une partie A C G stable pour la loi produit et qui, muni
de la loi induite, est un groupe, mais n’est pas un sous-groupe de G.

3. Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes de G. On pose HK = {hk, h € H, k € K}.

(a) Montrer que H K est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.
|H||K]|

(b) On suppose H et K finis. Prouver |HK| = KNH| (on pourra considérer I'application

(h,k) — hk de H x K dans HK). Que dire si H N K = {eg}?
4. Soient H' et K’ deux groupes et G = H' x K'. Montrer que G contient deux sous-groupes H et
K vérifiant :
VH~H etK~K'
i) HN K = {ec)
iii) Siz € H ety € K alors zy = yx
iv) HK =G



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

Montrer réciproquement que si H et K sont deux sous-groupes de G vérifiant ii), iii) et iv), alors
l'application (z,y) +— zy est un isomorphisme de H x K dans G.

Remarque : lorsque G est commutatif, que la loi est notée additivement, et que H et K sont
comme ci-dessus, on écrit
G=Ho K

Trouver deux sous-groupes non triviaux H et K de Z/15Z tels que Z/15Z = H ¢ K.

Soit G un groupe, et Aut(G) I'ensemble des automorphismes de G. Montrer que Aut(G) est un
groupe pour la loi o. Identifier Aut(G) lorsque G = (Z/2Z)*.

Donner une nouvelle preuve du théoreme chinois en considérant les groupes U,,, U, U, et
en utilisant 'exercice 4.

Montrer que les groupes (Z, +) et (Z*, +) ne sont pas isomorphes.

Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrer que G admet une partie génératrice de cardinal au plus
log,(n).
Quels sont les sous-groupes finis de C* ? Les sous-groupes compacts ?

Soient G un groupe et K, H deux sous-groupes. Prouver
[G:HNK]<[G:K]G: H]

(en particulier, si H et K sont d’indice fini, H N K aussi).

Soient p un nombre premier, et G un groupe d’ordre p”, n > 1. Montrer que G admet un élément
d’ordre p.

Soit G un groupe abélien, a et b deux éléments d’ordre fini p et ¢. On suppose pged(p, q) = 1.
Montrer que 'ordre de ab est pq. Peut-on supprimer '’hypothése pged(p,q) = 17?

Soit G un groupe abélien et H un sous-groupe d’indice fini p de G. Montrer
Vere G, 2P € H

Quels sont les sous-groupes d’indice fini de C* ?
Soit G un groupe d’ordre impair. Montrer que l'application z — 2 est une bijection.

Soit G un groupe abélien et K un sous-groupe de G. Soit Sk (G) 'ensemble des sous-groupes
de GG contenant K et S(G/K) 'ensemble des sous-groupes de G/ K. Montrer que I'application

Sk(G) — S(G/K)
H — H/K
est une bijection.
Retrouver ainsi I'ensemble des sous-groupes de Z/nZ.
Soient G cyclique d’ordre n et G’ cyclique d’ordre m. Déterminer les morphismes de G dans G'.
Combien y en a-t-il ?

Soient K un corps et G un sous-groupe fini de (K™, x). Prouver que G est cyclique. On pourra
considérer l'ordre n de G et, pour d|n, le nombre v)(d) d’éléments d’ordre d de G puis établir

n=3Y"w(d) et b(d) < p(d).

d|n



18.

19.

20.

21.

22.

Soit G un groupe fini dans lequel tout élément est idempotent : Vz € G, 2% = e. Montrer que G
est abélien, puis que G est isomorphe a (Z/2Z)".

Exposant d’un groupe abélien fini Soit G un groupe abélien fini. On appelle exposant de G, et
on note e(G), le ppcm des éléments de G. Montrer qu’il existe ¢ € G d’ordre e(G).

Caracteres d’un groupe fini

Soit G un groupe fini. On appelle caractére de G un morphisme a valeurs dans le groupe C*.
Comme le produit de deux caractéres est encore un caractere, on vérifie sans mal que leur
ensemble est un groupe pour cette loi, qu’on note G.

(a) Montrer que I'image d’un caractére est un Us,.
(b) Quels sont les caractéres d'un groupe cyclique ?

(c) On suppose ici G abélien. Soit H un sous-groupe strict de G, et p € H.Soitz € G \ H. Quel
est le plus petit sous-groupe K de GG contenant H et x ? Montrer que 'on peut prolonger ¢
en un caractere de K. En déduire que tout caractére de H peut se prolonger en un caractére
de G.

Structure des groupes abéliens finis

Dans cet exercice, on utilise les notions d’exposant (exercice 19) et de caractére (exercice 20)
pour démontrer qu'un groupe abélien fini est isomorphe a

(Z/mZ) x (Z)nsZ) ... x (Z/n,Z)

ou r € N et les n; sont des entiers > 2 vérifiant n,;|n;, ;. La notation est additive. Soit donc G un
groupe abélien fini.

™

(a) D’apres le premier exercice cité, il existe un élément = de G d’ordre e(G). Soient w = e By ,
et ¢ un prolongement & G (second exercice) du caractére de gr(x) défini par (z*) = w".
Montrer que gr(z) N Ker(y) = {0}, puis gr(z) + Ker(¢) = G. En déduire I'existence d’'un
sous-groupe H de G tel que G ~ H x gr(z).

(b) Conclure.

On montre ici que 'entier r et la suite (n;)1<;<, mis en évidence dans I'exercice précédents sont
uniques. On forme I’hypothese de récurrence sur n € N : si G est un groupe abélien de cardinal
n, que

G ~ (Z/mZ) x (Z/nsZ) x ... x (L)n, L) = (Z)miZ) x (Z/msZ) % ... x (Z/msZ)

our,s € N, n;,m; > 2, nij|n;11 et my|m;yq alors r = s et n; = m;. On considére un groupe
abélien G de cardinal nn et on suppose ’hypothese de récurrence vérifiée pour tout groupe d’ordre

strictement inférieur a n.

. Z Z
(a) Soient a,b € N*. Prouver a-— ~ .
bz — —Lt 7
pgcd(a,d)
T - S ms
b) Prouver My = omget || = = ! )
(b) ninNg... Ny =N1N2 ... M H o H paed(n.my)
1= =1

(c) Prouver r = s puis n1|m; et conclure.



3 Annexes

3.1 Relations d’équivalence

Soit R une relation binaire sur un ensemble E. R est dite d’équivalence si elle est réflexive, symétrique
et transitive. Une relation d’équivalence permet, comme on va le voir, de répartir les éléments de F
en différentes "classes" (dites classes d’équivalence).

Si I'on veut répartir les éléments d’'un ensemble E en différentes "classes", il y a plusieurs moyens de

procéder, qui s’avérent équivalents :

— La méthode "brute", qui consiste a considérer une partition de FE (rappelons qu'une partition de
est un ensemble de parties non vides de F, deux a deux disjointes et de réunion égale a E).

— La méthode "chromatique" (identification par la "couleur") : on considére une application surjective
de x : E — C de E dans un ensemble (de couleurs par exemple...) C. On lui associe la partition
de E dont les parties sont les x ' ({y}), ot ¥ € C. Deux éléments z et =’ sont donc dans la méme
classe lorsque x(x) = x(z’) (ils ont méme "couleur").

— La méthode par équivalence, qui consiste donc & considérer une relation d’équivalence R sur E.
Dans ce cas on appelle, pour chaque = € E, classe d’équivalence de x modulo R I'ensemble [z|r =
{z’ € E; zRa'}. Alors z € [z]g pour tout z € FE et deux classes sont soit disjointes soit égales.
Par conséquent, 'ensemble des classes d’équivalence est une partition de E notée E/R et appelé
ensemble quotient.

Les trois points de vue sont bien équivalents :

Si X est une partition de F, on peut lui associer I'application y : £ — X qui a « € E associe la partie

de X a laquelle = appartient. On peut aussi lui associer la relation R définie par xRy lorsque x et y

appartiennent a la méme partie de X. On voit que la partition associée & xy comme a R n’est autre que

X.

Si x : E — C est une application surjective, on peut lui associer, comme indiqué, la partition des

x *({y}), y € C. On peut lui associer aussi la relation d’équivalence définie par 7Rz’ <= x(z) =

x(z).

Enfin, étant donnée une relation d’équivalence R sur E, on appelle surjection canonique I'application

m™: E — E/R

x — [zlr

L’application 7 joue le r6le de I'application y ci-dessus.



