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Concours Centrale - Supélec 2004

Epreuve : MATHEMAT'QUES | Filiere PC

Dans tout le probléme, a = (a,), o désigne une suite de complexes et Eanz”
la série entiére associée, dont le rayon de convergence R, est supposé non nul
et fini.

On note C, l'ensemble des complexes z de module R, tels que Eanz"
est convergente.

On appelle cercle unité ’ensemble des complexes de module 1 : un complexe z
appartient au cercle unité si et seulement s’il existe un réel x appartenant a
l'intervalle I = |-nx] tel que z = e'*.

D’autre part on note: 2xZ = {2kn|k €Z}, et [ p,ql] désigne I'ensemble des
entiers naturels & vérifiant: psk=q.

On étudie différentes séries entiéres pour lesquelles 'ensemble C, prend diffé-
rentes formes.

Dans le cas ou C,, est un cercle, on propose d’observer différents comportements
de la fonction somme de la série entiére sur ce cercle.
Partie I - Calculs préliminaires

Les résultats de cette partie sont destinés a préparer les démonstrations des
parties suivantes.

I.A - Montrer les inégalités :

Vx €[0,x], 0= sinx <x et Vx €[0,n/2], sinx = T%x .

LB - Montrer que pour tout x qui appartient 4 IR\2xZ et pour tout couple
d’entiers naturels (p, q) tel que p=q :

i eikx 1 .
k=p i 3_(:)
sin (2

I.C - Soient (u")ne N et (vn)n . deux suites complexes.

<
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On note (V"’)n e la suite des sommes partielles de la série E v, :

nzl

n
pour tout n€IN', V, = > v
k=1

I.C.1) Montrer que pour tout couple d’entiers naturels (p,q) tel que
lsp<g-1,0ona:
g-1

q
E Uy = E (up—up, PVi+u,Vy-u, V.
k=p+1 k=p+1

I.C.2)  On suppose que la suite (V) e est bornée et que la série
n

D |4x 2| est absolument convergente.
k=1 .

Montrer que la série E u,v, estconvergente.
nzl

I1.C.3)  On suppose que la suite (V) . est bornée et que la suite (u,) e
n n
est décroissante, convergente et de limite nulle.

Montrer que la série

u,v, est convergente.
nzl

L.D - Déduire des questions précédentes que pour tout x qui appartient a
IR\2nZ , les séries

2 cos(kx) o 2 sin(kx) gong convergentes.
k=1 k k=1 k

Que dire pour un réel x qui appartient a 2xZ ?
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Partie II - Quelques exemples d’ensembles C,
On se place dans le cadre des notations de I'introduction.

ILA - Soit (b,), .y définie pour tout n € IN par: &, = a,(R,)".
Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Ebnz" est Ry =1 et

qu’'un complexe z -appartient & C, si et seulement si 1% appartient a C,.

a
On se raméne ainsi a U'étude de séries entiéres de rayon de convergence égal a 1

IL.B - On suppose dans cette question que E |a,| est convergenteetque R, = 1.
ILLB.1) Déterminer C, .
I1.B.2) On note pour tout n €IN :

I-¢C
fn:

- inx °
X ane

Montrer que la série de fonction Ef , converge uniformément sur I vers une
fonction continue sur I.

I11.B.3) Donner un exemple simple de série entiére Eanz" pour laquelle C,
est le cercle unité.

I1.C - Donner un exemple simple de série entiere Eanz" pour laquelle R, = 1
et C, est vide.

IL.D - Construction de quelques cas intermédiaires.

ILLD.1) Onsuppose qu’il existe un complexe z, de module 1 tel que Eanzg soit
semi-convergente (c’est-a-dire que Eanzg est convergente mais ne converge pas
absolument).

Montrer qu’alors R, = 1.

I1.D.2) Soit &€ un complexe de module 1. Si pour tout n€IN", a, = -l—n , mon-
trer que C, est le cercle unité privé d’'un point a déterminer. ng

ILD.3) Soit peIN" et p complexes distincts &, ..., g, , tous de module 1.

Construire un exemple de série entiere Eanz” pour laquelle C, est le cercle
unité privé des p points §,....§,.
cosn

ILD.4) On suppose que, pour tout n € IN", a, = —=.

Déterminer R, et C,,.
La série Y |a,| est-elle convergente ?

nzl
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Partie IIT - Un exemple pour lequel c, est le cercle unité et
Sa,| diverge
Dans cette partie, on définit la suite a, de la facon suivante :
® a,=0,
e pour tout naturel p non nul et tout naturel n tel que
=n?
-

p

pzsns(p+1)2—1 ‘a, =

IIL.A - Montrer que la série 2 |a,| est divergente.
(On pourra par exemple chercher un équivalent de |a,| ).

ITL.B - Soit (4,) la suite des sommes partielles de la série numérique Ean.

III.B.1) Pour NeIN',onnote P le plus grand entier naturel vérifiant : P’<N.

Onpose: Ry = Ay-A, .

2P +1
P2

Montrer que |Ry| s

II1.B.2) En déduire que la série Zan est convergente.

IIL.C - Soit z = ¢ un complexe de module 1, avec x non nul appartenant a I.
II.C.1) Calculer |a
la série E|a
II1.C.2) Déduire des résultats précédents et de la partie I que la série Eanz”
est convergente.

n+1—@,| suivant les valeurs du naturel n, et en déduire que

n+1—@, est convergente.

Partie IV - Un dernier exemple

IV.A - On veut montrer qu’il existe une constante réelle C, telle que pour tout
entier naturel non nul n et tout réel x :

i sin(kx)

e,

k=1

Soient x €10, n[ et &, le plus grand entier naturel tel que 2, -x=sm.
IVA.1) Onsuppose que 1sn sk, . Montrer que :

no,
0< E sm’(ekx)sn
k=1
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IV.A.2) On suppose que n >k, . Montrer que :

sin(kx) <2

k=k,+1
On pourra notamment utiliser le résultat de la question I.C.1.
IV.A.3) Conclure.

IV.B - Soit n et N deux entiers naturels tels que: IsnsN.
Soit @, » le polynéme défini par :

N-1 N+n
QD= 3 X' 3 v
k=N—n =N+

IVB.1) Soit x€IR. Montrer que :

n
i . iN. sin(kx)
Q, n(e™) = -2ie’ xkzl—r.

IVB.2) En déduire qu'il existe une constante réelle C, telle que, pour
tout couple de naturels (n, N) tel que 1 sn s N et tout complexe z de module 1 :
IQn’N(Z)I = Cz .

IV.C - Pour tout entier naturel non nul j, on pose :
_ Y _ G+ -
nj—2 ,Nj-2 eth- [[Nj—nj,Nj+nj]].

Vérifier que les intervalles I; ainsi définis sont disjoints deux a deux.

Pour toute la suite du probléme, on pose pour tout naturel ; non nul:
P; = an, N et on définit les suites (o), en et (@) e de la fagon suivante :

¢ il existe jEIN* telque k€1;,et k=N, alors:
¢ e(ik)/j

eta, = —;
N;-k SN -F)

ap =

® sinon o, =a;, = 0.
1 o s k
On étudie la série entiére ¥a,2".

Pour tout €N et x € ]-=, n] , on note

n n
An(x) = E akelkx et Bn(x) = 2 lz Pj e
k=0

j=1J

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

Centrale Maths 1 PC 2004 — Enoncé 6/7

IV.D - Montrer que la suite de fonctions (B,) oy converge uniformément sur
n

I vers une fonction continue que 'on notera F'.

IV.E - Montrer que pour tout naturel » non nul et tout x appartenanta I :

B,(x)= A (x).

3.2

IV.F - On veut montrer que la suite de fonctions (4,), . converge également
vers F sur I.
IV.F.1) Montrer que pour tout j € IN" et (p,q) € (IJ-)2 tels que p<q :

qg-1

2 log =g, | <4

k=p
IVF.2) En déduire qu’il existe une constante réelle C; telle que pour tout
entier naturel ; non nul, pour tout couple de naturels (p, q), tels que p=sq et
pour tout réel x non nul appartenant a I :

K ikx C3
k=p
IVF.3) Soit xeI, x=n. Vérifier que, pour j entier naturel suffisamment
grand, on a

| 1
X + =
J

=0 et x+ 1 el.
J
En déduire que pour n naturel suffisamment grand :

A 1 O3 4 est lenti Laue 20 < <20+ 1
[ n(x)—Bj(x)|s-3——l,ou] est 'entier naturel tel que 2"/ '<sn <2 .
J ix+‘7‘

On considére maintenant le cas x = n. Montrer, avec les mémes conditions sur
j et n,que

c
|A, (x) - B,(x)| sji2_3

IVF.4) Conclure.
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IV.G - On note pour tout n €N :

I-C
fn:

- inx °
X ane

On veut prouver que la série de fonctions 2 f, ne converge pas uniformément
sur /.

IV.G.1) Montrer que, pour tout entier naturel ;] non nul :

ANJ(%) _ANJ—”J"I(%') - %kzl%'

IV.G.2) Donner un équivalent simple de cette expression lorsque ; tend
vers +» et conclure.

IVH - Donner R, et C,.

eee FIN eee
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