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|.A - Etude de fonctions classiques :
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|.B - Somme d’ une progresson géométrique de raison e* différente de 1 :
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Et 1a, on cherche I’ hypothése de mnvergencede la suite (un)

. ESt bornéepar un réd M >0 et que la série

est convergente. Cette Série vérifie donc le aitere de Cauchy pour les $ries.
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Inégalité triangulaire :

Z UV, | <

Vi

O(p,q) OIN?, N<p<q-10

o Vers0, sanslaquelle on

ne peut continuer...les candidats srupuleux pourr ont avoir été perturbés par cet oubli
qui leur aurafait perdre du temps et de la confiance pour la suite.

L’ hypothése manquante permet de prouver que la série de complexesz u.v, vérifiele aitere
de Cauchy pour les fries et donc est convergente.
|.C - 3 On suppose que la suite (Vn) est bornée Lasuite (un) est déaoissante,

ndIN ndIN
convergente de limite nulle. Non seulement la série Z u, —u,,, , forméepar différencede

deux termes conséautifs d’ une suite mnvergente, est convergente, a termes positifs, donc



absolument convergente mmme demandé dans la question précélente, mais encore la suite
( ) .y convergeversO, et donc d'apreslaquestion|.C - 2, lasérie Z u,Vv, converge.

1 .
:Eet V =g

Pour x fixé gopartenant a IR-2rm.Z , lamajoration du|.B appliquée ap =1 et g =napour

|.D - On pose u,

conséquence gque la suite (V”)nmlN est bornée . Lasuite (un) est déaoissante, convergente

ndIN
jkx
o R . L L. e .
de limite nulle. D’ aprés la question précélente, la série Z e converge, et donc ses parties

le ( Z kX) ) convergent.
cod kx)

Pour x fixé gpartenant a 2m1.Z , la série Z Tk est la série harmonique qui diverge, et la

i N(Kx
ey %est la série nulle qui converge.

) et |mag|na|re(z

Partiell

II.A R, rayon de mnvergencede la série attiere Z a,z" est supposé non rul.
0z0C, |[2<10 |R.Z< R, et lasérie dYbz'=3 an(Raz)n est absolument convergente.

0z0OC, |2>10 |R.Z> R, et lasérie > b2 = Zan(Raz)n est divergente ca le terme
général ne tend pasvers 0.

Lerayon de mnvergencede Z b,z" est donc &al a 1.
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D’autre part, 0z OC,, ‘—‘ =letlasérie ) b, B—D a, E& a,z" converge.
R, 2 DR, O R, ] "2

z
Donc — UC,.
R, G
Rédproquement, [z, OC,, [zOC tel que z = é
Alors |7 = R, et lasérie ) a,2" = Zan(Razl)n = b,z est convergente. Donc zIC, .

z
Findement : |zOC, = EDCb.

I1.B.1) Pour tout z appartenant au cercle unité, la série Z a,Z" est absolument convergente
donc convergente donc z JC, . L’inclusion rédproque est immeédiate.

C, est donc le cecle unité
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1.B.2) OxO1, |a,e

pour la série Z f,.Laserie Z f, converge donc normalement sur |, cequi implique sa
convergence uniforme sur .
Chaaune des fonctions f_ est continue sur | et la série Z f, converge uniformément sur 1.

Lasomme de la série Z f, est donc continue sur 1.
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[1.B.3) Lasérie| ) — |est atermes positifs et convergente d la série eitiere Y — apour
N n’
n= n=1

rayon de cnvergence 1 (regle de d’ Alembert). D’ apres11.B.1, I'ensemble C, correspondant
est donc le cecle unité.

[1.C Lasérie géométrique Z Z" apour rayon de mnvergence 1 et diverge pour tout z
appartenant au cercle unité ca le terme général ne tend pas vers 0. L’ ensemble C,
correspondant est donc vide.

[1.D.1) Lasérie entiere 5 a,z" n'est pas absolument convergente pour z = z,. Par définition

durayon de mnvergence, |R, < |zo| =1|

Lasuite (anzo”) est bornée car elle tend vers zéro comme terme général d’ une serie

nOIN

convergente. Donc |R, < |zo| =1|

Finalement |R, =1

[1.D.2) Pour tout £ complexe de module 1 et pour tout zde module 1, il existe x 01 tel que

E — eix
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Onappliquel.D .Si z# & dors xOIR-2m.Zet lasérie ) a,2" = - converge

einx

Siz=¢ dors xO2m.Zet lasérie) a,z" = diverge.

¢ 02, Dz =y — s
Lefait que pour z# & appartenant au cercle unité la série Zanzn :Z - converge sans étre

absolument convergente implique d' aprés11.D.1 que le rayon de mnvergence R, est égal a 1.

L’ensemble C, correspondant est alors le cecle unité privé du point & .

1

n

[1.D.3) Chaaune des ries entiéres Z Z" pour | D|[l. p]| , €st de rayon de convergence 1

nx1 n j
1 p

d apréscequi précéle. Jepose a, = — Z
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n -

Le rayon de mnvergence R, est supérieur a 1.

Pour tout z de module 1 et différent detousles &;, lasérie antiére Z a,z" , somme de p séries
convergentes, est elle-méme cnvergente.

Pour tout | D|[l. p]| , lasérie atiere Z a,z",sommede p-1 séries convergentes et d’'une
série divergente, est divergente. Ced prouve alafoisque R, =1 et que C, est le cecle unité
privé des p points &,,¢;,..,¢, .

Ul =in

e +e cosn 101 1 1 .
[1.D.4) cosn=————¢t donc = _@n -+ — @ Au fadeur — pres, on se retrouve
2 n 2Llhe ne 2

dans les hypothéses de la question précédente, avec p=2, &, =e" et £, = €.

Lerayon de mnvergence R, =1 et C, est le cecle unité privé des 2 points ™' et €

o cosn
La série Z —

n'est pas convergente, sinon, d’aprés laquestion 11.B, C, serait le cecle

unité tout entier.




[11.A Par définition de (an)n

Donc, par théoreme de cmmparaison des sries a termes positifs, la série Z a, n'est pas
absolument convergente.
111.B.1) Avecles notations deI’énoncé comme P2 < N <(P+1)°
P 2
T L )
(P+1)°-1-P?+1 2P+1
PZ - PZ

Remarque : quand N tend versI'infini, il en est de méme de P par définition et théoreme de
comparaison. En effet : P>+/N +1-1. Par théoréme d encadrement R tend alors vers 0.
[11.B.2) Toujours avecles notations de I’énonce:

P-1 (2k+l 1P1 P—1(_1)k
AN:Ap2_1+RN:Zl( 1) K2 Ry 22 k +Z1 K2 +Ry
A, apparait comme une somme de trois termes. Le premier est une somme partielle de la série

harmonique dternée qui est convergente par applicaion du critére spédal des sries alternées.
Le deuxieme est une somme partielle d’ une série ésolument convergente, donc convergente.
Letroiseme R, tend versO quand N tend versI’infini.

|RN|s

Laserie Z a, est convergente ca la suite (A”)nulN de ses ommes partielles est convergente.
[11.C.1) Soit n=lentier. S'il existe p entier strictement positif tel que n = (p + 1)2 -1, dors:
R N T -

+—5<—

_|(p+l)2 pz |_(p+1)2 pz p21

a., —a

n+l n

(p+1)2  “(pr1)1

:‘a

snon, |a,,, —a,|=0.
Avecles notations de la question I11.B, pour N entier strictement positif,

N (P+1)?-1
>

a'n+1 - a'n < Z a'n+1 - a'n

n=1 n=1

P
2 ) )
< ) — <25, s on mote Slasomme de la série de Riemann
k2
=1

+00

convergente S= ) P

Lasérie ) |a,., —a,

111.C.2) Soit z= e avec x O]~ 1,7 {0} , ¢'est-&-dire x OIR-271.Z. D’ apréslaquestion

s‘n%a

(un )nDIN convergeversO.

|I.B,sonposev, =2", lasérie Zvn a ses mmes partielles bornées par

On pose U, = a,. Lasérie ) |U,, U,

D’ apréslapartiel, la série Z a,z" converge.
Pour z=1, d'aprés|11.B, lasérie  a,z" converge.




Pour tout z appartenant au cercle unité, la série Z a,z" converge.

Comme Z a,, converge sans étre @solument convergente, R, =1 (11.D.1 pour z, =1).

_ ; ; R 7T
IV.AQ) X D]O,n[ . Avecles notations de I’ énoncég, k, est la partie etiere de o
sin(k.x)  k.x

< —
k k

Pour tout n D|[l.kx] =X

, pour tout k O[[1.n]|, k.x 0[0,7] donc 0<

" sin(k.x)
< < < <
Donc,O_Z i <SnxX<k . X<TT.

=1

IV.A.2) X D]O, n[ et on suppose maintenant n > k, pour appliquer le résultat de la question

|.C.1enposant v, =sin(n.x) et u, ==

n

V. = Z sin(k.x) est la partie imaginaire de Z e** qui a @é cdculé en | .B. et magjoré e
=1
1

. L =
| Sin%a- i sin%a-
| :Zﬂsm(:.x) _ ;ﬂ% @V V. k_+1v

C sin(k.x) 1 Ogjr 1] 1 1L

Z |s DZ = - +=+ C= 1
Fa k| gn%a@:xﬂk k+1 " n ok +1¢ (kx+1)s.n%

X D@)%E on peut appliquer le résultat de laquestion |.A . sin%

module par

i

2
2.
T

n

sin(k.x)| 2 m
k:ZXﬂ k | (k +l) =2

car (k, +1).x> 77 par définition de k, .

Ce qui permet de mnclure

I'V.A.3) On commence par traiter le ca X D]O, n[ . Leresultat des questions précéalentes
permet de mnclure que pour tout n OIN”

sin(k-x)| _ Zsjn(k.x)| © sin(k.x)

Zl k |_ |+k:ZX+1

Cette mgjoration est encore vraie pour X =0 et pour X =7T.

<m+2

n sin(k.x)‘ _
Z puis par 2.7-
= kK

périodicité. La mnstante C, de I'énoncé peut étre prise égale

On peut éendre cete inégalité alR tout entier par parité de

N-1 N+n 1

IV.B.1) Q. (e")= LU I
' wan N =K W N =K

Changement d'indices dans chaaune des deux sommes :
kON - kdans lapremiere @ k[Jk — N dans la seconde.




nN |x Zk (N—k)x Zk (N+k)x — iN.xZe_ikxk_eikx :_Zi_eiN.xZSin(:-X)

1V.B.2) Pou r tout complexe z de module 1, il existe x OIRtel que z=¢e”.

. AIN.X & Sn(kX) .. —
Qn,N(z)|s 2i.eMN Zl | <2C.- Onpeut choisir|C, = 2C|]

v.crour j22, (N, =n )= (N, +n )= 2079 -2l gl o
=2(J'3)(2_1)_2(J'-1)3(2+1)
=2 — g2l
:2(1_ )3 (23jé‘3j+1 _ 3) >0
ca j220 3j2-3j+1=3j(j-1)+1270 (29" -3)>0
Laborne de gauche de dnaque intervalle | ; est strictement supérieure ala borne de droite de
I'intervalle précédent | ;.

Lesintervalles | ; sont donc deux a deux digjoints.

IvV.D

est la suite des ommes partielles de la série Zn—z P Eé " E

DiEX+1E
P@aD MH<c,

OB C
P " "H< —% (série numérique majorante mnvergente).
J2

Lasuite de fonctions(Bn )nmlN

D’ apres laquestion précalente, [j OIN *,

. converge

] 1 O B0 ]
Lasérie ) R Eé ¥ ”ﬁgconverge donc normalement sur IR, donc la suite (Bn)
uniformeément sur IR.

o 10m
i X+— D
0 jd

De plus, chaaune des fonctions x - P, % Qest continue sur IR.

La somme de la série, qu on notera F est donc continue sur IR.
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IVEJecelcuIeA L (x)= =Z_—2D ; Z O
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IVV.F On remarque que la suite (Aﬂ)nmlN contient une suite extraite %A ) % gui converge
O

uniformément sur IR vers F.
IV.F.1) p<qgétant deux élémentsdel'intervallel; :




N+n -1

Z ay —0yy

k=N;-n;

(on a gouté un certain nombre de termes positifs)

Z |ak ak+1

Uk D[[Nj —-n;,N; —2]], a, -a,,<0et |ak — Oyl =
pour k=N; -1, a -a.,, =1
pour k=N, a, —-a,,, =1

—a, ta,,

Hk D[[Nj +1'Nj +nj _1]]’ O =0 <0 et |ak Oy | =0 T,y
N, +n;-1 N,-2 N +n -1 .0 10
k:g_n?'k Oy =k:g_g_ a +ak+1) +1+1+ k:ZS a, +ak+1 %L—E%+ 1+1+ %L E%
2
=4-—
n;
Donc | > |ay — @< 4
k=p

IV.F.2) On applique lerésultat dul.C.1 avec u, = a, et v, =€**. Entenant compte de la

-1
majoration dul.B, Zak —qZ(a — .,V +a NV, —aV,.,

i oy — Q| +
_ agi
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Comme xOJ1 —={0} , = Srg @J@%Eet I'inégalité du|.A donne —asm
sn

U
|+l

Pour peu gu on goute I’ hypothése manquante (a mon avis) que mmme en |V.F.1,

par 4, |aq| et

q-1
p < gsont deux éléments de I'intervallel ;, on peut majorer Z |ark -0,y

1 -1
—é§|ak Oyt
sn%a P

Finalement, pour x 01 {0} , et pour p<q deux démentsdel'intervallel ;

|aq|par 1. Ce qui donne | |a |D_ K
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IV.F.3) x appartient al’'intervalle ]— T, n[ qui est un ouvert. Quand j tend vers |’ infini,

1 _ 1
X+ T tend vers x. Donc apartir d'un certainrang, x+ T D]— T, n[ :

1 . .
D’autre part, les x + T sont deux a deux distincts. I s'en trouve donc au plus un qui est nul.



1
X+—#0.

1
Finalement, a partir d'un certainrang, x + T Ol et

Soit j I'entier naturel tel que 2% < n < 209" Quand n tend vers Iinfini, il en est de méme
pour j.
D ‘aprés le résultat de laquestion IV.E, B;(x) = A s donc:

n 3.2 q

A(X) - B;(x) = Zakeikx - Zake"<X = a.e"

=p
avec p = min(n,3.2j3)+1 et q= max(n,3.2j3) vérifiant p < qqui sont deux éléments de
I'intervalel ; .On peut appliquer le résultat de la question précélente gres avoir exprime a, a
I'aide de a, (je soupgonne des difficultés de ledure de cetaines copies....)

q i 1
[A,(x) - B, (x)] = kZakej—ze'kx -
=p

O

o1

K g i_k%ME
> ae

k=p

d i~
> ae'e”
k=p

1
i’

1 1
et comme pour j asezgrand, X+TD| et X+T¢O :

i 6
=2

.
J

Pour x = 17, on peut utili ser I égalité a-desaus:

pour n asezgrand : |An(x) - B, (x)| <

|An(n) - B, (n)| == |SYae 7 ", puspar 2r- périodicité

1 1
Pour j JIN*, _H+TD| et —n+T¢0 , lamajoration démontrée & 1V.F.2

]

g i k-

>ae

k=p

6
< —nl et finalement : |An(7'[) - Bj(n)| <

— 7T+
J

IV.F.4) On adémontré que pour tout x fixé dans |, lasérie ) a,€" converge & sasomme et
continue sur | .
Donc la série atiere Z a,z" converge sur le ceacle unité.

On re nous fait pas cdculer le rayon de mnvergence de la série etiére, on ne nous fait pas
montrer que la série ne onverge pas normalement sur le disque fermé unité, ni que la somme
de lasérie attiere est continue sur le cecle unité.

O
]
O

donne




