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OBJET ET NOTATIONS DU PROBLEME

Ce probleme a pour objet Pétude de certaines propriétés des matrices symétriques réelles,

L'espace R” sera muni de sa structure canonique d’espace euclidien, sa base canonique sera notée
&= {g 6, .., e etlanorme euclidienne d'un élément x sera notée fx|. Relativement i une base fixée, un
élément x (resp. y, etc.) de R” sera représenté par la matrice colonne X (resp. Y, etc.) de ses coordonnées
x; (resp. y;, etc.). On appellera plan vectoriel de R* tout sous-espace vectoriel de dimension 2 de R”.

A toute matrice symétrique réelle A, de terme général 4;, on associera la forme bilinéaire symétrique
®, définie sur 'espace euclidien R*, rapporté & sa base canonique &, par
Vi{x, DE R X R", @,(x,p)='XAY = 5 ag;xy.
Il €£i%n
l&j&n

Onnotera Q, la forme quadratique associée d @, et T, la A-sphdre unité définie dans 'espace enclidien R,
rapporté 3 sa base canonique ), par

Ea={x € R Qu{x} = 'XAX = 1},
Une forme quadratique Q sur on espace euclidien £ est dite définie positive si et seulement si on a
Q{x} > 0 pour tout x non nulde E, Dans I'algtbre des matrices carrées réelles & n lignes et # colonnes, on

notera S, {R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et ST(R) le sous-ensemble des matrices symé-
triques A telles que ta forme quadratique Q, soit définie positive.

I, Caractérisations de S} (R) liées a la A-sphére unité¢ £,

L1. Premier exemple.

ﬁ}.

On considére Ia matrice symétrique réelle A, = (Jﬂ%
L1.1, Déterminer les valeurs propres et les sons-espaces propresde A, ,

L1.2. Donner Pexpression d’'une matrice orthogonale directe P et d'une matrice diagonale D = { g :: )
telles que b < p etque 'P A, P=D, Endéduire que A, appartient 3 S(R) ,

L1.3. Déterminer Ia nature de la conique 2., et son excentricité.

12. Deuxitme exemple,

On considére la matrice symétrique réelle A, = [ 5 ji 2 f] .

-

Démontrer directement que Q,, (x) > 0 pourtout x de R® mais que A, nappartient pas 3 ST(R).
Déterminer Ia nature de la conique X, . '

13. Carsceérisation de S} {R) par la compacité de Z, .

Soit A unélément de S, (R). Démonitrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i A appartieat 2 ST(R).

i, Lesvaleurs pfopres de A sont toutes strictement positives,

iii. Z, estuncompact non vide de R*,

Caractériser en fonction des vateurs propresde A lescas ot Z, est vide.
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14. Caractérisation de St(R) par Ies sections planesde £,

I4.1. Soit A unélément de S (R). Démontrer que la restriction de Q, 2 un plan vectoriel IT de R"est
une forme quadratique définte positive.

14.2. Soit A un élément de S, (R). Démontrer que A appartient 3 St(R) si et seulement si tout plan
vectoriel de R coupe X, suivant uneellipse. :

[i. Sections circulaires de la A-sphére unité X, quand n = 3
Soit A unélémentde S, (R) et 4, € &, < A; ses valeurs propres.

ILi Casoil A pune valeor propre triple.

Onsuppose que A aune seule valeur propre triple : 4, = 3, = A,.

Quelle est, suivant le signe de [a valeur propre, Ja nature de X, 7 En déduire que ou bien I, est vide, ou
bien tout plan vectoriel coupe £, suivant un cercle.

1.2, Casoit A aune valeur propre double,

On suppose que A a deux valeurs propres distinctes, une simple et une double : A; = A, < A; ou
l] < )ﬁz m 1,3 . ’ ' ’

LI.2.1. Démontrer que X, est invariante par toute rotation d'axe le sous-espace propre A relatif a {a
valeur propre simple. ' :

1L.2.2. Démontrer gue, si un plan vectoriel [i non perpendiculaire 3 A coupait X, suivant un cercle T,
~ dlors £, contiendrait Ia surface obtenue en faisant tourner I' atour de A et que cette surface

serait incluse dans une sphére centrée 3 'origine. Démontrer que cela est impossible [on pourra
étudier la distance de lorigine A un point de £,). : : :

I1.2.3. Déterminer, suivant le signe de la valeur propre double, le nombre de plans vectoriels coupant %,
suivant un cercle.

11.3. Casot A n’a que des valeurs propres siniples.

On suppose que A atrois valeurs propres distinctes : b, < b, < Aq.

1L3.1. Soit TE, le plan vectoriel engendré par les sous~espaces propres relatifs 3 A, et A,. Démontrer
que si un plan vectoriel II coupe ¥, suivant un cercle, alors la restriction de Q, & I1 N [, est
une forme guadratique définie positive. En déduire quwune condition nécessaire pour qu'il existe un
plan vectonel IT coupant Z, suivant un cercle est que &, > 0. .

IL3.2. L’espace R? &tant rapporté 4 une base orthonormale de vecteurs propres de A, justifier que
By 8 % — JETR] x, = 0 estI'équation d’un plan vectoriel II. En remarquant que
MM+ g+ ad+ B+ - M)A - (- ),
démontrer que, si &, > 0, leplan i coupe £, suivantuncercle,

Pour X, > 0, déterminer un sutre plan vectoriel II', distinct de I1, coupant ¥, suivant un
cercle. ' ' '

Tournez la page S.V.P.
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11.3.3. Etant donné deux plans vectoriels distincts 1 et I, on rapporte R® 3 une base orthonormale
(£, 5, ) telle que £ appartienne 4 la droite IT 0 IT' et que f et £ appartiennent aux plans
bissecteurs de Il et IT. Démontrer quil existe {a, p) & R* tel que & + B2 = 1, a w0,
BACGetque Z=(ofi —BA L) {resp. & =(0f + B £.£)) soit une base orthonormale de
I (resp. IT"), , : ‘
Exprimer Qu(s{afi — BAY + 1£) et Qu(s{af + B£) + 14} en fonction des scalaires s, &
o, B etdes u; = @, {j;,fj avec 1 € i € f < 3. En déduire une équation de T1 N I, (resp.
I¥ 1t £,) danslabase # {resp. &).

Démontrer que, si ces intersections sont des cercles, on 8 Uy ™ Wy = wy = 0 et
ty ™ &Fuy; + BPuy;. Endéduire que (£, £, 5) est alors une base de vecteurs propresde A et
gue Ia valeur propre relative 3 £, est comtprise entre celles relatives 3 f; et 7.

IL.3.4. Déduire de ce qui préctde qu'il existe exactement deux plans vectoriels distincts coupant I,
suivant un cerclé lorsque hy, > 0, _

I1.4. Exemple.

L'espace R® est rapporté 4 sa base canonique. On considére la matrioe symétrique réelle

4 -1 0
0 -1 4
IL4.1. Démontrer que, pour tout x de R, ona Qﬁ.ta {x) 2 3| x]|* [on pourra, aprés avoir justifide, se
servir de Finégalité 2uv € 12 + v?]. Quelle est la nature géométrique de Pintersection de 2.,
avec un plan vectoriel 7
114.2. En remarquant que Péquation de X,, pent s'écrire .
dxi+ xf+ 2] - (2% -5+ 2x)=1,
déterminer deux plans vectoriels distinets coupant %4, suivant un cercle. Y en a-t-il d’antres ?

I1.4.3, Détemﬁner, selon les valeurs du nombre réel h, la nature géométrique de Pintersection de Zas
avec les plans alfines d'équation x, = £ et 23, — x, + 2x; = A.

OL Décomposition de Choleski

IIl.1. Existence d*ane décomposition.

>

LL1, Démontrer qu'une matrice A appartient 2 S} (R) si et seulement si il existe une matrice
inversible M telle que A = 'MM |on pourra diagonaliser A pour établir que 12 condition est
nécessaire}. i

HLE2, Soit ¥ = (v, vs, ., ¥,} la famille des vecteurs-colonnes d’une matrice inversible M. Justifier
que 7 estune base de R”. Scit % = (w, w;, ., w,} la base orthonormale obtenue par appli-
cation & Ia base ¥ du procédé d'orthonormalisation de Schmidt, Démontrer que Ja matrice de
passage T delabase % i labase ¥ est triangulaire supérieure.

Soit O la matrice de passage de la base canonique & 4 la base W, Justifier que O est orthogo-
nale et démontrer que M=~ OF. .

1I1.1.3. Déduire de ce qui précéde que toute matrice A appartenant & St (R) peut s'éerire sous la forme
‘TT avec T une matrice triangulaire supérieure inversible,
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TIL2. Une apphication : majoration du déterminant de A.

Soit A un élémentde S} (R) ¢t T une matrice triangulaire supéxicﬁre telleque A ='TT. Onnote 4,
le terme génél}'al de A et y; le terme géndral de T. Démontrer que 0 < 1} € a; pour tout
iell, 2, ... ' ' .

Endéduireque 0 < detA € || a;. A quelle condition a-t-on det A = @,

1%iktn IEELT]

113, Algorithine de décomposition.

L'espace R" est rapporté 4 sa base canonique. Soit A un éiément de S, (R) de terme général .

LiL3.1. Démontrer qu'il est équivalent de trouver une matrice triangulaire supérieure inversible T telle
que A="TT et de trouver une écriture de faforme quadratique Q, delaforme: '

:
YxeR" Q{x) = tfix,f)

1£7% »'(f;j:cn
avec ¢, > O pourtout i € {1,2,.., n}.

HL3.2. Pour n > 2 onidentifie R” avecle produit R x R"! ctonnote ¥ la pmjectio% sur R7~!
d'un élément x de R*. Démontrer que, si @, >0 etsionpose ¢, = —a'j- pour
/€ {1, 2, .., n}, ilexiste une unique matrice A élémentde S,.. | (R) telle que: b

Fr
YxERY, Q,fx)= { v :“-x‘,) + Q, (2},
ILYL Y
Démontrer que, si A appartient 4 S;(R), alors A existe ¢t appartienta Si. | (R).
I1.3.3. On considére Falgorithme suivant ;
Poser A, = A,

® si k < n etsile terme de Ia premidre ligne, premidre colonne, de A, est strictement positif,
poser A, = A, etrecommencer,

® sinon, arréter.
Démontrer que A appartient i S¥(R) si et seulement i Valgorithme s'arréte pour % = n avec

Punique terme de A, strictement positif. Démontrer qu'on a alors déterminé une décomposition
Aw'TT avec T triangulaire supérieure inversible.

II1.4. Exemple, . -t

Unentier n > t etunréel « > 0 éant fixés, on applique Palgorithme & 1a matrice symétrique
Af(n;a) & n ligneset a colonnes dont le terme générai gy vaut g si i=f vant 3 si i=j+ 1 ou
f= j— 1 etvaut 0autrement,

Ii4.1. Démontrer que, si on parvient ala &-iéme itération, quel que soit x € R” ona:

Catmalxl= 3 {“514+ﬂf_“}‘]2"'{“'u_ii’)xiw+a PR A Y S/

imigk kt2cisn k+18ikn

N . 1 . , s
oliles u; sontdéfinispar u, = Ja et u, = fa - —5 POur 2 < i < k. Démontrer qu'on a
> Uy L u,, !

A quelle condition pouxra-t-on faire une {k + 1)-ieme itération ?

Tournez la page S.V.P,
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II.4.2. Démontrer que, st ¢ > 2, lamatrice A (n; o) appartienta SH(R) quelque soit n.

11.4.3. Démontrer que, si a < 2, il existe un entier naturel N (a) tel que 1a matrice A {4; 4) appar-
tienne & 8, (R) sietseulementsi n < Nig). Caleuler N(1), N {(/2), N(1.,9).

[L4.4. Donner l'expression de la décomposition A (n; 2) = *TT résultant de Palgorithme.



