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Dans tout le probléme, B? est muni du preduit scalaire euclidien canonicue noté {, ) et de la norme | | associée.

St Q est un ouvert non vide de R? et si (k,n) € (N*)?, on note C*(Q3, R™) U'espace des fonctions de classe C¥ de
£ dans R™.

Si f e CHQ,R™), la différentielle de f au point p de Q est notée df,; sa matrice relativement aux hases
canoniques de R? et de R™ est appelée matrice jacobienne de [ en p et est notée Jac f{p).
Si f est dans C*((2, R), on dit que f vérifie (1) si et seulement si

92 2 f e 3
Vo) e, ) x 3 hem) - (gEEn) =1 )

On uote P; 'ensembie des fonctions polynomiales de degré € 2 de B? dans B ¢’sst-a-dire les applications de R?
dans B de la forie

(z,y) > a2? +bay oy’ +de+ey+f  on  (abcde f) ERE

Le but principal du probléme est de montrer que les solutions de (1) sur B? appartiennent & Ps.

I Les équations de Cauchy-Riemann

Soient f et g dans C*(R?,R) vérifiant les équations, dites de Cauchy-Riemann,

o _8g ., of_

Bz By 9y o«
On définit deux fonctions sur R% x R par
Y(r,8) € R} x R, Flr,0) = f(rcosf,rsing) et §(r,8) = g(rcosf,rsinh)

Pour n € Z, on note £, I'espace des fonctions f de C*(R%,C) telles que

vt e Ry, L FE) ) Rt ) =

A

. af . af .
LA.1) E\cprlmer (a ) et —(r, #) en fonction de 7, 8, a—(? cosf,rsinf) et a—y(r cos @,vsin@).
LA.2) Pourtout (r,0) € R, x R, montrer Zf (r,0) = z g‘g( ,8) t ( 6) = -——1— X —(T 0.
I.B -~ Pour o € R, soit @, la fonction de R} dans R deﬁnle par

VEERY,  ga(t)=1°

I.B.1) Pour tout n € Z*, déterminer les réels o tels que ¢, appartienne & &,.
1.B.2) Déterminer &, pour n &€ Z. On discutera séparément le cas n = 0.

L& — Pourn € Z, solent ¢y 5 et cn 4 les fonctions de RY dans € définies par

R _
en () = Qé/ Flr,0) e~ dg
vr € RY, -
1 f" - —ind
Crglr) = — g(r,8) e~ d@
o(r) 2r J_,
1.C.1)  Montrer que ¢, 5 est de classe C! sur R% et vérifie

mn

Yr e Ri, (Cn,f)t (7) = ";"“ Cn,_q('r}
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1.C.2) Montrer que ¢n y appartient & &, et que c, s est bornée an voisinage de 0. En déduire 'existence de
an € C tel que

vr ¢ R%, Cn g (1) = ap7!™

1.C.3) En énongant précisément le théordme utilisé, établir

P
Vir @) eRL xR, f(r,®) = plEEO > aprilet™®

n=-—p
. . af . af ) 2
I.D — Dans cette question, on suppose que les fonctions 5n et 5; soni bornées sur R*.
1.D.1) SineZ, montrer que la fonction (c,,f)’ est bornée sur RY.
] g
I1.D.2) Montrer que les fonctions 5{; et B_f sont constantes.

II Quelques solutions de (1)

8i I est un intervalle de R, on dit que w € C(I,R) vérifie (IT.1) sur I si et seulement si
Yeel, wl(t) (ult) 4 2t/ (8)) = -1 (ILY)
II.A - Déterminer les fonctions de P, vérifiant (1) sur B2,

II.B — En énoncant précisément le théordme utilisé, montrer, si (tg,u0) est dans (R*)?, l'existence d’un
intervalle ouvert I de R contenant %y et d'une fonction 1 € C*(I,R) telle que u soit solution de (IL.1) sur [ et
vérifie u(tq) = up.

II.C -
J 1

ILD - Soient J un intervalle cuvert non vide de B, Q(J) = {{z,7) € R®, 2y € J}, w dans C2(J,R) et W la
fonction définie par

Soit J un intervalie ouvert non vide de R. Existe-t-il une fonction polynomiale solution de (IL1) sur

Yz, y) € QJ), Wiz, y) = wizy)
11.D.1) Montrer que Q(J) est un ouvert non vide.

ILD.2) Montrer que W est dans C2{Q(J),R) et que 'on a équivalence enire

b W ovérifie (1) sur Q(J),

it. w’ vérifie {I1.1) sur J.

T1.12.3) Montrer que W est ka restriction & Q(J) d'une fonction de Ps si et seulement st w esi affine.

II.LE — Socient £ un ouvert non vide de B?, f dans (22, R) vérifiant (1) sur Q, {a,b) € R?, Qq Uimage de
par la translation de vecteur {a, b) et fo, la fonction définie sur £2, , par

V(T 'U) € Qu‘ba fa,b(wi y) = f(:l. =@y b)
Monfrer que [, p vérifie (1) sur (.

ILF - Si{zq,10) est dans R?, montrer qu'il existe un ouvert U de BR? contenant (2, yo) tel que l'ensemble
des fonetions de C*(U, R) vérifiant (1) sur U et ne coincidant sur I/ avec ancun élément de P, soit infini.

I1T Un critére de difféomorphisme

ITI.A - Rappeler la définition dun Cl-difféomorphisme de R? sur R? et le théoréme caractérisant un tel
difféomorphisme parmi les applications de classe C! de R? dans R?.

Dans la suite de cette partie, on considére o € R% et F € C*(R’?, R?). On suppose que pour tout (p, h) € R* x R?
{dFy(h), ) 2 afja]?
Le but de cette partie est de montrer que F est un C!-difffomorphisme.
ITI.B — Soient p &t ¢ dans B2,
IT1.B.1) Vérifier
1

F(@) = F) = | dFyiuqmn(e—p)

0
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1I1.B.2) Montrer

(F(q) — F(p), ¢ — 2} > allg—pl®
ITT.C - Soient o € B? et G° 'application de B? dans B définie par
YpeR?:  Gop) = |F(p) - af®
III.C.1) Si p et i sont dans B?, caleuler dG%,{h).
III.C.2) Montrer que G*(p) — +oo quand |p| — +oo.

ITI.C.3) En déduire que G° atteint un minimum global sur B? en un point pg.
II1.C.4) Montrer que F(pg)} = a.

ITI.D - Montrer que F réalise un ! -difféomorphisme de R? sur &2,

IV Le théoréme de J6rgens
Soit f dans C*(R%,R) vérifiant {1) sur R
Pour (z,y) € R?, soient u(z,y) = 2 + %(?s,y), v(z,y) =y+ g—g(m, y) et Fz,y) = (u(z,y), v(z,¥)).

o

PEr
On suppose dans les questions TV. A et IV.B que 852 (2,7) > 0 pour tout {z,y) € R?,

IV.A - Si(z,y) € R?, montrer que Jac F(z,y}~Is (ot I désigne la matrice identité d’ordre 2) est symétrique
positive. En déduire que F' est un Cl-difféomorphisme de B? sur B>

. . 2 9 f 9 f D f
Dans la suite, soient, powr (z,v) € B2, v(z,y) = W(w, y), s(z,y) = amay(m,y} et t{z,y) = -a—-ga-(:c, 1) de sorte

que, pour tout (z,y) € R?, 7(z,y) > 0 et r{z,y) t(z,y) — s{z,y)° = 1.
IV.B -~
IV.B.1) Montrer qu'il existe deux fonctions ¢ et ¥ dans C1(R?,R) telles que
a
o (1, ), v(m, 1)) = 2 = L (2,)

7
V(z,y) € BE, N

¥ (ulz,y), vl y)) = -y + g_i(:r,y)

IV.B.2) Calculer g—t(i(u(m,y),v(ns,y)), g—f (u{z, y), v(z,y)), ,a—qi(u(r.:,y),v(rc,y)) el %%(u(:c,y},v(a:,y)) {que

o Op & | Gy

Pon abrégera en 5 B e et a) en fonetion de r(x,y), (=, y) et i(x,y) (que Pon abrégera en r, s et t).

IV.B.3) Montrer que —B—E et a—f sont bornées sur R?.
)

a a
. . . Jp Oy
IV.B.4) Montrer, en utilisani la premiére partie, que By et o sont constantes.
u v

IV.B.5) En déduire que r, s et ¢ sont constantes.

IV.C — Montrer que les seules fonctions de C*(R?, R) vérifiant (1) sur R? appartiennent & Ps.
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