Agregation Interne de Mathématiques

Suites et Séries de Fonction

Up: [0,1] = R
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Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (Uy,).

2) Méme question que 1 avec la suite :
U,: [0,1]] =R
x — n.a”. sin(rzr)

IT .

Calculer lim,, o ( S 4 z)neraes dm)

n+x

IIT .
1) A€ 0,1], (Un)nen la suite définie par Uy =0 et Vn € N :
Unt1 = Un + 3(A — U2). Etudier la suite (U,,).
2) (Ppn)nen la suite de fonctions définies par :
Py [0, 1] —R
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et Vn e N :

Pop1: [0,1] >R

1
x = Py(x) + 3 (x — (Pn(x))Q)
Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (P,).

IV . Premier théoreme de Dini.

(E,d) espace métrique. (fn)nen suite de fonctions continues et croissantes d’élément de

¢(E,R), et qui converge simplement vers une fonction f € €(E,R). Pour € > 0, on pose

Fre={x € E tq. f@)— falz)>c}.

1) Montrer que (F}, ¢)nen est une suite décroissante de compactes.
2) Montrer que (),cy(Fn,e) = 0.
3) En déduire que la suite (f,,)nen converge uniformement vers f sur E.

4) Application: Retrouver le résultat du II1.2.

V . Deuxiéme théoreme de Dini.

1) Soient a,b € R avec a < b, et pour n € N, f, : [a,b] — R fonction croissante. On
suppose que la suite (f,)nen converge (simplement) vers une fonction f : [a,b] — R

continue. Alors la suite (fy,)nen converge unifromement vers f sur [a, b].
2) Application:
fn: Ry =R
r— (1+ %)n

la suite (fn)nen converge uniformement vers la fonction exponentielle sur tout seg-

ment de R;.



VI . Théoréme d’approximation de Weierstross (produit de convolution).

1) Montrer que Vn € N, il existe a, > 0 t.q. ay. f_ll(l — 2?)"dzr = 1.
2) Calculer fol(l — 2?)"xdx, et en déduire que 0 < a, < n + 1.

3) soit § > 0. Montrer que (f[fl,fci]u[ci,l} an(1 — xQ)”dm> —n—too 0.
4) soit f € €([0,1];R) dont le support est inclus dans [0, 1] et

K,: [-1,L1]—=R

T ap(l — 23"

et soit :

P,=f+K,: [0,1] R
1
R / P — 1) K (t)dt
-1
a) Montrer que la suite (P,)nen converge uniformement vers f sur [0, 1].

b) Montrer que Vz € [0,1] P,(z) = fol K,(x —t).f(t)dt et en déduire que P, est une

fonction polynomiale.

5) g : [a,b] — R fonction continue. Montrer que g est limite uniforme sur [a,b] d’une

suite de fonction polynomiale.

VII .

1) a) f:[0,1] — R continue. On suppose que ¥V k € N :
fol tk.f(t)dt = 0. Montrer que f = 0.

b) On munit F = €([0,1]; R) du produit scalaire :

<.,.> ExXFE->R
1
(f.9) = / F(D)g(t)dt
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Déduire de a) que le sous-espace vectoriel de E de fonctions polynomiales définies
sur [0, 1] n’a pas de supplémentaire orthogonale dans 1’espace préhilbertien (E, <
e >).

2) Montrer que V n € N : f0+°° t".e~(1=9tqt = 0.

Que peut-on conclure ?

VIII . Pour quelle valeur de x la série suivante converge.

-Calculer dans ce cas sa somme :



