1. SUITES

Exercice 1.1 [Constante d’Euler] Pour tout entier n > 0, on note S,, = >_7_; +.
(1) Montrer que S, tend vers U'infini quand n tend vers U'infini.

(2) Donner un équivalent de S,, (on pourra utiliser le théoreme des accroissements finis ou des comparaisons
avec des intégrales).

(3) Pour n > 1, on note u,, = S,, — In(n). Montrer que la suite converge . On note v cette limite : c’est la
constante d’Euler.

Exercice 1.2
(1) On considere les suites de réels positifs (uy,) et (vy,) définies par
Up + Un

up =a,v9g =0 et VYn € N, upt1 = UV, Upy1 = 5
Montrer que, pour tout n > 1, Uy < Uy, Uy < Upt1 €6 Vpr1 < Uy

(2) Etablir que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite. Cette limite commune est la moyenne
arithmético-géométrique de a et b et est notée M (a,b).

(3) Calculer M(a,a) et M(a,0) pour a € R.
(4) Exprimer M (Aa, Ab) en fonction de M (a,b) pour A € R,.

Exercice 1.3 Soient (an)nen et (bn)nen deux suites réelles telles que
— (bp) est strictement positive et strictement croissante ;
— lim,,_yo0 b, = +00.
(1) Montrer que si la suite de terme général
Ap+1 — Qp
bn+1 - bn

converge vers une limite ¢, alors, la suite (Z—") converge vers £.
™/ neN

(2) Donner un cas particulier d’application de ce résultat.

Exercice 1.4 Soit a un réel strictement positif. Etudier la convergence de la série de terme général o~ k.

Exercice 1.5 Etudier la suite (2,),>0 définie par zp € C et

Zn + |20

Vn e N, zpr1 = 5

Exercice 1.6 Soient I = [a,b] un intervalle de R et f une application de I dans I. On suppose que f est
contractante e qu’il existe 0 < ¢ < 1 tel que pour tout x € I et tout y € I,

|f(z) = f(y)] < clz—yl.
(1) Soit « € I. Montrer que la suite (x,,) définie par o = « et, pour tout n € N, x,,11 = f(z,,) converge
dans I et que sa limite £ est un point fixe de f.

2
3
4
5

Montrer que ce point fixe est unique.
Donner des exemples de fonctions contractantes.

(2)
(3)
(4) Généraliser au cas ot E est un espace de Banach et f est une application de E dans E.
(5)

Utiliser cette méthode pour déterminer I'unique racine réelle positive de I’équation e* — z — 2 = 0.
Exercice 1.7 Soit I = [a,b] un intervalle de R. et soit f une application de classe €% sur I. On suppose que

/' ne s’annule pas sur I et que I'équation f(x) = 0 admet une solution dans I.
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(1) Montrer que cette solution est unique. On la note a.
f(z)
(@)
(3) En déduire qu'’il existe un intervalle J inclus dans I contenant « et stable par g. Soit ¢ € J et soit (z,,)

la suite définie par xo = ¢ et, pour tout n € N, z,+1 = g(x,). Montrer que cette suite converge vers c.
Majorer |z,41 — a| en fonction de |z, — «| & I'aide de la formule de Taylor & lordre 2.

(2) Montrer que g : = +— x — est définie sur I et calculer ¢'(«).

2. SERIES

Exercice 2.8 Soit (an),cn une suite de réels positifs décroissante.

1) Montrer que la série a, converge si, et seulement si, la série 2™ aq9n converge.
neN ’ ’ neN

(2) Soit « un réel strictement positif. Déduire de ce qui préceéde que la série de terme général w,, = —

converge si, et seulement si, a > 1.

(3) Etudier de méme la convergence de la série de terme général

_
n(In(n))*"

Exercice 2.9 Soit a un réel strictement supérieur a 1.

(1) Montrer que, pour tout n > 2,

i 1 1 1
n® =~ 1—a\ne1 (n—1)1)"

(2) En déduire que la série de terme général -1 converge.

N o1
n=1 no "

(3) Donner un équivalent de >

Exercice 2.10 [Convergence commutative]

(1) Soit > a, une série absolument convergente (dans R, C, un Banach). Montrer qu’elle est commutati-
vement convergente ( pour toute permutation o de N, la série ) a, () converge et sa somme ne dépend
pas de o.

(2) Soit > a,, une série de réels semi-convergente. En remarquant que les séries ) - max(ay,0) et ) max(—ay,0)
divergent, montrer qu'’il existe une permutation o de N telle que ) a,(,) = +00.

(3) Soit ¢ € R. Montrer plus généralement que si la série de réels 3 a,, est semi-convergente, il existe une
permutation o de N telle que la série ) a,(,) ait pour somme .

(4) Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. Montrer qu’une série est commutativement conver-
gente si et seulement si elle est absolument convergente.

—Up

Exercice 2.11 On consideére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et, pour n € N, uy,q1 = %e
(1) Etudier la nature de la série de terme général wu,,.

(2) Etudier la nature de la série de terme général (—1)"u,,.

Exercice 2.12 [Théoreme d’Abel] Soient (a,),n €t (bn)
2o @k -

(1) Soit N un entier et n > N, exprimer Y ,_ \ aixbi en fonction de des suites (A,,) et (by,).

nen deux suites de nombres complexes et A, =

(2) En déduire que si
— by, tend vers 0 quand n tend vers 'infini,
= 2 ns0 bnt1 — ba| converge,
— la suite (A,,) est bornée,

alors la série ) anb, converge.



3. FAMILLES SOMMABLES

Exercice 3.13 Dans ce qui suit, I désigne un ensemble. Soit (u;);c; une famille de réels positifs. On dit que
la famille (u;) est sommable s’il existe un réel M tel que pour toute partie finie J C I, Y. ;u; < M. On pose

alors
Z U; = sup Z Ui ¢ -
T J partie finie de 1 ("

(1) Soit (uy) une suite de réels positifs. Montrer que (u,) est sommable si, et seulement si, la série > u,
converge (absolument). Dans ce cas, montrer que Y nUn = > g Un.

jeJ

(2) Soit ¢ € [0, 1[, montrer que la famille (q'”‘)n ez, st sommable et déterminer sa somme.

3) Soit (u;),.; une famille dénombrable de réels. Soit (I une partition de I. Montrer que les assertions
el keN
suivantes sont équivalentes :
(a) la famille (u;);er est sommable;

(b) pour tout k£ € N la famille (u;);., est sommable et la série 3, o (Zlk u;) converge. Dans ce

Su- X (Su).

iel keN \ I
(4) Si (u;);c; une famille de complexes, on dit que cette famille est sommable si la famille (|u;|);c; 1'est.
Etendre aux familles sommables de complexes le résultat (3).

(5) Soit (u;)ier une famille sommable de réels. Montrer que {j € I ; u; # 0} est au plus dénombrable.

Exercice 3.14 Soient (un) et (vm) deux familles sommables. Montrer que la famille (upvn)(, m)enz €st

sommable et que
St (Z u> (Z Um> |
N2 n=0 m=0

1
(1) Soit o une permutation de N. Montrer qua la famille { —— est sommable.
no(n) ) ,ene
1
(2) Montrer que si |q] < 1, =g = 3% (n +1)¢" en utilisant les famille sommables puis en utilisant
-9

des séries de fonctions.

(3) Soient x et y deux complexes. Montrer que exp(z + y) = exp(z) exp(y).

Exercice 3.15 On pose

S 2p+1 _ P _ p+1
P47 p4rq+2 ptqgt+l ptqg+3
Calculer
+o0o oo +o0 400
DD g et YD apg
q=0p=0 p=0 ¢=0

Que peut-on en déduire ?

Exercice 3.16 On note (!(Z) 'ensemble des suites complexes u = (uy,,)necz sommables.

(1) Pour u,v € ¢*(Z), on pose (u*v)n = Y 1cq UkUn—k- Montrer que u* v € £*(Z) et que

Z(u*v)n:ZunZvn

neZ neZ neZz

(2) Montrer que la loi * ainsi définie est commutative, associative et posséde un neutre.

Exercice 3.17 Pour quels a > 0, la famille suivante est-elle sommable ?

1
<(p2 + q2)a ) (p,q)GN*z
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Exercice 3.18 Soit (u,) une suite réelle telle qu’il y ait convergence de la série > u2

Soit o une bijection de N et (v,,) la suite déterminée par

Vn € N, vy = Ug(n)

a) Montrer la convergence et calculer la somme de la série Z V2.
neN

b) Quelle est la nature de la série Y |u,v,|?

c) Déterminer les bornes supérieure et inférieure de

—+oo

D [unonl

n=0

pour ¢ parcourant I’ensemble des bijections de N.

Exercice 3.19 Soit (p;)ics; une famille sommable de réels positifs de somme 1 et soit (x;);c; une famille de
réels.
Montrer que si la famille (:E?pi)iel est sommable, il en est de méme de (x;p;). Soit F = > x;p;, que

est sommable et que
V= Z (Elzpz — EQ.
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