Devoir pour la préparation a L'Agrégation Interne F. Dupré (f.dupre-mp@wanadoo.fr)

Le but de ce probléme est de caractériser, pasrentiers, ceux qui sont somme de deux carrésitér que
Lagrange a démontré que tout entier est somme aierds et que, plus généralement, Hilbert a propwar tout
entierk, I'existence d’'un nombrey(k) tel que tout entier est somme d’au plg®) puissancek-iemes.

Dans la parti¢, on établit quelques résultats généraux sur lesaux principaux. Ceux-ci peuvent quasiment
étre considérés comme des résultats de coursnted soéditer par ceux qui envisagent de préparedes legons sur
les pgcd et ppcm. Le cas échéant, cette partietipfasique peut étre laissée de cdté dans un préenigps, quitte a
admettre les deux résultats fondamentaux encadi§sspnt prouvés.

Dans la partidl , on caractérise les nombres premetsls que —1 soit un carré dafis pZ .
La partielll établit les propriétés arithmétiques de I'anng&fip des entiers de Gauss, qui permettent dans la

partielV de prouver que tout nombre premier de la fodner 1 est somme de deux carrés.

Les partied/ etVI achévent I'étude du probleme.
Partie |

On rappelle avant tout un peu de vocabulaire :
i.  Unanneau intégre est un anneau commutatif @éapelab=0—= a= 0ou b =0.
ii. Unidéall d'un anneau commutafifest un sous-groupe additif detel que :
OxOAGIOLixOl .
iii. Unidéal principal est un idénhui se réduit a I'ensemble des multiples de leisas éléments :
| est principal = O O 1 telquel = (%) = {x.xo, xO A}
iv. Un anneau principal est un anneau intéegre dentdéal est principal.
v. Les unités d'un annedusont les éléments inversibles (pour la multipiamat) deA. lls forment un

groupe multiplicatif.

vi. SiA est un anneau commutatif, easetb sont deux éléments de on dit quea diviseb si :
(xOA telqueb = ax.
vii. Deux élémenta etb d'un anneau commuta#if sont dits premiers entre eux si leurs seuls divise
communs sont les unités Ae
viii. Un élémenk d'un anneau commutafest dit irréductible sk n'est pas une unité deet si :

Oa,b O A, x = ab = a oub est une unité da.

Enfin, siA est un annea\* désignera I'ensemble des éléments non nuls.de



1. Soit A un anneau intégre. Prouver qiia, b0 A%, (a) O (b) si et seulement 4 divisea (on rappelle quea)
désigne l'idéal engendré parc'est-a-dire I'ensemble des multiplesajle
En déduire quda) = (b) si et seulement si il existe une unitéle A telle quea=ub (deux tels éléments de

sont dits associés ; ils jouent le méme réle adtigoe... réfléchir a ce que sont des élémentscEssdansZ ou
dansK[X]).

On suppose, jusqu'a la questiérincluse, que A est un anneau principal.

2. Soienta etb deux éléments non nuls de
a. Soitl =(a)+(b) = {xa+ ybavecx y O A}. Vérifier quel est un idéal da.
En déduire I'existence dedansA tel quel = (d).

b. En utilisant quea etb sont dans, prouver quel est un diviseur communagetb.

c. En utilisant quel est dan$, prouver que tout diviseur commaraa etb est un diviseur dd.

d sera dit pgcd de a et b : c'est un diviseur comia et b, et c'est "le plus grand" en ce senstqueautre

diviseur commun a a et b le divise.

3. a. Déduire de la questioh "l'identité de Bézout" :
a etb sont premiers entre eux si et seulement si itexietv dansA tels queua+ vb =1.
b. En déduire le "théoréme de Gauss" :

sia divisebc et sia est premier avels, alorsa divisec.

4. Prouver que toute suite croissante (au sens ddubion) d'idéaux dé\ est stationnaire (on considérera une

suite croissantd ) d'idéaux deA, et on prouvera qué = JI,, est un idéal dé ; c'est alors que I'on utilisera gae
n

est un anneau principal).

5. Soitx un élément dé* qui n'est pas une unité. Le but de cette quessbde prouver que possede un divi-
seur irréductible. On suppose que tel n'est paeade

a. Construire par récurrence une suitk,) d'éléments dé telle que :
dy = x, OnON, d, n'est pas une unité,,, divise d,, d,,; et d, ne sont pas associés.

b. En considérant la suite d'idéa(gd,)), conclure & une impossibilité.

6. Soitx un élément dé&* qui n'est pas une unité.

a. On construit des éléments Aale la facon suivante :



i. sixestirréductible, on posg, = x et le processus s'arréte ;

ii. supposons construitg,,..., p, ; Si plxp est une unité, le processus s'arrét. Sinon, osidemre
<Py

un diviseur irréductiblep,,, de

P
Prouver que l'algorithme ainsi défini s'arréteua nombre fini d'étapes.
En déduire qur possede une décomposition en produit de factengdvuictibles.

b. Prouver, grace au théoreme de Gauss, que cettendésition est unique, aux unités pres et a l'odde

facteurs pres.

On a ainsi prouvé le théoréeme fondamental suivant

Si A est un anneau principal, tout élément non nuAdgui n'est pas une unité se décompose en un pfoduit

d'éléments irréductibles de et cette décomposition est unique, aux unités gra I'ordre des facteurs prés.

7. SoitA un anneau integre. On dit gAeest un anneau euclidien s'il existe une applinagiale A—{O} dansN,

telle que :

Ox,yOAy#00yrJA telguex=qy+r avecr = 0ou @) < @y).
a. Donner des exemples d'anneaux euclidiens.

b. SoitA un anneau euclidien, Btin idéal dej, supposé non réduit{ﬁ)} (sinonl = (0)).
i. Prouver l'existence d'un élément nonxyudel tel que :
OxO1,x#Z 0,¢X) < @X) .
ii. Prouver l'inclusion(x,) O | .
iii. Prouver, par division euclidienne, l'inclusion irse| O (X,) .

c. En déduire le trés important théoréme suivant :

Tout anneau euclidien est un anneau princjpal.

N.B. : dans les anneaux tels qie ou K[ X], voire Z[i] que l'on étudie un peu plus loin, la définition du

pgcd, ainsi que la démonstration des théoremesétel et de Gauss, se font exactement comme ddébué de
cette partie. Mais il peut étre intéressant de nafee dans ces trois anneaux, l'existence de lam@osition en
produit d'irréductibles peut étre notablement sifig par rapport & celle, relativement délicatepesée ici dans
les questiond., 5. et 6.. Il suffit en effet de raisonner par récurrence Buvaleur absolue de x (dari8) ou sur son

degré (dansk[ X] ) ou sur son module au carré (da#$i] ), de la fagcon suivante : on considere un divisule x

de valeur absolue (ou de degré, ou de module ax¢arinimum ; d est irréductible (sinon un divisele d serait

un diviseur de x de valeur absolue ou de degréeomddule au carré strictement inférieur a d), etapplique I'hy-



pothése de récurrence a x/d, qui est plus petit/édeur absolue ou en degré ou en module au cgué)x. L'unicité

se fait grace a Gauss comme dans la quesion
Partie Il
On rappelle qu’un polynéme de degrd coefficients dans un corps commutdif possede au plusracines

danskK.

On cherche dans cette partie les nombres premtets que —1 soit un carré da#is pZ .

Puisque dan&/2Z,ona-1=1= 172, on supposerag = 3, ainsip est impair.

1. Prouver que pour towt non nul deZ/ pZ, on a xP =1 (penser au théoréme de Lagrange sur l'ordre d'un

sous-groupe).

p-1
2. Montrer I'existence de, dansZ/ pZ tel quex, 2 = -1.

3. En déduire que § est congru a 1 modulo 4, —1 est un carré dahpZ .
4. Prouver que 9 est congru a 3 modulo 4, -1 n’est pas un carré @ddrmpZ .
5. Application(cette question n'est pas utile pour la suiterdblpme).
On désire prouver qu'il existe une infinité denhboes premiers de la formék +1. Pour cela, on suppose qu'il

n'en existe qu'un nombre fini, notgs ..., p,, et on considére l'entié? = 4(p,... p,)? +1.

Prouver, grace a ce qui précéde, Buee saurait étre divisible par un nombre premietad®rme 4k + 3,

puis conclure.

Partie 111
On noteZ[i] ={a+i b avec a,b0Z}. Si a+ib estdansZ[i] , on noteraN(a + ib) = a* + b*.

1. Prouver queZ[i] estun anneau intégre.



2. Montrer qu'un élément de Z[i] est inversible dang]i] si et seulement sN(x) =1 (on pourra utiliser, apres
l'avoir justifiée, la relationN(xx) = N(XYN(X')).

En déduire 'ensembl& des unités dé&[i] .

3. Prouver que pour tousety dansZ][i] , y non nul, il existey etr dansZ][i] tels que :
x = qy+r, avec|r| <|yl.

Y-a-t-il unicité deq et der ?

4. Prouver queZ[i] est un anneau principal.

Partie IV

On recherche dans cette partie les nombres prempiels N qui sont somme de deux carrés. Puisque

2=1+1, on supposerg = 3. Bien entendu, puisque I'on vient d'établir dZ[§ est un anneau principal, le résultat

fondamental d'existence et d'unicité d'une décoitippsen produit d'irréductibles prouvé dans latigak. pourra

librement étre utilisé dang[i] .

1. Prouver qu’'une somme de deux carrés ne peut qétrgrue a 0, 1 ou 2 modulo 4. Que se passe-nit dip

est congru a 3 modulo 4 ?
On suppose dans la suite de cette partie que poesfru & 1 modulo 4

2. Prouver que sk est un élément irréductible dgi] , alors Oa,BOZ[i]* , x divisea implique x divisea ou x

divisef.

3. a. Montrer 'existence de deux entigketx, tels quekp = x5 +1.
b. On suppose quedivise X, +i dansZ[i] . Montrer alors que divise X, —i , puis quep = 2.

Déduire de ce qui précede qua’est pas irréductible dar#i] .

o

d. En revenant a la définition d’'un irréductible, et atilisant le fait que N(xX) = NXYN(X'), prouver

I'existence de deux entieasetb tels quep = a® + b?.



Partie V

On recherche dans cette partie les éléments iriéthsde Z]i] .

1. Prouver que tout nombre premier de la fordle+ 3 est irréductible dang]i] (on prouvera que si tel n’était

pas le cas, un tel nombre serait somme de deuvgsjarr

2. Prouver que s = a +ib est dan<Z[i] , aveca® + b? premier, alorg est irréductible dang]i] .

3. Réciproquement, sok un irréductible deZ[i] . En considérant I'entierx , et sa décomposition en produit de

facteurs premiers dan¥, prouver que est, & un facteur inversible prés, de I'une des dermes précédentes.

Partie VI

SoitSl'ensemble des nombres entiers qui sont sommede chrrés.

1. Prouver que quels que soient les entéets c, d, on a(a? + b%)(c? + d?) = (ac - bd)? + (ad + bc)>.

En déduire qu& est stable pour le produit.

2. On désignera pgn les nombres premiers congrus a 1 modulo 4, etplas nombres premiers congrus a 3
modulo 4.
Prouver que tout entierdont la décomposition en produit de facteurs peesnest du type suivant :

x=2"pM .. porogt... o

avecn, d4,..., 0 entiers quelconques, Bf,..., B, entiers pairsest un élément d&

3. Prouver réciproquement que tout élémenSest de cette forme (on prendxa= a? + b? dansS, et on décom-

poseraa + ib en produit de facteurs irréductibles daig ).

Fin du probléme.



