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Suites et séries numériques

Une suite d’éléments de K = R ou C est une application définie sur N (ou une partie de N) & valeurs dans
K. On note u = (un),,cy 00 u = (Un),,>,, une telle suite.

Pour simplifier, on suppose que les suites sont définies surN et on note KV ’ensemble des suites d’éléments
de K.

Si (un),>,, est une suite d’éléments de K, étudier la série de terme général u,, revient & étudier la suite

(Sn)p>n, des sommes partielles définie par :

n
Vn > ng, S, = Z Ug.

k?:n()

On notera plus simplement > u,, une telle série et on parlera de série numérique.

Pour tout entier n > ng, on dit que u,, est le terme d’indice n et s, la somme partielle d’indice n de cette
série.

On supposera a priori que ng = 0.

1.1 Suites convergentes ou divergentes
Exercice 1 En utilisant la définition, montrer que la suiteu = ((—1)"), oy est divergente.
Solution. Si cette suite converge vers un réel £, la suite |u| = (|(—1)"]),,cy qui est constante égale 3 1 va converger

vers || et nécessairement £ = +1.
En écrivant que pour € = 1, il existe un entier ng tel que :

VYn > no, [(-1)" — 4] < 1,

et en prenant n > no de la méme parité que ¢, on aboutit & 2 < 1 qui est impossible. La suite u est donc divergente.

Exercice 2 Montrer qu’une suite ¢ valeurs dansZ converge si, et seulement si, elle est stationnaire.

Solution. Soit (un), oy une suite a valeurs dans Z convergente vers £ € R. Il existe un entier no tel que :
1
Yn > no, [un — tUng| < |un — €+ [£ — un,y| < 3

ce qui implique que :

Vn > no, Un = Ung
puisque les u, sont entiers. La suite (un), oy est donc stationnaire et £ € Z.
La réciproque est évidente.

Exercice 3 Montrer que si f : [1,400] — R est une fonction telle que la fonctiong : x — xf (z) soit minorée
par un réel A > 0, alors la série > f (n) est divergente.
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Solution. On a :

- - 1 n A
w— Sy = k) > > - =12
Son = Sn =3 f(n+k) 2 nrk= 270
k=1 k=1
et la suite (Sn), oy diverge.
. . 1 .
Exercice 4 Montrer que pour tout o < 1, la série > —, est divergente.
n
Solution. 11 suffit d’appliquer le résultat précédent a
1
fixr— —
x(X
avec of (z) = '~ > 1 pour = > 1.
. . 1 .
Exercice 5 Montrer que pour tout « < 1 et tout 8 € R, la série Y ﬁ est divergente.
n® (In(n
Solution. 11 suffit d’appliquer le résultat précédent a
1
fiar— ————
z* (In (z))
11—«
avec zf (x) = =z L 400, donc xf (z) > 1 pour = assez grand.

(In (2))7 ==

Exercice 6 Montrer que la suite u = (tan (n)), .y est divergente.

Solution. Supposons que 11141_1 (tan (n)) = £. Avec :

_ tan(n) +tan(1)
tan (n +1) = 1 —tan (n)tan (1)’
£+ tan (1)

T ftan(n) @ PR MO+ (%) = 0 qui est impossible.

on déduit que £ =

Exercice 7 Montrer que les suites réellesu = (sin (n)), iy et v = (cos (n)), oy sont divergentes.
Solution. Supposons que lh}: (sin (n)) = £. Avec :
sin(n+ 1) +sin(n — 1) = 2sin (n) cos (1),

on déduit que 2¢ = 2¢cos (1), ce qui impose £ = 0 puisque cos (1) # 1.
Avec :
sin (n + 1) = cos (n) sin (1) + sin (n) cos (1),
on déduit que 11111 (cos (n)sin (1)) = 0, ce qui entraine liIE (cos (n)) = 0 puisque sin (1) # 0, mais ce dernier résultat

est incompatible avec cos® (n) + sin? (n) .

Exercice 8 Etudier, de maniére plus générale, les suitesu = (sin (nf)), oy et v = (cos (nf)) ot 0 est un

réel fizé.

neN>?

Solution. Si 6 = kr, ou k est un entier relatif, on a alors pour toutn € N, u, = 0 et v, = (—1)"% . La suite u est
donc convergente et la suite v est convergente pour k pair et divergente pour k impair.
On suppose maintenant que 6 ¢ wZ. Si 111;1_1 (sin (nh)) = ¢, avec :

sin ((n+1)0) 4+ sin ((n — 1) 8) = 2sin (nh) cos (9) ,
on déduit que 2¢ = 2¢cos (), ce qui impose £ = 0 puisque cos (0) # 1 pour 0 ¢ wZ. Puis avec :
sin ((n + 1) 0) = cos (nh) sin (0) + sin (nh) cos (9) ,
on déduit que liIJ? (cos (n@)sin (8)) = 0, ce qui entraine lirf (cos (n@)) = 0 puisque sin (0) # 0 pour 0 ¢ 7Z. Mais ce
dernier résultat est incompatible avec cos® (nf) + sin? (nf) = 1.
Si lirf (cos (n)) = £, avec :
cos ((n 4+ 1) 0) = cos (nf) cos () — sin (nf) sin (6) ,
£(cos(0) —1)

- , ce qui contredit la divergence de u.
sin (6)

on déduit que liIJIrl sin (nd) =
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1.2 Valeurs d’adhérence

Définition 1 On dit qu’un scalaire a est valeur d’adhérence de la suite (u,), oy 8'il est limite d’une suite

extraite de (un),,cy -

Exercice 9 Montrer qu’une suite convergente a une unique valeur d’adhérence. Autrement dit : si une suite
est convergente, alors toute suite extraite converge vers la méme limite.

Solution. Supposons que lim (u,) = £. On se donne une application ¢ : N — N strictement croissante et un réel

n—-+oo
€ strictement positif. On a alors :
dng € N|Vn > no, |un — £ <e€

et :
Vn > no, ¢ (n) >n > no

ce qui implique que :
Vn > no, |u¢(n) - £| <e.

La suite (uw(n))n ¢y €st donc convergente vers /.

L’exercice qui suit nous montre que la réciproque est fausse.

Exercice 10 Montrer que la suiteu = (n(’l)n)neN admet 0 comme unique valeur d’adhérence et est divergente.

Solution. De li ne1 = i
¢ n—1>1:0r—100 U2n+1 n—1>Too 2n + 1

Sil= lirf Ug(n) est une valeur d’adhérence non nulle deu, ot ¢ : N — N est strictement croissante, on a alors £ > 0
n— o0

= 0, on déduit que O est une valeur d’adhérence de .

(puisque u,, > 0 pour tout n) et :

In(0)] = lim |In(upm)| = lim (-1)*™ ()| = lim ¢(n) =—+oo,

n—+oo n—-+oo n—-+oo

ce qui est impossible. Donc 0 est 'unique valeur d’adhérence de u.
Et cette suite est divergente puisque non majorée (2, = 2n).

Exercice 11 Montrer qu’une suite périodique convergente est nécessairement constante.

Solution. Soit (un)neN une suite périodique convergente vers £ et périodique de période p ol p est un entier
strictement positif.
Pour tout entier naturel &, la suite extraite (upn+),cy est constante de valeur commune ux et convergente vers £. On a,
donc ug = £ pour tout k € N.
La réciproque est évidente.

Exercice 12 Montrer que siu = (un),cy est une suite complexe telle que les trois suites extraites (uzn), oy »
(U2n41) ey €t (Usn), ey SONE convergentes (pas nécessairement vers la méme limite), alorsu est convergente.

Solution. Notons ¢, £’ et £” les limites respectives des suites (u2n), oy, (U2n+1),cn €t (Un) ey -
La suite (tsn),cy qui est extraite de (uzn), oy €t (Usn),, oy converge vers £ et £, ce qui entraine £ = £ du fait de I'unicité
de la limite. De méme en remarquant que (u6n+3)neN est extraite de (u2n+1)neN et (ugn)nEN, on déduit que ¢ = ¢ et
=1, Cest-a-dire que (uz2n),cy €t (U2n+1), oy convergent vers la méme limite, ce qui équivaut & la convergence dewu.

Exercice 13 On se propose de montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suiteu = (cos (n)), oy est
[—1,1].

On dit qu’un sous-groupe additif H de (R,+) est discret si pour tout compact K de R, Vintersection H N K est
finie.

1. Montrer que les sous-groupes additifs deR discrets sont de la forme :
Zoa={pa|peZ},

ol « est un réel.
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2. Montrer que les sous-groupes additifs deR sont denses ou discrets.
3. Soient a,b deux réels non nuls. Montrer que le groupe additif G = Za + Zb = {pa +4qb| (p,q) € Z2} est

a
discret [resp. dense] si, et seulement si, 3 est rationnel [resp. irrationnel].
4. On noteT' = {z € C| |z| = 1} le cercle unité dans le plan compleze.

(a) Montrer que {¢'™ | n € Z} est dense dansT.

(b) Montrer que Iensemble {cos (n) | n € N} est dense dans [—1,1], ce qui signifie que 'ensemble des
valeurs d’adhérence de la suiteu = (cos (n)), oy est [—1,1].

Solution.

1. 11 est clair que tout sous-groupe de (R, +) de la forme Za est discret. En effet pour o = 0 ¢’est clair et pour a # 0
tout compact K de R est contenu dans un intervalle [a,b] avec a < b et il n’y a qu’un nombre fini d’entiers p
vérifiant a < pa < b.

Réciproquement si H est un sous-groupe discret de (R, +) non réduit a {0}, il existe alors un réel a dans H N R}
(0#£a€ H= —a € H) et ]0,a] N H est fini non vide, il admet donc un plus petit élément o > 0. De a € H on
déduit que Za C H. De plus, pour tout « € H il existe un entier relatif k tel que 0 <z —ka<a<a(k=F (E>)

a
et avec * — ka € H N Ry on déduit du caractére minimal de o que * — ka = 0, soit * = ka € Za. On a donc en
définitive H = Za.

2. Si H un sous-groupe additif de R non réduit a {0} alors :

K=HNR} #0

et cet ensemble est minoré par 0, il admet donc une borne inférieure a.

On distingue deux cas.

Sia > 0, alors a € K. En effet dans le cas contraire, par définition de la borne inférieure, on peut trouverx € K
tel que o < = < 2« (on suppose que « ¢ H). Pour la méme raison, on peut trouvery € K tel que o < y < z. On a
alors 0 <z —y < aavec x —y € HNRZ, ce qui est contradictoire avec la définition de la borne inférieurea. Avec
la structure de groupe additif de H, on déduit alors que H = Za. En effet, Za C H du fait que o appartient au
groupe H et pour tout « dans H, il existe k dans Z tel que 0 < z —ka < a, donc z —ka = 0 et = € Za, c’est-a-dire
que H C Za.

Sia =0, alors H est dense dans R. En effet pour z < y dans R, il existe z dans H NR7 tel que 0 < z < y — x soit
1<%—§et pourne]g,g[ﬂZ,onam<nz<yavecnz€H.

Si G est discret, alors G = Za et a = pa, b = qa avec p et ¢ non nuls dans Z et en conséquence % =Lc Q.
q

L. a . ., ..a _p . .
Réciproquement, supposons b rationnel, on peut écrire b = = avec p et g entlers premiers entre eux et on a :
q
P b
G=Za+Zb=(Z5+Z)b= (Zp+Zq)-.
q q

. b . .
Le théoréme de Bézout nous dit que Zp 4+ Zq = Z et donc G = Z—, c’est-a-dire que G est discret.
q

(a) Comme 27 est irrationnel, le groupe H = Z2m + Z est dense dans R. Avec la 27-périodicité, la continuité et
la surjectivité de 'application f : z +— €' de R sur I', on déduit alors que I’ensemble :

F(H) = {e<2m+”” | (m,n) € Z x Z} = {em Ine Z}

est dense dans I'.

(b) Avec la continuité et la surjectivité de la projectionp : z — R (z) de I" sur [—1,1], on déduit que I’ensemble
{cos (n) | n € Z} est dense dans [—1, 1], puis par parité que I'ensemble {cos (n) | n € N} est dense dans [—1,1].

Moins classique est le résultat suivant.

Exercice 14 Soit o un réel fizé dans |0, 1] et u = (un), oy définie par u, = cos (n®) pour n > 0.
On se donne un réel v € [—1,1] et on note 6 le réel de [0, 7] défini par x = cos (6) .
Pour tout entier n > 1, on désigne par ¢ (n) Uentier défini par :

e(n)* <0+2nm < (¢(n)+1)

c’est-a-dire que p (n) = F ((9 + 2n7r)é) (partie entiére).
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1. Montrer que ¢ est une fonction strictement croissante deN* dans N*.

2. Montrer que 0+ 2nT — @ (n)*) =0.

lim
— 400
m (o) =

4. En déduire que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suiteu est [—1,1].

3. Montrer que

li
n—

Solution.

1. Résulte de la croissance de la fonction partie entiére (précisément siz —y > 1 alors E (z) > E (y)), de la stricte
croissance de la fonction t= et du fait que 27 > 1. En effet, en posant v, = (6 4+ 2nm) e et en utilisant le théoréme
des accroissements finis, on a pour tout entiern > 1 :

1,1
Un4+1 — Un = 27‘-&677.

olt &, est un réel compris entre 6 + 2nw et 0 +2(n+ 1)7w. Et comme 0 < o < 1, &, > 1, on a ifé_l > 1 et
Unt1 — Un > 27 > 1 de sorte que ¢ (n+ 1) = E (Vnt1) > E(vp) = ¢ (n).
2. Résulte de :
—0 <0420 — o ()" < () + 1)* — ()"

et de lir+n ((p+1)* = p*) =0 (exercice 77).
p—-+oo

3. Pour n > 1, on a, en utilisant 'inégalité des accroissements finis pour la fonctioncos :

|tigp(ny — x| = [cos (¢ (n)*) — cos (0)] = |cos (¢ (n)*) — cos (6 + 2nT)|
<|0+2nm—¢pn) — O

n——+oo

4. La suite u étant & valeurs dans [—1,1], ses valeurs d’adhérence sont dans [—1,1] et ce qui précéde nous donne
I'inclusion réciproque puisqu’on a montré que tout réelz € [—1,1] est limite d’une suite extraite de u.

1.3 Le critére de Cauchy
Définition 2 On dit qu’une suite (uy,), oy est de Cauchy si :

Ve >0, Ing € N|Vn > ng, Ym > ng, |u, — un| < e.

n Sk
Exercice 15 Montrer que, pour tout nombre complexe z, la suite (uy, (2)),cy définie par u, (z) = kz_:o o est
convergente. La limite de cette suite est exponentielle compleze dez notée exp (z2) .
Solution. Pour m >n > 2, on a :
m k n+1 m—n—1
_ - Z = 1
)= @1 =) 3 |- 17y ‘ by (n+2)...(m_1)m‘
|Z|n+1 ( ‘Z‘ ‘Z‘2 |Z|'m7'n71 )
< (14 - et
~(n+ 1) n+2  (n+2)> (n42)m !
et en désignant par ng > 2 un entier naturel tel que ng + 2 > |z\ ,onapourm>n>ng:
|Z|n+1 1
o (2) — o (2)] < n = b
£
(n+ i1 EL
avec n1—1>I—QI—loo (en) = 0, ce qui implique que (un (2)),, ¢y est de Cauchy, donc convergente.
L, . 1 . . , . . |Z| . 5n+1
En écrivant €, = 0,—————, le fait que lim (e,) = 0 se déduit de lim (1-— = 1let lim =
|2] n—-+4oo n——+oo n -+ 2 n——+oo n

n+2

nEToo n|j—| 5 = 0 qui entraine nEToo (6n) = 0.
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Exercice 16 Montrer que, pour tout nombre complezez tel que |z| <1, la suite (un, (2)),,>, définie paru, (z) =
n ok
z
Z? est convergente (pour z réel, cette limite est —In (1 — z) ).
k=1

Solution. Pour m >n>1,0n a :

m k m—n—1
_ z n+1 k
fim () —un () = | 32 2| <23 R
k=n+1 k=0
< |z|"+1 S <zt 1
1—12| 1— 12|
1.4 Suites monotones
1
Exercice 17 Montrer que la suite u = (uyp), oy définie par u, = 2l est convergente vers un nombre irra-
k=0"
tionnel e.
Solution. La suite u est croissante et pour n > 2, on a :
1 11 1
Un = H§1+1+§+2*2“‘+F
k=0
1
<1+ T =3
1—-3

puisque k! > 2571 pour k > 2, ce qui implique que u est convergente.
Supposons qu’elle soit convergente vers un rationnelr = P o p, q sont deux entiers strictement positifs premiers entre
q

eux. Pour tout n > ¢, le nombre

pn=nl(r—ry) =n! lirg_l (rm — )

est un entier strictement positif avec :
n+2

(n+1)*
pour m > n > 2, ce qui implique 0 < p, < 1 dans N qui est impossible.

0<n!(rm—rn) <

<1
-2

Exercice 18 Montrer que si (uy),,~, est une suite de réels positifs qui vérifie :

1
VRZ 17 Un+1 Sun“i’ﬁ

alors cette suite est convergente.

Solution. On a :
< +1< n 1 n 1 1
u Un + — < u —_— = Uyt —— — —
wH =Ty = n(n—1) "Tnh-1 n

soit :

1 1
0<un+1+7§un+7
n n—1

. . 1 . . .
C’est-a-dire que la suite (un + 71> est décroissante minorée. Elle est donc convergente. Ce qui entraine la
n-= n>2

convergence de (un),> -

Exercice 19 Montrer que de toute suite réelle on peut extraire une suite monotone.
Solution. Soit A la partie de N, éventuellement vide, définie par :
neAsSYm>n, um < Un.

Si A est finie, elle admet un majorant no ¢ A. Il existe alors un entier n1 > no tel que un, > Un,. Comme n; ¢ A, il
existe na > n1 tel que un, > un, et ainsi de suite, on construit par récurrence une suite strictement croissante d’entiers
(i) e telle que un, > un, pour tout k € N. La suite (un, ), oy est alors extraite de (un),, oy et strictement croissante.
Si A est infini, on peut ranger ces éléments dans Pordre croissant, soit A = {ny | k € N} avec ng < ngy1 pour tout k € N
et par construction, on a un,,, < un, pour tout k € N. La suite (un, ), oy est alors extraite de (u.), oy et décroissante.
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Exercice 20 Déduire de l'exercice précédent le théoréme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite bornée de
nombres réels on peut extraire une sous-suite convergente.

Solution. C’est clair.

Exercice 21 Montrer qu’une suite réelle (u,), oy est convergente si, et seulement si, elle est bornée et n'a
qu’une seule valeur d’adhérence.

Solution. Supposons que 111:{1 (un) = €. Une suite convergente est bornée. Montrons qu’elle n’a qu’une seule valeur
n—-+40oo

d’adhérence. On se donne une application ¢ : N — N strictement croissante et un réel € strictement positif. On a alors :
dng € N|Vn > no, |un — 4| <e€

et :
Vn > no, ¢ (n) > n > no

ce qui implique que :
Yn > no, |u¢,(n) — £| <e.

La suite (uw(n))n ¢y €st donc convergente vers /.

Réciproquement, supposons que la suite bornée (un)nEN admette ¢ pour seule valeur d’adhérence. Si cette suite ne
converge pas vers £, on peut alors trouver un réel e > 0 tel que pour tout entier n, il existe p > n avec |up — £| > €. Par
récurrence on peut alors construire une suite strictement croissante d’entiers( (n)), oy telle que |u<p(n> - €| > € pour
tout n. De la suite bornée (ug,(n))neN on peut extraire une sous suite (uw(n))neN qui converge vers £ et par passage a
la limite dans l'inégalité |u1/,(n) — €| > ¢ on déduit que |[¢' — £ > € > 0, c’est-a-dire que ¢’ est une valeur d’adhérence de
(un), ey distincte de £, ce qui contredit hypothése de départ.

Exercice 22 Soit x un nombre irrationnel. Montrer que si (n est une suite de nombres rationnels qui
neN

qn
converge vers x, ol pour toutn € N, p,, est un entier relatif et ¢, un entier naturel non nul, alors 1151_1 qn = 00
n—-—+oo
et lim p, =+o0, siz >0, lim p, =—oc0, six <O0.
n—-—+o0o n——+oo

Solution. Dire que la suite (g5.), o ne converge pas vers l'infini signifie qu'’il existe une réelo > 0 tel que pour tout
entier n € N, il existe un entier k, > n tel que 0 < gx,, < «. On peut alors extraire de (gn),, oy une sous-suite (qg,(n))neN 3
valeurs dans [0, a] comme suit : pour n = 0 il existe ¢ (0) > 0 tel que 0 < g,0) < @ et en supposant construits les entiers
0 (0) <@(l) <--- < p(n) tels que 0 < gy < a pour tout k compris entre 0 et n, on peut trouver ¢ (n+ 1) > ¢ (n)

tel que 0 < qun4+1) < a. De cette suite bornée on peut alors extraire une sous-suite (qi/,(,,,))neN qui converge vers un

entier ¢ > 1, mais alors avec py ) = qu(n), on déduit que la suite (pw(n)) est également convergente et sa limite

N
Qy(n) e
p = zq est également un entier, ce qui est en contradiction avecz irrationnel.

Avec p, = qnp—n et lim 2% —4 # 0, on déduit que lim p, = Fo0, le signe étant celui de z.
Qn n—-+oo Qn n—-+4oo

1.5 Suites adjacentes

Exercice 23 Soient (un),cy €t (vn),cy deuz suites adjacentes. Montrer que pour tous n,m dans N on a
Uy < Uy

Solution. Supposons qu'il existe deux indices n, m tels que u, > v,. Comme u est croissante, et v décroissante, on
a alors pour tout k > max (n,m), ur > un €t v < U, ce qui entraine ux — Vi > Up — Vm > 0 et 0 = khT (uk — vg) >
— 400

Un — Um > 0, ce qui est impossible.

Exercice 24 Montrer que deuz suites adjacentes u = (up), oy et v = (vn), oy convergent vers la méme limite
l, avec :
VneN, VmeN, u, << vy
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Solution. En utilisant la monotonie des suites v et v, on a :
Vn €N, uo < up < unt1 < vp < vy < o,

c’est-a-dire que u est croissante majorée par vo et v décroissante et minorée par uo, ces deux suites sont donc convergentes
avec :

lim v, — lim wu, = lim (vn—un)=0.
n—-—+oo n—-+oo n—-—+oo

Elles convergent donc vers la méme limite :

l= sup (un) = inf (vn).

On peut remarquer qu’'une majoration de l'erreur d’approximation de/ par les u, est donnée par :

VneN, 0</t—uy, <vnp— Un.

Exercice 25 Montrer que les suites u = (up), cy et v = (Un),cy définies par :

n
=)
k=0

convergent vers la méme limite irrationnellee.

| —

|7vnzun+*'
. n.

o

Solution. Il est clair que u est croissante et pourn > 1, on a :

1 1 1 n—1

n — Un = - =0 < O
Bl O DAL Cori TRy B O DA
. . . 1 . . .
donc (vn)n21 est décroissante. De plus avec hrf (Vn —un) = hT (ﬁ) = 0, on déduit que ces suites sont adjacentes.

Elles convergent donc vers la limite.
Les encadrements u, < e < v, nous permettent de donner des valeurs approchées de e par défaut et par excés. Par
exemple, pour n = m = 10, on obtient :

uo ~ 2.7183 < e < wip =~ 2.7183

avec une majoration de ’erreur d’approximation donnée par :

1 _
0§e—u10§U10—u10:l—mz2.755-10 T

On peut aussi utiliser la suite v = (vn),,, définie par vn = un + —— (les suites u et v sont encore adjacentes) et on a
2 n-n!

en fait :
1

= o101 © 2.755- 1078,

0<e—wuip < vio — uio

Exercice 26 Montrer que les suites u = (up), oy €t v = (Un),cy définies par :

n
=3
k=1

convergent vers une méme limite~y (la constante d’Euler).

1
—In(n), v, = E—ln(n—l—l)
k=1

x| =

Solution. Pour n > 1, on a :

U — Up = ! —1In ntl)_ " LI dt
s " n+1 n “ n+1l ¢

7L+1t7(n+1)
———dt
L i) &0

c’est-a-dire que u est décroissante.

La fonction ¢t — n est décroissante sur RT™, donc :

k+1 k+1
sy, [ [
.t k&
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R gt
el —1In
/ ; /; ¥ (n+1),

et pour tout n > 2, on a :

?r\*—‘
I\/

soit up, > In(n+1) —In(n) (

\/

1
n
De maniére analogue, pourn > 1, 0n a :

1 n+2 2 1
Un4l —Up = —— — In = — —)dt
n+1 n+1 nt1 \n+1 &

n+2 _
— / t(ni—‘rl)dt > 07
n+1 (n + 1) t

c’est-a-dire que v est croissante.
Et avec :

lim (up, —v,) = lim (ln (n+ 1)) =In(1) =0,
n——+oo n——+oo n

on conclut que ces deux suites sont adjacentes.
Les encadrements v, < v < Uy, nous permettent de donner des valeurs approchées dev. Par exemple, pour n = m = 10,
on obtient :

v1o = 0.53107 < v < ui0 = 0.62638

Exercice 27 Montrer que les suites u = (up ), cy et v = (Un),cy définies par :

"1
unf¥7—2\/n+1 Uy = ;77

S

convergent vers une méme limite.

Solution. Pour n > 1,0n a :

1 1 2
+2(vVn+1l—-—+vVn+2)= -
n + ( ) VvVn+1l Vn+l4+vn+2

_ vn+2—+vn+1 . 1 <0
n+1<\/n—|—1+\/n+2) \/n+1(\/n+l+\/n+2)2 )

Un+1 — Un =

_|_

c’est-a-dire que u est croissante.

De méme :
1 2
””“‘”"‘m““” )= G v
Vn—+vn+1 _ 1

n+1(ynt+vn+1) Vi1 (vn+vat1)® <0

c’est-a-dire que v est décroissante.
En fin avec : )
ngrfoo(un vn)_2n1—1>r—0r-loo( n \/ﬁ)_znkrfo"(\/er\/ﬁ) -0
on conclut que ces deux suites sont adjacentes et donc convergentes vers?.
Les encadrements u, < £ < vy, nous permettent de donner des valeurs approchées de/. Par exemple, pour n = m = 20,
on obtient :
uz0 = —1.5699 < £ < wao = —1.349

En fait, les deux exercices qui précédent ne sont que des cas particulier du résultat suivant.

Exercice 28 Soit f : [1,+00[ — R une fonction continue décroissante telle que lirf f(x) =0 et F la
T—1T00

primitive de f nulle en 1. Montrer que les suites u = (uy),cy €t v = (Un),cn définies par

Zf( F(n+1)
= " f (k) F(n)
k=1

Vn > 1,

convergent vers une méme limite.
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Solution. Comme f tend vers 0 en décroissant & l'infini, elle est nécessairement & valeurs positives.
On a déja vu que u est croissante et v décroissante.

Avec : 11
n

vn—un:F(n—I—l)—F(n):/ f(t)dt

n
et f positive décroissante, on déduit que :
0<vp,—un < f(n)

et lirf (vn — un) = 0 puisque lirf f(n)y=0.

Exercice 29 Soient 0 < a < b et (un),cn, (Un)pcn définies par :

Up = a
Vg = b
2 .
Upt1 = T (moyenne harmonique)
Vn € N, &Tn_F Uﬁ
Upt1 = % (moyenne arithmétique)

Montrer que ces suites sont adjacentes de limitev/ab (moyenne géoméirique). Pourb =1, on a des approzima-

tions de v/a.

Solution. On vérifie facilement, par récurrence, que u, > 0 et v, > 0 pour tout n € N.
Pourn e N, on a :

Unp — Un
Un+1 — Un = T
avec ug —vg =a—b<0et pourn>1:
2
2unflv'nfl Un—1 + Un—1 (unfl - Unfl)
Up — Up = — = — <0.
Un—1 + Un-1 2 2(un—1 +Un—1)
Il en résulte que (vn), oy est décroissante.
Avec :
v w — 2Unvn w = Un (vn — un)
n+l —Un — ———— —Un — —————
Un + Un Un + v
on déduit que (un), .y est croissante.
Enfin avec u, >0 on a : )
Un — Up) Up — Un
OS’UTH-l*Un-&-l: ( >
2 (un + vn) 2
et par récurrence :
b—a
0<up—v, < — 0.
2" n—4oo

Les suites (up, et (vn sont donc adjacentes et en conséquence convergent vers une méme limite\ > 0.
neN neN
D’autre part avec Un41Vnt1 = UnUn, o déduit que unvn = uovo pour tout n et A2 = ugvg. Donc :
+1Un+ )

lim uw, = lim v, = yuovo = Vab.

n——+oo n—-+oo

Exercice 30 Soient 0 < a <b et (un),cy et (vn),cy définies par :

Ug = a
’UQ:b

Unt1 = /UnUpn (moyenne géométrique)
Vn € N, Up + Un . .
Un4l = ——5— (moyenne arithmétique)

Montrer que ces suites sont adjacentes de méme limite. Cette limite est appelée moyenne arithmético-géométrique
de a et b.
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Solution. On vérifie facilement, par récurrence, que u, > 0 et v, > 0 pour tout n € N.
. u—+ v
On rappelle que pour tous réels u, v positifs, on a v/uv < % (conséquence de (/v — \/ﬂ)2 > 0).

Avec l'inégalité précédente, on déduit que u, < vy, pour tout n € N.

u—+v L Uy, + U
Avec u < uv <wvetu < — < wv pour u > 0 et v > 0, on déduit que u, < Upt1 = /UnUn €t Vpp1 = % < vy
pour tout n € N.
La suite (un), oy est donc croissante et (vn), oy décroissante.
Enfin avec :
Un — Un
0< Un4+1 — Un+1 < Ung1l — Un = Tv
s ) b—a .
on déduit par récurrence surn > 0 que 0 < v, — up < on et hIJIrl (vn —un) = 0.
n— oo
Les suites (un), oy €t (Vn), oy sont donc adjacentes et en conséquence convergent vers une méme limitel > 0.
On peut montrer que cette limite est £ = m, ot E (a,b) est l'intégrale elliptique définie par :
- E(a,

Y e dt
E(a,b) = /0 (2 + a2) (£ + b2)

(voir I’épreuve 1 du Capes Externe 1995).

Exercice 31 Soient 0 < a <b et (un),cy et (Vn),cy définies par :

- —a S 0 .
{ O:b , Vn eN, ntl T Ty
Yo = Un+1 = /Un+1Un
) . o sin(0) .
Montrer que ces suites sont adjacentes de limitel =b ot cos (0) = —

Solution. On vérifie par récurrence, que
VneN, 0<up < tnt1 < Vnt1 < Un.

Pourn=0,ona0<wus=a<b=uvg et :

Uo + v
U1:%>U0>0

{uo + vo
v = TUO < 'U(Q) = o

v1 —u1 = /u1 (v/v Vui) = \/770+\/a(v0 u1)
. VU1 (v _ uo-l-vo) n VU1 (Uo—vo) >0
Vo + /U1 0 2 \/%—F RVATA 2 '
On a donc bien 0 < ug < u1 < v1 < vo.
En supposant le résultat acquis au rangn > 0, on a :

Un+1 + Unt1
2

Un+1 + Un+1
Unt2 = 4/ —yUn1 <AJV2 =Vng1 >0

\/un+2
v — U = /U v — /U =
n+2 n+2 \/ n—+2 (\/ n+1 \/ n+2) \/m+ \/m
. \/m Un4+1 + Unt1 )
v/ Un+1 + \/un+2 2
_ VUnt2 (vn+1 — Un+1) <0
VUn+1 + Sun+t2 2 ’

La suite u est donc croissante et la suite v décroissante.
La derniére égalité donne pourn > 0 :

Un+2 = > Upy1 >0

(’Un+1 - Un+2)

(U’rH»l -

0< Un4+1 — Un41 =

VUnt1 (vn—vn)<vn—vn
vV Un + \/Un+1



12 Suites et séries numériques

B a : A, .
om0 ce qui entraine lim (v, —un) = 0.
n—-—+oo

Les suites (un),cy €t (Vn), oy sont donc adjacentes et en conséquence convergent vers une méme limitel > 0.

et par récurrence 0 < vy, — Uy <

Comme 0 < % < 1, il existe un unique réel 6 € ]O, g [ tel que a = bcos (0).

On a donc uo = bceos (0) et vg = b.
Pour n =1, on a;

wy = uo+vo _ b(1+cos(f)) beos? (g)

v1 = /ui1vo =b 4
1= 1Vp = 0COS B
De méme pour n =2, on a :
Cwitu 6\ (L+cos(g)) _ AN
ug—T—bcos(i)f—bcos 5)co8 | 3

0 0
v2 = \/usv1 = bcos 5 cos 22

Par récurrence, on vérifie que pour toutn > 1, on a :

—p o LA 4 2 0
un = beos | 5 | cos { 53 €08 | =3 | €08” | 57

—p 0 LAY .. 4 (9
Un =beos { 5 ) cos { o cos 5oy Jcos{ 5

En effet, c’est vrai pour n = 1 et le supposant vrai pourn > 1, on a :

et :

et :

et :

Un + Up
2

= bcos (g) cos (%) ... Cos <

0 0 0 0
Un41 = y/Un+1Vn = bcos (5) cos (§ -+ Co8 (2—”) cos (2n+1>

On a donc pour toutn > 1:

Un+1 =

et :

En remarquant que :

__ sin(0) sin 0 cos ()
N 251n(g) (2) 2sin (2%) cos (2%)
_ _sin (6)

22 sin (5%)

bsin (6)
Uy = ——
2™ sin (27)
0 0 bsin (6
Puis avec sin [ — v —, on déduit que lim wu, = lim v, = sin (6)
2" | n—too 21 n—-+oo n—-+oo 0
1 4
Poura=—,b=1,0onaf = T et les suites u et v donnent des approximations de —.
V2 4 -
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Le théoréme des suites adjacentes est équivalent au théoréme des segments emboités qui suit.

Exercice 32 Montrer que si ([an,bn]),cn est une suite de segments emboités (c’est-a-dire que a,, < by et

[@n+1,bnt1] C [an,bn] pour tout n € N) telle que nEI«rkloo (b —an) = 0, alors il existe un réel £ tel que
ﬂ [anabn] = {é}
neN

Solution. 1 est facile de vérifier que les suites (an), oy €t (bn), oy Sont adjacentes et :

l= sup (an) = lim (an) = lim (bn) = inf (bn).

Le théoréme des suites adjacentes nous permet de retrouver le théoréme de Bolzano-Weierstrass en utilisant
le principe de dichotomie.

Exercice 33 Montrer, en utilisant le principe de dichotomie, que de toute suite bornée de nombres réels(uy,)
on peut extraire une sous-suite convergente.

neN

Solution. Si [ao, bo] est un intervalle réel qui contient tous les éléments de la suite (un), . on le coupe en deux
parties égales et on garde une de ces parties qui contient desu, pour une infinité d’indices n. En réitérant ce procédé on
construit deux suites adjacentes (an), oy et (bn), oy et une application ¢ strictement croissante de N dans N telles que
chaque intervalle [ay, b,] contient un terme u,(,). La suite (uv(n))neN est alors convergente.

Le théoréme des suites adjacentes permet également de montrer queR n’est pas dénombrable en utilisant en
utilisant le principe de trichotomie qui consiste & découper un segment en trois parties de méme longueur.

Exercice 34 Montrer, en utilisant le principe de trichotomie, queR n’est pas dénombrable.

Solution. 11 suffit pour cela de montrer que [0, 1] n’est pas dénombrable.
Supposons qu’il existe une application bijectivep : N — [0, 1] . En coupant I = [0, 1] en trois segments de méme longueur,
il en existe un que ’on note Ip qui ne contient pas f (0). On coupe ensuite Iy en trois segments de méme longueur en
notant I; 'un de ces segments qui ne contient par f (1) . Par récurrence, on construit ainsi une suite de segments emboités

1
(In), cn telle que, pour tout n € N, I, ne contient pas f (n) et I, est de longueur 3a> O déduit alors du théoréme des

segments emboités que [ I, = {a} avec x € [0,1] et x # f (n) pour tout n € N, ce qui contredit la définition de f.
neN

Une autre application importante du théoréme des segments emboités (ou des suites adjacentes) est le théo-
réme des valeurs intermédiaires qui fournit de plus une méthode d’approximation d’une solution d’une équation

f(x)=0.

Exercice 35 Soit I = [a,b] est un intervalle réel fermé borné et f une fonction continue de I dans R telle que
f(a) f(b) < 0. Montrer que l’équation f (x) =0 admet au moins une solution o € |a, b .

Solution. Supposons que f (a) <0 < f (b) (en remplagant au besoin f par —f on se raméne toujours a ce cas).
On construit, par récurrence, une suite ([an, bn]), oy d’intervalles emboités dans [a,b] de la maniére suivante :

- [ao,bo] = [avb}?
(ln+bn . an +bn
o 2] (B )

— en supposant construit [an,b,] C [a,b] pour n > 0, on pose :[ant1,bnt1] =

|:a‘7L + bn :| .
———, by | sinon.

2

On a alors [an+1,bnt1] C [an,bn] avec buy1 — any1 = %an pour tout n > 0, ce qui entraine b, — an, = ;T pour
tout n > 0.
(lan,bn]), cy est alors une suite de segments emboités et ﬂ [an,bn] = {a} avec a € [a,b].

neN
De plus, par construction, on a f (an,) < 0 < f (b,) pour tout n > 0. En effet, c’est vrai pour n = 0 et en supposant
. . an + by an + by

cet encadrement vérifié au rangn > 0, on a f (ant1) = f(an) < 0si f (%) > 0 avec et bpy1 = % et

f(bnﬂ):f(bn)zosif(w RL

Avec a = 1ig§ (an) = hé% (bn) et la continuité de f, on déduit alors que :
() = lim ( (an)) < 0 < lim (F (b)) = f (),

ce qui équivaut & f (o) = 0. Comme de plus on a supposé que f (a) f (b) < 0, « est différent de a et de b.

< 0 avec et any1 =
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1.6 Le théoréme de Césaro

n
Exercice 36 Soit (a,), .y une suite de réels strictement positifs telle que liIJIrl (Z ak) = +4o00.
n—+00 \x=0

Si (un), ey est une suite réelle ou complexe convergente, on a alors :

n—1

Zaku;@ = lim (uy).

n—-—+o00

k=0
Solution. Notons ¢ = lirf (un) et, pour tout entiern > 1 :
n— oo
n—1 1 n—1
Ap = Zak, Un = - Zakuk.
k=0 k=0
On a:
Ve >0, In. e N|Vn > n., |u, — 4| <e
et donc pour n > n. :
1 n—1
|on — £ = A, Zak (uk —£)
k=0
1 Ne 1 n—1
< — ag (up —0)| + — o |lug — ¢
ol ICACEI RS D SRR
= =ne+1
n—1
C “*
< ey hEnetl o
A A A
. ) . ) . Ce ) ) .
Side plus on lim (A,) =400, il en résulte que lim | —— ] =0 (¢ étant fixé) et on peut trouver un entier ny > n.
n—-+oo n—-+oo n
tel que :
Y > ni1, v, — £ <2
D’ou le résultat annoncé.
n—1
On dit qu'une suite (uy),y converge au sens de Césaro vers un scalaire £, si la suite ( > uk> est
" k=0 neN*

convergente vers /.

Exercice 37 Montrer que le théoréme de Césaro est encore valable pour des suites réelles(uy), .y qui diverge
vers —oo ou +00.

Solution. Quitte a remplacer (un),,cyy PAr (—un), oy, O peut supposer que lirf (un) = +oo.

On a donc :
YA >0, 3ng € N|Vn > ng, un > A

et, en gardant les notations utilisées dans la démonstration du théoréme, on a pour toutn > ng :

Si de plus on lirf (A,) = 400, il en résulte que lilf

ni1 > no tel que :

(co ~ A,

1 ) = 0 () étant fixé) et on peut trouver un entier
n

Co — An 1
Vn > — ‘"o i
n>ni, A, > D)
ce qui donne :

Yn > ni, vn>§

et le résultat annoncé puisque A est quelconque.
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Exercice 38 Soit (un), oy une suite numérique convergente au sens de Césaro versl. Si de plus ona lim n(up —up_1) =

n—-+o0o

0, alors la suite (uy), oy converge vers L.

Solution. On a :

n n n n n—1
k(uk — ukfl) = Zk}uk — Zkuk*l = Zkuk — Z (k—|— l)uk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0

n—1
= NUn — E Uk
k=0
soit :
n—1 n
1 1
un——g uk:fE k(ugk —ug—1) — O
n n n—+o00
k=0 k=1

en appliquant le théoréme de Césaro a la suite (n (un — Un—1)) ce qui donne :

neN?

n—1
lim w, = lim lZuk = /.
k=0

n—-+oo n——+oco N

Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Hardy qui suit.

Exercice 39 Soient (u,), oy une suite numérique et (v,,) la suite des moyennes de Césaro définie par :

neN

1 n—1
Up = — E Uk
n
k=0

1. Montrer que :
n 1 m—1
Ym > n, Uy — Uy = (Um_vn)+ Z(um_uk)-

m-—-—n m-—-n
k=n

2. On suppose que la suite (u,), oy converge au sens de Césaro vers £ et que la suite (1 (uy, — Un_1)),cy €5t

bornée. On désigne par M un majorant la suite (n |[t, — Un—1|),cy -

(a) Montrer que :
n m—n

|Um — | + M

Ym > — < .
m>n, [t Um|*m—n n+1

(b) Montrer que lirfrl (um — vm) = 0 et donc que la suite (uy,), y converge vers £.
m—-+0oQ0

Solution.

1. Pour m > n, on a :
m—1 m—1

1= 1 n 1
Umzazuk-FEZ’uk:E?}n‘FEZuk
k=0 k=n k=n

et :
1 m—1
Um — Vm = Um — —Un — — Uk
m
k=n
n 1 m-—n
:um——vn——Z(uk—um)— Um
m m
k=n
-1
n 1%
:E(um_vn)'*'a (Um — uk)
k=n
soit :
n m—1
um—vm:E(um—vm)-i- (Um—vn)-F*Z(Um_uk)
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ou encore :
) = 2 (o= )+ 2 5 (- )
— (Um —om) = = (Um —vn) + — Um, — Uk
k=n
c’est-a-dire :
n 1=
Um, — Um = (Vm — vn) + (Um — ug)
m-—n -n
k=n
2.
(a) Pour m > n et k compris entre n et m — 1, on a :
i 1 —k m-—n
\um—uk|§2| -_uJ,1‘<MZE ISMTL+17
j=k+1 j=k+1
ce qui donne :
m—
Um — V| < |vm vn\Jr Z

(b)

<

|'Um, - 'Un| +

D’autre part, la suite convergente (un)nEN étant de Cauchy, on peut trouver, pour tout réele > 0, un entier

1
ng > — (ce choix sera justifié plus loin) tel que :
5

2
Vn > no, Ym > no, |[vm — vn| < €7,

ce qui donne :
-n

n+1
Pour m > ng assez grand, on cherche un entier n compris entre ng et m tel que :

n
Ym >n > no, |[um — vm| < —|—M
e ———

n 1 m—n
< -, <e€
m—-n e n+1

ou encore :

m—e m
<n< ——.
e+1 e+1
Pour ce faire, il suffit de prendre n tel que :

m — &
=F 1
g (a+1)+

m>ng+e(no+1).

ol m est choisi tel que :

En effet, on a :

nflgm_g<n
e+1
donc : 1
ngm_a 1_m+ <m
e+1 e+1
. 1
pulsquem>no>get:
n>m_£2no
e+1

sim>e¢e(no+1)+ no.

On a donc pour € > 0 donné et m >ng +¢e(ng + 1), en prenantn:E(m_E) +1:

e+1
m—
|tm — vm| < —n€2+Mn+1 <(M+1)e
On a donc ainsi prouvé que lim (um —vm) =0et lim um = lim vy, =L
m—+oo m—+o00 m—-+oo

Exercice 40 Soit (uy), oy une suite de réels strictement positifs. Montrer que si la suite(u,), oy converge vers

n—1 n
4, alors la suite ( I1 uk) des moyennes géométriques converge aussi vers/t.

k=0 neN*
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n—1
Solution. Si lim (u,)=4¢> 0, alors lirf (In(un)) =1In(£) € [—o0, +oof et lim (% > In (uk)) = [ avec L =
n k=0

n——+oo n—-+4oo — 400

n—1 % n—1 n
In (¢) pour £ réel et 4 = —oo pour £ = 0. On a donc lirf (ln (( II uk) )) =pet lim (( II uk)

1
=e' =/
n—-+4oo k=0 n—-+oo k=0

Exercice 41 Soit (uy), oy une suite de réels strictement positifs. Montrer que si la suite(u,), oy converge vers

4, alors la suite des moyennes harmoniques converge aussi verst.

. . 1 1 . . 17211 1
Solution. On a lim — = - € [0,400] et le théoréme de Césaro nous dit que lim — > — = =, encore
n—+oo Un 4 n—+oo N =g Uk 14

équivalent a "Erfoo il L.

k=0 Uk

En utilisant Pencadrement H,, (v) < G, (u) < A, (u), ot Hy, (u), Gy, (u) et A, (u) désigne respectivement
les moyennes harmonique, géométrique et arithmétique de la suiteu, la convergence de (G, (u)),, oy~ vers £ se

déduit de celle des suites (Hy (u)),, ey~ €t (An (1)), cn- -

Exercice 42 Montrer que si (uy), cy est une suite réelle ou complexe telle que lim (upy1 —u,) = £ (avec £

n—-+oo

u
éventuellement infini pour une suite réelle), alors lirf — ={ (so0it u, = o(n)).
n—+oo M

Solution. 11 suffit d’écrire que :

PR i Uo

*:EZ(UICH—UIC)—!—;
k=0

et d’utiliser le théoréme de Césaro.

Exercice 43 Soit (un)neN une suite réelle ou complexe telle que u, soit non nul a partir d’un certain rang.
Un+41 o . ( n ) o
u. ) =\, alors nEIjILlOO Ylunl) = A
La réciproque est-elle vrai ?

Montrer que si lim (

n—-+4oo

Solution. On peut supposer, quitte a réindéxer la suite, que tous lesu, sont non nuls.
Si  lim ( Un+l ) = A >0, alors lim (ln Unt1
n—-+4oo Un n—-+40o Un

lim (In|unt1] —In|un|) = p et en utilisant le théoréme de Césaro :

) = p avec u = In(A\) pour A réel et 4 = —oo pour A = 0, soit

n—-—+oo
1 n—1
li — 1 - =
Jim (n > (I fuga] 1n|Uk|)) u
k=0
soit :
1
li —(1 -1 =
N LG
encore équivalent a lia{l (lﬂ(” |un|)) = p (cest lexercice précédent avec la suite (In|un|),.y), ce qui donne
i n — et =
() = =
La réciproque est fausse comme le montre 'exemple de la suite (un), o définie par :

n+l n—1

a2b2 sin est pair
Un = ntl n—1 . .
a2 b 2 sin est impair

avec0<a<b.Ona:

1 1
(anzlbn;l) " =+Vab (2) *" §i n est impair
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et : o
n
a 'z b2 . .
——=— = a sl n est pair
Untl _ a%{;% p
_— = nt n+1
Un a2 b2 . . .
1 =1 = b sin est impair
a2z bz

Un+1 ..
donc (L> n’a pas de limite.
Un neN

n 1 3n)!
Exercice 44 Déterminer les limites des suites ( 3/ Sﬂ)nGN* , (" IT (n+ k:)) el (2 \ (')> .
k=0 n n:
neN* neN*

Solution. Notons v, = {/u, chacune de ces suites. Dans ’ordre d’apparition, on a :

Unt+1  (2n+2)(2n+1)

= — 4,
Unp (n+ 1)2 n—+o0
donc lim v, =4;
n—-+oo
Unti _ (2n+2)(2n+1) & 4o
Un n n—-+00
donc lim v, = +oo.
n—-+oo
o/ (3n)! )
Un = nznn! et :
Uns1 [ n Y Bn+3)Bn+2)Bn+1) L
Un B n+ 1 (n —+ 1)3 n—-+oo 62 )
2
donc lim v, = —Z
n—-+oo e

Exercice 45 Soit o > —1 et (un),, la suite de réels définie par

1
ug >0, Upt1 = Up + - (TL > 0)
n

n—-—+0oo

1. Montrer que lirf Uy = +00.

U%Jrl U%Jrl

1
2. Montrer que pour tout 3 >0 on a ugﬂ =uf (1 + b +o (>> .
3. Donner un équivalent de u,, & l’infini.

Solution.
1. La suite (un),cy est strictement croissante (par récurrence). Si elle était bornée, alors elle serait convergente de

1
limite ¢ vérifiant ¢ = ¢ + —, ce qui est impossible. Donc lim wu, = +o0.

KON n— 00
2. Pour tout réel, on a
B _ .8 B 1
Uy = Up (1+ wat +0(7u%+1)) .
3. Pourg=a+1:
. a+1 _ a+1 —
nll}r_{loo (Un+1 Uy, ) a+ 1.

Le théoréme de Césaro entraine alors que :

C’est-a-dire que :
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1.7 Séries convergentes ou divergentes

Exercice 46 Soit « un réel. Montrer que la série de Riemann — est convergente si, et seulement sia > 1.
n

Solution. Rappelons la démonstration de ce résultat. Pour o < 1, on utilise le fait que si la suite (S,), oy converge
alors 11111 (S2n — Sp) = 0 et pour o > 1, on montrer que la suite croissante (Sn), oy est majorée.

1
Pouragl,onax—a:ml_”zlpourmzlet:
T

n n

1

1 1 n
S’n_Sn: cx> > — = =
S R R a2

et la suite (Sn), -, diverge.

. 1 . .
Pour a > 1, la fonction t — Iy étant décroissante sur R, on a :

k k
s [ [
k-1 t® k-1 ke K

et pour tout n > 2, on a:

"1 "k odt " dt 1 1
S7L:1 — <1 — =1 — =1 1—

[e%

<

a—1"

La suite (Sn), oy est donc croissante majorée et en conséquence convergente.

Exercice 47 Soit (u,), oy une suite de réels positifs décroissante. Montrer que si la série)  u, est convergente,

) 1
y converge vers 0, c’est-a-dire que u, = o ( .

alors la suite (nuy,)
n

ne

Solution. Pour n >m > 1, 0n a :

ZukZ(n—m—i—l)un
k=m

soit, :

n +o0
0 < nu, < Zuk—l—(m—l)un < Zuk+mun.
k=m k=m

n——+4oo

—+oo —+oo

Comme lim ( > uk) =0, pour € > 0 donné, on peut trouver entier mo > 1 tel que > ur <eetona:
k=m k=mg

Vn > mo, 0 < nu, <&+ moun.

Pour mo ainsi fixé, tenant compte de lim w, = 0, on peut trouver un entier no > mo tel que mou, < & pour n > nyg.

n—-+oo

On a donc nu, < 2e pour n > ng. Le réel € étant quelconque, on a bien montré que 11111 nuy = 0.
n— oo

Exercice 48 Soit f : [1,+00][ — R une fonction continue décroissante et F' la primitive de f nulle en 1.

Montrer que la swite uw = (uy,)

n
nene définie paru, = kz f (k)= F (n) pour tout n > 1 est convergente et la série
=1

> f(n) de méme nature que la suite (F (n)) On a done, en notant ¢ la limite de la suite (uy,)

neN* * neN :

n—-+o0o

S fk) ~ F(n)+e
k=1

Solution. La fonction F est définie par :

Ve > 1, F(z) = zf(t)dt.
1
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Pourn>1,0na:
Unt1 —Un = f(n+1) = (F(n+1)— F(n))

n—+1 n+1
=f(n+1)—/ f(t)dt=/ (f(n+1)— f (&) dt

avec f continue et f (n+ 1) < f(t) pour tout t € Jn,n+ 1[. On a donc unt+1 — un < 0 et u est décroissante.
La fonction f est continue décroissante sur [1, +o0[, donc :

k> 1, /:“f@)dts/:“fw)dt:f(k)

et pour tout n > 2, on a :

Srw=y [T rwa= [T soa=ra,
k=1 k=1"Fk 1

n+1
etup, > F(n+1)—F(n)= / f(t)dt > 0 puisque f est a valeurs positives. La suite u est donc décroissante minorée

n
et en conséquence convergente vers un réel £ > 0.

Comme f est & valeurs positives, la suite (F'(n)), .y €st croissante a valeurs positives et on a deux possibilités. Soit

ne

+oo
cette suite est majorée et elle converge alors vers un réel ¢ > 0. Il en résulte alors que > f(n) = £+ ¢'. Dans le cas
n=1

“+o0
contraire, on a hT F(n)=4cet Y. f(n)=+oo.
n— oo n—=1

Dans tous les cas, on a, pourn > 2 :

Zf(k) (k)—F(n)—¢
k=1 _ k=1
Fm+e |~ F(n)+ 0

c’est-a-dire que > f(k) ~ F(n)+L.

n—-+oo

Dans le cas on_lm_F(n) = +oo,ona F(n) + ¢~ F(n) et S F(k) ~ F(n).

n—-+oo n—-+4oo k=1 n—-+4oo
1

En utilisant la fonction f (¢) = pry avec « > 0 on retrouve, en les précisant, les résultats sur les séries de
Riemann. . X

Pour @« = 1, on a F (z) = In(x), hIJIrl (Z 7~ In (n)) = v (la constante d’Euler), Z % In(n) et

N0 \k=1 k=1
+oo 1
lim Z f——&—oo soit Z —

Nn—+400 . 1

Pour a £ 1, 0na F (2) = —— [ —— —1

our « ona F(z)= —1].
’ 1—a \zo1
1 1 1 too 1 1
Pour « > 1,0n a F' (n) = 1 (1— na_1> i S et donc nz::H”Ta po—] + 4.
Pour a < 1, on a F (n) L (nt=—1) +00 et Z F(n) e $0it —S%o ! +00
r n = - — - A i — = .
b ’ 11—« n—+o0 k:" +oo 1 —a’ el ne
+o0 (_1 n+1
Exercice 49 On se propose de montrer de fagon élémentaire que > =1In(2).
n=1

On note, pour tout entiern > 1 et tout réel x € [0,1] :

n

fn (.T) = (*1)k xk.

k=0
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1. Montrer que :

pour tout x € [0,1].

2. En déduire que, pour tout entiern > 1, on a

1— (=1)"gnitt

fn @) = 1+z
i (-1)* =1n(2) — (-1)"* /1 a dx
E+1 o 1+a

k=0

3. En déduire le résultat annoncé.

Solution.
1. Pour x € ]-1,1[,on a:
n xk B 1— xn+1
11—z
k=0
et pour z € [0,1] :
" 1— (=)t gnt?
- (z) = 1 2k
@) =32 s
Pour z =1,0n a:
P ) 1— (71)2;04—1 12p+1 .
— 1P+ =1 = sin=2
_ ; E 141 !
fn (1) - P D 2t 1— (71)217-0—2 12p+2 )
Z 21] =0= ) sin=2p+1
1— (=1 n+1l _n+1
On a donc f, (z) = ( 1 i_ . a pour tout z € [0,1].
2. En intégrant sur [0,1], on a :
e@de =3 (0 [ atae =y E
n(x)dx = —1 / ' dr =
0 k=0 0 k=0 kt1
1 1 _( 1)n+1 n+1
= d
/0 1+z o

3. Avec:

on déduit que

Exercice 50 En s’inspirant de la méthode utilisée o Dexercice précédent, montrer que

Solution.
1. Pour z € [0,1] :

Pourx =1,0n a:

On a donc fr (z) =

;
Jm X E T

1 1
:/ ! dx — ( 1)"+1/ T iz
o 1+ o 1+

I 1 :Cn+l
=In(2) - (-1) /0 1+xdaz

)

-
n+ 2 n—+oo

1 xn+1 1
0< / dr < / 2"y =
0 1+z 0

no(-DF In (2), soit Jrz::z (n_j_)z = In (2) ou encore i % =In(2).
e (1

n= 02n+1

n 1— (71)”"!‘1 m2n+2
_ 1) 2k —
fn (@) k_o( ) @ Ty
p ) p—1 ) 1— (_1)2P+1 14P+2
19—t = = sin=2p
1) = J;E) J;) 1+1
fn ( ) - P . p ) 1— (_1)2p+2 14p+4
NIV -y 1t =0 = sin=2p+1
§=0 §=0 1+1

1— (=1 n+1 _2n+2
(=)™ = pour tout z € [0,1].

14 22

21

e
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2. En intégrant sur [0,1], on a :

1 n 1 no ok
/Ofn(x)dx (_l)k/o x%da:—kzoz(ki)l

k=0
1 1— (_1)n+1 x2n+2d
= X
o 14 22

(I LY gt
:/ e / do
o 1+ 2 o 1+ a2

1 1m2n+2
— (=" dz.
o [ e

N

3. Avec:

1242 1 1

O</ da:</ 22"y = — 0,

~Jo + 2 ~—Jo 2n + 3 n—+oo
T 501t

=7

n (_1)\k Yoo (_1\
on déduit que lim D" _ =" _ =

1
M2 orr o 3 1 1

Exercice 51 On se propose d’étudier les séries de termes générauzu, = a"e™?, s, = a"sin(nd) et ¢, =
a™cos (nf) ow a et 8 sont deux réels quelconques.
1. Montrer que pour 0 € R et |a| < 1, les trois séries convergent et calculer la somme de chacune ces séries.
2. Que dire des sériesy c, et > S, pour @ € 7Z eta €R ?
3. On suppose que 0 € R\ 7Z et |a| > 1.

(a) Montrer que la suite (sin (nf)), oy est divergente.
(b) Montrer la série Y s, est divergente.

(¢) Montrer la série Y c,, est divergente.

Solution.

1. On a up, = A" avec X = ae' et la série 3 u, converge si, et seulement si, |A\| < 1, ce qui équivaut a |a] < 1 et
0 €R.
Pour |a| <1let @ € R, on a;

1 1
Zu" " 1—ae?®  1—acos(f) — iasin ()

n>0
_ 1—acos(f)+iasin(d)  1—acos()+iasin(0)
(1 —acos ())* + a2 sin? () 1—2acosf + a?
et :
— 1 —acos () — iasin (0)
= " 1—2acosf+ a?
puis :
_ 1
YRUREY D RUINS Sm) R YD SURS oo
n>0 n>0 n>0 n>0 n>0
1—acos((0))
—R =
nZZ%u 1—2acos((0)) + a?
et :

asin ((0))
sp =S Up | = .
nzZ;) " nEZ:o " 1—2acos((0)) + a?
2. 8160 = pr avec p € Z, on a s, = 0 pour tout n € N et tout a € R, de sorte que ) s, = 0. On a aussi
n>0
cn =a" (=1)"" = ((-1)" a)" et > cn converge si, et seulement si, |a| < 1.

3. On remarque que la condition 6 ¢ 7Z équivaut a sin(0) # 0.
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(a) Supposons que lirf (sin (nf)) = £. Avec :

sin ((n+1)60) 4 sin ((n — 1) #) = 2sin (nh) cos (9) ,

on déduit que 2¢ = 2¢cos (), ce qui impose £ = 0 puisque cos (0) # 1 si sin(0) # 0.
Avec :
sin ((n + 1) 0) = cos (n#) sin (0) + sin (nd) cos (9) ,

on déduit que lir+n (cos (nB) sin (0)) = 0, ce qui entraine lirf (cos (nB)) = 0 puisque sin (f) # 0, mais ce

dernier résultat est incompatible avec cos® (nf) + sin? (nf) = 1.

(b) Supposons que la série Y s, soit convergente. On a alors liIJIrl (sn) = 0 et comme [sin (nd)| = S—Z < |sn]
pour |a| > 1, on en déduit que 11111 (sin (nf)) = 0 ce qui est faux.
n—-—1+0oo
(c) Supposons que la série Y ¢, soit convergente. On a alors lirf (cn) = 0 et comme |cos (nf)| = % < len]

pour |a| > 1, on en déduit que lilf (cos (nB)) = 0 et avec :

cos ((n + 1) 0) = cos (nh) cos () — sin (nd) sin (0)

on en déduit que lir+n (sin(nf)sin (f)) =0et lim (sin(nf)) =0 (puisque sin(f) # 0) ce qui est faux.

n—-+4oo

1.8 Séries alternées

On dit qu’une série est alternée si son terme général est de la formeu,, = (—1)" ay,, ot (o), €St une suite
réelle de signe constant.
Le théoréme relatif aux suites adjacentes nous permet de montrer le résultat fondamental suivant.

Exercice 52 Soit ) (—1)" o, est une série alternée. Montrer que si la suite (o, ), o tend vers 0 en décroissant,
alors la série Y (—1)" a,, est convergente et une majoration des restes est donnée par :

+oo

Y (Drax

k=n-+1

VHEN, |Rn|: San+1-

Solution. On vérifie que si (Sn), oy est la suite des sommes partielles de cette série, alors les suites (San), oy et
(S2n+1),cn sont adjacentes et en conséquence convergente vers la méme limite, ce qui équivaut a la convergence de

(S”)H,EN .
En utilisant la décroissance de la suite (an),, o, on déduit que pour tout entier n, on a :

Sany2 — S2n = Qant2 — @2n41 <0,
Sont3 — S2nt1 = Q2nt2 — A2n43 > 0,

ce qui signifie que (S2n),cy est décroissante et (S2n+1),,cy croissante. De plus avec :

Son+t1 — S2n = q2nt1 — 0,
n——+oo
on déduit que ces suites sont convergentes et la convergence de la série” (—1)" a;, en découle. En notant S la somme
de cette séries, on a :

vn €N, Sopt1 <8 < Songa < San,
ce qui entraine :
—a2n+1 < Rop =5 — Sa, <0,
Vn e N
’ { 0 < Ront1 =5 — Sant1 < azngo

ou encore :
Vn €N, |Ry| < ang1.

Exercice 53

1. Montrer que la suite (I,), oy définie par :

[NE

VYneN, I :/ cos” (z) dx
0

tend vers 0 en décroissant.
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2. Montrer que la série de terme général :

[NE)

- (—1)"/0 cos™ (z) dar

est convergente et calculer sa somme.

Solution.

1. Pour n > 0, on a :

(SEl
NE

0§1n+1:/
0

donc (In),,cy est décroissante.

cos™ () cos (z) dx < / cos" (z)dx = I,
0

PournZletse](L%[,ona:

0< I, = / cos” (z) dx + /2 cos” (z) dz < e+ cos” (¢) .
0 €

Comme 0 < cos™ (¢) < 1, 0on a lirf cos™ (g) = 0 et il existe un entier n. tel que cos™ (¢) < & pour tout n > n., ce

n—-+oo

qui donne 0 < I, < € pour tout n > ne. On a donc ainsi montré que la suite (I5,),, oy tend vers 0 (en fait, on peut

montrer que I, ~ 4 /l).
2n

2. Le théoréme des séries alternées nous dit que cette série converge.
T
Pour tout x € [O, 5] ,ona:

- 1 cos™ ! (z)
- _ Z1)* cost _ _1
S, (.ZC) ] ( ) COSs (LC) 1 + cos (ZL') ( ) 1+ cos (ZL')
et :
. 3 dx n 2 cos™t! (z)
n = = 1" ,
5 —o . /0 1 + cos () ) /0 1+ cos ()
avec :

ce qui donne :

3 dx ! dt
> = =2 =1
— o 14 cos(x) 0 (1+12) (1 + 1_,52)

en effectuant le changement de variablet = tan (g) .

1.9 Séries absolument convergentes

On dit que la série > u,, est absolument convergente si la série > |u,| est convergente.
Solution. Soit (un)nen une suite numérique. Si la série > |un,| est convergente, alors la série > u, est convergente

et :
+oo +o0o
Sl < 3 ol
n=0 n=0

Solution. Soit > u, une série numérique absolument convergente.

La suite des sommes partielles <E |uk|) étant convergente, elle vérifie le critére de Cauchy et pour tout réele > 0,
k=0 neN
on peut trouver un entier ng tel que :
q

Ym >n > no, Z |lug| < e,
k=p+1
ce qui entraine que :
q q
Ym > n > no, Zukg Z|uk\<5
k=p+1 k=p+1
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n

et signifie que la suite des sommes partielles (Z uk) est de Cauchy et en conséquence convergente, encore équivalent
k=0 neN
& dire que la série Z Uy, est convergente.
En utilisant l'inégalité triangulaire, pour tout entiern :
n n
Zuk < [u]
k=0 k=0

+oo
<3 Jual.

n=0

“+o0o
> un

n=0

et faisant tendre n vers 'infini, on déduit que

Une série numérique convergente, mais non absolument convergente est dite semi-convergente.

1.10 Séries a termes positifs

[’étude des séries & termes positifs permet de retrouver le fait qu’une série absolument convergente est
convergente sans recours au critére de Cauchy.

Exercice 54 Pour tout réel x, on note :

" = max (z,0)
x~ = max (—x,0)

1. Montrer que pour tout réel x, on a :
r=zt -z~
lz| =2t + 2~
2. Soit > un, une série réelle absolument convergente.

(a) Montrer que les séries Y u} et > u, sont convergentes.

(b) En déduire que la sériey  u, est convergente.

3. Montrer qu’une série compleze > u, absolument convergente est convergente.

Solution.

1. Pour >0 [resp. < Olonax’ =z, 2~ =0 [resp. z7 =0, 2~ = —z] et |z| = = [resp. |z| = —z], ce qui donne le

résultat.

(a) Reésulte de 0 < uf < |unl, 0 < up < un| et 3 |un| < +oo.

(b) Reésulte de un, = u;l — u;, et de la convergence des séries 3" ut et S u,,.

3. On écrit que unp = Tn + iYn, oU Tn = R (un) et yn = S (un). Avec |zn| < |un| et |yn| < |un|, on déduit que les
séries réelles Y =, et > yn sont absolument convergentes, donc convergentes et la convergence de u,, suit.

1

ot « et B sont deux
n® (In (n)

Exercice 55 On s’intéresse a la série de Bertrand de terme généralu, =
)7

réels donnés.
1. Montrer que cette série converge poura > 1 et f € R.
2. Montrer que cette série diverge poura <1 et 0 € R.

3. On suppose que o = 1. Montrer que Y u, converge si, et seulement si, 3 > 1.

Solution.
1. Si a > 1, on peut trouver un réel v tel que 1 < v < «a et avec :

1
lim nu, = lim — 5 = 0
n—-+oo n—+00 pa—7y (h’l (n))

pour tout réel 5, on déduit que ) u, converge puisque y > 1.
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2. Si a < 1, on peut trouver un réel v tel que o < v < 1 et avec :

n’~¢
lim n"u, = lim 5 =+
n—-4o0o n—+oo (ln (n))
pour tout réel 8, on déduit que > un diverge puisque v < 1.
1
3. Pour 8 > 0, la fonction f définie sur[2,+oo[ par f(z) = W est continue et strictement décroissante
z (In(z

(produit de deux fonctions strictement décroissantes a valeurs strictement positives), doncd  u, est de méme
nature que la suite (F'(n)),>,, ott I est la primitive de f nulle en 2, soit :

b [ [
2 t(n (1) Je v’

(théoréme ?77).
Pour 0< 8 <1,ona lim F(n)=-+ooet ) u, diverge.

n—-+oo
In(2))* "
Pour > 1, on a lir_{l F(n)= % et > u, converge.
1 —F _(n(2)"
Pour 8 <0, on a u, = ( n(z)) > ( n(n)) > 0 pour tout n > 2 et Y u, diverge.

Exercice 56 Soient Y u, et Y v, des séries a termes positifs telles que vy, = o(uy,) [resp. v, = O (uy)]
On désigne respectivement par (Sn),cy €t (Tn),cn les suites des sommes partielles de ces séries et, en cas de

convergence, par (Ry), cy et (R},), oy les suites des restes correspondants.

1. Montrer que siy_ u, converge, il en est alors de méme ded v, et R, = o(R,) [resp. R, = O (R,)].
2. Montrer que siy_ vy, diverge, il en est alors de méme de ) uy, et T,, = 0(Sy) [resp. T,, = O (Sy)].

Solution. La condition v, = 0 (un) [resp. vn = O (un)| signifie qu’il existe une suite (¢n), oy qui tend vers 0 [resp.
bornée] telle que v, = enun. Comme les suites (un)nEN et (vn)nEN sont & valeurs positives, on peut trouver une telle
suite (ex),cy & valeurs positives. Dans les deux cas de figure, la suite (1), est bornée et il existe un constante réelle
A > 0 telle que v, < Au, pour tout n € N. Le corollaire précédent nous dit alors que Y v, converge si > u, converge et
> uy, diverge si Y vy, diverge.

1. Si les u, sont tous nuls & partir d’un rang no, il en est alors de méme des v, et R;, = R,, = 0 pour tout n > ng.
Dans ce cas, on a bien R;, = o (R,) [resp. R, = O (Ry)].
Dans le cas contraire, les suites (Ryn),, oy et (Rp), oy sont & valeurs strictement positives. Si lim e, = 0, pour

n—-+4oo

tout réel € > 0, on peut trouver un entier n. tel que 0 < &, < € pour tout n > n. et :

Vn > ne, 0 < R, < eRn.

R/
On a donc lim R—" =0, ce qui signifie que R;, = 0 (R,,).

n—-+4oo n

Dans le as ot v, = O (uy), la suite (£,), oy est bornée, soit e, < Ao A > 0 et 0 < R, < AR, pour tout n. La

.. (Rn o
suite (—) est donc bornée, ce qui signifie que R), = O (R,).
n / neN
2. Si > v, = 400, on a alors > up, = 400 et les suites (S")neN et (Tn)neN sont croissantes non majorées, donc
strictement positives & partir d’un certain rang.
Si lim e, =0, pour tout réel € > 0, on peut trouver un entier n. tel que 0 < &, < € pour tout n > n. et comme

n—-+oo

. . o . 1 2
(Sn),en est croissante non majorée, il existe un entierni > n. tel que S, > = 3~ vy, de sorte que :
€ k=0

ne n n
Vn > nq, Tn:ka+ Z v <eSnp +e Z ur < 2eSy,.
k=0 k=nc+1 k=nc+1

T, Lo
On a donc lim 5 = 0, ce qui signifie que T, = 0 (Sh) .

n—-+oo

Dans le as ott vp, = O (un), la suite (en),cy est bornée, soit e, < Aot A > 0et 0 < T, < AS, pour tout n. La

T, S
suite (S—> est donc bornée, ce qui signifie que T,, = O (S,) .
"/ neN
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Les résultats de I’exercice précédent peuvent étre utilisés en relation avec des développements limités.

. 1\ \"
Exercice 57 Ftudier la série de terme généralu, = (COS ()) ou vy est un réel.
n

Solution. Un développement limité nous donne :

In (un) =n" In (COS <l>>
n
1 1
:n’yln (1 — ﬁ—’—o(ﬁ))
! 1
T o T\w )

Pour vy <2,ona lim In(un,)=0,donc lim wu, =1 et la série diverge.

n—-4o0o n—+4o00
1 1
Pour y=2,ona lim In(u,)=—=,donc lim wu, = —— et la série diverge.
v ’ n—-+oo ( n) 27 n——+oo " \/E g
On suppose donc que v > 2 (dans ce cas, on a lirf un = 0). Pour « réel & préciser, on a :
n——+o0

. 1 1

:,z;iofaa$£?+ou0

2772

— —00
2 n—-+4oo

A —

et 11111 (n®un) = 0. Choisissant a = 2, on en déduit que la série Y u, converge.

Exercice 58 Soient > u, et Y. v, deux séries a termes réels positifs telles que u,, « v,. Montrer que :

1. 8i > uy est convergente il en est alors de méme de) v, et les restes de ces séries sont équivalents, soit :

+oo +oo

2 : / 2 :
Rn = Uk Rn = Vi -

k=n

k=n

2. 81 > uy est divergente il en est alors de méme de Y v, et les sommes partielles de ces séries sont
équivalents, soit :
n n
Sn :Zukan :ka.
k=0 k=0

Solution. Dire que les suites & termes positifs (un), oy €t (vn),cy sont équivalentes signifie qu'il existe une suite
(€n) ey qui tend vers 1 telle que v, = enun, ce qui équivaut encore & dire que pour tout réele € ]0, 1] il existe un entier
no tel que :

Yn > mno, (1 —¢e)un <vp < (14 ¢) un.
Dans ce qui suit on se donne un tel couple (g,n9) .
1. Sila série de terme général u,, est convergente, des inégalités0 < v, < (1 + €) u,, pour tout n > ng, on déduit qu’il

+oo
en est de méme de la série de terme général v,. On peut donc définir les restes d’ordren de ces séries, R, = > ug
k=n

—+o0
et Sp =) wvretona:
k=n

Yn >no, (1—¢)Rn < Sn < (14¢€)Rn,
ce qui traduit ’équivalence de R,, et S, quand n tend vers 'infini.

2. Si la série de terme général u,, est divergente, des inégalités v, > (1 — 8) un, pour tout n > ng avec 1 —e > 0 et
Up > 0, on déduit qu’il en est de méme de la série de terme généralv,. De plus, on a S, > 0 & partir d’un certain

rang ni1 > no et :
Vn >ni, (1 — 8) (Sn - Sno—l) S Tn - Tnofl S (1 + 6) (S" - S”L(Jfl)
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ce qui entraine que, pour toutn > ni, on a :

S'n,g—l Tno—l Tn Snl)—l Tno—l
— — < ——< — .
(1-¢) (1 5 ) + 5 =g = (1+¢) (1 = + =

1 . . .
Avec lim 5 = 0, on en déduit alors qu’il existe na > n1 tel que :

n—-+0o Op

Vn > ng, 1—26§%§1+25,

n

ce qui traduit I’équivalence de S, et T, quand n tend vers 'infini.

Exercice 59 Montrer que Uhypothése u,, et v, de mémes signes (au moins & partir d’un certain rang) est
essentielle dans le résultat précédent.

(_1)"L

Solution. Considérons par exemple la série de terme général u, = m Un développement limité nous
4 (—
donne :
-1" 1 -1" 1 1
e 51 D1 o
vno 14 &L Vn n n2
v
()" 1
= — — 4+ vy
vn n
1 .. . L o . ) L
avec |vp| < A—5, ce qui implique que la série de terme général u, est divergente comme somme d’une série divergente
nz
. 1 . . G . (=™ .
la série Y —) avec des séries convergentes (les séries et > vy). Et pourtant u, est é alent est
( ri Zn) Vi ri nvergentes ( ries Y T > vn) pourtan quivalen T qui

le terme général d’une série alternée convergente.

Si > uy, et Y v, deux séries & termes réels positifs telles que u, «~ v, et convergentes, on a seulement
1

I’équivalence des restes, mais pas celle des sommes partielles. Par exemple —— «~ — avec :
n(n+1) n?

- 1 "1 1 1
& ;k(lﬁ—l) kZ:lk k+1 n+1

et :
n

1 1
k=1

N

2
m
ne peut étre équivalent a1 (en fait T}, -~ E)
Les précisions sur les sommes partielles des séries divergentes ou les restes des séries convergentes dans le
théoréme précédent peuvent étre utilisées pour obtenir des développements asymptotiques de certaines suites.
Considérons par exemple le cas de la série harmonique (H,),,~, définie par :

T =

Yn>1, H, = z":
k=1

1 1
Cette série est divergente et & termes positifs avec — « In (1 + ) , ce qui entraine que :
n n

H,ngln <1+]1€> —In (H (T)) —ln(n+1),

k=1

ou encore H,, -« 1In(n).
La suite (K,),,~, définie par K, = H, —In(n) est de méme nature que la série de terme général :

1 1 1
Kop1 —Kn=——+ln(1-—)=0(=),
i n+1+n< n+1) <n2>
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elle est donc convergente. Sa limite est la constante d’Euler :

: ~ 1
'y—ngr}rloo< k—ln(n)).

k=1

On considére ensuite la suite (Ln)n21 définie par L,, = H,, —In (n) — 7. Cette suite est convergente vers0 de

méme nature que la série de terme général :

1 1 1
Ln _Ln: n _Kn: \ 1- TS5 5
1 1 n+1+n( n+1) 2n?

Cette série est donc convergente a termes négatifs & partir d’'un certain rang, ce qui entraine 1’équivalence

des restes :
+oo 1 +o00o 1
Z(LkH*Lk)m*g 72
k=n k=n
avec :
+oo m
D Lk —Li)= lim > (Lipr—Li)= m Lyis — Ly =Ly
k=n k=n
On a donc : .
11
L" “ 7
2 k
k=n
Enfin avec : . .
w2 [ Geps<[ 4
kot k k-1t
on déduit que pourm >n >2,0n a:
i /’f“ dt /””“ a1 1 N |
_= —= < N
2 2 = 2
P k t n t n m+1 p— k
m k m
dt dt 1 1
N A S
= Jr—1 t Jno1t n—1 m
et faisant tendre m vers l'infini (& n fixé), on déduit que :
+oo
1 1 1
Yn>2 — < — <
nES RS k2~ n—-1
k=n
ce qui implique que :
+oo
1 1 1
L, = — - —.
) Z k2 2n
k=n

On a donc en définitive le développement asymptotique :
1 1
H,=In(n)+~v+—+4o—|.
2n n

En itérant ce procédé on peut obtenir des termes supplémentaires du développement asymptotique.

1.11 Théorémes de Cauchy et de d’Alembert

n

. o . PP n-yn Un41

Exercice 60 On consideére les suites (up),,~, et (vn),~, définies par u, = ni\f' et v, =In <+) )
Z = e"n! Up,

1. Montrer que la série Y v, converge.
2. En déduire que la suite (uy),,~, converge vers un réel A > 0.

n

3. Montrer que n! «~ X (formule de Stirling). On peut montrer, mais c’est plus difficile, que\ = /2.
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n

e"n! n 1 .
——, et ——— (casa=-e et a = — dans l'exercice précédent).
nn e"non! e

4. Ftudier les série de termes généraux

Solution.
1. On a:

w5 ) el ) )
)

et un développement limité donne :
1
-0 ()

1 1 1 1
n = —1 - - - —
v + (n+2) (n 2n? +O<n3)

. . . 1
donc la série > v, converge absolument (puisqu’on a aussi |v,| = O (—2> ).
n

2. Comme vn, = In(unt1) — In(un), la série > v, est de méme nature que la suite (In(un)),~, et cette derniére
converge. En notant £ sa limite, on a lim wu, = o = e > 0.

n—-+oo
3. Il en résulte que n! ~ )\@.
671

e"n!

n

4. Pour u, = on a:

n
u 1 n
Intl 1
Un n+1 n—-+oo

et le théoréme de d’Alembert ne permet pas de conclure. En utilisant la formule de Stirling, on a :

n n
Un L@ =\n
nm e

et > uy, diverge.
n
n
Pour up, = ——, on a :
ennon)!

Un41 1 n *n4+1\"
== —~ 1
Un, e n + 1 n n—-+oo
et le théoréme de d’Alembert ne permet pas de conclure. En utilisant la formule de Stirling, on a :
1n" e 11
Aemne \/nnt A poti

Un

1 1
et > uy, diverge pour a < 5 converge pour o > 3

N . Un+1
Dans le cas o lim
n—+00 Uy

démonstration de ce théoréme repose sur la comparaison de la série étudiée a une série de Riemann.

=1 (avec u, > 0), on peut utiliser le théoréme de Raabe-Duhamel qui suit. La

Exercice 61 Soit (un), oy une suite a valeurs réelles strictement positives telle que :
1
Un+1 :1_a+0(2)
U, n n

N . . . . un+1
ot a est un réel (on a donc en particulier lim
n—-+oo Uy,

= 1). Montrer que la sérieY_ u,, converge si, et seulement
st, a > 1.

Solution. La suite (vn),, oy définie par v, = In (n%u,) est de méme nature que la série de terme général :

. . .. A
donc convergente. En notant £ = lim v,,on a lim n%u, = A= el > 0, ce qui signifie que u, ~ —. Il en résulte que
rrLLl

n——+oo n——+oo

> un converge si, et seulement si, a > 1.
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. ul 1
Exercice 62 Etudier la série de terme généralu,, = vn! ] sin (\/E)
k=1

1.12 La transformation d’Abel

Cette transformation que ’on peut considérer comme une intégration par parties discréte sera surtout utile
lors de I’étude des séries trigonométriques.

Exercice 63 Soient (an),cn, (Un) ey deur suites numériques et (Ayn), oy la suite définie par :
n
VneN, A, = Zak.
k=0

Montrer que pour tout entiern > 1, on a :

n n—1
E QU = Anun — E Ak (ukﬂ — uk).
k=0 k=0

Solution. On a ag = Ap et pour tout entier k > 1, ap = Ap — Ax_1, de sorte que pourn > 1, on a :
Z QUL = QoUo + Z (A — Ap—1) up = aouo + Z Aruy — ZAk—luk
k=0 k=1 k=1 k=1

n n—1 n—1
= ZAkuk — Z Arugy1 = Apupn + Z Ak (U — Ukt1)
k=0 k=0 k=0

n—1

= Anun - Z Ak ('Uzk+1 — Uk) .
k=0

En utilisant cette transformation, on en déduit le résultat suivant.

Exercice 64 Soient (uy), oy une suite réelle qui tend vers 0 en décroissant et (o), oy une suite de nombres
complezes telle que la suite (Ay), oy définie par :

vneN, A, :Zak.
k=0

soit bornée. Dans ces conditions la série de terme généralu,a, est convergente.

Solution. Il s’agit de montrer que la suite (S,), o des sommes partielles de la série  unan, est convergente. En
utilisant la transformation d’Abel cela revient & montrer que la série Y A, (unt+1 — un) est convergente. Pour ce faire
nous allons montrer qu’elle est absolument convergente.

En désignant par M > 0 un majorant de la suite (An), oy, on a:

Vk € N, [Ag (ur+1 — ur)| < M (ur — urt1)

(la suite (un), oy est décroissante) avec :

(Ul — Uk41) = U0 — Unt1 —  Uo,
o n—-+oo

c’est-a-dire que la série > M (ur41 — ux) est convergente et en conséquence, la série > Ay (Uns1 — un) est absolument
convergente. D’ou la convergence de la série Y unon.
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Comme dans le cas des séries alternées, le théoréme d’Abel nous fournit une majoration du reste. En effet,
en reprenant la démonstration, on a pourm >n >1:

Z Uy = Z (Ap — Ap—1) ug, = Z Apug — Z Ap_1ug

k=n k=n k=n k=n
m m—1 m—1
= Z Agug, — Z Aptupyr = Aty — Ap_1un + Z A (up — upy1)
k=n k=n—1 k=n
et :
m m—1
Z apug| < |Amum - An—lun| + Z |Ak| (uk - uk+1)
k=n k=n
m—1
<M um+un+2(uk—uk+1) = 2Mu,
k=n

et faisant tendre m vers 'infini, on aboutit & :

—+o00
|Rpn—1| = Zakuk < 2Mu,,
k=n

Une utilisation classique du théoréme d’Abel est I’étude des séries trigonométriques.

Exercice 65 Soit (uy,), .y une suite de réels positifs.

1. Sila série Y u, est convergente, alors la série Y u,e'™ est absolument convergente pour tout réelt.

2. Si la suite (un), oy tend vers 0 en décroissant, alors la série S une™ est convergente pour tout réel
t e R —27Z.

Solution.

1. Résulte immédiatement de |une“| = uy, pour tout réel ¢.
2. Pour tout réelt € R — 27Z, on a :

n . -n+1 _sn+1 -n+1
4 ikt 1 61(n+1)t el 2 t ity 1761 t
n € 1 — eit it it it
k=0 e’z e 2 —e'2
n+1
— g S )
= - P
Sin (5)
et : 1
|An] < ——
Jsin (3)]

Le résultat découle alors du théoréme d’Abel.




