
Agrégation interne

Séries entières de matrices

Ce problème est l’occasion de revoir quelques points de cours :
– espaces normés, suites, séries, ouverts, fermés, applications linéaires continues, compacité, es-
paces de Banach ;

– polynôme d’interpolation de Lagrange ;
– matrices nilpotentes, valeurs propres, rayon spectral, normes matricielles, diagonalisation, tri-
gonalisation, décomposition de Dunford, réduction de Jordan ;

– calcul différentiel.

C désigne le corps des nombres complexes et les espaces vectoriels considérés sont sur le corps C.

– I – Algèbres de Banach

Une algèbre de Banach unitaire E est un espace vectoriel normé (E, ∥·∥) complet muni d’une
structure d’anneau unitaire et tel que ∥xy∥ ≤ ∥x∥ ∥y∥ pour tous x, y dans E (on dit que la norme est
sous-multiplicative) et ∥1E∥ = 1, en désignant par 1E l’élément neutre pour la multiplication interne
de E.

On rappelle qu’une série de terme général xn est dite normalement convergente dans un espace
normé (E, ∥·∥) si la série réelle de terme général ∥xn∥ est convergente.

1. Soit (E, ∥·∥) un espace vectoriel normé.

(a) Montrer qu’une suite de Cauchy dans (E, ∥·∥) qui admet une sous-suite convergente est
convergente.

(b) Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy dans E.

i. Montrer qu’on peut en extraire une sous-suite
(
xφ(n)

)
n∈N telle que :

∀m ≥ φ (n) ,
∥∥xm − xφ(n)

∥∥ ≤ 1

2n

ii. En déduire que la série
∑∥∥xφ(n+1) − xφ(n)

∥∥ est convergente.

(c) Montrer que (E, ∥·∥) est complet si, et seulement si, toute série normalement convergente
dans (E, ∥·∥) est convergente.

Solution

(a) Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy dans E admettant une sous-suite
(
xφ(n)

)
n≥1

qui converge
vers x ∈ E.
Pour tout réel ε > 0, on peut trouver un entier naturel nε tel :

∀m ≥ nε, ∀n ≥ nε, ∥xm − xn∥ < ε

La fonction φ étant strictement croissante de N dans N, on en déduit que :

∀m ≥ nε, ∀n ≥ nε,
∥∥xm − xφ(n)

∥∥ < ε

et faisant tendre n vers l’infini, à chaque m fixé, il en résulte que :

∀m ≥ nε, ∥xm − x∥ ≤ ε

ce qui signifie que la suite (xn)n∈N converge vers x dans E.
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(b)

i. On construit, par récurrence, une suite strictement croissante (φ (n))n∈N telle que :

∀m ≥ φ (n) ,
∥∥xm − xφ(n)

∥∥ ≤ 1

2n

en utilisant le fait que (xn)n∈N est de Cauchy.
Pour ε0 = 1, il existe un entier naturel p0 tel que :

∀m ≥ p0, ∀n ≥ p0, ∥xm − xn∥ ≤ 1

et en posant φ (0) = p0, on a :

∀m ≥ φ (0) ,
∥∥xm − xφ(0)

∥∥ ≤ 1

Supposons construit, pour n ≥ 0, les entiers φ (0) < φ (1) < · · · < φ (n) tels que :

∀m ≥ φ (k) ,
∥∥xm − xφ(k)

∥∥ ≤ 1

2k
(0 ≤ k ≤ n)

Pour εn+1 =
1

2n+1
, il existe un entier naturel pn+1 > φ (n) tel que :

∀m ≥ pn+1, ∀n ≥ pn+1, ∥xm − xn∥ <
1

2n+1

et en posant φ (n+ 1) = pn+1, on a :

∀m ≥ φ (n+ 1) ,
∥∥xm − xφ(n+1)

∥∥ ≤ 1

2n+1

ii. Par construction de la suite (φ (n))n∈N , on a :

∀n ∈ N,
∥∥xφ(n+1) − xφ(n)

∥∥ ≤ 1

2n

et en consésquence :

+∞∑
n=0

∥∥xφ(n+1) − xφ(n)
∥∥ ≤

+∞∑
n=0

1

2n
< +∞

(c)

i. Supposons que (E, ∥·∥) soit un espace de Banach et soit
∑

xn une série normalement

convergente dans E.

En notant Sn =
n∑
k=0

xk les sommes partielles de cette série, on a pour m > n dans N :

∥Sm − Sn∥ ≤
m∑

k=n+1

∥xk∥ ≤ Rn =
+∞∑

k=n+1

∥xk∥

avec lim
n→+∞

Rn = 0, ce qui implique que la suite (Sn)n∈N est de Cauchy et en conséquence

convergente puisque (E, ∥·∥) est complet.
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ii. Réciproquement supposons que toute série normalement convergente dans (E, ∥·∥) est
convergente.
Si (xn)n∈N est une suite de Cauchy dans E, on peut alors en extraire une sous-suite(
xφ(n)

)
n∈N telle

+∞∑
n=0

∥∥xφ(n+1) − xφ(n)
∥∥ < +∞, ce qui signifie que la série

∑(
xφ(n+1) − xφ(n)

)
est normalement convergente, donc convergente.
Comme cette série est de même nature que la suite

(
xφ(n)

)
n∈N , on en déduit que la

suite (xn)n∈N est de Cauchy et admettant une sous-suite convergente, elle est donc
convergente d’après I.1a.

2. Soit (E, ∥·∥) une algèbre de Banach.
Montrer que l’application (x, y) 7→ xy est continue de E×E dans E (on munit l’espace produit
E × E de la norme (x, y) 7→ max (∥x∥ , ∥y∥)).
En particulier, pour tout y fixé dans E, l’application x 7→ xy est continue de E dans E.

Solution Si ((xn, yn))n∈N est une suite de points de E × E qui converge vers (x, y) ∈ E × E, les suites
(xn)n∈N et (yn)n∈N convergent alors respectivement vers x et y dans E et avec :

∥xnyn − xy∥ = ∥xn (yn − y) + (xn − x) y∥
≤ ∥xn∥ ∥yn − y∥+ ∥xn − x∥ ∥y∥

tenant compte du fait que la suite (∥xn∥)n∈N est bornée (elle converge vers ∥x∥), on déduit que
lim

n→+∞
xnyn = xy.

L’application (x, y) 7→ xy est donc continue de E × E dans E.

3. Soit (H, ∥·∥) une algèbre de Banach unitaire et H× l’ensemble de tous les éléments inversibles
(pour le produit) de H. On vérifie facilement que H× est un groupe multiplicatif.

(a) Montrer que pour tout u ∈ H tel que ∥u∥ < 1, 1H − u est inversible d’inverse
+∞∑
k=0

uk.

(b) Montrer que H× est ouvert dans H.

(c) Montrer que l’application u 7→ u−1 est continue sur H×.

Pour H = L (E) = {u : E → E continue} , où E est un espace de Banach (de dimension finie
ou infinie), H× = GL (E) est un ouvert de L (E) et u 7→ u−1 est continue sur GL (E) . Pour E
de dimension finie, GL (E) est un ouvert dense de L (E) .

Solution

(a) Comme ∥u∥ < 1, la série
∑

∥u∥k est convergente et avec
∥∥uk∥∥ ≤ ∥u∥k pour tout k ∈ N,

on déduit que la série
∑
uk est normalement convergente, donc convergente dans l’espace

de Banach H.
Avec : (

k∑
j=0

uj

)
(1H − u) = 1H − uk+1

et lim
k→+∞

uk = 0 (terme général d’une série convergente), on déduit que :(
+∞∑
k=0

uk

)
(1H − u) = 1H − lim

k→+∞
uk+1 = 1H

(continuité du produit dans l’algèbre normée H), ce qui signifie que 1H − u est inversible

d’inverse
+∞∑
k=0

uk.
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(b) Soit u ∈ H×. Pour tout h dans la boule ouverte B

(
0,

1

∥u−1∥

)
, on a :

∥∥u−1h
∥∥ ≤

∥∥u−1
∥∥ ∥h∥ < 1

donc 1H + u−1h ∈ H× et u + h = u (1H + u−1h) ∈ H×. On a donc B

(
u,

1

∥u−1∥

)
⊂ H×

et H× est ouvert dans H.
Pour H = Mn (C) , on a H× = GLn (C) et on retrouve le fait que c’est un ouvert de
Mn (C) , ce qui peut se montrer en disant que GLn (C) = det−1 (C∗) , la fonction det
étant continue (elle est polynomiale).

(c) Soient u ∈ H× et δ =
1

∥u−1∥
. Pour tout h ∈ B (0, δ) , on a u+ h ∈ H× et :

∥∥(u+ h)−1 − u−1
∥∥ =

∥∥∥((1H + u−1h
)−1 − 1H

)
u−1
∥∥∥

=

∥∥∥∥∥
(

+∞∑
k=1

(
u−1h

)k)
u−1

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥u−1h

(
+∞∑
k=0

(
u−1h

)k)
u−1

∥∥∥∥∥
≤
∥∥u−1

∥∥2 ∥h∥ +∞∑
k=0

∥∥u−1h
∥∥k = ∥h∥

δ2
1

1− ∥u−1h∥

Tenant compte de lim
h→0

(1− ∥u−1h∥) = 1, on en déduit que lim
h→0

(u+ h)−1 = u−1. Ce qui

prouve que l’application u 7→ u−1 est continue sur H×.

Pour H = Mn (C) , on a A−1 =
1

det (A)
tC (A) où C (A) désigne la comatrice de A. Les

coefficients de C (A) étant des fonctions polynomiales des coefficients de A, l’application
A 7→ C (A) est continue ainsi que A 7→ A−1.

– II – Rayon spectral des matrices complexes

Mn (C) est l’algèbre des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans C, GLn (C) est le groupe
multiplicatif des matrices inversibles dans Mn (C) .

Une matrice A ∈ Mn (C) est identifiée à l’endomorphisme de Cn qu’elle définit dans la base
canonique.

Une matrice diagonale de termes diagonaux λ1, · · · , λn est notée diag (λ1, · · · , λn) .
On se donne une norme vectorielle x 7→ ∥x∥ sur Cn et on lui associe la norme matricielle induite

sur Mn (C) qui est définie par :

∀A ∈ Mn (C) , ∥A∥ = sup
x∈Cn\{0}

∥Ax∥
∥x∥

= sup
x∈Cn

∥x∥=1

∥Ax∥

Cette norme est une norme d’algèbre (vérification immédiate) et Mn (C) ainsi normé est une
algèbre de Banach (puisque Mn (C) est de dimension finie).

Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on désigne par sp (A) l’ensemble de toutes les valeurs propres
complexes de A et par :

ρ (A) = max
λ∈sp(A)

|λ|

le rayon spectral de A.
On rappelle le résultat suivant.
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Théorème 1 (Dunford) Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , il existe un unique couple de matrices
(D,V ) tel que D soit diagonalisable, V soit nilpotente, D et V commutent et A = D + V.
De plus D et V sont des polynômes en A et les valeurs propres de D sont celles de A avec les mêmes
multiplicités.

On note :
Un (C) = {A ∈ Mn (C) | U∗U = In}

le sous groupe de GLn (C) formé des matrices unitaires, où U∗ = tU est la matrice adjointe de U.
On rappelle qu’une matrice unitaire est la matrice de passage de la base canonique de Cn à une

base orthonormée, où Cn est muni de sa structure hermitienne canonique.

1. Soient A ∈ Mn (C) et k un entier naturel.

(a) Montrer ρ (A) ≤ ∥A∥ , l’inégalité pouvant être stricte.

(b) Montrer que sp
(
Ak
)
=
{
λk | λ ∈ sp (A)

}
.

(c) Montrer ρ
(
Ak
)
= ρ (A)k .

Solution

(a) Soit λ une valeur propre de A telle que ρ (A) = |λ| et x un vecteur propre associé dans
Cn de norme 1.
On a :

∥Ax∥ = ∥λx∥ = |λ| ≤ ∥A∥

et en conséquence, ρ (A) ≤ ∥A∥ .
De ce résultat, on déduit que l’application ρ est continue en 0.

En prenant A =

(
0 1
0 0

)
, ou plus généralement une matrice nilpotente non nulle, on a

ρ (A) = 0 et ∥A∥ > 0.

(b) Pour k = 0, le résultat est évident. On suppose donc que k ≥ 1.
Soit A ∈ Mn (C) . Si λ ∈ sp (A) et x ∈ Cn \ {0} un vecteur propre associé, on a alors
pour tout entier naturel non nul k, Akx = λkx et λk ∈ sp

(
Ak
)
. Donc

{
λk | λ ∈ sp (A)

}
⊂

sp
(
Ak
)
.

Réciproquement si µ ∈ sp
(
Ak
)
avec k ≥ 1, l’endomorphisme Ak − µIn est non inversible.

En notant Q (X) = Xk − µ =
k−1∏
j=0

(X − λj) , l’endomorphisme
k−1∏
j=0

(A− λjIn) = Ak − µIn

est non injectif et il existe nécessairement un indice j compris entre 0 et k − 1 tel que
A − λjIn soit non inversible, ce qui revient à dire que λj est valeur propre de A et avec
Q (λj) = 0, on déduit que µ = λkj .

On a donc en définitive, sp
(
Ak
)
=
{
λk | λ ∈ sp (A)

}
.

Plus généralement, on peut montrer que pour tout polynôme P ∈ C [X] , on a sp (P (A)) =
{P (λ) | λ ∈ sp (A)} , la démonstration étant sensiblement la même.

Ce résultat n’est plus vrai dans Mn (R) . Par exemple pour A =

(
0 −1
1 0

)
, la matrice

A2 = −I2 a pour seule valeur propre −1 et sp (A) = ∅.
(c) Il en résulte que :

ρ
(
Ak
)
= max

λ∈sp(A)

∣∣λk∣∣ = max
λ∈sp(A)

|λ|k = ρ (A)k

puisque la fonction t 7→ tk est croissante sur R+.

2. Soient A ∈ Mn (C) .
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(a) Montrer que :

∀k ≥ 1, ρ (A) ≤
∥∥Ak∥∥ 1

k

(b) On suppose ici que A est diagonalisable. Montrer qu’il existe une constante réelle α > 0
telle que :

∀k ≥ 1,
∥∥Ak∥∥ 1

k ≤ α
1
k ρ (A)

et en déduire que :

ρ (A) = lim
k→+∞

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
(c) En utilisant la décomposition de Dunford A = D + V, montrer qu’il existe une constante

réelle β > 0 telle que :
∀k ≥ n,

∥∥Ak∥∥ ≤ βkn
∥∥Dk−n∥∥

et en déduire que :

ρ (A) = lim
k→+∞

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
= inf

k∈N∗

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
(1)

(formule de I. Guelfand).

Solution

(a) Pour tout entier k, on a :
ρ (A)k = ρ

(
Ak
)
≤
∥∥Ak∥∥

ce qui équivaut à ρ (A) ≤
∥∥Ak∥∥ 1

k .

(b) Si A est diagonalisable, il existe alors une base B = (ei)1≤i≤n de Cn formée de vecteurs
propres unitaires de A avec A (ei) = λiei pour tout i compris entre 1 et n, où les λi sont
les valeurs propres de A distinctes ou confondues.
On a alors, pour tout vecteur x ∈ Cn et tout entier k ≥ 1 :

Ak (x) = Ak

(
n∑
j=1

xjej

)
=

n∑
j=1

xjA
k (ej) =

n∑
j=1

xjλ
k
i ej

et : ∥∥Ak (x)∥∥ ≤
n∑
j=1

|xj|
∣∣λki ∣∣ ∥ej∥ ≤ ρ (A)k

n∑
j=1

|xj| ∥ej∥ = ρ (A)k
n∑
j=1

|xj|

L’application x 7→ ∥x∥1 =
n∑
j=1

|xj| définissant une norme sur Cn qui est équivalente à

x 7→ ∥x∥ (en dimension finie toutes les normes sont équivalentes), il existe une constante
α > 0 telle ∥x∥1 ≤ α ∥x∥ pour tout x ∈ Cn et on a :∥∥Ak (x)∥∥ ≤ αρ (A)k ∥x∥

pour tout x ∈ Cn et tout k ≥ 1, ce qui entrâıne
∥∥Ak∥∥ ≤ αρ (A)k et

∥∥Ak∥∥ 1
k ≤ α

1
k ρ (A) .

On a donc, pour tout entier k ≥ 1 :

ρ (A) ≤
∥∥Ak∥∥ 1

k ≤ α
1
k ρ (A)

et avec lim
k→+∞

α
1
k = 1 pour α > 0, on déduit que lim

k→+∞

∥∥Ak∥∥ 1
k = ρ (u) .
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(c) On a la décomposition de Dunford A = D + V avec D diagonalisable de mêmes valeurs
propres que A, qui commute à V nilpotente.
Pour tout entier j ≥ n, on a V j = 0 (le polynôme minimal de V est Xp avec p compris
entre 1 et n) et pour k ≥ n :

Ak = (D + V )k =
k∑
j=0

Cj
kD

k−jV j =
n∑
j=0

Cj
kD

k−jV j = Dk−n
n∑
j=0

Cj
kD

n−jV j.

ce qui entrâıne, pour une norme d’algèbre sur Mn (C) :

∥∥Ak∥∥ ≤
∥∥Dk−n∥∥ n∑

j=0

Cj
k ∥D∥n−j ∥V ∥j

Pour tout j compris entre 0 et n, on a :

Cj
k =

k!

j! (k − j)!
=
k (k − 1) · · · (k − (j − 1))

j!
≤ kj

j!
≤ kn

ce qui donne : ∥∥Ak∥∥ ≤
∥∥Dk−n∥∥ kn n∑

j=0

∥D∥n−j ∥V ∥j = βkn
∥∥Dk−n∥∥

avec β =
n∑
j=0

∥D∥n−j ∥V ∥j > 0 (on suppose que A ̸= 0, sinon c’est évident).

Il en résulte que :

∀k ≥ n, ρ (A) ≤
∥∥Ak∥∥ 1

k ≤ β
1
k k

n
k
∥∥Dk−n∥∥ 1

k

avec

lim
k→+∞

β
1
k k

n
k = lim

k→+∞
exp

(
ln (β)

k
+ n

ln (k)

k

)
= 1

et :

lim
k→+∞

∥∥Dk−n∥∥ 1
k = lim

k→+∞

(∥∥Dk−n∥∥ 1
k−n

)k−n
k

= ρ (D)

puisque lim
k→+∞

(∥∥Dk−n
∥∥ 1

k−n

)
= ρ (D) (D est diagonalisable) et :

lim
k→+∞

t
k−n
k = lim

k→+∞
exp

((
1− n

k

)
ln (t)

)
= t

pour tout t > 0 (pour t = 0, c’est évident). Enfin comme D et A ont les mêmes valeurs

propres, on a ρ (D) = ρ (A) et lim
k→+∞

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
= ρ (A) .

La question II.2a nous dit que ρ (A) est un minorant de la suite

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
k∈N∗

et comme

c’est la limite de cette suite, c’est aussi la borne inférieure.

3. Montrer que, pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on a ρ (A) = lim
k→+∞

(
N
(
Ak
) 1
k

)
où A 7→ N (A)

est une norme quelconque sur Mn (C) (non nécessairement induite par une norme vectorielle).

Solution Comme Mn (C) est de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes.
Si N est une norme quelconque sur Mn (C) et A 7→ ∥A∥ une norme induite par une norme
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vectorielle, il existe alors deux constantes α > 0 et β > 0 telles que α ∥A∥ ≤ N (A) ≤ β ∥A∥
pour toute matrice A ∈ Mn (C) et avec :

α
1
k
∥∥Ak∥∥ 1

k ≤ N
(
Ak
) 1
k ≤ β

1
k
∥∥Ak∥∥ 1

k

on déduit que ρ (A) = lim
k→+∞

(
N
(
Ak
) 1
k

)
puisque lim

k→+∞

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
= ρ (A) et lim

k→+∞
α

1
k =

lim
k→+∞

β
1
k = 1.

4. Soit A ∈ Mn (C) .
Montrer que la série

∑
Ak est convergente dans Mn (C) si, et seulement si, ρ (A) < 1.

En cas de convergence de
∑

Ak, montrer que In − A est inversible d’inverse
+∞∑
k=0

Ak.

Solution Si ρ (A) < 1, on a alors lim
k→+∞

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
= ρ (A) < 1 et le critère de Cauchy pour les séries

réelles nous dit que la série
∑∥∥Ak∥∥ est convergente, ce qui signifie que la série

∑
Ak est

normalement convergente dans Mn (C) , donc convergente puisque ce espace est complet.

Réciproquement si la série
∑

Ak converge, son terme général tend vers 0 et avec ρ (A)k ≤
∥∥Ak∥∥

pour une norme sur Mn (C) qui est sous-multiplicative, on déduit que lim
k→+∞

ρ (A)k = 0 et

nécessairement ρ (A) < 1.

On peut aussi dire que si ρ (A) > 1, on a alors lim
k→+∞

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
= ρ (A) > 1, donc

∥∥Ak∥∥ 1
k ≥

ρ (A) − ε pour k assez grand où ε > 0 est choisi assez petit pour que ρ (A) − ε > 1, ce qui

entrâıne
∥∥Ak∥∥ ≥ (ρ (A)− ε)k →

k→+∞
+∞ et la série

∑
Ak diverge.

Pour ρ (A) < 1, on a pour tout k ≥ 1 :

(In − A)
k∑
j=0

Aj = In − Ak+1

et avec la continuité de l’application M 7→ (In − A)M sur Mn (C) , on déduit que :

In = lim
k→+∞

(
In − Ak+1

)
= (In − A) lim

k→+∞

(
k∑
j=0

Aj

)
= (In − A)

+∞∑
k=0

Ak

(on a lim
k→+∞

Ak = 0 puisque c’est le terme général d’une série convergente) ce qui signifie que

In − A est inversible d’inverse
+∞∑
k=0

Ak.

5. Soit A ∈ Mn (C) . Montrer que lim
k→+∞

Ak = 0 si, et seulement si, ρ (A) < 1.

Solution Supposons que lim
k→+∞

Ak = 0.

S’il existe une valeur propre λ de A telle que |λ| ≥ 1, en désignant par x0 un vecteur propre
non nul associé à λ, on a :

∀k ∈ N, |λ|k ∥x0∥ =
∥∥λkx0∥∥ =

∥∥Akx0∥∥ ≤
∥∥Ak∥∥ ∥x0∥

et en conséquence lim
k→+∞

(
|λ|k ∥x0∥

)
= 0, donc lim

k→+∞
|λ|k = 0 puisque ∥x0∥ > 0, ce qui est

incompatible avec |λ| ≥ 1. On a donc |λ| < 1 pour toute valeur propre λ de A et ρ (A) < 1.

Réciproquement, si ρ (A) < 1, la série
∑

Ak est alors convergente et lim
k→+∞

Ak = 0.
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6. Montrer que Un (C) est compact dans Mn (C) .
Solution On munit l’espace vectoriel Mn (C) de la norme N définie par :

∀A ∈ Mn (C) , N (A) = max
1≤i,j≤n

|aij|

(c’est tout simplement la norme ∥·∥∞ sur Cn2
et en dimension finie toutes les normes sont

équivalentes).
Un (C) est fermé dansMn (C) comme image réciproque du fermé {In} par l’application continue
A 7→ A∗A.
Pour A ∈ Un (C) et i compris entre 1 et n, le coefficient d’indice (i, i) de A∗A = In est :

1 = (A∗A)i,i =
n∑
j=1

(A∗)i,j (A)j,i =
n∑
j=1

|aji|2

On en déduit alors que, pour tous i, j compris entre 1 et n, on a :

|aji|2 ≤
n∑
j=1

|aji|2 = 1

soit |aji| ≤ 1 et N (A) ≤ 1. L’ensemble Un (C) est donc borné dans (Mn (K) , N) .
En conclusion Un (C) est compact dans Mn (K) en tant que fermé borné.
Si on sait que pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on a ∥A∥2 =

√
ρ (A∗A), où ∥·∥2 est la norme

matricielle induite par la norme hermitienne canonique de Cn, on a ∥A∥2 = 1 pour toute
matrice A ∈ Un (C) , ce qui signifie que Un (C) est contenu dans la boule unité, donc borné.

7. Montrer que, pour toute matrice A ∈ Mn (C) , il existe une matrice unitaire U ∈ Un (C) telle
que U∗AU soit triangulaire supérieure, ce qui revient à dire que A se trigonalise dans une base
orthonormée (théorème de Schur).

Solution Comme pour tous les problèmes de réduction de matrice, on procède par récurrence sur n ≥ 1.
Pour n = 1 le résultat est évident.
Supposons le acquis pour n− 1 ≥ 1 et soit A ∈ Mn (C) . Si λ1 est une valeur propre de A et e1
un vecteur propre associé unitaire, on complète {e1} en une base orthonormée B1 = (e1, · · · , en)
de Cn. La matrice de passage U1 de la base canonique à cette base est unitaire et la matrice de
A dans B1 s’écrit :

A1 = U∗
1AU1 =

(
λ1 a1
0 B1

)
,

avec a1 ∈ M1,n−1 (C) et B1 ∈ Mn−1 (C) .
L’hypothèse de récurrence nous dit qu’il existe une matrice unitaire U2 ∈ Un−1 (C) telle que
T2 = U∗

2B1U2 soit triangulaire supérieure.

La matrice U3 =

(
1 0
0 U2

)
est alors unitaire d’ordre n et :

U∗
3U

∗
1AU1U3 =

(
λ1 a1U2

0 U∗
2B1U2

)
=

(
λ1 a1U2

0 T2

)
est triangulaire supérieure.

8. On se propose de montrer que l’application ρ qui associe à toute matrice de Mn (C) son rayon
spectral est continue, ce qui revient à montrer que si (Ak)k∈N est une suite de matrices qui
converge vers la matrice A dans Mn (C) , alors la suite (ρ (Ak))k∈N converge vers ρ (A) . dans
R.
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(a) Montrer le résultat pour une suite (Tk)k∈N de matrices triangulaires supérieures qui converge
vers une matrice T.

(b) Montrer qu’une suite réelle est convergente si, et seulement si, elle est bornée et n’a qu’une
seule valeur d’adhérence.

(c) Soit (Ak)k∈N une suite de matrices qui converge vers la matrice A dans Mn (C) .

i. Montrer que la suite (ρ (Ak))k∈N est bornée dans R.
ii. Montrer que la suite (ρ (Ak))k∈N admet ρ (A) pour unique valeur d’adhérence et

conclure.

9.

(a) La matrice T limite d’une suite (Tk)k∈N de matrices triangulaires supérieures est également
triangulaire supérieure.
Ses valeurs propres sont les termes diagonaux tii = lim

k→+∞
t
(k)
ii , en notant t

(k)
ii les termes

diagonaux de Tk pour tout k ∈ N et tout i compris entre 1 et n.
Avec la continuité de l’application x ∈ Cn 7→ ∥x∥∞ = max

1≤i≤n
|xi| , on déduit que :

ρ (T ) = max
1≤i≤n

|tii| = lim
k→+∞

max
1≤i≤n

∣∣∣t(k)ii ∣∣∣ = lim
k→+∞

ρ (Tk)

(b) Une suite convergente est bornée et toute suite extraite converge vers la limite de cette
suite, ce qui signifie qu’elle n’a qu’une seule valeur d’adhérence.
Réciproquement, soit (uk)k∈N une suite réelle bornée n’admettant qu’une seule valeur
d’adhérence ℓ. Si cette suite ne converge pas vers ℓ, on peut alors trouver un réel ε > 0
tel que pour tout entier k, il existe p > k avec |up − ℓ| ≥ ε. Par récurrence on peut alors
construire une suite strictement croissante d’entiers (φ (k))k∈N telle que

∣∣uφ(k) − ℓ
∣∣ ≥ ε

pour tout k. De la suite bornée
(
uφ(k)

)
n∈N on peut extraire une sous suite

(
uψ(k)

)
k∈N qui

converge vers ℓ′ et par passage à la limite dans l’inégalité
∣∣uψ(k) − ℓ

∣∣ ≥ ε on déduit que
|ℓ′ − ℓ| ≥ ε > 0, c’est-à-dire que ℓ′ est une valeur d’adhérence de (un)n∈N distincte de ℓ,
ce qui contredit l’hypothèse de départ.

(c)

i. Avec les inégalités ρ (Ak) ≤ ∥Ak∥ et la convergence de la suite (Ak)k∈N on déduit que
la suite (ρ (Ak))k∈N est bornée dans R.

ii. Comme (ρ (Ak))k∈N est bornée dans R, on peut en extraire une sous-suite convergente(
ρ
(
Aφ(k)

))
k∈N . En utilisant le théorème de Schur, on peut trouver, pour tout entier

naturel k, une matrice unitaire Uk telle que la matrice Tk = U∗
kAkUk soit triangulaire

supérieure. Dans le compact Un (C) , on peut extraire de
(
Uφ(k)

)
k∈N une sous-suite(

Uσ(k)
)
k∈N qui converge vers une matrice unitaire U. La suite

(
Tσ(k)

)
k∈N converge

alors vers la matrice T = U∗AU qui est triangulaire supérieure. On a alors :

ρ (A) = ρ (T ) = lim
k→+∞

ρ
(
Tσ(k)

)
= lim

k→+∞
ρ
(
Aσ(k)

)
= lim

k→+∞
ρ
(
Aφ(k)

)
.

La suite bornée (ρ (Ak))k∈N admet donc ρ (A) pour unique valeur d’adhérence. En
conséquence, cette suite converge vers ρ (A) .

10. Montrer que, pour tout réel R > 0, l’ensemble {A ∈ Mn (C) | ρ (A) < R} est un ouvert de
Mn (C) .

Solution L’ensemble {A ∈ Mn (C) | ρ (A) < R} est ouvert dans Mn (C) comme image réciproque de
l’ouvert ]−∞, R[ par l’application continue ρ.
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11.

(a) Montrer que, pour toute matrice P ∈ GLn (C) , l’application x 7→ ∥x∥P = ∥P−1x∥ définit
une norme sur Cn.

(b) Montrer que la norme induite sur Mn (C) par x 7→ ∥x∥P est A 7→ ∥A∥P = ∥P−1AP∥ .
(c) Pour tout réel δ > 0, on note :

Dδ = diag
(
1, δ, δ2, · · · , δn−1

)
Montrer que pour toute matrice triangulaire supérieure T = ((tij))1≤i,j≤n ∈ Mn (C) , on
a :

lim
δ→0

D−1
δ TDδ = diag (t11, t22, · · · , tnn)

(d) Montrer que pour toute matrice A ∈ Mn (C) , il existe une suite de matrices (Pk)k∈N∗

dans GLn (C) telle que lim
k→+∞

P−1
k APk = diag (λ1, λ2, · · · , λn) .

(e) Montrer que pour toute matrice A ∈ Mn (C) et tout réel ε > 0, il existe une norme
d’algèbre N sur Mn (C) telle que N (A) < ρ (A) + ε.

Solution

(a) L’application x 7→ P−1x est un isomorphisme de Cn, donc ∥·∥P est une norme sur Cn.

(b) Pour A ∈ Mn (C) , on a :

∥A∥P = sup
x∈Cn\{0}

∥Ax∥P
∥x∥P

= sup
x∈Cn\{0}

∥P−1Ax∥
∥P−1x∥

et comme x 7→ P−1x est bijective de Cn \ {0} sur lui même, on en déduit que :

∥A∥P = sup
x′∈Cn\{0}

∥P−1APx′∥
∥x′∥

=
∥∥P−1AP

∥∥ .
(c) En notant (ej)1≤j≤n la base canonique de Cn, pour toute matrice A = ((aij))1≤i,j≤n dans

Mn (C) , D−1
δ ADδ est la matrice de A dans la base (δj−1ej)1≤j≤n et avec :

A
(
δj−1ej

)
= δj−1

n∑
j=1

aijei =
n∑
j=1

δj−iaij
(
δi−1ei

)
on déduit que cette matrice est :

D−1
δ ADδ =

(
δj−iaij

)
1≤i,j≤n .

Dans le cas d’une matrice triangulaire supérieure T = ((tij))1≤i,j≤n , on a :

D−1
δ TDδ =


t11 δt12 · · · δn−1t1n

0 t22
. . .

...
...

. . . . . . δtn−1,n−1

0 · · · 0 tnn

 →
δ→0

diag (t11, t22, · · · , tnn)

(d) Il existe P ∈ GLn (C) telle que T = P−1AP soit triangulaire supérieure et avec les
notations précédentes :

D−1
1
k

TD 1
k
= D−1

1
k

P−1APD 1
k
= P−1

k APk →
k→+∞

diag (λ1, λ2, · · · , λn)

où on a noté Pk = PD 1
k
∈ GLn (C) et λ1, · · · , λn sont les termes diagonaux de T, ou

encore les valeurs propres de A.
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(e) On choisit pour norme sur Mn (C) , celle qui est subordonnée à :

x 7→ ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|

et on a :

∀M ∈ Mn (C) , ∥M∥∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|mij|

(le vérifier).
Avec les notations précédentes, on désigne, pour tout entier k ≥ 1, par Nk la norme
d’algèbre définie sur Mn (C) par :

∀M ∈ Mn (C) , Nk (M) = ∥M∥Pk
=
∥∥P−1

k MPk
∥∥
∞

(cette norme dépend aussi de A) et on a :

Nk (A) =
∥∥P−1

k APk
∥∥
∞ →

k→+∞
∥diag (λ1, · · · , λn)∥∞ = ρ (A)

Pour ε > 0 donné, on aura Nk (A) < ρ (A) + ε pour k assez grand.

– III – Séries matricielles

On rappelle qu’une fonction φ définie sur un ouvert non vide O d’un espace normé E et à valeurs
dans un espace normé F est dite différentiable en a ∈ O s’il existe une forme linéaire continue L de
E dans F (en dimension finie, linéaire suffit) telle que :

φ (a+ h) = φ (a) + L (h) + o (∥h∥)

pour tout h dans un voisinage de 0 (ce qui signifie que lim
h→0

1

∥h∥
(φ (a+ h)− φ (a)− L (h)) = 0). On

note alors dφ (a) = L.

On désigne par
∑

akz
k une série entière à coefficients complexes de rayon de convergence R > 0

et on note f (z) =
+∞∑
k=0

akz
k sa somme pour z ∈ C tel que |z| < R.

1.

(a) Soit A ∈ Mn (C) diagonalisable de valeurs propres λ1, · · · , λn distinctes ou confondues
dans C.
Montrer que si ρ (A) < R, la série

∑
akA

k est alors convergente et sa somme, f (A) =
+∞∑
k=0

akA
k, est diagonalisable de valeurs propres f (λ1) , · · · , f (λn) .

(b) Soit A ∈ Mn (C) nilpotente d’indice r ≥ 1. Montrer que la série
∑

akA
k est convergente.

(c) Soit A ∈ Mn (C) telle que ρ (A) < R et A = D+ V sa décomposition de Dunford avec D
diagonalisable qui commute à V nilpotente d’indice r ≥ 1.

i. Montrer que, pour tout entier j ≥ 0, la série
+∞∑
k=j

ak
k!

(k − j)!
Dk−j est convergente.

On notera f (j) (D) sa somme.
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ii. Montrer que la série
∑

akA
k est convergente de somme :

f (A) =
+∞∑
k=0

akA
k =

r−1∑
j=0

1

j!
f (j) (D)V j

iii. Montrer que la matrice f (A) est un polynôme en A (dont les coefficients dépendent
de A).

iv. Peut-on trouver un polynôme R ∈ C [X] tel que f (A) = R (A) pour toute matrice
A ∈ Mn (C) ?

(d) Montrer que si A ∈ Mn (C) est telle que ρ (A) > R, la série
∑

akA
k est alors divergente.

Solution

(a) Si A ∈ Mn (C) est diagonalisable, il existe alors une matrice P ∈ GLn (C) telle que :

P−1AP = D = diag (λ1, · · · , λn)

et pour tout entier naturel k, on a :

Ak = PDkP−1 = P diag
(
λk1, · · · , λkn

)
P−1

Dans le cas où ρ (A) < R, on a |λj| ≤ ρ (A) < R pour tout j compris entre 1 et n et
chaque série

∑
αkλ

k
j est convergente. Il en résulte que la série

∑
akD

k est convergente de
somme :

f (D) =
+∞∑
k=0

akD
k = diag (f (λ1) , · · · , f (λn))

et avec la continuité du produit matriciel (on l’a vu pour une algèbre de Banach ; ou
alors on peut dire que les composantes de l’application (X,Y ) 7→ XY sont polynomiales
en les coefficients de X et de Y ; ou encore dire que cette application est bilinéaire et en
dimension finie toute application bilinéaire est continue) on en déduit qu’il en est de même
de la série

∑
akA

k avec :

+∞∑
k=0

akA
k = P

(
+∞∑
k=0

akD
k

)
P−1 = P diag (f (λ1) , · · · , f (λn))P−1

La matrice f (A) =
+∞∑
k=0

akA
k est donc diagonalisable de valeurs propres f (λ1) , · · · , f (λn) .

(b) En désignant, pour tout entier k ≥ 0, par Sk (z) la somme partielle d’indice de la série
entière

∑
akz

k, on a pour tout entier k ≥ r :

Sk (A) =
k∑
j=0

ajA
j =

r−1∑
j=0

ajA
j

et la série
∑
akA

k est convergente de somme :

f (A) =
r−1∑
j=0

ajA
j

Pour r = 1, on a A = 0 et f (A) = a0In n’est pas nilpotente si a0 ̸= 0.

(c)
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i. La série
+∞∑
k=j

ak
k!

(k − j)!
zk−j est la série dérivée d’ordre j de

∑
akz

k et on sait que cette

série dérivée est de rayon de convergence égal àR.On note f (j) (z) =
+∞∑
k=j

ak
k!

(k − j)!
zk−j

la somme de cette série pour |z| < R. Comme D est diagonalisable avec ρ (D) =

ρ (A) < R, ce qui précède nous dit que la série
+∞∑
k=j

ak
k!

(k − j)!
Dk−j est convergente. de

somme f (j) (D) .

ii. Comme D et V commutent, on peut utiliser la formule du binôme pour écrire, pour
tout entier k ≥ r, on a :

Ak = (D + V )k =
k∑
j=0

Cj
kV

jDk−j =
r−1∑
j=0

Cj
kV

jDk−j

En convenant que Cj
k = 0 pour j > k, cette formule est encore valable pour 0 ≤ k ≤

r − 1.
On a alors, pour p ≥ r :

Sp (A) =

p∑
k=0

akA
k =

p∑
k=0

ak

r−1∑
j=0

Cj
kV

jDk−j

=
r−1∑
j=0

(
p∑

k=0

akC
j
kD

k−j

)
V j

avec :

p∑
k=0

akC
j
kD

k−j =

p∑
k=j

akC
j
kD

k−j

=
1

j!

p∑
k=j

ak
k!

(k − j)!
Dk−j →

p→+∞

1

j!
f (j) (z)

La série
∑
akA

k est donc convergente de somme :

f (A) =
r−1∑
j=0

(
+∞∑
k=j

akC
j
kD

k−j

)
V j =

r−1∑
j=0

1

j!
f (j) (D)V j (2)

(f (A) = f (D + V ) est donné par une formule de Taylor).

iii. L’ensemble C [A] des polynômes en A est un sous-espace vectoriel deMn (C) et comme
Mn (C) est de dimension finie, tout sous-espace vectoriel en est un fermé (si F est
un sous-espace strict de E de dimension m, en désignant par G un supplémentaire de
F et par π la projection sur G parallèlement à F, un élément x ∈ E est dans F si,
et seulement si, π (x) = 0, donc F = π−1 (0) est fermé comme image réciproque du
fermé {0} par une application continue).
En particulier C [A] est fermé dans Mn (C) , donc égal à son adhérence et f (A) =

lim
k→+∞

k∑
j=0

ajA
j qui est dans cette adhérence est dans C [A] .

Du fait que f (A) ∈ C [A] , on déduit que A et f (A) commutent (ce qui se voit aussi
directement sur la définition).
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iv. Ce qui précède nous dit que pour toute matrice A ∈ Mn (C) telle que ρ (A) < R, il
existe un polynôme RA ∈ C [X] dont les coefficients dépendent de A tel que f (A) =
RA (A) .
Mais, pour f non polynomiale, il n’est pas possible de trouver un polynôme R tel que
f (A) = R (A) pour toute matrice A telle que ρ (A) < R.
En effet si un tel polynôme R existe on aurait alors, pour tout scalaire λ tel que
|λ| < R :

f (λIn) = f (λ) In = R (λIn) = R (λ) In

et f (λ) = R (λ) pour tout λ ∈ C tel que |λ| < R. En désignant par r le degré de R,
on a alors ak = 0 pour tout k ≥ r + 1 (unicité du développement en série entière), ce
qui contredit le fait que f est non polynomiale.

(d) Si ρ (A) > R, alors la suite
(
|ak| ρ (A)k

)
k∈N

n’est pas bornée (par définition du rayon de

convergence d’une série entière). Avec ρ (A)k = ρ
(
Ak
)
et |ak|

∥∥Ak∥∥ ≥ |ak| ρ
(
Ak
)
, on en

déduit que la suite
(
|ak|

∥∥Ak∥∥)
k∈N n’est pas bornée et la série de terme général akA

k est
divergente.

2. En utilisant la formule (1) de Guelfand, montrer que pour toute matrice A ∈ Mn (C) telle que
ρ (A) < R, la série

∑
akA

k est normalement convergente.

Solution On rappelle que ρ (A) = lim
k→+∞

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
= inf

k∈N∗

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
.

Si ρ (A) < R, pour tout réel r tel que ρ (A) < r < R, il existe un entier k0 ≥ 1 tel que :

∀k ≥ k0, ρ (A) ≤
∥∥Ak∥∥ 1

k < r

donc :
∀k ≥ k0,

∥∥akAk∥∥ < |ak| rk

et tenant compte de la convergence absolue de
∑

αkr
k pour 0 < r < R, on déduit que la série∑∥∥αkAk∥∥ est convergente, ce qui signifie que la série
∑

αkA
k est normalement convergente

dans Mn (C) , donc convergente puisque ce espace est complet.

3. Soit D ∈ Mn (C) diagonalisable telle que ρ (D) < R. Montrer qu’il existe un polynôme R ∈
Cn−1 [X] (qui dépend de D) tel que f (D) = R (D) .

Solution Comme D est diagonalisable, il existe des scalaires λ1, · · · , λn, une matrice P ∈ GLn (C) tels
que D = P diag (λ1, · · · , λn)P−1 et on a vu que :

f (D) = P diag (f (λ1) , · · · , f (λn))P−1

Le théorème d’interpolation de Lagrange nous dit qu’il existe un polynôme R ∈ Cn−1 [X] tel
que R (λk) = f (λk) pour tout k compris entre 1 et n (en fait R ∈ Cp−1 [X] si on a p valeurs
propres distinctes) et on a :

f (D) = P diag (R (λ1) , · · · , R (λn))P
−1

= R
(
P diag (λ1, · · · , λn)P−1

)
= R (D)

Si on connâıt les valeurs propres de la matrice D, on dispose ainsi d’un moyen relativement
simple pour calculer f (D) . En notant µ1, · · · , µp les valeurs propres deux à deux distinctes de
D, le polynôme d’interpolation de Lagrange est donné par :

R (X) =

p∑
k=1

f (µk)

p∏
j=1
j ̸=k

X − µj
µk − µj
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et :

f (D) =

p∑
k=1

f (µk)

p∏
j=1
j ̸=k

1

µk − µj
(D − µjIn)

4.

(a) Montrer que l’application f : A 7→ f (A) =
+∞∑
k=0

akA
k est continue sur l’ouvert DR =

{A ∈ Mn (C) | ρ (A) < R} .
(b) Montrer que la fonction f est différentiable en 0 avec df (0) = a1Id.

Solution

(a) Soient A0 ∈ DR et ε > 0 tel que ρ (A0) + ε < R. On sait qu’il existe une norme d’algèbre
∥·∥ sur Mn (C) telle que ∥A0∥ < ρ (A0) + ε. La boule ouverte :

B (0, ρ (A0) + ε) = {A ∈ Mn (C) | ∥A∥ < ρ (A0) + ε}

est alors contenue dans DR (pour A ∈ B (0, ρ (A0) + ε) , on a ρ (A) ≤ ∥A∥ < ρ (A0) + ε <
R). Pour toute matrice A ∈ B (0, ρ (A0) + ε) et tout entier naturel k, on a :

|ak|
∥∥Ak∥∥ ≤ |ak| ∥A∥k ≤ |ak| (ρ (A0) + ε)k

avec
∑

|ak| (ρ (A0) + ε)k < +∞ puisque ρ (A0) + ε < R. La série
∑
akA

k est donc uni-
formément convergente sur la boule B (0, ρ (A0) + ε) et sa somme est continue sur cette
boule, donc en A0.

(b) Comme 0 ∈ DR, il existe un réel δ ∈ ]0, R[ tel que B (0, δ) ⊂ DR et pour toute matrice H
dans B (0, δ) , on a :

f (H) =
+∞∑
k=0

akH
k = f (0) + a1H +

+∞∑
k=2

akH
k

avec : ∥∥∥∥∥
+∞∑
k=2

akH
k

∥∥∥∥∥ ≤
+∞∑
k=2

|ak|
∥∥Hk

∥∥ ≤
+∞∑
k=2

|ak| ∥H∥k ≤ ∥H∥2
+∞∑
k=2

|ak| δk

(on a
+∞∑
k=2

|ak| δk < +∞ puisque 0 < δ < R), donc :

f (H) = f (0) + a1H + o (∥H∥)

et la fonction f est différentiable en 0 avec df (0) (H) = a1H pour tout H ∈ Mn (C) .

5. Soit A ∈ Mn (C) .

(a) Montrer que si ρ (A) = 0, la fonction φ : t 7→ f (tA) est alors de classe C∞ sur I = R et
préciser sa dérivée.

(b) Montrer que si 0 < ρ (A) < R, la fonction φ : t 7→ f (tA) est alors de classe C∞ sur

I =

]
− R

ρ (A)
,
R

ρ (A)

[
et préciser sa dérivée.

Solution

16



(a) Si ρ (A) = 0, l’unique valeur propre de A est 0 et A est nilpotente d’indice r ∈ {1, · · · , n} .
Dans ce cas, on a pour tout réel t, ρ (tA) = 0 et :

φ (t) = f (tA) =
n−1∑
j=0

ajt
jAj

Cette fonction est polynomiale en t, donc de classe C∞ sur I = R de dérivée :

φ′ (t) =
n−1∑
j=1

jajt
j−1Aj = A

n−1∑
j=1

jaj (tA)
j−1 = Af ′ (tA) = f ′ (tA)A

(A et f ′ (tA) commutent).

(b) Pour 0 < ρ (A) < R, on a ρ (tA) = |t| ρ (A) pour tout réel t, donc ρ (tA) < R pour

|t| < R

ρ (A)
et φ est définie sur I =

]
− R

ρ (A)
,
R

ρ (A)

[
.

En notant Ak =
((
a
(k)
ij

))
1≤i,j≤n

pour tout k ≥ 1, chaque série entière
∑
aka

(k)
ij t

k est

convergente pour |t| < R

ρ (A)
et définit une fonction de classe C∞ sur

]
− R

ρ (A)
,
R

ρ (A)

[
. Il

en est donc de même pour φ et on peut dériver terme à terme sur cet intervalle, ce qui
nous donne :

φ′ (t) =

((
+∞∑
k=1

kaka
(k)
ij t

k−1

))
1≤i,j≤n

avec :

a
(k)
ij =

n∑
p=1

aipa
(k−1)
pj

donc :

+∞∑
k=1

kaka
(k)
ij t

k−1 =
+∞∑
k=1

kak

(
n∑
p=1

aipa
(k−1)
pj

)
tk−1

=
n∑
p=1

aip

(
+∞∑
k=1

kaka
(k−1)
pj tk−1

)

=
n∑
p=1

aip (f
′ (tA))pj = (Af ′ (tA))ij

On a donc bien
φ′ (t) = Af ′ (tA) = f ′ (tA)A

(A et f ′ (tA) commutent).

– IV – L’exponentielle matricielle. Propriétés

On suppose connues les principales propriétés de l’exponentielle complexe.

La série entière
∑zk

k!
ayant un rayon de convergence infini, on peut définir la fonction exponentielle

sur Mn (C) par :

∀A ∈ Mn (C) , exp (A) =
+∞∑
k=0

1

k!
Ak

17



la série étant normalement convergente.
Cette application exp est continue sur Mn (C) et exp (A) est polynomiale en A.
On notera aussi eA pour exp (A) .
On remarque que pour A ∈ Mn (R) , on a eA ∈ Mn (R) .

1. Soit D ∈ Mn (C) diagonalisable et µ1, · · · , µp ses valeurs propres deux à deux distinctes.
Montrer que :

eD =

p∑
k=1

eµk
p∏
j=1
j ̸=k

1

µk − µj
(D − µjIn)

Solution C’est vu en partie III. pour f = exp .

2. Soient a, b dans C avec a ̸= 0, n ≥ 3 et A (a, b) = ((aij))1≤i,j≤n ∈ Mn (C) définie par :

∀i ∈ {1, 2, · · · , n} ,
{
aii = b,
aij = a si j ∈ {1, 2, · · · , n} − {i} .

(a) Calculer ∆ (a, b) = det (A (a, b)) .

(b) Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres avec leur multiplicité de A (a, b) .

(c) Calculer le polynôme minimal de A (a, b) .

(d) Justifier le fait que A (a, b) est diagonalisable et en déduire eA(a,b).

(e) Calculer directement eA(a,b).

Solution Pour a = 0, on a A (a, b) = bIn et eA(a,b) = ebIn.

(a) La matrice A (a, b) est de la forme :

A (a, b) =


b a a · · · a
a b α · · · a
...

. . . . . . . . .
...

a · · · a b a
a · · · a a b

 .

En ajoutant les lignes 2 à n à la première ligne on a :

∆ (a, b) = det (A (a, b)) = b+ (n− 1) a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
a b a · · · a
...

. . . . . . . . .
...

a · · · a b a
a · · · a a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Puis en retranchant la première colonne aux colonnes 2 à n on obtient :

∆ (a, b) = (b+ (n− 1) a) (b− a)n−1 .

(b) Le polynôme caractéristique de A (a, b) est donné par :

P(a,b) (X) = ∆ (a, b−X)

= (−1)n (X − (b+ (n− 1) a)) (X − (b− a))n−1

Les valeurs propres de A (a, b) sont donc λ1 = b+ (n− 1) a et λ2 = b− a = λ1 − na. Pour
a ̸= 0, on a λ1 ̸= λ2, donc λ1 est valeur propre simple et λ2 est valeur propre d’ordre n− 1
de A (a, b) .
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(c) On a :
A (a, b)− (b− a) In = aA (1, 1)
A (a, b)− (b+ (n− 1) a) In = aA (1, 1− n) ,

avec A (1, 1)A (1, 1− n) = 0, donc :

(A (a, b)− (b− a) In) (A (a, b)− (b+ (n− 1) a) In) = 0

La matrice A (a, b) n’étant pas celle d’une homothétie, on déduit que son polynôme mini-
mal est :

π(a,b) (X) = (X − (b− a)) (X − (b+ (n− 1) a)) .

(d) Le polynôme minimal π(a,b) étant scindé à racines simples, on en déduit que A (a, b) est
diagonalisable.
Pour a, b réels, la matrice A (a, b) est symétrique réelle, donc diagonalisable.
En désignant par R le polynôme d’interpolation de Lagrange :

R (X) = eλ1
X − λ2
λ1 − λ2

+ eλ2
X − λ1
λ2 − λ1

=
1

na

(
eλ1 (X − λ2)− eλ2 (X − λ1)

)
=

1

na

(
eλ2+na (X − λ2)− eλ2 (X − λ2 − na)

)
=
eλ2

na
(ena − 1) (X − λ2) + eλ2

=
eb−a

na
(ena − 1) (X − (b− a)) + eb−a

on a :

eA(a,b) = R (A (a, b))

=
eb−a

na
(ena − 1) (A (a, b)− (b− a) In) + eb−aIn

=
eb−a

n
(ena − 1)A (1, 1) + eb−aIn

(e) En écrivant que :
A (a, b) = A (a, a) + (b− a) In

on a :
eA(a,b) = eaA(1,1)e(b−a)In = eb−aeaA(1,1)

et avec :
∀k ≥ 1, A (1, 1)k = nk−1A (1, 1)

on déduit que :

eaA(1,1) = In +

(
1

n

+∞∑
k=1

(na)k

k!

)
A (1, 1)

= In +
1

n
(ena − 1)A (1, 1)

et :

eA(a,b) = eb−aeaA(1,1) =
eb−a

n
(ena − 1)A (1, 1) + eb−aIn
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3. Soient θ un réel non nul et Aθ =

(
0 −θ
θ 0

)
∈ M2 (R) .

(a) Calculer eAθ de plusieurs manières.

(b) En écrivant que Aθ = Bθ + Cθ, avec Bθ =

(
0 0
θ 0

)
et Cθ =

(
0 −θ
0 0

)
, vérifier que

eA+B ̸= eAeB en général.

Solution Pour θ = 0, on a Aθ = 0 et eAθ = I2.

(a) Pour tout réel θ, on a :

A2
θ =

(
−θ2 0
0 −θ2

)
donc pour tout entier k ≥ 0, on a :

A2k
θ =

(
(−1)k θ2k 0

0 (−1)k θ2k

)

A2k+1
θ =

(
(−1)k θ2k 0

0 (−1)k θ2k

)(
0 −θ
θ 0

)
=

(
0 − (−1)k θ2k+1

(−1)k θ2k+1 0

)
ce qui nous donne :

eAθ =
+∞∑
k=0

1

(2k)!
A2k
θ +

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
A2k+1
θ

=

(
cos (θ) 0

0 cos (θ)

)
+

(
0 − sin (θ)

sin (θ) 0

)
=

(
cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

)

soit la matrice de la rotation d’angle θ (la série
∑ 1

k!
Akθ étant normalement convergence,

elle est commutativement convergente).
En fait Aθ est la représentation matricielle réelle du nombre complexe iθ et eAθ est la
représentation de eiθ (la multiplication par eiθ est bien la rotation d’angle θ).
On peut aussi diagonaliser Aθ dans M2 (C) .
Le polynôme caractéristique de Aθ est :

Pθ (X) = X2 + θ2 = (X + iθ) (X − iθ)

Pour θ ̸= 0, Aθ est diagonalisable avec pour vecteurs propres, respectivement associés à
iθ et −iθ :

e1 =

(
i
1

)
et e2 =

(
−i
1

)
ce qui nous donne P−1AθP = D avec :

D =

(
iθ 0
0 −iθ

)
, P =

(
i −i
1 1

)
, P−1 =

1

2i

(
1 i
−1 i

)
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et :

eAθ = PeDP−1 =
1

2i

(
i −i
1 1

)(
eiθ 0
0 e−iθ

)(
1 i
−1 i

)
=

1

2i

(
i
(
eiθ + e−iθ

)
−
(
eiθ − e−iθ

)
eiθ − e−iθ i

(
eiθ + e−iθ

) ) =

(
cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

)
On peut aussi utiliser l’interpolation de Lagrange pour θ ̸= 0. On a eAθ = R (Aθ) avec :

R (X) = eiθ
X + iθ

2iθ
− e−iθ

X − iθ

2iθ

=
eiθ − e−iθ

2iθ
X +

eiθ + e−iθ

2
=

sin (θ)

θ
X + cos (θ)

ce qui donne :

eAθ =
sin (θ)

θ
Aθ + cos (θ) I2 =

(
cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

)

(b) Avec B2
θ = C2

θ = 0, on déduit que eBθ = I2+Bθ =

(
1 0
θ 1

)
, eCθ = I2+Cθ =

(
1 −θ
0 1

)
et :

eBθeCθ =

(
1 0
θ 1

)(
1 −θ
0 1

)
=

(
1 −θ
θ −θ2 + 1

)
̸= eAθ =

(
cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

)
pour θ ̸= 0.

4. Plus généralement, pour B ∈ Mn (C) , on noteA =

(
0 −B
B 0

)
∈ M2n (C) . Calculer eA.

Solution Plus généralement, pour B ∈ Mn (C) et A =

(
0 −B
B 0

)
∈ M2n (C) on a :

A2 =

(
−B2 0
0 −B2

)
donc pour tout entier k ≥ 0 :

A2k =

(
(−1)k B2k 0

0 (−1)k B2k

)

A2k+1 =

(
0 − (−1)k B2k+1

(−1)k B2k+1 0

)
et :

eA =
+∞∑
k=0

1

(2k)!
A2k +

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
A2k+1

=

(
cos (B) 0

0 cos (B)

)
+

(
0 − sin (B)

sin (B) 0

)
=

(
cos (B) − sin (B)
sin (B) cos (B)

)
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5. Montrer que, pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on det
(
eA
)
= eTr(A) et eA est inversible.

L’exponentielle matricielle est donc une application continue de Mn (C) dans le groupe multi-
plicatif GLn (C) .

Solution Dans Mn (C) , la matrice A est trigonalisable et il existe une matrice P ∈ GLn (C) telle que
la matrice T = P−1AP soit triangulaire supérieure, les termes diagonaux de cette matrice
étant les valeurs propres λ1, · · · , λn de A. Comme, pour tout entier k ≥ 0, la matrice T k est
aussi triangulaire supérieure de termes diagonaux λk1, · · · , λkn, on déduit que eT est triangulaire
supérieure de termes diagonaux eλ1 , · · · , eλn et :

det
(
eA
)
= det

(
PeTP−1

)
= det

(
eT
)
=

n∏
j=1

eλj = exp

(
n∑
j=1

λj

)
= eTr(A) ̸= 0

ce qui implique que eA est inversible.

6. L’application exp est-elle surjective de Mn (R) dans GLn (R) ?
Solution Dans le cas particulier où A ∈ Mn (R) , avec det

(
eA
)
= eTr(A) > 0, on déduit que l’exponentielle

matricielle est une application de Mn (R) dans le groupe multiplicatif GL+
n (R) formé des

matrices réelles de déterminant strictement positif et en conséquence, la fonction exp n’est pas
surjective de Mn (R) dans GLn (R) pour n ≥ 1.

7. Montrer que pour toute matrice A ∈ Mn (C) , l’inverse de eA est e−A.

Solution La fonction ψ : t 7→ etAe−tA est dérivable sur R de dérivée :

ψ′ (t) = AetAe−tA + etA (−A) e−tA = (A− A)ψ (t) = 0

ce qui entrâıne que ψ est constante sur R, donc ψ (t) = ψ (0) = In pour tout réel t, ce qui
signifie que etA est inversible d’inverse e−tA.

8. Montrer que si A ∈ Mn (C) est anti-hermitienne, alors eA est unitaire.

Solution Si A ∈ Mn (C) est anti-hermitienne, on a A∗ = A = −A et avec la continuité des applications
trace et conjugaison, on déduit que :(

eA
)∗

= eA
∗
= e−A =

(
eA
)−1

ce qui signifie que eA est unitaire.

9. Soient A,B dans Mn (C) . Montrer que les matrices A et B commutent si, et seulement si,
et(A+B) = etAetB pour tout réel t.

Solution Pour la condition suffisante, on peut procéder comme suit.
Supposons que A et B commutent. La fonction ψ : t 7→ et(A+B)e−tAe−tB est dérivable sur R de
dérivée :

ψ′ (t) = (A+B) et(A+B)e−tAe−tB + et(A+B) (−A) e−tAe−tB + et(A+B)e−tA (−B) e−tB

= (A+B − A−B)ψ (t) = 0

puisque tous les endomorphismes considérés commutent, ce qui entrâıne que ψ est constante,
soit ψ (t) = ψ (0) = In pour tout réel t. Comme e−tA est l’inverse de etA pour toute matrice A,
on en déduit que et(A+B) = etAetB et t = 1 donne le résultat attendu.
L’unicité du développement en série entière au voisinage de 0 d’une fonction développable en
série entière de ]−r, r[ dans l’algèbre de Banach Mn (C) nous donne une démonstration de la
condition nécessaire. Pour A,B fixés dans Mn (C) et tout réel t on a :

et(A+B) =
+∞∑
k=0

tk

k!
(A+B)k
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et :

etAetB =
+∞∑
k=0

tk

k!
Ak

+∞∑
k=0

tk

k!
Bk = In + t (A+B) +

t2

2

(
A2 + 2AB +B2

)
+

+∞∑
k=3

tkUk

L’égalité et(A+B) = etAetB est donc réalisée si et seulement si tous les coefficients de ces deux
développement en séries entières cöıncident, ce qui entrâıne en particulier (A+B)2 = A2 +
2AB +B2 ce qui équivaut à AB = BA.
En particulier, on eA+B = eAeB pour A et B qui commutent et on en déduit que pour tout

entier k ≥ 0, on a ekA =
(
eA
)k
.

10. Soient A ∈ Mn (C) . Montrer que lim
t→+∞

etA = 0 si, et seulement si, toutes les valeurs propres

de A sont de partie réelle strictement négative.

Solution Supposons que lim
t→+∞

etA = 0. Si λ ∈ C est une valeur propre de A et x ∈ Cn \ {0} un

vecteur propre associé, on a alors P (A)x = P (λ) x pour tout polynôme P et par continuité
de l’application (M,x) ∈ Mn (C)× Cn 7→ Mx, on en déduit que etAx = etλx pour tout réel t.
On a alors lim

t→+∞
etλx = 0 avec x ̸= 0, donc lim

t→+∞
etλ = 0 et lim

t→+∞

∣∣etλ∣∣ = lim
t→+∞

etℜ(λ) = 0, ce qui

impose ℜ (λ) < 0.
Réciproquement, supposons que ℜ (λ) < 0 pour toute valeur propre λ de A. Soit A = D + V
la décomposition de Dunford de A. La matrice D étant diagonalisable, il existe une matrice
inversible P telle que P−1DP = ∆ où ∆ = diag (λ1, · · · , λn) , les λi étant les valeurs propres
de A. On a alors, pour tout entier k ≥ 0 :

tketD = P
(
tket∆

)
P−1 = P diag

(
tketλ1 , · · · , tketλn

)
P−1 →

t→+∞
0

Comme V est nilpotente, on a etV =
n∑
k=0

1

k!
tkV k et :

etA = etV etD =
n∑
k=0

1

k!

(
tketD

)
V k →

t→+∞
0

(D et V commutent).

11. Montrer que, pour toute matrice A ∈ Mn (C) , les solutions du système différentiel Y ′ = AY,
où Y ∈ C1 (R,Cn) , sont les fonction Y : t 7→ etAY0, où Y0 ∈ Cn.

Solution Les fonctions t 7→ etAY0 sont solutions de Y ′ = AY et pour toute fonction Y ∈ C1 (R,Cn)
solution de Y ′ = AY, en notant Z (t) = e−tAY (t) , on a :

Z ′ (t) = −e−tAAY (t) + e−tAY ′ (t) = e−tA (−AY (t) + Y ′ (t)) = 0

(on a utilisé le fait que A et e−tA commutent), donc Z (t) = Y0 et Y (t) = etAY0.

12. Soit A : t 7→ A (t) une fonction de classe C1 de R dans Mn (C) . L’égalité
(
eA(t)

)′
= A′ (t) eA(t)

est-elle toujours vérifiée ?

Solution Pour A (t) =

(
a (t) b (t)
c (t) d (t)

)
, on a :

AA′ − A′A =

(
bc′ − b′c ab′ − a′b+ bd′ − b′d

a′c− ac′ + c′d− cd′ cb′ − c′b

)
et pour c = d = 0 :

AA′ − A′A =

(
0 ab′ − a′b
0 0

)
̸= 0
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si ab′ ̸= a′b. Dans ce cas, on a :

∀k ≥ 1, Ak =

(
a b
0 0

)k
=

(
ak ak−1b
0 0

)
=

(
ak 0
0 0

)
+ b

(
0 ak−1

0 0

)
et :

eA(t) =

(
ea(t) b (t) e

a(t)−1
a(t)

0 0

)
En prenant a (t) = 1 et b (t) = t, on a :

eA(t) =

(
e (e− 1) t
0 0

)
,
(
eA(t)

)′
=

(
0 e− 1
0 0

)
et :

A′ (t) eA(t) =

(
0 1
0 0

)(
e (e− 1) t
0 0

)
= 0

13.

(a) Soit A,B dans Mn (R) diagonalisables. Montrer que si eA = eB, alors A = B.

(b) Soit A dans Mn (R) diagonalisable. Montrer que A est diagonale si, et seulement si, eA

est diagonale.

Solution

(a) Notons Sp (A) ∪ Sp (B) = {λ1, · · · , λp} l’ensemble des valeurs propres deux à deux dis-
tinctes de A et B et L ∈ Rp−1 [X] le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par
L
(
eλk
)
= λk pour k compris entre 1 et p (les eλk sont deux à deux distincts puisque la

fonction exponentielle est injective sur R).
Comme A est diagonalisable, il existe une matrice P ∈ GLn (R) telle que :

P−1AP = D = diag (µ1, · · · , µn)

où les µk sont dans Sp (A) ⊂ {λ1, · · · , λp} . On a donc µk = L (eµk) pour tout k compris
entre 1 et n et :

D = diag (L (eµ1) , · · · , L (eµn)) = L
(
eD
)

A = PDP−1 = PL
(
eD
)
P−1 = L

(
PeDP−1

)
= L

(
eA
)

De manière analogue, on voit que B = L
(
eB
)
et l’égalité eA = eB entrâıne A = B.

La restriction de l’application exponentielle au sous-ensemble de Mn (R) constitué des
matrices diagonalisables est donc injective.

(b) Si A = λIn est diagonale, il en est alors de même de eA = eλIn.
Supposons A ∈ Mn (R) diagonalisable et eA diagonale. Il existe donc une matrice P ∈
GLn (R) et des réels λ1, · · · , λn tels que :

P−1AP = D = diag (λ1, · · · , λn)

On a alors :
P−1eAP = eD = diag

(
eλ1 , · · · , eλn

)
et comme eA est diagonale, elle vaut eD. On a donc eA = eD avec A,D diagonalisables
réelles, donc A = D et A est diagonale.

14.
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(a) Montrer que pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on a :

eA = lim
k→+∞

(
In +

1

k
A

)k
(b) Montrer que si (Ak)k∈N est une suite de matrices qui converge vers A ∈ Mn (C) , on a

alors :

lim
k→+∞

(
eAk −

(
In +

1

k
Ak

)k)
= 0 et lim

k→+∞

(
In +

1

k
Ak

)k
= eA

(c) En utilisant ce qui précède, montrer que si A et B commutent dans Mn (C) , on a alors
eA+B = eAeB.

Solution

(a) Comme In et A commutent, on peut utiliser la formule du binôme pour écrire que :(
In +

1

k
A

)k
=

k∑
j=0

Cj
k

kj
Aj

et : ∥∥∥∥∥eA −
(
In +

1

k
A

)k∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
k∑
j=0

(
1

j!
− Cj

k

kj

)
Aj +

+∞∑
j=k+1

1

j!
Aj

∥∥∥∥∥
≤

k∑
j=0

(
1

j!
− Cj

k

kj

)
∥A∥j +

+∞∑
j=k+1

1

j!
∥A∥j

≤ e∥A∥ −
(
1 +

∥A∥
k

)k
→

k→+∞
0

(on a
Cj
k

kj
=

k!

j! (k − j)!

1

kj
=

1

j!

j−1∏
i=0

(
1− i

k

)
≤ 1

j!
pour 0 ≤ j ≤ k).

(b) On a : ∥∥∥∥∥eAk −
(
In +

1

k
Ak

)k∥∥∥∥∥ ≤ e∥Ak∥ −
(
1 +

∥Ak∥
k

)k
→

k→+∞
0

et avec la continuité de la fonction exponentielle matricielle, on en déduit que :∥∥∥∥∥eA −
(
In +

1

k
Ak

)k∥∥∥∥∥ ≤
∥∥eA − eAk

∥∥+ ∥∥∥∥∥eAk −
(
In +

1

k
Ak

)k∥∥∥∥∥ →
k→+∞

0

(c) En utilisant la continuité du produit matriciel, on peut écrire que :

eAeB = lim
k→+∞

(
In +

1

k
A

)k (
In +

1

k
B

)k
avec : (

In +
1

k
A

)k (
In +

1

k
B

)k
=

((
In +

1

k
A

)(
In +

1

k
B

))k
dans le cas où A et B commutent et :(

In +
1

k
A

)(
In +

1

k
B

)
= In +

1

k
Ck

où :

Ck = A+B +
1

k
AB →

k→+∞
A+B

Il en résulte que eAeB = eA+B.
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15. Soient A ∈ Mn (C) et A = D + V sa décomposition de Dunford avec D diagonalisable et V
nilpotente d’indice r ≥ 1.

(a) Montrer que :

eA = eDeV = eD
r−1∑
k=0

1

k!
V k

(b) Montrer que la décomposition de Dunford de eA est donnée par :

eA = eD + eD
(
eV − In

)
,

avec eD diagonalisable et eD
(
eV − In

)
nilpotente.

Solution

(a) Comme D et V commutent, on a eA = eDeV avec :

eV =
r−1∑
k=0

1

k!
V k

puisque V k = 0 pour k ≥ r.
Cela peut aussi se déduire du problème sur les séries entières de matrices :

eA =
r−1∑
j=0

1

j!
exp(j) (D)V j =

r−1∑
j=0

1

j!
eDV j = eD

r−1∑
j=0

1

j!
V j

(b) On peut écrire que :

eA = eD
r∑

k=0

1

k!
V k = eD

(
In + V

r∑
k=1

1

k!
V k−1

)

= eD + V eD
r∑

k=1

1

k!
V k−1 = eD + V ·W

Comme V est nilpotente d’indice r et commute à W, on a (V ·W )r = V rW r = 0, c’est-à-
dire que V ·W est nilpotent.
L’endomorphisme eD est diagonalisable comme D et eD commute à V ·W.
On a donc obtenu ainsi la décomposition de Dunford de eA puisque cette décomposition
est unique.
La partie nilpotente de cette décomposition s’écrit aussi :

V ·W = eD
r∑

k=1

1

k!
V k = eD

(
eV − In

)
.

16. Montrer qu’une matrice A ∈ Mn (C) est diagonalisable si, et seulement si, eA l’est.

Solution On sait déjà que eA est diagonalisable si A l’est.
Réciproquement dire que eA est diagonalisable équivaut à dire que eD

(
eV − In

)
= 0 (c’est la

partie nilpotente dans la décomposition de Dunford de eA), soit que eV = In puisque eD est

inversible. On a donc
r∑

k=0

1

k!
V k = In, où r ≥ 1 est l’indice de nilpotence de V, soit

r∑
k=1

1

k!
V k = 0,

c’est-à-dire que P (X) =
r∑

k=1

1

k!
Xk est un polynôme annulateur de V et Xr qui est le polynôme
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minimal de V va diviser P, ce qui impose r = 1 (on a
1

r!
= 1 en identifiant les termes de degré

r), soit V = 0 et A est diagonalisable.

Pour montrer que r = 1, on peut aussi écrire que si r ≥ 2, alors V r−1 = V r−2
r∑

k=1

1

k!
V k = 0, ce

qui est incompatible avec le fait que r est l’indice de nilpotence de V. On a donc r = 1.

– V – Surjectivité et injectivité de l’exponentielle matricielle

On note Nn (C) le sous-ensemble de Mn (C) formé des matrices nilpotentes et Ln (C) le sous-
ensemble de Mn (K) formé des matrices unipotentes (i. e. l’ensemble des matrices A ∈ Mn (C) telles
que A− In soit nilpotente).

La série entière
∑(−1)k−1

k
zk a un rayon de convergence égal à 1 et pour z réel dans ]−1, 1[ , on

sait que sa somme est ln (1 + z) .
On note donc naturellement pour z complexe :

ln (1 + z) =
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk (|z| < 1)

et on peut définir la fonction A 7→ ln (In + A) sur l’ouvert :

D1 = {A ∈ Mn (C) | ρ (A) < 1}

par :

ln (In + A) =
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
Ak

On sait alors que ln (In + A) est un polynôme en A (dont les coefficients dépendent de A).
En particulier on a ln (In) = 0 et pour toute matrice A nilpotente A d’indice r ≥ 2, on a :

ln (In + A) =
r−1∑
k=1

(−1)k−1

k
Ak

1. Montrer que l’application exp : z 7→ ez réalise un morphisme de groupes surjectif de (C,+) sur
(C∗, ·) de noyau ker (exp) = 2iπZ.

Solution Il est connu que exp un morphisme de groupes de (C,+) dans (C∗, ·) (c’est ce que nous dit
IV.9 puisque M1 (C) = C est commutatif) de noyau 2iπZ.
Tout nombre complexe non nul z, s’écrit z = ρeiθ où θ ∈ R et ρ = |z| est un réel strictement
positif. Sachant que l’exponentielle réelle réalise une bijection de R sur R+,∗, il existe un unique
réel x tel que ρ = ex et z = ex+iθ.

2. Montrer que la matrice B =

(
−1 1
0 −1

)
ne peut s’écrire B = eA avec A ∈ Mn (R) .

Solution Si B = eA, on a alors 1 = det (B) = eTr(A) dans R et Tr (A) = 0. Donc, les valeurs propres
complexes de A, λ et λ (A est réelle) sont de somme nulle, soit λ+λ = 0 et λ = iµ avec µ réel.
Si µ ̸= 0, la matrice A a deux valeurs propres distinctes et est diagonalisable (sur C), donc
aussi B = eA, ce qui n’est pas le cas. On a donc µ = 0, c’est-à-dire que 0 est valeur propre
double de A. Il en résulte que A2 = 0 (Cayley-Hamilton) et B = eA = I2 +A, soit A = B − I2
et Tr (A) = −2, ce qui contredit Tr (A) = 0.
La fonction exp n’est pas surjective de Mn (R) dans GL+

n (R) pour n ≥ 2 (pour n = 1, elle est
bijective de M1 (R) = R sur GL+

1 (R) = R+,∗).
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3. Déterminer toutes les solutions dans Mn (C) de l’équation eA = In.

Solution Pour n = 1, on a M1 (C) = C et les solution de ez = 1 dans C sont les e2inπ où n décrit Z.
De manière générale soit A ∈ Mn (C) telle que eA = In. La décomposition de Dunford A =
D + V de A donne celle de eA :

eA = eD + eD
(
eV − In

)
et avec l’unicité de cette décomposition, on déduit que l’équation eA = In équivaut à e

D = In et
eV = In. On a vu que eV = In avec V nilpotente équivaut à V = 0. De plus eD est diagonalisable
de valeurs propres eµk où les µk, pour k compris entre 1 et n, sont les valeurs propres de D,
donc celles de A et eD = In impose eµk = 1, soit µk ∈ 2iπZ pour tout k compris entre 1 et n.
En définitive, A est diagonalisable de valeurs propres dans 2iπZ. La réciproque étant évidente.
On peut aussi dire que si eA = In, la matrice eA est en particulier diagonalisable, donc aussi
A (corollaire précédent avec K = C). Il existe donc P ∈ GLn (C) A = P diag (λ1, · · · , λn)P−1

et eA = P diag
(
eλ1 , · · · , eλn

)
P−1 = In, nous donne diag

(
eλ1 , · · · , eλn

)
= In, soit e

λk = 1 pour
tout k et λk ∈ 2iπZ.
L’exponentielle matricielle définie sur Mn (C) n’est pas injective pour n ≥ 1. Par exemple,
pour tout entier relatif k on a e2ikπIn = In, c’est-à-dire que l’équation e

X = In a une infinité de
solutions dans Mn (C) .

Prenant A =

(
0 −4π2

1 0

)
∈ M2 (R) , on a eA = e0 = I2 et exp n’est pas injective sur Mn (R)

pour n ≥ 2 (alors qu’elle l’est pour n = 1).

4. Montrer que :
∀A ∈ D1, e

ln(In+A) = In + A

Solution Pour tout x ∈ R, on a :

ex =
+∞∑
k=0

αkx
k,

avec αk =
1

k!
pour k ≥ 0 et pour tout réel x tel que |x| < 1, on a :

ln (1 + x) =
+∞∑
j=1

βjx
j,

avec βj =
(−1)j−1

j
pour j ≥ 1.

On peut alors écrire pour k ≥ 1 et |x| < 1 :

(ln (1 + x))k =
+∞∑
j=k

βk,jx
j

et :

eln(1+x) = 1 +
+∞∑
k=1

αk

(
+∞∑
j=k

βk,jx
j

)

= 1 + x+
+∞∑
j=2

(
j∑

k=1

αkβk,j

)
xj.

Avec eln(1+x) = 1 + x, on déduit alors que :

∀k ≥ 2,

j∑
k=1

αkβk,j = 0.
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En écrivant, pour A ∈ D1 que :

eln(In+A) = In + A+
+∞∑
j=2

(
j∑

k=1

αkβk,j

)
Aj

on déduit que eln(In+A) = In + A.

5. En utilisant la question précédente, montrer que pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on a :

eA = lim
k→+∞

(
In +

1

k
A

)k

Solution Il existe un entier k0 ≥ 1 tel que ρ

(
1

k
A

)
< 1 pour tout k ≥ k0 et on peut alors écrire que :

eln(In+
1
k
A) = In +

1

k
A

puis :

ek ln(In+
1
k
A) =

(
In +

1

k
A

)k
Avec :

1

t
ln (In + tA) =

+∞∑
j=1

(−1)j−1

j
tj−1Aj = A+ o (1)

pour t > 0 assez petit, on déduit que :

lim
k→+∞

k ln

(
In +

1

k
A

)
= A

et avec la continuité de exp, que :

lim
k→+∞

ek ln(In+
1
k
A) = eA

6. Montrer que pour toute matrice A ∈ Nn (C) on a eA ∈ Ln (C) et :

∀t ∈ R, ln
(
etA
)
= tA

Solution Si A ∈ Nn (C) , il existe p ∈ N∗ tel que Ap+1 = 0 et eA = In + V, avec :

V = A

p∑
k=1

1

k!
Ak−1

qui est nilpotente. On a donc eA ∈ Ln (C) .
Pour tout réel t, on a également etA = In + V (t) ∈ Ln (C) avec :

V (t) =

p∑
k=1

1

k!
tkAk

telle que V (t)p+1 = 0. La fonction V est dérivable sur R ainsi que la fonction φ définie par :

φ (t) = ln
(
etA
)
− tA =

p+1∑
k=1

(−1)k−1

k
V (t)k − tA
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avec :

φ′ (t) = V ′ (t)

(
p+1∑
k=1

(−1)k−1 V (t)k−1

)
− A

Il est facile de vérifier que :

(In + V (t))

(
p+1∑
k=1

(−1)k−1 V (t)k−1

)
= In

c’est-à-dire que :

p+1∑
k=1

(−1)k−1 V (t)k−1 = (In + V (t))−1 =
(
etA
)−1

= e−tA

et avec :
V ′ (t) =

(
etA − In

)′
= AetA,

on déduit que φ′ (t) = 0 pour tout réel t. On a donc :

∀t ∈ R, φ (t) = φ (0) = ln (In) = 0

ce qui équivaut à ln
(
etA
)
= tA pour tout réel t.

7. Montrer que l’exponentielle matricielle réalise une bijection de Nn (C) sur Ln (C) d’inverse le
logarithme matriciel.

Solution On sait déjà que l’exponentielle matricielle envoie Nn (C) dans Ln (C) et que pour toute matrice
A ∈ Nn (C) on a eln(In+A) = In + A avec B = ln (In + A) ∈ Nn (C) , ce qui prouve que
l’exponentielle matricielle réalise une surjection de Nn (C) sur Ln (C) .
Si A1, A2 dans Nn (C) sont telles que eA1 = eA2 , alors ln

(
eA1
)
= ln

(
eA2
)
, c’est-à-dire, d’après

le lemme précédent avec t = 1, que A1 = A2. L’exponentielle matricielle restreinte à Nn (C) est
donc injective.
Ce résultat nous dit que pour toute matrice unipotente A, la matrice X = ln (In + A) est
l’unique matrice nilpotente telle que eX = In + A et cette matrice X est polynomiale en A.

8. Montrer que pour tout nombre complexe λ non nul et pour toute matrice A ∈ Nn (C) il existe
une matrice X ∈ Mn (C) telle que :

eX = λIn + A

Solution Soient λ ∈ C et A ∈ Nn (C) . On sait que la fonction exponentielle complexe est surjective de
C sur C∗, il existe donc un nombre complexe µ tel que λ = eµ et en posant :

X = µIn + ln

(
In +

1

λ
A

)
on a :

eX = eµIneln(In+
1
λ
A) = λIn

(
In +

1

λ
A

)
= λIn + A

9. Soit A ∈ GLn (C) une matrice diagonalisable. Montrer qu’il existe un polynôme R ∈ Cn−1 [X]
tel que R (A) soit diagonalisable et eR(A) = A.

Solution Comme A est inversible, ses valeurs propres λ1, · · · , λn sont toutes non nulles et si de plus elle est
diagonalisable, il existe alors une matrice P ∈ GLn (C) telle que A = P diag (λ1, · · · , λn)P−1.
Du fait de la surjectivité de l’exponentielle de C sur C∗, il existe des nombres complexes
µ1, · · · , µn tels que λk = eµk pour tout k compris entre 1 et n.
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Le théorème d’interpolation de Lagrange nous dit qu’il existe un polynôme R ∈ Cn−1 [X] tel
que µk = R (λk) pour tout k compris entre 1 et n (en fait R ∈ Cp−1 [X] si on a p valeurs propres
distinctes).
La matrice diagonalisable ∆ = P diag (µ1, · · · , µn)P−1 est alors telle que :

e∆ = Pediag(µ1,··· ,µn)P−1 = P diag (eµ1 , · · · , eµn)P−1 = A

et :
∆ = P diag (R (λ1) , · · · , R (λn))P

−1 = R
(
P diag (λ1, · · · , λn)P−1

)
= R (A)

10. Montrer que, pour toute matrice A ∈ GLn (C) , il existe un polynôme R ∈ C [X] tel que
eR(A) = A (l’exponentielle matricielle réalise une surjection de Mn (C) sur GLn (C)).

Solution Soit A ∈ GLn (C) . On a la décomposition de Dunford A = D + V, avec D diagonalisable qui
commute à V nilpotente. De plus, on sait que D et V sont des polynômes en A.
Comme D a les mêmes valeurs propres que A, elle est inversible et la question précédente nous
dit qu’il existe un polynôme R1 ∈ C [X] tel que ∆ = R1 (D) soit diagonalisable et eR1(D) = D.
La matrice D étant polynomiale en A, il en est de même de ∆.
En cherchant une matrice X = ∆ + Y avec Y nilpotente commutant à ∆ telle que eX = A =
D+ V, on doit avoir D = e∆ et V = e∆

(
eY − In

)
, soit eY = e−∆V + In = D−1V + In. Comme

V commute à D, elle commute à D−1 et D−1V est nilpotente, c’est-à-dire que D−1V + In
est unipotente et il existe une unique matrice nilpotente Y telle que eY = D−1V + In, cette
matrice étant polynomiale en D−1V. Le théorème de Cayley-Hamilton nous dit que D−1 est
polynomiale en D, donc en A. La matrice V étant polynomiale en A, il en est de même de
D−1V et Y est polynomiale en A.
Les matrices ∆ et Y commutent donc et on a :

e∆+Y = e∆eY = D
(
D−1V + In

)
= D + V = A

avec ∆ + Y polynomiale en A.

11. Prouver la surjectivité de l’exponentielle matricielle de Mn (C) sur GLn (C) en utilisant le
théorème de réduction de Jordan et la question V.8.

Solution Le théorème de réduction de Jordan nous dit que toute matrice A ∈ GLn (C) est semblable à
une matrice diagonale par blocs de la forme :

J =


J1 0 · · · 0

0 J2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Jp

 ,

avec Jk = λkIn + Vk, pour tout entier k compris entre 1 et p, la matrice Vk étant nilpotente et
λk étant valeur propre de A. Comme la matrice A est inversible, tous les λk sont non nuls et
on peut trouver des matrices à coefficients complexes Xk telles que eXk = Jk (question II.1a).
En écrivant que A = PJP−1 avec P inversible et en définissant la matrice X par :

X = P


X1 0 · · · 0

0 X2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Xp

P−1,

on a :

eX = P


eX1 0 · · · 0

0 eX2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 eXp

P−1 = PJP−1 = A.
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12. En utilisant la surjectivité de l’exponentielle matricielle de Mn (C) sur GLn (C) , montrer que
GLn (C) est connexe par arcs.

Solution Soient A1, A2 deux matrices dans GLn (C) . Il existe deux matrices X1, X2 dans Mn (C) telles
que eX1 = A1 et eX2 = A2. L’application φ définie sur [0, 1] par :

φ (t) = e(1−t)X1+tX2

est alors un chemin continu dans GLn (C) qui relie A1 et A2.

13. Soit p un entier naturel non nul. Montrer que pour toute matrice A ∈ GLn (C) il existe une
matrice X ∈ GLn (C) polynomiale en A telle que Xp = A (on dit que X est une racine p-ème
de A).

Solution Pour A ∈ GLn (C) , il existe une matrice Y ∈ Mn (C) polynomiale en A telle que eY = A. En

posant X = e
1
p
Y , on a X ∈ GLn (C) , X est polynomiale en Y, donc en A et Xp = eY = A.

14. Pour A ∈ Mn (C) non inversible avec n ≥ 2 et p ≥ 2, peut-on toujours trouver une matrice
X ∈ Mn (C) telle que Xp = A ?

Solution Soit A ∈ Mn (C) nilpotente d’indice n. Par exemple :

A =


0 1 · · · 0

0 0
. . .

...
...

. . . . . . 1
0 · · · 0 0


S’il existe X ∈ Mn (C) telle que Xp = A, on a alors An = Xnp = 0 et X est aussi nilpotente. On
a donc Xn = 0 (0 est l’unique valeur propre de X, donc son polynôme minimal est (−1)nXn,
ce dernier annulant X) et :

An−1 = Xp(n−1) = 0

puisque p (n− 1) ≥ 2 (n− 1) ≥ n pour n ≥ 2, ce qui contredit le fait que A est nilpotente
d’indice n.

15. Montrer que :
exp (Mn (R)) =

{
B2 | B ∈ GLn (R)

}
Solution Si A ∈ exp (Mn (R)) , il existe alors une matrice M ∈ Mn (R) telle que A = eM et A ∈

GL+
n (R) . En posant B = e

1
2
M , on a B ∈ GLn (R) et B2 = e

1
2
Me

1
2
M = eM = A.

Réciproquement soit A = B2 avec B ∈ GLn (R) . En utilisant le résultat de la question I.10

on sait qu’il existe R ∈ C [X] tel que eR(B) = B. Comme R ∈ GLn (R) , on a B = B = eR(B).
On a alors :

A = B2 = BB = eR(B)+R(B) = eM

avec M = R (B) +R (B) ∈ Mn (R) et A ∈ exp (Mn (R)) .
Ce résultat généralise le fait qu’un réel est une exponentielle si, et seulement si, c’est le carré
d’un réel non nul.
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