Normes sur R [X] et sur /!

1 Enoncé
— I — Normes sur ’espace des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1]

On désigne par E le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1] .
On identifiera polynome et fonction polynomiale.
On note respectivement |[|-||, |||/, et ||-||, les normes usuellement définies sur E par :

1 1
vP e B, |||l = sup |P(2)], |P|l, = / P (2)] de, ||P||2:\/ / P (2) do

z€[0,1]

Pour tout entier naturel n, et toute fonction polynomiale P € E, on note :

v (P) = /0 P (2) e

1. Montrer que :
VPeE, lim v,(P)=0

n—-+00

2. Montrer que I'application :
v:P—v(P)=suply, (P)|

neN
définit une norme sur E.

3. Montrer que, pour tout polynéme P € E, il existe un entier ng € N tel que v (P) = |vp, (P)]
(le sup est atteint).

4. Montrer que, pour tout polynome P € E, on a :
v(P) <|Plly < |IPlly < 1Plls (1)

5. Quels sont les polynomes P pours lesquels :

(@) 1Py = 1Pl,7
(b) 1P, = 1Pl ?
(c) v(P)=[P[,"?
6. Soit N I'une des normes v, |||/, ||‘|l5, |||l sur E.
(a) Soit (P,)

nen 1 suite de fonctions polynomiales définie par :

n k
vn €N, Vz € [0,1], Pn<w>=Z%
k=0 "

Montrer que cette suite est de Cauchy dans (F, N).
(b) L’espace normé (E, N) est-il complet ?

7. On rappelle que deux normes N; et N, sur un espace vectoriel réel E sont équivalentes s’il
existe deux constantes a > 0 et 3 > 0 telles que :

Ve e E, aN; (z) < Ny (z) < BN (x)

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

1



(a) les normes N; et Ny sur E sont équivalentes;
(b) une suite est de Cauchy dans (E, Ny) si, et seulement si, elle est de Cauchy dans (E, N) ;

(c) une suite est convergente dans (F, Ny) si, et seulement si, elle est convergente dans (F, Ns) .

8. Montrer que si V7 et Ny sont deux normes équivalentes sur F, alors (E, N;) est complet si, et
seulement si, (E, Ny) est complet.

(a) Montrer que les normes |[|-||; et |||, [resp. |||, et ||-]|.,] ne sont pas équivalentes.
(b) Montrer que les normes ||-||; et [|-||, ne sont pas équivalentes.

(c) Montrer que les normes v et ||-||, ne sont pas équivalentes.
10. Pour tout réel a € [0, 1], on désigne par £, la forme linéaire définie sur F par :
VPeE, {,(P)=P(«)
(a) Soient ||-|| une norme sur E et o € [0, 1]. Montrer que ¢, est continue si, et seulement si,
il existe une constante réelle M, > 0 telle que |¢, (P)| < M, ||P|| pour tout P € E.

(b) Existe-til une une norme ||-|| sur E telle que toutes les formes linéaires ¢,, soient continues.

(c) Soit N I'une des normes v, |||, ,||[|5, |||« sur £. Déterminer I'ensemble Cy des réels
a € [0, 1] tels que ¢, soient continue de (E, N) dans R.

11. On désigne par N; et N, les applications définies sur F par :
+oo
VP e E, Ni(P)=)_|P™ (n)|, N2 (P) = sup |P (e*™)]
n=0

(a) Montrer que N; et N, définissent des normes sur F.
(b) L’espace (FE, Nj) est-il complet ?
(c) L’espace (E, Ny) est-il complet ?

— IT — Un résultat de géométrie euclidienne

Ici (E, (- | -)) est un espace euclidien de dimension n > 2.
On note ||-||, la norme euclidienne correspondante.
B = (€i),<;<, est une base orthonormée de (£, (- | -)) et ||+, est la norme définie sur £ par :

n

n
Vo= wie; € E, |zlly =) _ |l

i=1 i=1

On note S' = {z € E | ||z, = 1} la sphere unité de (E, ||-]|,) -
On se propose de montrer le résultat suivant.
Si F' est un sous-espace vectoriel de E' de dimension r comprise entre 1 et n — 1, on a alors :

kgl
Vr < max L
eeF\{0} ||z]],

1. Pour tout € € {—1,1}", on désigne par e. le vecteur :

1 n
€. = — g £,€;
€ \/ﬁ — 1>
et par H, le sous-ensemble de E défini par :

ng{aseEHw!eE):

-
——



(a) Montrer que H. est un hyperplan affine de F.
(b) Montrer que S' C U H..
ee{-1,1}"

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension r comprise entre 1 et n — 1 et (a;);<;<,,_,
une base orthonormée de F*.
Pour tout € € {—1,1}", on note :

5 - +oosi H.NEF =10
TV dO,H.NF) siH.NF#£0

ou d (0, H. N F) est la distance euclidienne du vecteur nul & H. N F.

On utilise la convention —— = 0.
+0o0

(a) Justifier, dans le cas on H. N F' # (), Pexistence d’'un vecteur x € E tel que 0. = ||z||, .

(b) Précisément, dans le cas on H. N F # (), montrer que :

n—r

T = Z)‘iai + e

=1

ou : {
A = n—r
v (1 ] >>
=1
et :

(d) Montrer que :

(e) Déduire de ce qui précede que :

— IIT — Normes sur /!

On désigne par ¢' ensemble des suites réelles © = (x,,),,oy telles que la série Y z,, soit absolument
convergente.
On note ||-||; la norme sur ¢! définie par :

V2 = (@n)per € £ llzlly = ) Ll

n=0
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10.

Montrer que ¢! est un espace vectoriel.

Montrer que pour toutes suites & = (z,),cy €t ¥ = (Yn), ey dans €', la série Y- x,y, est
absolument convergente et que ’application :

(z,y) — (x| y) anyn

définit un produit scalaire sur £. On note ||-||, la norme associée.
Les normes ||-||, et |||, sont-elles équivalentes sur ¢*?

Montrer que (', ]|-]|,) est complet.

L’espace (¢',]|-]|,) est-il complet ?

Pour tout entier n € N, on désigne par m, I'application qui a x = (z,,),,cy € ¢ associe le réel
T, () = x,. Montrer que les applications 7, sont des formes linéaires continues sur (¢*, |-||,)
et sur (€4, [|[],).

Une forme linéaire ¢ sur ¢! qui est continue pour [|-||, , est-elle combinaison linéaire de 7, ?

Etudier, du point de vue algébrique et topologique, I'application * définie sur ¢! x ¢! par :
VneN, (zxy), Zxkynk

Les deux questions qui suivent sont difficiles.

On désigne par F (N, R) I'ensemble des suites réelles et pour tout entier n > 0, on note S, =

{0,1,--- ,n}.

Montrer que si (x(k)) | <k<p est une famille libre dans F (N, R), il existe alors un entier n tel que

| <k<p soit libre dans F (S,,,R) , ou F (S, R) est 'ensemble des applications
de S, dans R et, pour toute suite z € F (N, R), 7|s, est la restriction de z a S,,.

la famille (z*) g, )

Soit V' un sous-espace vectoriel de ¢*. Montrer que s’il existe un réel a > 0 tel que :
Ve eV, |z|, < alz|,

'espace V est alors de dimension finie et dim (V) < o?.

Solution
— I — Normes sur ’espace des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1]

Pour tout polynome P € E et tout entier n > 1, on a :

1
P
(P < 1P, [ anar =Pl
0

n+1 n—too

Comme la suite (v, (P)),cy est convergente, elle est bornée et le réel v (P) est bien défini.
Il est clair que v est valeurs positive.

1
Si v(P) = 0, on a alors v, (P) = / P (z)x"dx = 0 pour tout, ce qui équivaut du fait
0

1
de la linéarité de l'intégrale a / P(z)Q (z)dx = 0 pour tout Q € E. En particulier, on a
0



1
P?(z)dx = 0 et P =0 puisque P? est continue positive.

0
Avec v, (AP)| = |A] |vn (P)] et :

v (P+ Q)| = / (P(2) + Q () a"de

_ /OIP(x)x"dx+/DlQ(x)x"dx

n = vn (P)] + |va (Q)]

< /OIP(x)x"dx /OIQ(x)x"dx

pour tout n € N, P,@ dans F et A € R, on déduit que v (AP) = [A\|v(P) et v(P+ Q) <
v(P)+rv(Q).

En définitive, v est une norme sur E.

. Siv(P)=0,o0naalors P=0 et ng =0 (ou n'importe quel entier) convient.

Siv(P) >0, comme lim v, (P)=0, il existe un entier r > 0 tel que :

n—-4oo

v(P)
2

Vn >r, 0< |, (P)| <
et :
v(P) = sup |v,(P)|

0<n<r

est atteint (c’est le plus grand élément d’un ensemble fini).

. Ona: . .
| Pweras < [ p@)de =P,
0 0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

vn (P)| =

1
1P|, = / P (2)] - 1dz < [Pl |11l = Pl
0

Enfin : .
I1PIE= [ 1P @) de < 1P
0
est clair.
a) L’égalité ||P|, = ||P]|, est réalisée si, et seulement si, il y a égalité dans 'inégalité de
1 2

Cauchy-Schwarz (|P| | 1) < ||P]|, ||1]|5, ce qui équivaut a dire qu’il existe un réel X tel que
|Pl=XA-1= A SiA=0, on aalors P = 0, sinon le théoreme des valeurs intermédiaires
nous dit que P =X ou P = —\.

Dans tous les cas, ||P||, = || P||, si, et seulement si, P est constant.

(b) Légalité || P, = || P||., est réalisée si, et seulement si :

[ P = 1@y a0

la fonction ||P||>, — |P (x)|” étant positive continue, ce qui équivaut a |P| = ||P|| et P
est constante.



(c) Si P =0, on a bien v (P) = ||P|, .
Soit P # 0 tel que v (P) = || P||, .
Comme il existe un entier ng € N tel que v (P) = |v,, (P)|, I'égalité v (P) = ||P||, se

traduit par :
1
JRET
0

Si ng = 0, cela signifie que :

1
P (z)x"dx

= [ 1P @l
/Olp(m)dx:i/ol|P(x)|dm

/0 (|IP(z)| £ P(x))de =0

la fonction |P| £ P étant continue positive, ce qui équivaut & P = £+ |P| et P a un signe
constant.
Sing>1,ona:

x)dx

soit :

ou encore :

1 1 1
/ P@)de=| [ P)amds g/ P (2)] 2™dz
0 0

/0 (1 27) |P (2)| dz < 0

soit :

1
et comme on a aussi / (1 —a™)|P (x)|dx > 0, il en résulte que :
0

/0 (1= 27) |P (2] dz = 0

ce qui équivaut a (1 — ™) |P (z)| = 0 pour tout x € [0, 1], puisque cette fonction est
continue positive, donc P (x) = 0 pour tout x € [0, 1] puisque 1 — 2" > 0 pour ng > 1 et
x € [0,1]. Par continuité, on en déduit que P = 0 sur [0, 1].

En définitive, si v (P) = ||P||,, la fonction polynomiale P est de signe constant sur [0,1].
Réciproquement si P est de signe constant sur [0, 1], on a alors en supposant P > 0 (on
s’y rameéne en remplgant P par —P) :

Hﬂhzlf%@MSVUH

et v (P) = || P||, puisqu'on a toujours I'autre inégalité.

(a) Avec les inégalités (1), il nous suffit de vérifier que (P,),, oy est de Cauchy dans (E, [|-|| ) -
Pourm>n>0etx€[0,1],0na:

—+00

0< Py (2) Z% Zi'



donc :
“+o00

1

k=n+1
et (Pn), ey est de Cauchy dans (E, [-||), donc dans (£, N).

Avec les inégalités (1), il nous suffit de vérifier que (F,), oy est divergente dans dans

(E,v) pour montrer qu’elle diverge dans chacun des (E, N) et aucun de ces espaces n’est
de Banach.
Supposons que (F,), .y converge vers P € I dans (£,v). Ona alors lim v (P, — P) =0

n——+oo
et avec :

0<wy(P,—P)<v(P,—P)

pour tout entier naturel k, on déduit que :

VkeN, lim v, (P, —P)=0

n—-+o0o

et :
1

Vk €N, lim (P, (z) — P (z))2"dx = 0

n—-400 0

Sachant que la suite (P,), .y converge uniformément vers la fonction exponentielle sur
[0, 1] (c’est une série entiere de rayon de convergence infinie), on en déduit que :

1
Vk € N, / (e® — P(z))z"dz =0
0
et par linéarité de 'intégrale :

vQ € E, /Ol(e‘”—P(x))Q(a:)d:czo

Prenant pour polynomes @) les polynomes P,, on a :
1
Vn e N, / (¢" — P(2)) P, (x) dz = 0
0

et faisant tendre n vers l'infini, par convergence uniforme, on a :
1
/ (e* — P(z))e®dx =0
0

1 1
qui combiné avec / (e* — P(z)) P(x)dx = 0 nous donne / (e* — P (x))*dz = 0 et
0 0

exp = P € E, ce qui n’est pas (sinon P*) (0) = 1 pour tout entier £ > 0, avec P polyno-

miale, ce qui n’est pas possible).

On aurait aussi pu utiliser le théoreme des moments qui nous dit si une fonction f €
1

C%([0,1]) est telle que / f (z) x*dz = 0 pour tout entier k& > 0, c’est alors la fonction
0

nulle (c’est une conséquence du théoreme de Stone-Weierstrass).

Remarque : en utilisant le théoreme de Baire, on peut montrer qu'un espace de Ba-
nach de dimension infinie ne peut avoir de base dénombrable, ce qui résout la question
immédiatement.



7.

8.
9.

Supposons que Ny et Ny sur £ soient équivalentes. Si (2,),cy est une suite d’éléments de E
qui est de Cauchy dans (E, Ny) [resp. dans (E, Ny)|, avec :

1
resp. 0 < Ny (z, — ) < —No (T, — )
a

on déduit que (z,), oy est de Cauchy dans (E, Ny) [resp. dans (E, Ny)].

Donc (a) = (b) .

Supposons (b) vérifiée et soit (z,), .y une suite convergente dans (£, N;) vers z € E. On lui
associe la suite (y,), oy définie par yo, = x, et y2,11 = o pour tout n € N. La suite (y,),,cy
converge vers x dans (E, Nq), elle est donc de Cauchy dans (E, Ny) et aussi dans (E, Ny) si (b)
est vérifié. Pour tout € > 0, on peut donc trouver un entier ng tel que pour tous p, ¢ supérieurs
a mg on ait Ny (y, — yp) < €, ce qui nous donne :

n
Vn > 507 No (Y2nt1 — Yon) = No (x — ) < €

et signifie que (z,,), .y converge vers x dans (&, Ny) .
Donc (b) = (c) .

N N.
Supposons (¢) vérifiée. Il s’agit de montrer que les fonctions ﬁl et f sont majorées sur
2 1
N-
E\ {0}. Si Fl n’est pas majorée (la démonstration est analogue pour FQ)’ pour tout entier
2 1
Ni (x,, L. . o
n > 1, il existe x, € E\ {0} tel que Nl E ; > n?. En désignant par (y,), .- la suite définie
2 (Tn
n
par y, = ———T,, on a :
Nl (:Un)
Ni(yn) =n e +o0
et :
0< N (1) < =N, () = 0
- = — —
> 2 Yn) > n2 1 \Yn N 1t oo

donc lirf Y, = 0 dans (E, Ns) et (y,) doit converger dans (E, Ny) si (c) est vérifié, ce qui

neN*
est incompatible avec (N1 (¥5)),,cy DON bornée.

Résulte immédiatement de ce qui précede.

(a) Soit (Pp),cy la suite d’éléments de £ définie par P, () = 2" pour tout n € N et tout
x € [0,1].
Avee [Pl = — et [|Pall, = ——
'on+1 2 Voan+1

de |||, et |||, et avec || P,||,, = 1, on voit que ce n’est pas le cas pour |-|| .
Donc |[|-||; et |||l [resp. |||, et ||-]|..] ne sont pas équivalentes.

, on voit que (P,), .y tend vers 0 dans £ muni

neN

(b) En utilisant I'exemple précédent, on a :

P
120 ll — o+l
1Pl
donc la fonction 11l n’est pas majorée sur E \ {0} et les normes ||-||, et ||-||, ne sont pas

-1l

équivalentes.



10.

(c)

Avec v < [||l; < IIlls € Il on déduit qu'une suite convergente pour ||-|| . converge
toujours vers ||-||; et I’équivalence entre v et ||-||  entrainerait qu'une suite convergente
pour ||-||,, va converger vers v, donc vers ||-||_ , ce qui contredit la non équivalence de ||-||;
et ||

De maniere analogue, on voit que v et ||-||, ne sont pas équivalentes.

C’est du cours et valable pour toute forme linéaire ¢ sur F.
Si ¢ est continue sur F, elle est alors continue en 0 et il existe un réel n > 0 tel que :

PEE, |P|<n=|t(P)=(P)—((0) <1

Pour tout P € E \ {0}, on a

14 <ﬁP>‘ < 1 revient a dire que

1
|0 (P)| < M||P|| avec M = —, ce qui est encore valable pour P = 0.
Ui

n
—_P|| = 75 et
MWHH e

Réciproquement sil existe M > 0 tel que |¢ (P)| < M || P|| pour tout P € E, I'application
linéaire ¢ est lipschitzienne, donc continue et méme uniformément continue.

Soit ||-|| 'application définie sur F par :

+oo
vP e E, ||P|| =Y [P (0)]

n=0

Comme P™ pour n assez grand, cette application est bien définie. Elle est & valeurs
positives et |AP]| = A ||P||, [|P + Q| < ||P]| + ||Q]] pour tous A € R et P,Q dans E. En
utilisant la formule de Taylor pour les polynémes, on voit que ||P|| = 0 si, et seulement
si, P = 0. Donc ||| est une norme sur E.

Pour tout « € [0, 1] et tout P € E, on peut écrire en utilisant la formule de Taylor pour
les polynomes que :

+00 n

n!

[la (P)] = [P ()] =

+00
<SP =P
n=0 n=0
- N s : a”
(on peut aussi prendre a@ € R et avec lim —, on déduit que la suite | — est
n—-+oo n! n! neN
bornée, donc |¢, (P)| < M, || P|| avec M, = sup @)
neN ¥

Avec |l (P)| = |P (a)| < ||P|| , on déduit que Cj_ = [0,1].
Supposons qu'il existe o € [0, 1] tel que £, soit continue pour |[|-||; .
Il existe alors M, > 0 tel que |{, (P)| < M, || P||, pour tout P € E.
Prenant P = 1, on déduit que M, > 1.
Le théoreme de Stone-Weierstrass nous dit que pour toute fonction f € C°([0,1]), il
existe une suite (P,),.y dans E qui converge uniformément vers f sur [0,1]. On a

alors lim ¢, (P,) = lirf P, (a) = f () (convergence simple) et lir+n Py = IIfll;

n—-4o00

(conséquence de la convergence uniforme) et en conséquence :

|f ()| = ngrfoo o (Po)] < M, nkrfoo ||P7L||1

1
ﬂmm:mlvww



Mais pour f € C°([0,1]) affine par morceaux telle que f(x) = 0 pour =z ¢ [0,1] N

1 1
S et — 1t f affi 1| — 1
a 4Ma’a+4Ma () et f affine sur [0, ]ﬂ[a 4Ma,a] et [0, ]ﬂ[oz,a+4Ma]
(faire un dessin), cela donne :
|/ (@) 1<M/1|f()\d < My =
(0% - o T T ~ a = —
= Mo | AM, 4

ce qui est faux.

On a donc CH'||1 = @

On voit de méme que C, = 0.

Avec v < |||, , on déduit que C, C Cy, et C, = 0.

(a) Comme P™ pour n assez grand, I'application N; est bien définie. Elle est & valeurs
positives et Ny (AP) = |A| Ny (P), N1 (P + Q) < Ny (P)+ N; (Q) pour tous A € Ret P,Q
dans E.

Si Ny (P) =0, on a alors P™ (n) = 0 pour tout entier n > 0.

Montrons, par récurrence sur p > 0, que si P € R, [X] est tel que P™ (n) = 0 pour tout
entier n > 0, on a alors P = 0.

Pour p = 0, c’est clair.

Supposons le sultat acquis au rang p — 1 > 0 et soit P € R, [X] tel que P™ (n) = 0 pour
tout entier n > 0. Le polynome Q (X) = P' (X +1) est dans R, ; [X] avec Q™ (n) =
PO+ (n + 1) = 0 pour tout n > 0, donc Q = 0 et P est constant égal a P (0) = 0.

On peut aussi procéder comme suit.

L’application ¢, : P +— (P (0), P’ (1),---,P® (p)) est linbaire de R, [X] dans RP™! et sa
matrice dans la base canonique est :

100 --- 0
1 2 P
0 2! —1)2r2
4 - p(p—1)
000 -+ pl(p—1)
000 - P!

Comme det (A,) # 0, cette application réalise un isomrphisme de R, [X] sur RP*! et en
particulier, N (P) = 0 qui équivaut a ¢, (P) = 0 nous donne P = 0.

L’application Nj est donc une norme sur F.

L’application ¢ +— P (e2™) étant continue sur le segment [0, 1] y est bornée et atteint ses
bornes, donc Ny est bien définie. Cette application est a valeurs positives avec Ny (AP) =
Al No (P), No (P + Q) < Ny (P)+ Ny (Q) pour tous A € R et P,Q dans E.

Si Ny (P) =0, on a alors P (e*™) = 0 pour tout ¢ € [0,1] et P a une infinité de racines
sur le cercle unité du plan complexe, c¢’est donc le polynome nul.

L’application Ny est donc bien une norme sur £.

(b) En utilisant les isomorphismes ¢,, de la question précédente, on peut construire une suite
(Pn),en d’éléments de E telle que :

1
Vn €N, B, € R,[X] et Vk € {0, ,n}, PP (k) = 5

10



Pour m >n >0, on a :

N (P Z [P (k) — P (k)]

m 1 —+o00 1
_ (k) — - _
SICEDSY 7 <D a0
k=n+1 k=n+1 k=n+1

ce qui signifie que la suite (F,),, oy est de Cauchy dans (£, Ny).
Supposons qu’elle converge dans (F, Ny) vers un polynome P. Avec ‘P(’“) (k) — p (k:)‘ <
Ni (P — P,) pour tout entier & > 0, on déduit que :

VkeN, lim P® (k)= P® (k)

n—-+00

1
Mais, pour k fixé et tout n >k, on a pw (k) = —

o c’est-a-dire que la suite <P7(Lk) (/f)>

neN

1
est stationnaire sur 5 a partir du rang k et :

1
Vk € N, P(’“)(k):¥7€0

ce qui est impossible.
La suite (F,), oy est donc divergente dans (£, N1) et (E, N;) n’est pas complet.

Soit (P,), ey la suite de fonctions polynomiales définie par :
Vn e N, Vz € [0,1], Zk:'
Pourm >n>0ett€[0,1],0na:

m 2imkt

‘Pm (™) — P, (62m)‘ _

k!
k=n+1

donc :

+0o0
Ny (P — Py) = sup |Pm (62m) _p, (e2m)| < Z % = 0

t€[0,1] jA—

et la suite (P,), oy est de Cauchy dans (E, Ny).
Supposons qu’elle converge dans (E, No) vers un polynome P. Avec | P (e*™) — B, (e*™)| <
Ny (P — P,) pour tout t € [0, 1], on déduit que :

Vt - [O, ].] s lim P’n (e2i77t> . (e2i7rt)

n—-+o0o

Mais on a aussi lim P, (™) = exp (™), donc :
n—-+oo

P( ezm) — exp ( eth)

soit P (z) = e* pour tout z sur le cercle unité complexe et P # 0.
En désignant par p le degré de P et en tenant compte de :

1
/ eQZﬂ'k‘tdt — O
0
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pour tout k € Z, on a pour tout entier n > p :

1
/ P (62i7rt) ef2i77ntdt =0
0
et :

1 “+oo 1 1 (k ) 1
2imt —2imnt 2i(k—n)mt
exp (e e dtzg /—e dt = — #0
/o ( ) =0 V0 k! p!

(convergence uniforme ou coefficients de Fourier), soit une impossibilité.
Donc (E, Ny) n’est pas complet.

— II — Un résultat de géométrie euclidienne

1
L’application ¢, : = — (x| e.) étant une forme linéaire sur F, Pensemble H, = o ! <7>
n
est un hyperplan affine de direction ker (¢.) = (Re.)*
Comme ¢, est une forme linéaire non nulle, elle est surjective, donc H. est non vide et
pour z fixé dans H., un vecteur = € F est dans H. si, et seulement si, x — x¢ € ker (¢.),
donc H. = o + ker (o) .
n

n
Six = inei € S' on a alors Z |z;| = 1 et en désignant pour tout i compris entre 1 et

i=1 i=1
n par ¢; le signe de x; (avec la convention sgn (0) = 1), on a :

(x| e.) szez = 1”; || = %

et x € H..

En supposant que H. N F # (), on se donne par xy dans H. N F. On a :
H.NF = (zog+ker(¢.))NF =x¢+ker (p.) N F
et :
d(0.H.nF)=_inf |z, = yekeiﬁfgm [z — ylly

=d (Zlfo,kel' (‘PE) N F) = Hfm} — Pker(pe)NF (x())HQ

Ol Prer(po)nr (o) € ker (p.) N F est la projection orthogonale de xo sur ker (¢.) N F
(20 — Prer(p)nF (%o) est unique et c’est la projection orthogonale de 0 sur H. N F).
On a donc 6, = d (0, H. N F') = ||z||, avec :

T = o — Pker(pe)NF (L??()) € (ker (906) N }71>L

et :

(ker (0.) N F)* = (ker (¢.))" + F* = ((Reg)L>L o
=Re. + F*

12



(b) Le vecteur x € H. N F s’écrit donc :

n—r

T = Z)‘ia" + e

i=1
Comme = € F et (a;),;,_, est une base orthonormée de F'*, on a :
(]a))=XN+Ne|a)=0(1<i<n-—r)

donc :
Ai=—Xa; ey (1<i<n-—r)

et comme z € H., on a :

1
(x| e) = Z)\ (a; | es) + A=
ﬁ

A<1—2<e€|ai)2> :%

ce qui impose Z (ec | ;) #1 et :
i=1

soit :

1

A:f( ol )

(c) Pour H.NF # 0, on a donc :

= ||zl = <x > Na + )\es> =Xz | e.)
=1

1

A
vn =
5 e’
(xe H.NF).
Pour H-NF = (), on a e. € F* (sinon il existe y € F tel que a = (y|e.) # 0 et

ayn’ V) T ay/n

2 2
D faile)’ = llell; =1

=1

y € H. N F et cela se voit sur un dessin), donc :

1 n—r
ﬁ:O:n<1—Z<aileE>2)
e i=1

(d) Comme card ({—1,1}") = 2", on a

> 5%2:” > (1—i<ai|€e>2)

ee{-1,1}" ee{-1,1}"
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Dans la base orthonormée B = (e;),.,.,, on a:

n 1 n
a; = E aijej et € = % E €j€j
j=1 7=1

donc :
n n n
.1 .
{a; | e)” = - aii€j — a;; + i QikE €K
j=1 j=1 1<j<k<n
n
1
=—114+2 E aijaiksjsk
n
1<j<k<n
et :
n—r

E)
o
o
e
I
3
|
S
+
S

n—r
E Q5 QiK€ jEK

=1 =1 1<j<k<n
n n—r
n—r 2
= + = E €€k E Qij ik
n n.“ ,
1<j<k<n i=1
En notant b, = Y a;ja, on a :
i=1
n—r n
2 n 2
E E (a; | e)” | = + g bj E €€k
ee{-1,1}" \i=1 1<j<k<n ee{-1,1}"

avec :
Z gier=0(1<j<k<n)

ee{-1,1}"
Par exemple pour (7, k) = (1,2), cette somme est :
DRTTD SR
(1,2, &n) (—1,e2, ,&n)

Il en résulte que :

. (Z az|e€> —

eef{-1,1}" \i=1
et : 1
52 n2" —nl—lon = pon
n
{ 1 n E
On a
1 1 < 1
r=— — max —
2n 02 7 ee{—11}" 52

ee{-1,1}" ¢

1 1
et en conséquence, il existe e € {—1,1}" tel que 52 > r, soit 62 < —. En désignant par
r
&€

T = Za:iei € H. N F la projection orthogonale de 0 sur H. N F, on a :
i=1

1y = lez|>zx€z— (x]e) =1
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et :
[z][, = b <

<

ce qui nous donne :

qul > \/F

]l

avec x € '\ {0} . Il en résulte que :

sup H37Hl>\/77

verfoy 1zl ~

Il reste & prouver que cette borne supérieure est atteinte (c’est un max d’apres I’énoncé).
Pour ce faire, on remarque, en désignant par S? la spheére unité de (E, [|-||,) , que :

||a:||1 _
sup = sup |zl
zeF\{0} ||=T||2 z€S2NF

[l _ Al
( = pour A\ =
[l 1Azl 1],

S2N F (on est en dimension finie), donc la borne supérieure est atteinte.

), la fonction z +— ||z||; étant continue sur le compact

— III — Normes sur /!

1. 11 s’agit de montrer que ¢! est un sous-espace vectoriel de I'espace F (N, R) des suites réelles.

La suite nulle est dans ¢* et pour x,y dans ¢*, X\ dans R, on a |z, + \y,| < |2,,| + [A| [yn|, donc
+o0o

> Jan + ynl < oo et z+ Ay € (1.
n=0

2. Siyel' ona lir}rq Y, = 0, donc la suite y est bornée et pour z € ', on a |z, y,| < ||yl |znl
n—-roo

ce qui implique I’absolue convergence de Y x,y,. On peut donc définir I'application (- | -). I
est clair que cette application est symétrique, bilinéaire et positive. Enfin I'égalité (x | ) = 0
équivaut a x,, = 0 pour tout n, soit a x = 0. On a donc un produit scalaire sur E.

3. Pour x € (' et tout entier n > 0, on a :

n

n 2 n
@]m)-ik%a}jmmmzzpz
k=0 k=0

0<j<k< k=0

et faisant tendre n vers linfini, on en déduit que ||z||7 > ||lz||3, soit ||z||, > ||z]|, -
Mais il n’est pas possible de trouver une constante a > 0 telle que ||z||; < a|z||,. Si ¢’était

le cas, en considérant pour tout entier r > 1, la suite z(") € ¢' définie par m,(;) = 1 pour
ng‘gr—letx,(:):OpourkZT,onaurait:

w21 o, =1 < ], = vF

ce qui impossible.
Ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.
4. Soit (x(r))

Avec ‘xés) — x,(:)

<y une suite de Cauchy dans (¢4, ||]|,) .

< Hx(s) — 2 H1 pour tout entier k£, on déduit que chaque suite réelle (m,@)
reN

est de Cauchy, donc convergente (R est complet). En note x, = liljrn :xﬁj) pour tout k et
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T = (Tn)pen -
La suite (I(’”))TGN étant de Cauchy dans (€', ||-||,) y est bornée. Il existe donc un réel M > 0

tel que Hx(”) , < M pour tout r > 0. Pour tout entier n > 0, on a alors :

> okl = lim ‘ v
T‘—>+OO

k=0

< |, < a1

et la série > |z, | est convergente, donc x € ('
Comme (x(”))TGN est de Cauchy dans (¢',]-||,), pour tout réel £ > 0, on peut trouver un entier
n. tel que :

Vs> 1 2 n, [Ja® — 2], = Z\ 24

Pour s >r>n.etn>0,on a:

S| -
k=0

et fait tendre s vers l'infini a r > n. fixé, on en déduit que :

n
> Ja—al?| <
k=0

m(r)Hl <€

et :

400
o =2l = 3 [~ 2
k=0

ce qui sgnifie que la suite (x(r))reN converge vers x dans /.
L’espace (€', ]-]|,) est donc complet.

1
. Soit (x(’"))r>1 la suite d’éléments de ¢ définie par x,(:) ~ i1 pour 0 <k <r—1et xl(:) =0

pour k > r.
Pour s >r > 1,on a:

s—1 1 +oo 1
Hx(s)—xmw: —= < - — 0
’ ,;mlf Z WE e

donc ({L‘(T))r>1 est de Cauchy dans (¢*, ||-]],) -

Supposons qu’elle converge vers x € £, soit :

+00 9
lim H:z: -z ’”)”2 Z (xk — xg)) =0
r——+00 P
+oo
avec Z |zx| < +o00. Tenant compte de ‘xk — x,(:)‘ < ||z — x(r)‘ on déduit que 1121 T — ac,(:)‘ =
k=0
1
0 pour tout k£ > 0, soit hI_EI x,i) = 1z avec x;) =i pour r > k + 1, ce qui signifie que
r—-+00
! tout k& > 0, mai tredit le fait e€1t§ ! +
Tp = —— pour tou , mais contredit le fait x e — = +o00.
Tk = k+1

L’espace (¢',]|-]|,) n’est donc pas complet.
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10.

Les projections 7, sont linéaires et avec |m, ()| = |2,| < [[z||; pour j = 1,2, on déduit qu’elles
sont continues.

+oo
Soit ¢ la forme linéaire définie sur ¢ par £ (x) = Zxk (une série absolument convergente est
k=
400 ’
convergente). Avec |{ (z)| < Z |zx| = ||z||, , on déduit que £ est continue.
k=0

n
Supposons qu’il existe un entier n > 0 tel que ¢ = Z)\kﬂ'k. En prenant pour z € ¢! la suite
k=0

définie par z,41 = l et 2y =0 pour k #n+ 1, on a f(x) =1 et Z)\km () = 0, ce qui est
k=0

contradictiore. Donc ¢ ne peut s’écrre comme combinaison linéaire (finie) de .

L’application * est le produit de Cauchy, ou produit de convolution, de deux séries absolument
convergentes. Muni de cette loi et de I’addition, ¢! est une algébre de Banach (c’est du cours).

A faire
A faire
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