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Groupes finis et arithmétique basique

Enoncé

Si p, q sont deux entiers relatifs, on note p A ¢ le pged de p et ¢ et pV ¢ le ppcm de p et q.

— I — Les nombres de Fermat

On appelle nombre de Fermat tout entier de la forme :

F,=2"+1

ou n est un entier naturel.
On vérifie que F, est premier pour n =0,1,2,3,4 :

Fy=3, Fi =5, I, =17, I3 =257, Fy, = 65537.

Fermat pensait que tous les F), sont premiers, mais Euler prouva que Fj est non premier. On a
vérifié ensuite que les F), pour n allant de 6 a 11 ne sont pas premiers. On conjecture qu’il n’y a
quun nombre fini d’entiers de Fermat premiers.

1.

AN T

Montrer que, pour tout n > 2, le chiffre des unités de F}, est égal a 7.

Montrer que pour tout n € N; F, et F, 1 sont premiers entre eux.

Montrer que pour n # m dans N, F,, et F}, sont premiers entre eux.

Montrer que pour n # m dans N et p dans N*, F? et F? sont premiers entre eux.

Montrer que :

Vn >0, Fo = [[Fe+2.
k=0

Soient r > 1 et a > 2 deux entiers.

(a) Montrer que si a” + 1 est premier, alors a est pair et il existe un entier n > 0 tel que
r=2".

(b) Montrer que pour tout entier pair a > 2, les entiers u,, = a®" + 1 sont deux & deux premiers
entre eux.

Montrer que, pour tout n > 0, F, divise 2 — 2.

A I’époque de Fermat, on pensait que si un entier m > 2 est tel que m divise 2" — 2, alors m
est premier, ce qui est faux comme le montre la valeur de m = 341 = 11 x 31, mais c’est quand
méme vrai pour plusieurs valeurs de m. On peut imaginer que partant de ce résultat Fermat
pensait que les F;, sont tous premiers.

Montrer que, pour n > 2, I}, ne peut pas s’écrire comme somme de deux nombres premiers.

— IT — Un théoreme de Lagrange



Les groupes sont notés multiplicativement et on note 1 1’élément neutre.
Si G est un groupe, pour tout a dans G, on note (a) = {a’“ | k€ Z} le sous groupe de GG engendré

par a.

Si (a) est infini, on dit alors que a est d’ordre infini dans G, sinon on dit que a est d’ordre fini
dans G et l'ordre de a est 6 (a) = card ({(a)) .

Tous les groupes considérés dans cette section sont finis avec au moins deux éléments.

Pour tout entier naturel n > 2, on note Z,, = Z/nZ 1’anneau des classes résiduelles modulo n, Z*
le groupe multiplicatif des éléments inversibles de cet anneau et ¢ (n) le nombre d’éléments de Z*
(indicateur d’Euler). On pose ¢ (1) = 1.

Si k est un entier relatif, on note k = k + nZ la classe de k dans Z,.

1. Soient GG un groupe fini et H un sous-groupe. On rappelle que la relation g «~ h si et seulement

. .. ) G
si g7'h € H est une relation d’équivalence sur G. L’ensemble quotient T est ’ensemble des

classes a gauche selon H :

gH ={gh|he H},

G
ou g décrit GG. Le cardinal de T est noté [G : H| et appelé 'indice de H dans G.

(a)
(b)

Montrer que pour tout g € GG la classe a gauche gH est de cardinal égal a celui de H.

Montrer que l'ordre de H divise celui de G (théoreme de Lagrange).

2. Quelques applications du théoreme de Lagrange.

()
(b)

(c)

Montrer qu'un groupe fini de cardinal premier est cyclique.

Petit théoreme de Fermat. Soit p un nombre premier. Montrer que pour tout entier relatif
k, kP — k est divisible par p.

Théoreme d’Euler.
i. Montrer que pour tout entier naturel n > 2, ¢ (n) est le nombre de générateurs du
groupe cyclique (Z,,+) .

ii. Montrer que pour tout entier naturel n > 2, ¢ (n) est le nombre d’entiers compris
entre 1 et n premiers avec n.

iii. Montrer que pour tout entier relatif k& premier avec n, k#™ — 1 est divisible par n.
Sous-groupes d’un groupe cyclique. On se donne un entier n > 2.

i. Montrer que les sous-groupes de (Z,,, +) sont cycliques d’ordre un diviseur de n.

ii. Montrer que pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre d de
(Z,, +) -

Montrer que si x, y sont deux éléments d'un groupe fini G d’ordres respectifs p et ¢ premiers
entre eux tels que xy = yx, alors xy est d’ordre pg. Si p et ¢ ne sont pas premiers entre
eux, zy est-il d’ordre pV q?

Soient GG un groupe commutatif et x,y deux éléments de G d’ordres respectifs p et q.
Montrer qu’il existe dans G' un élément d’ordre p V q.

Soient G' un groupe commutatif fini et p le plus grand des ordres des éléments de G
('exposant de G). Montrer que pour tout € G on a z* = 1.

Montrer que si K est un corps commutatif, alors tout sous-groupe fini de K* est cyclique.
En particulier, Z; est cyclique pour p premier.

Diviseurs premiers des nombres de Fermat. On désigne par p un diviseur premier d’un
nombre de Fermat F;, et on suppose que p # F,.



i. Montrer que p > 3.
ii. Montrer que 2 est d’ordre 2"*! dans le groupe multiplicatif L,
iii. Montrer que p congru a 1 modulo 27!,
iv. Montrer que p = 2" g + 1, ol ¢ est un entier qui admet un diviseur premier impair.
Pour F5 = 4 294967 297, s’il n’est pas premier ses diviseurs premiers sont de la forme

p=26¢+1 = 64g+ 1 ou les valeurs possibles de ¢ sont 3,5,6,7,9, 10, --- En essayant
successivement ces valeurs, on aboutit a :

Fy 4294967297

Sk R = 670041
641 641 600417

et Fy n’est pas premier.

v. Montrer que, pour n > 1, F,, est premier avec n.
— III — Infinitude de ’ensemble P des nombres premiers

On se propose ici de donner plusieurs démonstration du théoreme d’Euclide sur I'infinitude de
I’ensemble P des nombres premiers.

Preuve 1 Rappeler la démonstration d’Euclide de I'infinitude de I’ensemble P des nombres premiers.

Preuve 2 Montrer que pour tout entier naturel n, on peut trouver un nombre premier p plus grand que
n. Conclure.

Preuve 3 On note :

Pr={peP|IneN; p=4n+3}
Po={peP|IneN; p=06n+5}

(a) Montrer que P; est infini. Conclure.

(b) Montrer que Py est infini. Conclure.

De maniere plus générale on peut montrer que si a et b sont deux entiers premiers entre eux
alors il existe une infinité de nombres premiers de la forme an + b (théoreme de Dirichlet).

Preuve 4

(a) Montrer que si on dispose d’une suite (un), .y strictement croissante d’entiers naturels
différents de 0 et 1 et deux a deux premiers entre eux, on peut alors en déduire que P
infini.

(b) En utilisant les nombres de Fermat, montrer que P infini.

(c) Soient a,b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux avec b > a. On définit la suite
(tn)pen paL :

UQ:b
Yn>1, u, —a =1 (Up_1 — a)

On a vu en premiere partie, que la suite (F,), o des nombres de Fermat vérifie la relation
de récurrence :

F0:3
Vn Z 1, Fn —2= Fn—l (Fn—l — 2)

L’idée est donc de généraliser.



i. Montrer que (u,),cy €st une suite strictement croissante d’entiers naturels différents
de O et 1.

ii. Montrer que pour tous m >n > 0, on a :
Uy, = a mod u,

iii. Montrer que, pour tout n > 0, u,, est premier avec a.

iv. Montrer que les u,, sont deux a deux premiers entre eux. Conclure.

(d) Soit a un entiers naturel impair supérieur ou égal a 3. On définit la suite (uy), oy par :

n

Ug = a
Vn > 1, u, =u2 | —2

i. Montrer que (u,), oy est une suite strictement croissante d’entiers naturels impairs.

ii. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :

Upi1 = —2 mod u,
Ym >n+ 2, u,, =2 modu,

iii. Montrer que les u,, sont deux a deux premiers entre eux. Conclure.

Preuve 5
(a) Soit p un nombre premier impair. On se propose de montrer que —1 est un carré dans Z,
si, et seulement si, p est congru a 1 modulo 4.
i. Montrer que si p = 3 mod 4, alors —1 n’est pas un carré dans Z, (ce qui revient a
dire que I'équation 22 + 1 = 0 n’a pas de solutions dans Z,).
ii. Montrer que si p = 1 mod 4, alors I’équation 22 +1 = 0 a deux solutions dans ]ﬁ qui
sont —r! et rl ot r = }% (—1 est alors un carré dans Z,).
(b) Montrer que 1’ensemble :
Ps={peP|IneN; p=4n+1}
est infini et conclure.
Pour les preuves 6. a 11. on suppose que P est fini et on note p; = 2 < --- , < p, tous ses

éléments (p, et donc le plus grand nombre premier).
Pour tout réel x, on note [z] sa partie entiere.

T
Preuve 6 Pour tout entier k& compris entre 1 et r, on note n = [] pr = prqr. En utilisant les diviseurs
k=1

,
premiers de S = ) g, montrer qu’on aboutit & une contradiction et conclure.
k=1

Preuve 7 Montrer que si p est un diviseur premier de m = 2P~ — 1, alors 2 est d’ordre p, dans le groupe
multiplicatif Z; et conclure.
Preuve 8 Soit n un entier naturel non nul.
T
(a) Soit m un entier compris entre 1 et 2". Montrer que si m = [] pg* est la décomposition

k=1
en facteurs premiers de m, on a alors oy < n pour tout k& compris entre 1 et r.
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(b)

En déduire que 2" < (n +1)" et conclure.

Preuve 9 Soit n un entier naturel non nul.

Preuve 10

Preuve 11

()

(b)

(a)

(a)

(b)

.
Soit m un entier compris entre 1 et p!'. Montrer que si m = [] pg* est la décomposition

k=1
In (p,)

In (2)

+ 1) et conclure.

en facteurs premiers de m, on a alors a; < [n } pour tout k compris entre 1 et r.

In (p,
En déduire que p;! <n” (  (pr)

In (2)

Soient x un réel strictement supérieur a 1, n un entier naturel compris entre 1 et = et
T
n = [] pp* la décomposition en facteurs premiers de n ou les oy sont des entiers positifs

k=1
ou nuls. Montrer que pour tout k compris entre 1 et r, on a :

= [ne)

En déduire que pour tout réel x > 1, on a :

(3

et conclure.

1

Montrer, le plus simplement possible, que la série > — est convergente de somme S €
n

10,2].

,
Pour n > ] pk, on partitionne I'ensemble £ = {1,2,--- n} en distinguant les entiers
k=1
T
compris entre 1 et n qui sont sans facteurs carrés (i. e. de la forme [] pif ou (e1,--- ,&,) €
k=1

{0,1}") de ceux qui sont divisibles par le carré d’'un nombre premier, soit £ = F; U Ey,
ou :

E, = {me E | m:HpZ’“ ou (e1,---,&,) € {071}7}
k=1
Es = {m € E | 3Ipi € P tel que p; divise m}

i. Montrer que card (E;) < 27.

2

n
ii. Montrer que, pour k£ compris entre 1 et r, il y a au plus [—] entiers m dans E
3

divisibles par p? et en déduire que :
card (F2) < n (S —1).

iii. Conclure.

— IV — Quelques applications



1. Onnote 2 =p; < py < --- < p, < --- la suite infini des nombres premiers et on se propose de
+o00o
montrer que », — = 4o00. Pour ce faire, on raisonne par I’absurde en supposant que la série
n=1 Pn

1
a termes positifs Y — est convergente. Pour tout n > 1, on note :
n

+001

le reste d’ordre n de cette série.

(a) Montrer qu'il existe un entier r > 1 tel que :

1
Vn >, 0<Rn<§.
Un tel entier r étant fixé, on note Py = {p1, -+ ,p.} et Po={pr | k>r+1}.
(b) Pour tout entier naturel non nul N, on partitionne l'ensemble F = {1,2,--- N} en

distinguant les entiers compris entre 1 et N qui ont tous leurs diviseurs premiers dans P;
de ceux qui ont au moins un diviseur dans Ps, soit £ = E; U FEs, ou :

Elz{nEE|n:Hpg’“ ol (oq,---,ozr)eN”}

k=1
Ey ={n € E | dp, € P, qui divise n}
i. En écrivant tout entier n dans E) sous la forme n = pg? ol p,q sont deux entiers
T
naturels non nul, 'entier p étant égal & 1 ou sans facteurs carrés (i. e. p = [] pi* ou

k=1
(61, -+ ,&-) € {0,1}"), montrer que :

Ny =card (E;) <27 [\/N}
([-] désigne toujours la partie entiere).

N
ii. Montrer que pour tout p, dans P, il y a au plus {—] entiers n dans F divisibles par
Pk
pr et en déduire que :

N
Ny = card (Es) < —.

2
iii. Conclure.
“+o00
2. La divergence de la série >, — peut aussi se montrer de fagon plus classique comme suit en
n=1 Pn

utilisant la suite (uy),~, définie par :

1

VTLZl, Up = (-

[1(-%)

k=1

(a) Montrer que, pour tout n > 1, on a :

| =

"oy

keE,

ou F, est 'ensemble des les entiers naturels non nuls qui ont tous leurs diviseurs premiers
dans P,, = {ph to apn} .



(b) En déduire que, pour tout n > 1, on a :

3
3

Up =
k=1

| =

1
(¢) En déduire que la série ) In (1 - —) est divergente et conclure.
Pn

1
3. Quelle est la nature de la série ) — ot a est un réel ?
4. Quelle est le rayon de convergence de la série entiere > —.
Pn

Si @ est un polynome a coefficients entiers relatifs de degré supérieur ou égal a 1 et p un nombre
premier, on dit que p divise @ s'il existe un entier relatif a tel que p divise @ (a) .

5. On se propose de montrer dans cette question le théoreme de Schur suivant : tout polynome
non constant a coefficients entiers relatifs admet une infinité de diviseurs premier.

a) Montrer que tout [)()IYII(A)lIle a coefficients entiers relatifs non constant admet des diviseurs
premiers.

(b) Montrer que tout polynéme @ a coefficients entiers relatifs non constant tel que @ (0) =0
admet une infinité des diviseurs premiers.

(c) Soit :
QX)=> aXx*

un polynome a coefficients entiers relatifs de degré n > 1 non nul en 0.
On suppose que ’ensemble des diviseurs premiers de () est fini et on le note :

PQ:{pla 7p7‘}'

,
On note aussi m = [[ ps.
k=1

i. Montrer qu'il existe un polynome R(X) = > b, X* de degré n dans Z[X] tel que
k=1
Q (agmX) = ao (1 + R(X)), chaque coefficient by, pour k compris entre 1 et r, étant
divisible par m.
ii. En utilisant les diviseurs premiers de 1+ R, montrer qu’on aboutit a une contradiction
et conclure.
6. En utilisant le polynome Q (X) = 4X2 + 1, retrouver le fait qu’il existe une infinité de nombres
premiers congrus a 1 modulo 4.

7. Soit ¢ un nombre premier impair.
En utilisant le polynome Q (X) = 1+ X + --- + X% ! montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers congrus a 1 modulo gq.

i
Pour tout entier naturel n € N*, on note w, = exp <—> et on définit le polyndéme cycloto-
n

mique P, par :

k=1
kAn=1

(les w® pour k premier avec n et 1 < k < n sont les racines primitives n-éme de 1'unité).
Pour tout entier naturel n € N*, on note D,, I’ensemble des diviseurs de n dans N*.
On admet les résultats suivants :



— pour tout n € N* on a :

X"—1= ] ®(X)

deDy,

— pour tout n € N*, &, est un polynome a coefficients entiers.

On se propose de montrer dans les deux questions qui suivent, le résultat suivant : si n > 2 est
un entier naturel et p un nombre premier ne divisant pas n, alors p divise ®,, si, et seulement
st, p est congru a 1 modulo n.

8. Montrer que si p est un nombre premier congru a 1 modulo n, alors p divise ®,,.

9. On se donne un entier n > 2 et un nombre premier p qui divise ®,,.

(a) Montrer que pour tout polynome @ a coefficients entiers et tout entier a, on a :
Q(a+p) = Q(a) modp.

(b) Montrer qu’il existe un entier naturel a tel que 'ordre d de @ dans le groupe multiplicatif
Z, soit un diviseur de n.

(c) Montrer que si d = n, alors p est congru a 1 modulo n.

(d) On suppose que d < n.

i. Montrer que a”™ — 1 est divisible par p?.
ii. Montrer que (a + p)"” — 1 est divisible par p?.

iii. Montrer que na™ 'p est divisible par p? et que si on suppose de plus p est premier
avec n, on aboutit alors a une contradiction.

(e) Conclure.

10. Déduire de ce qui précede, le cas particulier suivant du théoreme de Dirichlet : pour tout entier
n > 1, il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1 + kn ou k € N*.

2 Corrigé

— I — Les nombres de Fermat

1. Pour n = 2, on a F;, = 17. En supposant que, pour n > 2, F), est congru a 7 modulo 10
(équivalent & dire que 7 est le chiffre des unités de F},), on a :

Fn+1 :22n+1 +1: (22n)2+1: (Fn—1>2+1
=62+ 1=237="7 mod 10.

2.

Solution 1 On a :
Fppy1=(F, =172 4+1=F2—2F, +2=q,F, +2

avec 2 < F},, c’est donc la division euclidienne de F},;; par F), avec 2 pour reste et :
F,ANF,  =F,N2=1

puisque F}, est impair.



Solution 2 On peut aussi remarquer que :
(22 —1) (2% +1)=2*" —1
soit :

QnFn: n+1_2

c’est encore la division euclidienne de F),,; par F}, avec 2 pour reste et :
FoNFopn=F,N2=1.
Solution 3 Ou remarquer que :
F2= (22 41)" =22 41422 = F,, + 2

donc le pged 6 de F), et F, 1 est impair et divise 2P avec p > 1, il vaut donc 1.

Solution 4 Notons x = 22", Si p premier divise F,, p est impair comme F, et on a F, = 0 dans Z,,
soit T = —1 et F,py = (T)° +1 =2 # 0 dans Z, puisque p # 2, ce qui signifie que p ne
divise pas F, 1. Donc F), et F}, .1 sont premiers entre eux.

3. Comme n et m jouent des roles symétriques, on peut supposer que m =n+p > n avec p > 1.

Solution 1 On a :
2r

Fp—1=2""=(2"")" = (F, - 1)”
et en utilisant la formule du binome, il vient :
soit :
Fm = Qn,an +2

avec 2 < F),, c’est-a-dire la division euclidienne de F;, par F;, avec 2 pour reste et :
FE,ANE,=F,N2=1.

Solution 2 Si p premier divise F),, p est impair comme F), et on a F, = 0 dans L, sOit T = —1 et
Fn= @) " 4+1=2+0 dans Z, puisque p # 2, ce qui signific que p ne divise pas F,.
Donc F,, et F,, sont premiers entre eux.

4. Avec FP N FP = (F, A F,,,)’ pour tout p > 1, on déduit que pour n # m, FP et FP sont
premiers entre eux.
On peut aussi dire que F;, et F;, sont sans facteurs premiers communs puisque premiers entre
eux et il en est de méme de FP et FP.

5. On procede par récurrence sur n > 0.
Pour n =0, on a :
Fi=2+1=5=F,+2.

En supposant le résultat acquis pour n —1 >0, on a :

n—1 n
Fop1 =F,(F,-2)+2=F,[[Fe+2=]]F +2
k=0 k=0

On a donc Fj,11 = ¢, F,, + 2 et on retrouve ainsi le fait que F,,,; et F,, sont premiers entre eux.



(a) Supposons que a soit impair, on a donc a > 3 et a” 4+ 1 est un nombre pair supérieur
ou égal a 4, il ne peut étre premier. L’entier a est donc nécessairement pair si a” + 1 est
premier.

En utilisant la décomposition en facteurs premiers, on a 7 = 2" (2g 4+ 1) ou n et ¢ sont
deux entiers naturels et :

a"+1= (a2n)2q+1 +1=0p%"t 11

=(b+1) (* ="+ — o+ 1)
2q

=(b+1DY (D) P =0b+1)S
k=0

avec b+ 1 =a?" + 1> 3 puisque a > 2 et :

S_ar+1_b2q+1+1_b2qb+1>b+1_
S b+1 b+1 b4+ 1 T b41

si g > 1, soit S > 2 puisque c’est un entier et ’entier a” + 1 n’est pas premier dans ce cas.
On a donc g =0 et r = 2™,

(b) On procede comme pour les nombres de Fermat. Supposons que m = n + p avec p > 1.
On a alors :

Up —1=0a"""" = (aZn)Qp = (u, — 1)*
et en utilisant la formule du binome, il vient :
soit :
Um = Gn,mUn +2

(division euclidienne) et le pged ¢ de u, et u,, est impair (puisque u, est impair) et divise
2, il vaut donc 1.

7. F, =22 +1divise (22" — 1) (22" +1) = 22" — 1 et comme 2" > n+1, 22" — 1 divise 22° 1
qui divise 2 (222" . 1) = 92""+1 _ 9 = 9F 2 donc F, divise 2/ — 2.

8. Si F,, = p+ q avec p et ¢ premiers, on a nécessairement p = 2 et ¢ > 3 puisque F;, est impair
et :
q:Fn_2:Fn—1(Fn—1_2)

avec F,,_1 > 5, F,_1 —2 > 3 pour n > 2, ce qui est incompatible avec ¢ premier.

— II — Un théoréme de Lagrange

(a) Pour g fixé dans G, la translation 7, : h — gh est une application bijective de G dans G et
sa restriction a H réalise une bijection de H sur gH. Il en résulte que gH et H ont méme
cardinal.

(b) L’ensemble des classes a gauche suivant H réalise une partition de G et elles sont en
nombre fini de méme cardinal égal a celui de H, il en résulte que :

card (G) = [G : H]card (H)
et card (H) divise card (G) .
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(a) Soient G un groupe de cardinal premier p > 2 et g € G\ {1}. Le sous-groupe (g) de G
engendré par g n’est pas réduit a I’élément neutre et de cardinal ¢ > 2 qui doit diviser
p premier, on a donc ¢ = p et (g) = G, c’est-a-dire que G est cyclique engendré par g.

_ Z
L’application k +— ¢* réalise alors un isomorphisme du groupe A +) sur (G,-) .
p

Si p est premier alors Z, est un corps (conséquence du théoréme de Bézout) et Z: est un

groupe multiplicatif & p — 1 éléments. Tout élément k& dans Z,, a alors un ordre qui divise
p—1, ce qui entraine que pour tout entier & non multiple de p, k7! est congru & 1 modulo
p, ce qui est encore équivalent a dire que kP~! — 1 est divisible par p et donc que & — k
est divisible par p. Si k est multiple de p, il en est de méme de kP — k.

ii.

iii.

11.

Dire que k est inversible dans Z,, équivaut & dire qu’il existe @ € Z, tel que ku = 1
encore équivalent & dire qu’il existe u € Z tel que uk = I, soit & dire que 1 est dans
le groupe engendré par k et donc que ce groupe est Z,. Donc k € Z) si et seulement
si k est générateur du groupe additif Z,. Il en résulte que ¢ (n) est le nombre de
générateurs du groupe cyclique (Z,, +) .

Dire que k est inversible dans Z,, équivaut & dire qu’il existe @ € Z,, tel que ku = 1
encore équivalent a dire qu’il existe deux entiers relatifs u et v tels que ku + nv =
1 équivalent a dire que k et n sont premiers entre eux (théoréeme de Bézout). En
considérant que chaque classe modulo n a un unique représentant compris entre 1 et
n, on déduit que ¢ (n) est le nombre d’entiers compris entre 1 et n premiers avec n.

¢ (n)

. n . . .
équiprobable entre 1 et n soit premier avec n (n est le nombre de cas possibles et
¢ (n) le nombre de cas favorables).

On peut remarquer que est la probabilité pour qu'un entier choisi de maniere

Si k est premier avec n, alors k appartient & ZX qui est d’ordre ¢ (n) et AR 1,
c’est-a-dire que k™ =1 (mod n). Pour p premier, on a ¢ (p) = p — 1 et on retrouve
le théoreme de Fermat.

n
Soit H un sous-groupe de (Z,,+). Son ordre d divise n et m = 7 est un entier.

Pour tout keH onadk=0 (l'ordre de k divise d), soit dk = qn et k = gm, soit
k=qgm € (m).On adonc H C (m) et d = card (H) < 6 (m) . Mais dm = n = 0, donc
d est multiple de 6 () et d > 0 (m). On a donc d = 0 (m) et H = (m) est cyclique.
Au passage, on a montré que (m) est 'unique sous-groupe d’ordre d de (Z,,+) .
Réciproquement soit d un diviseur de n. Le groupe H = (m) = <%> est cyclique
d’ordre 0 (m). De dm = 0, on déduit que d est multiple de 6 (m) et d > 6 (m). De
6 (m)m = 0, on déduit que 6 (m)m = qn = qdm et 6 (M) = qd > d. Donc d = 0 (M)
et H = (m) est 'unique sous-groupe d’ordre d de (Z,,+) .

(e) On a (zy)™ = (2F)? (y?)’ = 1 puisque z et y commutent. L'ordre r = 6 (zy) de zy est
donc un diviseur de pq et 0 (zy) < pq. A ce stade le fait que p et ¢ soient premiers entre
eux n’intervient pas.

Légalité (zy)" = x"y" = 1 entraine y" = (z")

' e ()N (y) = H. Le groupe H étant

contenu dans les groupes (x) et (y) a un ordre qui divise p et ¢ et ces entiers étant
premiers entre eux, on a nécessairement H = {1}. On a donc y" = 2" = 1 et r est un

11



multiple de p et ¢, donc de pq puisque p et ¢ sont premiers entre eux. On peut donc
conclure a 'égalité 6 (xy) = pq.

On peut aussi écrire que (zy)" = 1 entraine (zy)'” = y"? = 1, donc ¢ divise rp et ¢ divise
r puisque p et g sont premiers entre eux. Les éléments x et y jouant des roles symétriques,
on a de méme p qui divise . On conclut alors comme précédemment.

Si p et ¢ ne sont pas premiers entre eux, on peut seulement dire que l'ordre de xy divise
pq. Ce n’est pas nécessairement le ppcm des ordres de = et y. En prenant par exemple,
x d’ordre p > 2 dans G et y = 27! qui est également d’ordre p, on zy = 1 d’ordre

1 # ppem (p, p) = p.

(f) Sip et ¢ sont premiers entre eux, on vient de voir que z = zy est d’ordre pg = pV ¢q. L’idée
est de se ramener a ce cas de figure.
On peut écrire les décompositions en facteurs premiers :

k r k r
p=[]r I » a=1]2" T o
=1

i=1 i=k+1 i= i=k+1

ol les facteurs premiers p; ont été regroupés de sorte que a; > 3, pour 1 <i < ket a; < [;
pour k+1 < ¢ < r, les exposants o, 3; étant positifs ou nuls (si I'une des conditions a; > f3;
ou o < f3; n'est jamais vérifiée, alors le produit correspondant vaut 1). On a alors :

k r
pva=][p I[ p’ =rs.
=1

i=k+1

k T

our = [[pf" et s= ][] p/° sont premiers entre eux et p = ru, ¢ = sv. Les éléments
i=1 i=k+1

' =z et y = y” sont alors d’ordres respectifs r et s et la question précédente nous dit

que z = x"y" est d’ordre rs = p V q.

(g) Si p est le plus grand des ordres des éléments de G (il existe puisque G est fini), il existe
xo d’ordre p dans G.
Pour tout x € G d’ordre p, on peut trouver y € G d’ordre p V p > p et nécessairement
pV p = p puisque p est le plus grand des ordres. Donc p divise p et x# = 1.

(h) Soit G un sous groupe d’ordre n de K*. Il existe dans G (commutatif) un élément x d’ordre
1 < n égal au plus grand des ordres des éléments de G. L’ordre de tout élément de G
divisant g, on déduit que tout y € G est racine du polynome P (X) = X* — 1, ce qui
donne n racines de P dans K, mais sur un corps commutatif un polynoéme de degré p a au
plus p racines!, on a donc n < pu, soit g = n et G ayant un élément d’ordre n est cyclique.

(1)

i. Comme F,, est impair, on a nécessairement p > 3.

ii. On a F, = 22" + 1 = pq, avec p premier et g, > 2 entier naturel (p # F,), donc
F, =0 dans Z,, soit 2% = —T dans Z} et DRl (§2n>2 = (—T)Q =1 et l'ordre de
2 dans le groupe multiplicatif Z,, est un diviseur de 2"+l donc de la forme 2% avec
1<k<n+1, mais avec 2 = -1 #£1 (puisque p # 2) on déduit que cet ordre est
exactement 2"

iii. 2"*! est donc un diviseur de p — 1 = card (Z;) , ce qui peut se traduire par p — 1
congru & 0 modulo 2**! ou encore p congru & 1 modulo 27+!.

LCe résultat est faux sur un corps non commutatif, voir par exemple le corps des quaternions.
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iv. Dire que p est congru & 1 modulo 2"*! signifie qu’il existe un entier ¢ > 1 tel que
p = 2""g + 1. Si ¢ n’admet aucun diviseur premier impair, il est de la forme ¢ = 2™
avec m > 0 et p = 2™ 41 est premier, ce qui impose que n+1+m = 2" (question
6a), c’est-a-dire que p = 22" + 1 est un nombre de Fermat et p = F, puisque deux
nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux, en contradiction avec p # F,.
Donc g admet un diviseur premier impair.

v. Les diviseurs premiers de F}, étant de la forme p = 2"T1g+ 1 avec ¢ > 1, ils sont tous
strictement plus grands que n, donc n est premier avec F), puisqu’ils ne peuvent avoir
de diviseurs premiers en commun.

— IIT — Infinitude de ’ensemble P des nombres premiers

Preuve 1 On sait déja que P est non vide (il contient 2). Supposons que P soit fini avec :

P:{pla'” apr}‘

L’entier n = py - - - p, + 1 est supérieur ou égal a 2, il admet donc un diviseur premier p, € P.
L’entier p; divise alors n = py---p,. + 1 et py---p,, il divise donc la différence qui est égale a
1, ce qui est impossible. En conclusion P est infini.

Preuve 2 Pour tout n € N, 'entier m = n! + 1 > 2 admet un diviseur premier p,. Si p, < n alors p,
est un diviseur de n!, donc de 1 = m — n!, ce qui est impossible. On a donc ainsi une suite
strictement croissante (p;,), oy de nombres premiers, ce qui implique que P est infini.

Preuve 3

(a)

On remarque qu'un nombre premier différent de 2 est nécessairement impair et son reste
dans la division euclidienne par 4 ne peut étre que 1 ou 3.
Supposons que P; soit fini et notons 3 = p; < py < --- < p, tous ses éléments. L’entier :

mo=dpycpe—1=4(pr-p, — 1) +3

qui est de la forme 4n + 3 avec n > 2 n’est pas premier puisque strictement supérieur a
tous les p pour k compris entre 1 et r (m > 4p,, — 1 > p;, puisque pg > 3). Comme m est
impair, ses diviseurs premiers sont de la forme 4k + 1 avec k € N* ou 4k + 3 avec k € N
et ils ne peuvent pas étre tous de la forme 4k 4 1, sans quoi m serait aussi de cette forme,
donc congru & 1 modulo 4, ce qui contredit le fait qu’il est congru a 3 (ou & —1) modulo
4. L’entier m a donc un diviseur p; dans P; et comme py, divise p; - - - p,., il va aussi diviser
—1, ce qui est impossible avec p, premier. L’ensemble P; est donc infini.

De P, C P, on déduit que P est infini.

Supposons que P5 soit fini et notons 5 = p; < ps < --- < p, tous ses éléments. L’entier :
m=Gprp—1=6(pp—1)+5

qui est de la forme 6n + 5 avec n > 2 n’est pas premier puisque strictement supérieur a
tous les py pour k compris entre 1 et r (m > 6py — 1 > pi puisque py > 5). Comme m
est impair non multiple de 3 (il est congru a 5 modulo 3) ses diviseurs premiers sont de
la forme 6k + 1 avec k € N* ou 6k + 5 avec k € N et ils ne peuvent pas étre tous de la
forme 6k + 1, sans quoi m serait aussi de cette forme, donc congru a 1 modulo 6, ce qui
contredit le fait qu’il est congru a 5 modulo 6. L’entier m a donc un diviseur p; dans P,
et comme p;. divise p; - - - p,., il va aussi diviser —1, ce qui est impossible avec p, premier.
L’ensemble P, est donc infini.

De Py C P, on déduit que P est infini.
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Preuve 4

(a) En désignant, pour tout entier naturel n, par p, un diviseur premier de u,, on a p, # pm
pour tous n # m puisque u, et u,, sont premiers entre eux et donc ne peuvent avoir un
diviseur premier en commun. La suite (py), oy nous fournit donc une infinité de nombres
premiers.

(b) Résulte du fait que la suite (F},)

(c)

neN des nombres de Fermat est strictement croissante dans

N\ {0,1} et que deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux.

ii.

1il.

1v.

On vérifie facilement par récurrence que (uy), oy est une suite d’entiers naturels et
que u, > a > 1 pour tout n € N. En effet, ug = b > a avec b € N et supposant le
résultat acquis au rang n — 1, on a u, = a + Up_1 (U1 —a) € Net :

Uy — @ = Up_1 (Up_1 —a) > 0.
On en déduit que pour tout n > 1, on a :
Up —Up1 =a+ Up1 (Up1—a—1)>a>0
(up—1 > a dans N équivaut a u,—; > a + 1), c’est-a-dire que (un), oy est strictement

croissante a valeurs dans N\ {0, 1}.

On procede par récurrence sur m > n, a n > 0 fixé.
Pourm=n+1,ona:

Upt1 — a = Uy (Up, —a) =0 modu,
et supposant le résultat acquis au rang m —1 >n, on a :
U, — @ = U1 (Upm—1 — @) = 0 mod u,,.

On a donc :

Um = Qn,mUn +a
avec 0 < a < u,, c’est-a-dire que a est le reste dans la division euclidienne de a par
Up.-
Pour n = 0, on a ug = b qui est premier avec a par hypothese.
Supposons le résultat acquis au rang n — 1 > 1 et soit 6 = u,, Aa. Si d > 2, il admet
alors un diviseur premier p qui divise wu, et a. Avec u, — a = up_1 (u,_1 —a), on
déduit que p divise u,_1 (u,_1 — a) et en conséquence divise u,_1 ou u,_; — a. Mais
p ne peut diviser u,_; puisqu’il divise a et a est premier avec u,_;, donc p divise
Up—1 — @ et aussi u,_1 = (u,—1 — a) + a, ce qui est impossible. On a donc 6 = 1.
On procede comme pour les nombres de Fermat. A partir de la division euclidienne
U, = QnmUn + a (pour m > n > 0) on déduit que :

U, N Uy, = Up N a = 1.

Il en résulte que P est infini.

On vérifie facilement par récurrence que (u,), oy €st une suite d’entiers naturels im-
pairs tous différents de 1. En effet, ug = a est impair avec a > 3 et supposant le
résultat acquis au rang n — 1, u,, = u2_, — 2 est un entier impair et :

Up >9—22>3.
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Preuve 5

()

11.

iil.

11.

On en déduit que pour tout n > 1, on a :
Up — Up1 =Upq (Up1—1)—2>6—-2>0

c’est-a-dire que (up),, oy est strictement croissante.

Par définition de u,, on a u,1; = —2 modu,, et :
Unpo = Ul — 2= (=2)* —2 =2 mod u,,.
En supposant que u,, =2 modu, pour m >n+ 2, on a :
Upi1 = u2, — 2 = (—2)° — 2 =2 mod uy,.

On a donc ainsi vérifié par récurrence, que pour tout m > n+2, on a u,, = 2 mod u,,.

Pour m > n > 0, on a u,, = qu, +r avec r = £2 (u,, = +2 modu,), il en résulte
que :
U A Uy, = up A (£2) =1

puisque u,, est impair.
On en déduit que P est infini.

Dire p = 3 mod 4 revient a dire qu’il existe un entier n > 0 tel que p = 4n + 3. On

a alors r = pP—2 _ 2n+ 1 et si x € Z; est tel que 2?2 = —1, il vient 2P~ = ¥ =
(-1) 1 — 7 ce qui contredit le théoréme de Fermat qui nous dit que x7~! = T
pour tout x € Z; (on a —1 # 1 puisque p > 2).

Le théoréme de Wilson nous dit que (p —1)! = —1 dans Z,, puisque p est premier.
Par ailleurs, pour K =1,--- ,r,on a:

r+k=-r+k—1modp
(c’est équivalent a 2r = p — 1 = —1 mod p), soit :

r+k=—(r—(k—1)) modp

et :
(p—]_)':12 ..... T.<T+1>...(T+T)
=rl(=1)"r(r—1)---1=(=1)"(r1)*> modp
-1
Pour p =1 mod 4, on ap =4n+ 1 avec n > 1et7“:pT = 2n, de sorte que

(-1)" =1et (p—1) = ()* modp, ce qui donne_ﬁ2 = —1 d’apres le théoreme de
Wilson. Donc —1 est un carré dans Zy,. Comme —r! est aussi solution de ?+1=0
avec —r! # 7! puisque p # 2, on a ainsi les deux seules solutions possibles.

(b) Supposons que P soit fini et notons 5 = p; < py < --- < p, tous ses éléments. L’entier :

m=4p;---pl+1

qui est de la forme 4n + 1 avec n > 2 n’est pas premier puisque strictement supérieur a
tous les p, pour k compris entre 1 et r. Comme m est impair, ses diviseurs premiers sont
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Preuve 6

Preuve 7

Preuve &

Preuve 9

de la forme 4k 4+ 1 avec k € N* ou 4k + 3 avec k € N. Si p est un diviseur premier de m,
on a alors m = a* + 1 = pq et @* = —1 dans Z3, c’est-a-dire que —1 est un carré dans Z
et p est nécessairement de la forme 4k + 1 avec k € N*, donc p est I'un des py dans Ps
et comme py divise py - - - p,, il va aussi diviser 1 puisqu’il divise m, ce qui est impossible.
L’ensemble P5 est donc infini.

De P3 C P, on déduit que P est infini.

Si p est un diviseur premier de S, c’est I'un des pi avec k compris entre 1 et r. En remarquant

n T
que pour j compris entre 1 et r différent de k, ¢; = — = [] p; est divisible par pj, on déduit
j =1

i#]
T n T
que py va diviser g = S — ) ¢; et pourtant ¢y = — = [[ p; n’est pas divisible par py (px est
j=1 Pk i=1
ik ik

premier avec tous les p; pour j # k, donc avec leur produit ny). On aboutit donc ainsi a une
contradiction. Il en résulte que P est infini.

Il est peut étre plus simple de travailler dans Z, avec p = p;. On a S = @ # 0 qui est impossible
puisque p divise S.

Si p est un diviseur premier de m = 2P —1 > 2., on a alors m = 0 modulo p, soit 2" = 1 dans
Z, et Pordre de 2 dans le groupe multiplicatif Z, est un diviseur de p, et comme p, est premier,
cet ordre est exactement p, (on a 2 # 1 dans Z,). Donc p, est un diviseur de p— 1 = card (Z;)
(théoreme de Lagrange) et p,. < p, ce qui contredit le fait que p, et le plus grand nombre
premier.

L’ensemble P est donc infini.

,
(a) Tout entier m compris entre 1 et 2" s’écrit de maniere unique m = [] p*, ol les oy,
k=1

sont des entiers positifs ou nuls. Pour k& compris entre 1 et 7, on a p* < m < 2" et
nécessairement oy, < n (si ap > n, alors pp* > 2% > 2"),

(b) On peut donc définir I'application :
p: E={1,2,---,2"}y — F={0,1,---,n}"

m:szk = (al?"'aar)
k=1

et cette application est injective, ce qui entraine :
2" = card (E) < card (F) = (n+1)"

27’L
I’entier naturel non nul n étant quelconque, ce qui est en contradiction avec 1ir+n m —
n—+oo (N
+00.

Il en résulte que P est infini.
'

(a) De ppt <m =[] p;’ <pp, on déduit que oy In (p) < nln(p,) et :
j=1
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(b) L’application :

p: E={1,2,-- p}} — F:{O’l""’{nllr;((];))}}r

m:kl;llp?’“ — (ar, -, ap)
P = card (E) < card (F) = ({nlf; ((])27"))} + 1>T
<

(i =) G +a) = (5 =)
v (e )
Py

I’entier n > 1 étant quelconque, ce qui est incompatible avec lir+n — = +00.
n—+oo N’

est injective, donc :

ou encore :

Il en résulte que P est infini.
Preuve 10
(a) Soit x un réel strictement supérieur a 1 et n un entier naturel non nul tel que n < z. On
a la décomposition en facteurs premiers n = f[ Py, ol les ay, sont des entiers positifs ou

k=1
nuls. Pour tout & compris entre 1 et 7, on a pi* <n <z et

In(z) _In(z) In(x) In (z)
%Sy S () @) © [m @)

[ +1

soit :

puisque «y est entier.

(b) Pour z > 1, on a [z| = card (E,), ou :

E,={neN|1<n<ua}

m=[[p" (- o)

et 'injection :

ce qui donne :

<(nw ) - Gi)

et :




soit :

x 1 1 1
T < T + T < 2 T
(In(22))" = (In(2))"  (In(27)) (In (2))
qui est en contradiction avec 331—1>r-|{100 (ln(xT))T = +400.
On en déduit que P est infini.
Preuve 11
(a) Pour tout k> 2, on a :
1 1 1 1
— < — _
k2 k(k—1) k-1 k
et pour n > 2 :
1 - 1 1 1
Sp = — <1 — =] =2-—
ERERDS <k 1 k) "
k=1 k=2
. 1 . : . .
avec lim |2 — — ) = 2. Il en résulte que la suite croissante (Sn)n21 est majorée par 2,

n—-4oo n
elle est donc convergente de limite S < 2.
En écrivant, pour tout n > 2, que :

on a :

i. L’application :
P Ey — F={0,1}"

m = szk = (517"' 751")
k=1
étant injective, on déduit que :
card (Fy) < card (F') = 2",
N L 9 9 m n n
ii. Sim € F est divisible par pg, on a alors m = pyqr <net g = 5 < — < | 5| +1,
Dy,

. n . n S ey s
soit qr < [—21 . Il y a donc un maximum de {—2] possibilités pour ¢ et pour un tel
Pk D

En écrivant que :

Ey = U {m € E | m est divisible par p; }
k=1
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on déduit que :

.,
iii. On a donc, pour tout entier n > [] px :
k=1

n = card (Ey) + card (Ey) < 2" +n (S —1)

soit :
0<(2-9)n<?2"

ce qui est impossible pour n assez grand.
Il en résulte que P est infini.

— IV — Quelques applications

1
(a) La quantité R, étant le reste d’ordre n de la série a termes positifs convergente > —, on
n

a lim R, =0 et il existe un entier » > 1 tel que :
n—-+00

1
Van,0<Rn<§.

(b) Les ensembles P; et P, formant une partition de 1’ensemble P des nombres premiers, on
peut faire la partition indiquée de E.

i. La décomposition en facteurs premiers de tout entier n € FEj, peut s’écrire sous la

forme : . . .
o 2
n=][p*=]]o [0 = ps’
k=1 k=1 k=1

ol, pour tout k& compris entre 1 et r, on a posé :

S 0 si ay, est pair
k 1 si oy est impair

p= 110 a=11 pf’“. Le nombre maximum de choix possibles pour p est :
k=1 k=1

card ({0,1}") = 2"

et avec ¢> < n < N, on déduit que ¢ < VN < [\/N] + 1, soit ¢ < [\/N] et il y a un

maximum de [\/N } choix possibles pour ¢g. On en déduit donc que :

N, <2 [\/N}
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ii. Sin € E», il existe un nombre premier p, € Py qui divise n, ¢’est-a-dire que n = prq

n N N . N . . N .
et q = — < — < |—| +1,s0it ¢ < |—]| et il y a un maximum de |—| choix
Pk Pk Pk Pk Dk
possibles pour ¢, donc pour n. Pour p, grand, on a en fait |—| = 0. On en déduit

Pk
alors que :
N N
e[ [
Pri1 Pri2
soit : . . .
X [N X N <1 N
ey [Hey Xony Lod
k=rt1 LDk P P
iii. On a donc : N
N=N+N<2 |VN|+5 <2VN+3
soit :
1<t 42 !
- \/N 2 N—+oo 2
+oo 1
ce qui est impossible. On a donc > — = 4o0.
n=1Pn

(a) Pourn>1,0na:

Wl -] - Y

31,19
120,050, in>0 P1 P2 n

(b) Résulte du fait que E,, contient {1,2,---,p,}, la série étant & termes positifs.

Pn 1 n 1]
(c) La suite <Z —> étant extraite de la suite divergente vers l'infini (Z —) ,on a
=1 R n>1 =1 K n>1
Pn n 1
lim — = +00, donc lim wu, =400 et lim <1 — —) = 0, ce qui entraine :
n—-+4oo k=1 k‘ n—-+4oo n—-4o0o i pk
- 1 - 1
lim 1 1—— = i In(l—— | =-—
(T (1= 1)) = g Yo (1 1) =
k=1 k=1
La série Zln 1 — — ) est donc divergente. Cette série étant a termes négatifs avec
Pn
1 1 1 : 1
In{1——) « ——, on en déduit la divergence de ) —.
Pn/) to°  Dn Pn
On+a aussi la courte démonstration suivante :
o
Si > — < +o0 il existe alors un entier > 1 tel que :
n=1 DPn
—+00
1 1
Ro=> —<=.
n=r+1 Dn 2
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On note P = py---p,. Pour tout n > 1, les diviseurs premiers de 1 + nP sont dans
{pr | k> r+1} (pour 1 < k <r, le nombre premier p; divisant P ne peut diviser 1+nP)
et on a :

Msp,

1 + nP = p?—#l pr+sn

avec s, > 1, m; > 0 pour j compris entre 1 et s,, et m;, > 1. On en déduit que pour tout

N >1,ona:

N 0o 0 J 400 1 7
> (2 ) <2 ()
n=1 1 \n=r+1*°" j=1

+oo 1
en contradiction avec Z = +00.
— 1+ ng

Un théoreme de Mertens nous dit que pour tout réel x > 2, on a :

Zi

pn<z Pn

=C+In(In(z)) +0 (lntx))

ou C = 0.261.
On a aussi :

S L @ +0().

pn<z Pn

1 1
3. Pour a < 0,0ona — >1 et la série > — diverge puisque son terme général ne tend pas vers

0. n n

1 1
Pour 0 <a <1, ona—>— et lasérie Z — diverge.
Pour a > 1, on a pour tout n > 1 :

: .y . 1
donc la suite des sommes partielles (S,,),-, est majorée et la série ) | — converge.
n
an
4. La série Y — diverge pour z = 1, son rayon de convergence est donc R < 1.

n
Pour |z| <letn>1,onap, >net:

— | < 2 <

‘ n

zPn

avec Z |2""| < 400, donc Z < +4ooet R>1.Onadonc R=1.

Pn

(a) Soit :
= Z CLka
k=0

un polynome a coefficients entiers relatifs de degré n > 1.

Les équations @ (z) = —1, @ (x) = 0 et @ (x) = 1 n’ayant qu’un nombre fini de solutions
dans Z, il existe un entier naturel a tel que |@ (k)| > 2 pour tout entier naturel k£ > a.
En particulier @ (a) admet des diviseurs premiers.
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(b) Si@Q(0) =0, on aalors @ (X)=XR(X) avec R non nul dans Z [X] et pour tout nombre
premier p, @ (p) = pR(p) est divisible par p. Donc () admet une infinité de diviseurs
premiers.

(c)

i. On a :
n

Q (apmX) = Z arakm®X* = q, (1 + Z akalg_lkak>
k=0 k=1

1

les coefficients b, = akag_ m¥, pour k compris entre 1 et n étant divisibles par m.

ii. Le polynome 1 + R qui est non constant a coefficients entiers admet des diviseurs
premiers. Si p est I'un d’eux il existe un entier a tel que p divise 1 + R (a) et p divise
Q (agma) = ag (1 + R (a)), c’est-a-dire que p est un diviseur premier de @, ¢’est donc
I'un des pg. L’entier p divise alors m et comme m divise tous les coefficients by, p va
diviser R (a). On est donc dans la situation ou p premier divise les entiers R (a) et
1+ R(a), ce qui entraine que p divise 1, soit une impossibilité.
En conclusion ) admet une infinité de diviseurs premiers.

6. Le polynome Q (X) = 4X? + 1 admettant une infinité de diviseurs premiers, on peut donc
trouver une suite strictement croissante (p;),cy de nombres premiers et une suite (a,), oy
d’entiers relatifs tels que pour tout n € N, p,, divise 4aZ + 1. On a alors 4a,,> = —1 dans Z,, et
Pn est nécessairement congru a 1 modulo 4, c’est-a-dire que p,, est de la forme 4k + 1.

On dispose ainsi d’une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 4.

7. Le polynome Q (X) = 1+ X +---+ X7 ! admettant une infinité de diviseurs premiers, on peut
donc trouver une suite strictement croissante (p,), .y de nombres premiers et une suite (ay,)
d’entiers relatifs tels que pour tout n € N, p,, divise @ (a,,) . Donc, pour n € N, p,, divise :

al — 1= (a, —1)Q (an)

et on a @,? = 1 dans Z,,, ce qui signifie que @, est d’ordre 1 ou ¢ dans Z, puisque q est

neN

premier. Dire que @,, est d’ordre 1 signifie que @,, = 1, donc Q (a,,) = g avec Q (a,,) = 0 puisque
pn divise @ (a,,), entier ¢ est donc divisible par p, et p, = ¢ puisque ces deux nombres sont
premiers. Prenant les p,, tous différents de ¢ (on en a une infinité), on déduit que, pour tout
n € N, @, est d’ordre ¢ dans Z; et ¢ divise p, — 1 = card (Z;n) , ce qui signifie que p,, est
congru a 1 modulo ¢q. On dispose ainsi d’une infinité de nombres premiers de la forme gn + 1.

8. Si p est un nombre premier congru a 1 modulo n, alors n est un diviseur de 'ordre p — 1 du

groupe cyclique Z; et il existe dans Z; un élément @ d’ordre n. De 0=a"-1= ][] ®4(a),
deDy,
on déduit qu’il existe d € D, tel que ®4(a) =0.Sid <n,dea’—1= [] ®s(a), on déduit
0€Dy

que a? = 1, ce qui n’est pas compatible avec la définition de 'ordre n de @. On a donc d = n
et @, (a) =0, ce qui équivaut a dire que p divise ®,, (a) .

(a) Si @ est un polynoéme constant, on alors @ (a + p) = @ (a) pour tout entier a.
Pour tout entier £ > 1, on a :

k
(a+p)f=d+ Z Clab~Ip = aF modp
j=1
et en conséquence @ (a + p) = @ (a) mod p pour tout polynéme Q).
Ou plus simplement, on peut écrire dans Z,, :

Qa+p)=Qa+p)=Q @) = (a)
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(b) Dire que p divise ®,, équivaut a dire qu’il existe un entier relatif a tel que p divise ®,, (a),
ce qui revient & dire que ®,, (a) = 0 dans Z,. Avec @ — 1 = [[ ®4(a), on déduit que

deDny,
@" =1 dans Z, et Pordre d de a dans le groupe multiplicatif Z,, est un diviseur de n, soit
d € D,.
(¢) Sid=n,alorsn est un diviseur de p—1 = card (Z) (théoréme de Lagrange) et p = 1+kn
avec k € Z.
(d)
i. Sid<n,de:

0=a'"-T= ][] ®(a)
5€Dd

dans le corps Z,, on déduit qu’il existe & € D, tel que ®5(a) = 0, ce qui équivaut a
dire que @ (a) est divisible par p. L’entier p divise donc ®,, (a) et @5 (a) out § est un
diviseur de n (J divise d qui divise n) tel que § < n, ce qui entraine que :

a" 1= ] ®a(a)=5(a)®n(a) [] Pula)

d' €Dy, d'€Dyp—{d,n}

est divisible par p*.
ii. On a:
(a+p)"—1=0(a+p)®u(at+p) [ Pala+tp)
d'€Dp—{8,n)

o1 § € Dy est tel que § < n et @5 (a) =0 et comme :
b, (a+p) =P, (a) =0 modp

pour m = ¢ et m = n avec ®,, (a) divisible par p, on déduit que (a +p)" — 1 est
divisible par p?.

iii. De ce qui précede, on déduit que (a + p)" —a™ est divisible par p? et il existe un entier
q tel que :

p2q — (a+p)n —q" = nan—1p+ chan—kpk — nan—1p+p2T
k=2

ce qui entraine que na™ !p est divisible par p* et donc que na™! est divisible par p.
Comme p est premier avec n, on en déduit que a”~! est divisible par p, soit @*~! =0
dans le corps Z, et @ = 0, ce qui contredit a” = 1. On ne peut donc avoir d < n pour
p premier avec n.

(e) On a donc, pour p premier avec n, d =n et p est congru a 1 modulo n.

10. Pour n = 1, c’est l'infinitude de I’ensemble des nombres premiers.
Comme, pour tout n > 2, &, admet une infinité de diviseurs premiers, il y en a une infinité
qui ne divisent pas n et de tels diviseurs sont nécessairement congrus a 1 modulo p d’apres ce
qui précede. On déduit donc qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1 + kn
ou k € N*.
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