Quelques inégalités
Exercice 1. Soient xq, - - - ,x, des réels positifs. Montrer que si x;x; - - -x, = 1, alors

X1 +x2+---+x, >n.

Exercice 2.  Déduire de I’exercice précédent que si xy,--- ,x;, sont des réels strictement positifs,
alors X x X
1 n
—+—4+-+—2n
X2 X3 X1
Dans quel cas a-t-on égalité ?
Exercice 3.  En utilisant I’exercice précédent, montrer que si xy, - - - ,x;, sont positifs, alors
X1 _|_ [ _|_ X
n x] .o .xn S —n
n

I’égalité n’ayant lieu que lorsque les x; sont égaux.

Exercice 4. [Inégalité de Bernoulli] Soit x > —1.
1. Montrer que si 0 < @ < 1, alors (14+x)* <1+ ax.
2. Montrer que si @ > 1, alors (1+x)* > 1+ ax.

3. Montrer qu’il n’y a égalité que si x = 0.

Convexité

Exercice 5. Inégalité de Young, inégalité de Holder Soient a et b deux réels positifs ou nuls, p

et g deux réels strictement positifs tels que — + — = 1. Alors
2}

a? b
ab < — + —.
V4 q

. . .. 1 1 .
Soient p et g deux réels strictement positifs tels que —+— =1 et ay,---,ay, by,---,b, des réels
q

positifs. Montrer en utilissant 1’inégalité de Young que

Yan< (L)' (L)'

Soit f et g deux fonctions telle que |f|P et |g?| soient intégrables sur R. Montrer que |fg est

intégrable et que
t ) dt < P dt v 1)|?dt .
/|f()||g()’ _(/|f| > (/|g()| ) :



Exercice 6. Inégalité de Minkowski Soit p > 1 et x|, -+ ,x,, y1,---,y, des réels positifs. Dé-
montrer en utilisant I’inégalité de Holder que

n 1/p n 1/p " 1/p
(Z (Xi+yi)p> < (Zﬁ) + (ny)) :
T T T

Soit / un intervalle de R et E I’espace des fonctions continues de puissance p-ieme intégrable sur
1. Montrer que

rezrmeinty=(firora)”

définit une norme

Exercice 7. Inégalité de Jensen : cas discret Soient f une fonction convexe définie sur un
intervalle I de R, xy,--- ,x, des éléments de I. Si Ay, --- , A, sont positifs de somme égale a 1, alors
F O Aixi) <Y Aif ().
1. En déduire que si xy, - - - ,x, sont des réels positifs,

Exercice 8. Inégalité de Jensen Soit f une fonction continue sur 7 = [0, 1] a valeurs réelles et
soit @ une fonction convexe définie sur R.

Montrer que ] 1
o[ r0a) < [[oum)a

Cauchy-Schwarz
On rappelle le résultat suivant :

Théoreme 1. Inégalité de Cauchy-Schwarz Soit E est un espace préhilbertien. [Inégalité de Cauchy-
Schwarz] Montrer que pour tous x,y dans E on a :

|G I < [xlHIyl

I’égalité étant réalisée si, et seulement si, x et y sont liés.

Cette inégalité, fondamentale en analyse, permet de démontrer de nombreux résultats. Sur R” muni
du produit scalaire canonique, I’inégalité¢ de Cauchy-Schwarz prend la forme suivante :

2 < <§,IX%> (;ﬁ)
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V(x,y) € R" xR",




Exercice 9.  Soient n un entier supérieur ou égal a 1 et xy,--- ,x, des réels. Moontrer que

2

n n
Z Xk <n Z x,%
k=1 k=1
Dans quel cas a-t’on égalité ?

En déduire une condition nécessaire et suffisante, sur les réels a et b, pour que 1’application ¢ :
n

(x,y)—a ¥ xyi+b Y  xy; définissent un produit scalaire sur R”, ot n > 2.
i=1 1<i#j<n

Exercice 10. On se donne un entier n > 1 et des réels xy,- - -, x,, strictement positifs.

1. Montrer que :

Yul(L)=n
Xi — | >2n
k=1 k=1"*k
Dans quel cas a-t’on égalité ?
2. Montrer que :
LI 6n
=
=k (n+1)(2n+1)



