
Agrégation Interne

Les corps Z/pZ

1 Énoncé

Pour tout entier naturel n ≥ 2,
Z
nZ

est l’anneau des classes résiduelles modulo n.

On note

(
Z
nZ

)∗
=

(
Z
nZ

)
\
{

0
}

et

(
Z
nZ

)×
est le groupe multiplicatif des éléments inversibles de

l’anneau
Z
nZ

.

Si k est un entier relatif, on note k = k + nZ la classe de k dans
Z
nZ

.

Pour tout couple (a, b) d’entiers relatifs, on note a ∧ b le pgcd de a et b et a ∨ b leur ppcm .

– I – Les corps Z/pZ

1. Soit a un entier relatif. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) a est inversible dans
Z
nZ

;

(b) a est premier avec n ;

(c) a est un générateur de

(
Z
nZ

,+

)
.

On note ϕ (n) le cardinal de

(
Z
nZ

)×
(fonction indicatrice d’Euler).

2. Montrer que pour tout entier relatif a premier avec n, on a aϕ(n) ≡ 1 (n) (théorème d’Euler).

3. Montrer que, pour tout entier n ≥ 2, les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) n est premier ;

(b) pour tout entier naturel non nul α, on a ϕ (nα) = (n− 1)nα−1 ;

(c) ϕ (n) = n− 1 ;

(d)
Z
nZ

est un corps ;

(e)
Z
nZ

est un intègre ;

(f) (n− 1)! ≡ −1 (n) (théorème de Wilson) ;

(g) pour tout entier k compris entre 1 et n− 1, on a

(
n

k

)
≡ 0 (mod n) .

– II – Ordre d’un élément dans un groupe

On rappelle que si (G, ·) est un groupe, en notant 〈g〉 =
{
gk | k ∈ Z

}
le sous-groupe de G engendré

par un élément g de G et θ (g) le cardinal de ce groupe, on a les équivalences :

(θ (g) = n)⇔ (〈g〉 = {gr | 0 ≤ r ≤ n− 1})
⇔
(
k ∈ Z et gk = 1 équivaut à k ≡ 0 mod (n)

)
⇔
(
gn = 1 et gk 6= 1 pour 1 ≤ k ≤ n− 1

)
(si n ≥ 2)

⇔ (n est le plus petit entier naturel non nul tel que gn = 1)

θ (g) est l’ordre de g dans le groupe G.
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1. Soit (G, ·) un groupe commutatif fini.

(a) Montrer que si g1, g2 sont deux éléments de G d’ordres respectifs m1,m2 premiers entre
eux, alors g0 = g1g2 est d’ordre m1m2.

(b) Montrer que si g1, · · · , gr sont r ≥ 2 éléments de G d’ordres respectifs m1, · · · ,mr deux à
deux premiers entre eux, alors g0 = g1 · · · gr est d’ordre m1 · · ·mr.

(c) Soient g1, g2 deux éléments de G d’ordres respectifs m1,m2.
En écrivant les décompositions en facteurs premiers de m1 et m2 sous la forme :

m1 =
k∏
i=1

pαi
i

r∏
i=k+1

pαi
i = n1q1, m2 =

k∏
i=1

pβii

r∏
i=k+1

pβii = n2q2

où les facteurs premiers pi ont été regroupés de sorte que αi > βi pour 1 ≤ i ≤ k et αi ≤ βi
pour k+ 1 ≤ i ≤ r, les exposants αi, βi étant positifs ou nuls, montrer que gn1

1 et gn2
2 sont

d’ordres respectifs q1 et q2 et en déduire que gn1
1 g

n2
2 est d’ordre ppcm (m1,m2) .

(d) Montrer que :
max
g∈G

θ (g) = ppcm {θ (g) | g ∈ G}

2. Montrer que tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif K∗ = K \ {0} d’un corps commutatif
K est cyclique.

– III – Carrés dans
Z
pZ

Pour ce qui suit, p ≥ 3 est un nombre premier impair et on note Fp le corps
Z
pZ
.

1. Montrer que :

(a) il y a exactement
p− 1

2
carrés et

p− 1

2
non carrés dans F∗p ;

(b) les carrés de F∗p sont les racines de X
p−1
2 −1 et les non carrés sont les racines de X

p−1
2 + 1 ;

(c) le produit de deux carrés ou de deux non carrés de F∗p est un carré, le produit d’un carré
et d’un non carré est un non carré.

Pour tout λ ∈ F∗p, on définit le symbole de Legendre

(
λ

p

)
par :

(
λ

p

)
=

{
1 si λ est un carré dans F∗p
−1 sinon

2. Montrer que :

(a) pour tout λ ∈ F∗p, le nombre de solutions de l’équation λx2 = 1 dans F∗p est

(
λ

p

)
+ 1 ;

(b) pour tout λ ∈ F∗p, on a λ
p−1
2 =

(
λ

p

)
dans F∗p ;

(c) l’application :
F∗p → {−1, 1}

λ 7→
(
λ

p

)
est l’unique morphisme de groupes non trivial de F∗p sur {−1, 1} .
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3.

(a) Calculer

(
1

p

)
et

(
−1

p

)
.

(b) Calculer

p−1∑
k=1

(
k

p

)
et

p−2∑
k=1

(
k (k + 1)

p

)
.

– IV – Générateurs de GLn (K)

K est un corps commutatif et n ≥ 2 un entier naturel.
Pour i, j entiers compris entre 1 et n, on note Eij la matrice dont tous les coefficients sont nuls

sauf celui d’indice (i, j) qui vaut 1. La famille {Ei,j | 1 ≤ i, j ≤ n} est alors une base de Mn (K) .
On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme :

Tij (λ) = In + λEij

avec 1 ≤ i 6= j ≤ n et λ ∈ K et matrice de dilatation toute matrice de la forme :

Di (λ) = In + (λ− 1)Eii

avec 1 ≤ i ≤ n et λ ∈ K∗.

1. Montrer que les matrices de transvection et de dilatations sont inversibles.

2. Soit A ∈Mn (K) .

(a) Montrer que, pour 1 ≤ i ≤ n et λ ∈ K∗, la matrice Di (λ)A est déduite de A en multipliant
sa ligne numéro i par λ.

(b) Montrer que, pour 1 ≤ j ≤ n et λ ∈ K∗, la matrice ADj (λ) est déduite de A en multipliant
sa colonne numéro j par λ

(c) Montrer que, 1 ≤ i 6= j ≤ n et λ ∈ K, la matrice Tij (λ)A est déduite de A en ajoutant à
la ligne numéro i la ligne numéro j multipliée par λ.

(d) Montrer que, 1 ≤ i 6= j ≤ n et λ ∈ K, la matrice ATij (λ) est déduite de A en ajoutant à
la colonne numéro j la colonne numéro i multipliée par λ.

3. Montrer que, pour toute matrice A ∈ GLn (K) il existe des matrices de transvection P1, · · · , Pr
et Q1, · · · , Qs telles que :

A = P1 · · ·PrDn (det (A))Q1 · · ·Qs

Ce résultat se traduit en disant que l’ensemble des matrices de dilatation ou de transvection
forme un système générateur du groupe multiplicatif GLn (K) .

– V – Le théorème de Frobenius-Zolotarev

1.

(a) Montrer que l’application A ∈ GLn (Fp) 7→
(

det (A)

p

)
∈ {−1, 1} est un morphisme de

groupes non trivial.

(b) Soit γ : GLn (Fp)→ {−1, 1} un morphisme de groupes non trivial.

i. Montrer que γ (A) = 1 pour toute matrice de transvection A.
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ii. Montrer que γ (A) =

(
det (A)

p

)
pour toute matrice de dilatation A.

iii. Montrer que γ (A) =

(
det (A)

p

)
pour toute matrice A ∈ GLn (Fp) .

On rappelle que, si E est un un ensemble fini, la signature est l’unique morphisme de groupes
non trivial du groupe symétrique S (E) sur {−1, 1} .
Si E est un Fp-espace vectoriel E de dimension n, le choix d’une base de E permet d’identifier
toute matrice A ∈ GLn (Fp) à un automorphisme de E qui est une permutation particulière de
l’ensemble fini E, donc la restriction de la signature à GL (E) permet de définir une morphisme
de groupes ε de GLn (Fp) dans {−1, 1} .
On admettra que, pour tout entier naturel non nul n, il existe dans l’anneau Fp [X] un polynôme
irréductible de degré n.

2. Soit P un polynôme unitaire et irréductible de degré n dans Fp [X] .

(a) Montrer que l’anneau quotient
Fp [X]

(P )
est un Fp-espace vectoriel de dimension n et un

corps à pn éléments.

On notera Fpn ce corps.

(b) En désignant par ω un générateur du groupe cyclique F∗pn , montrer que l’application
σ : x 7→ ωx est une permutation de de signature −1 de F∗pn .

(c) Montrer que :

∀A ∈ GLn (Fp) , ε (A) =

(
det (A)

p

)
(théorème de Frobenius-Zolotarev).

3. En utilisant le théorème de Frobenius-Zolotarev, calculer

(
2

p

)
.
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