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1 Enoncé

On note (py),cn- la suite strictement croissante des nombres premiers et P I'ensemble de ces

nombres premiers.
Pour tout entier naturel non nul n, on note :

P, =PnNIl,n]
I’ensemble des nombres premiers compris entre 1 et n et :
7 (n) = card (P,)

son cardinal.

Pour tout nombre premier p et tout entier naturel n > 2, on note v, (n) 'exposant de p dans la
décomposition de n en facteurs premiers (v, (n) = 0 si p ne figure pas dans cette décomposition),
soit :

(n) = max {k € N | p* divise n}

Vp

On a:
vy (n) # 0 < (p divise n).

On dit que v, (n) est la valuation p-adique de n.
Par convention, on note v, (1) = 0.
La décomposition en facteurs premiers d’un entier n > 2 peut donc s’écrire sous la forme :

n = H p’/p(")

PEPn

— I — Inégalités de Tchebychev

Le théoreme des nombres premiers (de démonstration délicate) nous dit que :

n

T (n) n—:i-oo In (n)

Dans cette partie, on se propose de montrer que :

Vn >3, In(2)

1. Pour tout entier n > 2, on note :
Hn = ppCIIl(l,Q,"' >n)

et on se propose de montrer que :
Vn>17, p, > 2"

(théoreme de Nair).

(a) Calculer u, pour n compris entre 2 et 8.

(b) Pour 1 < m < n entiers, on note :



i. Montrer qu’il existe un entier a,,, € N* tel que :

QAn,m

ii. En calculant la somme :

3
I

n
iii. Montrer que, pour 1 <m < n, m< ) divise .
m

2
iv. Montrer que, pour tout entier n > 1, ug,41 est multiple de n (2n + 1) ( n)
n

v. Montrer que, pour tout entier n > 1, on a :

(2n> (Qn)
max =
0<k<2n \ k n

2
puis en déduire que (2n + 1) < n) > 2%n,
n

vi. Déduire de ce qui précede que pg,11 > 22" pour tout n > 2, po,ie > 2272 pour
tout n > 4, puis que pu, > 2" pour tout n > 7.

2. En utilisant la décomposition en facteurs premiers de p,,, montrer que :
Vn > 2, g, <n™™

puis en déduire que :

Vn >3, In(2 <
n2 3 () s <)
3. Pour tout entier n > 2, on note :

Pn: Hp
pEPn

(a) Montrer que :

(b) Montrer que :

Vn > 1, Pt < (2”+ 1) < 92n
Pn+1 n

(¢) En déduire que :
Vn > 2, P, <2

(d) Montrer que :
Vn>1, n(ln(n)—1) <ln(n!)

(e) Montrer que :
Vn>2, m(n)(ln(r(n)) —1) <2nln(2)



(f) En utilisant la fonction ¢ : z — x (In (z) — 1), montrer que :

Vn>2 2nln(2) < ¢ (eln?n))

et en déduire que :

— IT — Quelques conséquences des inégalités de Tchebychev

11 résulte immédiatement de I'encadrement (1) que 7 (n) = 0 (n) (théoreme de Legendre).
n—-—+0o0

1. Des inégalités de Tchebychev, on peut déduire que :

1
>2 Znln(n) < p, <
Vn > ,enn(n)_p SNe)

nln (n)

(a) Montrer que :
1
Vn > 1, p, > —nln(n)
e

(b) Montrer que :

V22 Ve s 1n2<2>”1n(¢g)

puis en déduire que :
Vn > 7, p, <n’

et :

Vn > 2, p, < nln(n)

2
In(2)

, 1
(a) Etudier la série Z—a, ol « est un nombre réel.
D

, 1
(b) Etudier la série Z—B’ ol «, B sont deux nombres réels.
pyy (In(pn))
~Pn
(c¢) Quel est le rayon de convergence de la série entiere —_—.
Pn

3. Pour tout entier n > 2, on désigne par :

1
la somme partielle d'indice 7 (n) de la série Z—

(a) Montrer que :

Wn >, Sn:iﬂ(k)—w(k—l)

k=2

(b) En déduire que S, = O In(In(n)).

n—-+00



(c) Déduire des inégalités de Tchebychev que In(p,) ~ In(n), puis en admettant le

n—-+00
théoreme des nombres premiers montrer que :

~ |
pn n—-4o00 v (n)

et en déduire que :
Sn ~ In(ln(n))

n——+0o

4. Pour tout réel x, on note [z] la partie entiere de x.
On se donne un entier n > 2, un nombre premier p > 2 et on se propose de montrer que :

+oo
n
wi =3 |5
=1 LP
formule de Legendre).
g
(a) Montrer que, pour tout entier naturel k, le nombre d’entiers compris entre 1 et n qui sont
. k- 2z \ n
multiples de p” est égal a | —| .
p
(b) Montrer que, pour tout entier naturel k, le nombre d’entiers compris entre 1 et n dont la
n n
valuation vaut k est égal a [ﬁ} — {p’f“] .
In (n)

In (p)

(c¢) En notant ¢, , = [ 1 , montrer que :

oSS

(d) Déduire de ce qui précede que, pour p < n, on a :

n n
0<——-1<py(n)<—+
p () p plp—1)
5. Pour tout entier n > 2, on désigne par :
n(p) ()
Tn = =
pEPR p k=1 Pk

1
la somme partielle d’indice 7 (n) de la série Z 1 (pn)

(a) Montrer que :
(n)
Vn >2, In(n!) = Zypk (n!) In (pg)
k=1

(b) Comme en 1.3, on note P, = [] p pour tout n > 2 et on rappelle que P, < 22"
PEPn
Montrer qu’il existe un réel S > 0 tel que :

In (n!) In (n!)

n

Vn > 2,

+21In(2)

(¢) En déduire que T,, ~ In(n) (théoreme de Mertens).

n—-4o0o



