Séries entieéres de matrices

Ce probleme est 1'occasion de revoir quelques points de cours :

— espaces normés, suites, séries, ouverts, fermés, applications linéaires continues, compacité, es-
paces de Banach;

. ). . )

— polynome d’interpolation de Lagrange ;

— matrices nilpotentes, valeurs propres, rayon spectral, normes matricielles, diagonalisation, tri-
gonalisation, décomposition de Dunford-Schwarz ;

— calcul différentiel.

C désigne le corps des nombres complexes.
— I — Algeébres de Banach

Une algebre de Banach unitaire E est un espace vectoriel normé (E, ||-||) complexe muni d’une
structure d’anneau unitaire et tel que ||zy| < ||z|| ||y|| pour tous z,y dans E (on dit que la norme est
sous-multiplicative) et ||1g|| = 1, en désignant par 15 1’élément neutre pour la multiplication interne
de E.

On rappelle qu’une série de terme général x,, est dite normalement convergente dans un espace
normé (E, ||-]]) si la série réelle de terme général ||z, || est convergente.

1. Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé.

(a) Montrer qu'une suite de Cauchy dans (E, [|-]]) qui admet une sous-suite convergente est
convergente.

(b) Montrer que (E, ||-||) est complet si, et seulement si, toute série normalement convergente
dans (E, ||-||) est convergente.

2. Soit (E,||-||]) une algébre de Banach. Montrer que Papplication (x,y) — zy est continue de
E x E dans E. En particulier, pour tout y fixé dans E, 'application x — zy est continue de F
dans E.

3. Soit (E, ||-]|) une algebre de Banach unitaire et G (E) I'ensemble de tous les éléments inversibles
(pour le produit) de E. On vérifie facilement que G (E) est un groupe multiplicatif.
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(a) Montrer que pour tout z € E tel que ||z|| < 1, 1g — x est inversible d’inverse Zxk

k=0
(b) Montrer que G (E) est ouvert dans F.

(c) Montrer que I'application z — z~! est continue sur G (F) .
— IT — Rayon spectral des matrices complexes

M, (C) est 'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C, GL,, (C) est le groupe
multiplicatif des matrices inversibles dans M,, (C).

Une matrice A € M,, (C) est identifiée a I'endomorphisme de C™ qu’elle définit dans la base
canonique.

Une matrice diagonale de termes diagonaux Ay, -- -, A\, est notée diag (A1, -, \,) .

On se donne une norme vectorielle z — |[|z|| sur C" et on lui associe la norme matricielle induite

sur M,, (C) définie par :
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Cette norme est une norme d’algebre (vérification immédiate) et M,, (C) ainsi normé est une
algebre de Banach (puisque M,, (C) est de dimension finie).

Pour toute matrice A € M,, (C), on désigne par sp (A) I'ensemble de toutes les valeurs propres
complexes de A et par :

A) = A
p(A) Ag&ﬁ)\ \

le rayon spectral de A.
On rappelle le résultat suivant.

Théoréme 1 (Dunford-Schwarz) Pour toute matrice A € M,, (C), il existe un unique couple de
matrices (D, V') tel que D soit diagonalisable, V' soit nilpotente, D et V' commutent et A =D + V.
De plus D et V' sont des polynomes en A et les valeurs propres de D sont celles de A avec les mémes
multiplicités.

On note :
U, (C)={AeM,(C)|UU=1,}

le sous groupe de GL,, (C) formé des matrices unitaires, ot U* = U est la matrice adjointe de U.
On rappelle qu'une matrice unitaire est la matrice de passage de la base canonique de C" a une
base orthonormée, ot C" est muni de sa structure hermitienne canonique.

1. Soient A € M,, (C) et k un entier naturel.
(a) Montrer p(A) < ||A||, 'inégalité pouvant étre stricte.
(b) Montrer que sp (A%) = {\* | A e sp(4)}.
(¢) Montrer p (A*) = p (A)F.
2. Soient A € M,, (C).
(a) Montrer que : 1
k21, p(A) < |45

(b) On suppose ici que A est diagonalisable. Montrer qu’il existe une constante réelle o« > 0
telle que :

vk > 1, | AF|[F < adp(A)

et en déduire que :

p(A) = lim (HAk”%).

k——+o0

(¢) En utilisant la décomposition de Dunford-Schwarz A = D + V, montrer qu’il existe une
constante réelle 3 > 0 telle que :

i >, |44 < ke 0|

et en déduire que :

1 1
() = tim (Jl4¢F) = put (1) m
(formule de I. Guelfand).
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3. Montrer que, pour toute matrice A € M,, (C), on a p(A) = lim (N (AF) k) ou A— N (A)

k——+o0

est une norme quelconque sur M,, (C) (non nécessairement induite par une norme vectorielle).
4. Soit A € M,, (C). Montrer que la série >_ A* est convergente dans M,, (C) si, et seulement si,
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p(A) < 1. En cas de convergence de > A* montrer que I,, — A est inversible d’inverse . A*.
k=0



5. Soit A € M,, (C). Montrer que lim A* = 0 si, et seulement si, p (A) < 1.

k—4o00
6. Montrer que U, (C) est compact dans M, (C).

7. Montrer que, pour toute matrice A € M,, (C), il existe une matrice unitaire U € U,, (C) telle
que U*AU soit triangulaire supérieure, ce qui revient a dire que A se trigonalise dans une base
orthonormée (théoreme de Schur).

8. On se propose de montrer que 'application p qui associe a toute matrice de M,, (C) son rayon
spectral est continue, ce qui revient & montrer que si (Ay), .y est une suite de matrices qui
converge vers la matrice A dans M,, (C), alors la suite (p (Ax)),cy converge vers p (A). dans

R.
(a) Montrer le résultat pour une suite (7% ), .y de matrices triangulaires supérieures qui converge
vers une matrice 7.

(b) Montrer qu’une suite réelle est convergente si, et seulement si, elle est bornée et n’a qu'une
seule valeur d’adhérence.

(c) Soit (Ax)gey une suite de matrices qui converge vers la matrice A dans M,, (C).

i. Montrer que la suite (p (A)),en €st bornée dans R.
ii. Montrer que la suite (p(Ax)).cy admet p(A) pour unique valeur d’adhérence et
conclure.
9. Montrer que, pour tout réel R > 0, I’ensemble {A € M,, (C) | p(A) < R} est un ouvert de
M., (C).
10.
(a) Montrer que, pour toute matrice P € GL,, (C), l'application = — ||z||p, = ||[P™ x| définit
une norme sur C".
(b) Montrer que la norme induite sur M,, (C) par = — ||z||» est A — ||A|, = ||P"*AP]|.

(c) Pour tout réel § > 0, on note :
D; = diag (1,6,6%, -+ ,6" ")

Montrer que pour toute matrice triangulaire supérieure 7' = ((t)),; ;<, € M (C), on
a:
(lsln(l) D(S_ITD(; = dlag (t117 tQQ, s 7tnn)

(d) Montrer que pour toute matrice A € M, (C), il existe une suite de matrices (Pj); -
dans GL,, (C) telle que klim P'AP, = diag (A, Ag, -+, A\n) -
——400

(e) Montrer que pour toute matrice A € M,, (C) et tout réel ¢ > 0, il existe une norme

d’algebre N sur M,, (C) telle que N (A) < p(A) +e.
— IIT — Séries matricielles

On rappelle qu’une fonction ¢ définie sur un ouvert non vide O d’un espace normé F et a valeurs
dans un espace normé F' est dite différentiable en a € O §’il existe une forme linéaire continue L de
E dans F (en dimension finie, linéaire suffit) telle que :

p(a+h)=e(a)+Lh)+o(|hl)

1
pour tout h dans un voisinage de 0 (ce qui signifie que }Lir% Ml (p(a+h)—¢(a)—L(h))=0). On

note alors dy (a) = L.
On désigne par > a2* une série entiere a coefficients complexes de rayon de convergence R > 0
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et on note f(2) = > a2’ sa somme pour z € C tel que |z| < R.
k=0



(a) Soit A € M,, (C) diagonalisable de valeurs propres A, --- , A\, distinctes ou confondues
dans C. Montrer que si p(A) < R, la série > apA* est alors convergente et sa somme,

+o00

f(A) =" ap Ak, est diagonalisable de valeurs propres f (A1), -+, f (\n).
k=0

(b) Soit A € M,, (C) nilpotente d’indice r > 1. Montrer que la série > a,A* est convergente.

(c) Soit A € M,, (C) telle que p(A) < Ret A= D+V sa décomposition de Dunford-Schwarz
avec D diagonalisable qui commute a V' nilpotente d’indice r > 1.

too k!

i. Montrer que, pour tout entier j > 0, la série ) ag

, 'D’“_j est convergente. On
k=j (k - J)-

notera f¥) (D) sa somme.

ii. Montrer que la série > a;A* est convergente de somme :
400 r—1 1
f(A) = Z%Ak = Z ﬁf(]) (D) V?
k=0 =0

iii. Montrer que la matrice f (A) est un polynome en A (dont les coefficients dépendent
de A).

iv. Peut-on trouver un polynéme R € C[X] tel que f(A) = R(A) pour toute matrice
Ae M, (C)?
(d) Montrer que si A € M,, (C) est telle que p(A) > R, la série > a, A* est alors divergente.
. En utilisant la formule (1) de Guelfand, montrer que pour toute matrice A € M,, (C) telle que
p(A) < R, la série Y apA* est normalement convergente.

. Soit D € M, (C) diagonalisable telle que p (D) > R. Montrer qu'il existe un polynome R €
Cpi—1 [X] (qui dépend de D) tel que f (D)= R(D).
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(a) Montrer que 'application f : A — f(A) = > apA* est continue sur ouvert Dp =

k=0
{Ae M, (C)|p(A) < R}.
(b) Montrer que la fonction f est différentiable en 0 avec df (0) = ay1y.

. Soit A e M,, (C).

(a) Montrer que si p (A) = 0, la fonction ¢ : t — f(tA) est alors de classe C* sur I = R et
préciser sa dérivée.

(b) Montrer que si 0 < p(A) < R, la fonction ¢ : t — f(tA) est alors de classe C* sur
R R

I = ] _ [ et préciser sa dérivée.

p(A) p(A)



