Comparaison séries et intégrales

Ce probleme est en relation avec les lecons suivantes :

— 202 : Séries a termes réels positifs. Applications.

— 203 : Séries a termes réels ou complexes : convergence absolue, semi-convergence (les résultats
relatifs aux séries a termes réels positifs étant supposés connus).

— 215 : Comparaison d’une série et d’une intégrale. Applications.

— 221 : Intégrale impropre d'une fonction continue sur un intervalle de R

— 404 : Exemples d’étude de la convergence de séries numériques.

— 405 : Exemples de calcul exact de la somme d’une série numérique.

— 407 : Exemples d’évaluation asymptotique de restes de séries convergentes, de sommes partielles
de séries divergentes.

— 408 : Exemples d’étude de séries réelles ou complexes non absolument convergentes.

— 422 : Exemples d’étude d’intégrales impropres.

On pourra consulter les ouvrages suivants :

— C. DEscHAMPS, A. WARUSFEL. Mathématiques tout en un. Série E. Ramis. Volumes 2. Dunod.
(1999).

— X. GOURDON. Les Maths en téte. Analyse. Ellipses (1994).

- W. J. Kaczor, M. T. NOWAK. Problems in mathematical analysis. Vol. II et I1l. American
Mathematical Society (2001).

— K. MADERE. Préparation a l’oral de l’agrégation. Legons d’analyse. Ellipses (1997).

— A. POMMELET. Agrégation de mathématiques. Cours d’analyse. Ellipses (1994).

— J. M. ARNAUDIES, H. FRAYSSE. Cours de mathématiques. Vol. 2 et 3. Dunod (1989).
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— I — Comparaison de ) f (n) et f(t)dt
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Exercice 1 Soit f : Rt — R une fonction décroissante telle que f(t)dt converge.
0
1. Montrer que lilil f(x) =0 et que [ est a valeurs positives.
T—r+00

1
2. Montrer que lim zf (x) =0, c’est-a-dire que f(x) = o <—) :

Tr——+00 T——+00 €
+o0o
3. Sans Uhypothese de décroissance pour f, est-ce que la convergence de / f (t)dt entraine que
0
lim f(z)=07?

T——+00

Exercice 2 Soit f : RT — R" une fonction décroissante a valeurs positives et ' : RT — RT la
fonction définie par :

Vz € R, F(x):/ozf(t)dt

1. Montrer que la suite (uy), oy définie par :

Vn €N, u, =Y f(k)—F(n)

est convergente vers un réel £ € [0, f (0)].

+oo
2. Montrer que la série > f(n) est de méme nature que l'intégrale généralisée / f(t)dt.
0

400
3. Dans le cas ou / f (t)dt = +00, montrer que :
0

n

Y fk) ~ F(n)

n—-+00
k=0

“+o0o +00
4. Dans le cas ou ft)dt < +oo et la suite ( f) dt) est a valeurs strictement
0 n neN

—+o00
ft)dt
positives avec lim % =1 (ce qui signifie qu’elle converge lentement vers 0), montrer
n—s-+o0o fn f (t) dt
que :
“+oo +o0o
Yo fk) ~ f(t)dt
n——+o0o
k=n+1 n
400 “+o0o “+o00
5. Donner un exemple ot f(t)dt < 400 et Z f (k) n'est pas équivalent a / f(t)dt.
0 k=n+1 n
. 1
6. Etudier le cas particulier des fonctions définies sur [1,4o0[ par f(t) = o ot a € RT*,
z ].
7. Etudier le cas particulier des fonctions définies sur [2,4+00] par f(t) = W, ou 3 > 0.
n



Exercice 3 En utilisant ’exzercice précédent, justifier le développement asymptotique :
Xn: ! In(n)+~+ ! ! + !
—=In(n — — ol —
p k T o0 T 1202 n?

ou 7y € [0,1] est la constante d’Euler.

Exercice 4 Soit f : RT — R™* une fonction dérivable de dérivée positive et décroissante.

/
Montrer que les séries >, f'(n) et > S (n) sont de méme nature.

f(n)

Exercice 5 Soit (\,), oy une suite strictement croissante de réels telle que lir+n An = +00, la suite
n—-+0oo

(Ant1 — An) ey €tant minorée par un réel m > 0 et majorée par un réel M > 0.
Montrer que, pour toute fonction f : [N, +oo[ — RT décroissante et a valeurs positives, la série

+o0
> f (M) est de méme nature que lintégrale généralisée f(t)dt.
Ao

Exercice 6
—+oc0

1. Soit f : RT — R une fonction décroissante telle que f () dt converge, cette intégrale étant

0
non nulle.

Montrer que, pour tout réel x > 0, la série Zf (nx) est convergente et qu’on a :

+o0 1 +00
Y ICEINY EOL
n=1

—+00 1

+oo
. Lt _ VT 1 T
2. Montrer que }cli% xz:le = et glclg(l)x — 1+ 2%n? DN
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Exercice 7 Soit f : RT — RY* une fonction de classe C* telle que lim I (z)

AT = ¢ ¢ R*. Montrer

que :

1. si € >0, alors la série Zf (n) diverge et on a :

n / n+1
SIW e S
k=0

2. si € <0, alors la série Zf (n) converge et on a :

400 / 400
>ofk) ~ f(t)dt

n——+oo eé —1
k=n+1 n

3. Montrer que, pour tout réel a« > 1, on a :

n+1

k] ~ 2 1
;04 n(k)n_)Jrooa_ln(n—l— )




Exercice 8

+o00
1. Soit f : Rt — C une fonction de classe C' telle que l'intégrale généralisée / |f (t)] dt soit
0

convergente et F': RT — C la fonction définie par :
Vr € R, F(x) :/ f(t)dt
0

Montrer que la suite (uy), oy définie par :

Vn € N, un:if(k)—F(n—irl)
k=0

+oo
est convergente et la série Y f (n) est de méme nature que l'intégrale généralisée / f(t)dt.
0

z . . ].
2. Etudier la série E — ot « est un nombre compleze.
n

3. Etudier la série 3 M.
n

z 1
4. Etudier la série M pour tout réel o > 0.
nOl

Tn+1 b
— IT — Comparaison de Z/ f(t)dt et / ft)dt o —o0o <a<b< 400

Exercice 9 Soient —o0o < a < b < 400 et f une fonction continue par morceaux sur |a,b].
Montrer que lintégrale de f sur [a,b] est convergente si, et seulement si, pour toute suite croissante
(#n),en de points de [a,b] telle que g = a, x, > a pour tout n > 1 et lim xz, = b, la série

n—-+00
Tn41
Z/ f(t)dt est convergente.

Dans ce cas, on a :

/abf(t)dt:if/;nﬂf(t)dt

+00 | i
sin (Z
Exercice 10 Montrer que, pour 0 < a < 1, l’intégrale / ’H;#dt est divergente.
1

Exercice 11 Soient —oo < a < b < 400 et f une fonction continue par morceaux sur |a, b| & valeurs
réelles positives.

Montrer que U'intégrale de f sur [a, b est convergente si, et seulement si, il existe une suite croissante
(%y),en de points de [a,b] avec xg = a, x, > a pour tout n > 1 et lim x, = b, telle que la série

n—+o00
Z [ f () dt soit convergente.

+oo to

Exercice 12 Soient a > 0 et 8 > 0. Montrer que l’intégrale / dt est convergente si,

«  L+tPsin® (1)
et seulement si,  — 2a > 2.

Exercice 13 Soient —oo < a <b < 400 et f: [a,b] — C une fonction continue par morceaux.

Montrer que, s’il existe une suite croissante (), oy de points de [a,b[ telle que xy = a, x,, > a pour
Tn+1

Tn+1
toutn >1, lim x, =bet lim |f (t)| dt =0, alors la convergence de la série Z/ f(t)dt

n—-+o0o n—-+o0o
Tn

b
entraine celle de l'intégrale / f(t)dt.



Exercice 14 Soit f : Rt — R une fonction continue par morceaux et décroissante a valeurs
+oo

positives telle que liril f (z) = 0. Montrer que f (t)sin (t) dt converge. Par exemple pour f (t) =
T—r+00

0

1 o0 sin (¢
— oua >0 et >0, l'intégrale / sin ()
to (In (t)) 0o 1o

(In (1))"

dt est convergente.

— IIT — Utilisation des permutations des signes Z et /

Exercice 15 En utilisant le développement en série entiere de 1 pour tout entier p > 1, et en

)
TP
intégrant terme a terme sur [0,1] la série obtenue, montrer de fagon élémentaire que :

X (=1)" _/1 dz
pn+1  Jy 14+

n=0

(]

Exercice 16 Montrer que, pour tout réel a > 0, on a :

+0o o +oo
1
/ sin(z) . _ P—
g e —1 “—~ 14 n*a?

Exercice 17 Montrer que, pour tout réel a > 0, on a :

400
/+oo T q 1 7T2
Tr = —_— = —
T __ 2
o e*—1 —n 6

Exercice 18 Montrer que pour tout nombre compleze « tel que R (a)) > 0, on a :

+oo & +00 1
/0 ex_ldxzr(a+1)zna+1

n=1

+oo
ou I (2) = / r*te *dx pour R (z) > 0.
0

Exercice 19 On désigne par H le demi plan complexe défini par :
H={z€C|R(z) >0}

Montrer que :

+oo tzefat

dt=T(z+1)((z+1,a)

t

V(z,a) € H x RT, /

o l—e

ou C est la fonction dzéta de Hurwitz définie par :

+00
1
V(z,a) eEH xRY* ((z+1,a)=) ———
(20) Cetba) =32 o e

En particulier, pour a =1, on a :

o0 z
VZGH,/ ! dt =T (24+1)((2+1)
0

et —1

ou ( est la fonction dzéta de Riemann.



Exercice 20

1. Montrer que, tout réel x et tout réel t € |—1,1] la série > t" 'sin (nz) est convergente et
calculer sa somme. On notera f (x,t) cette somme.

2. Montrer que, pour tout réel x € 10,7[, on a :

/Olf(x,t)dt:ﬂ;x

3. Monter que, pour tout réel x € 10,7[, on a :

“+o00

Z sin(nx) w—x

— n 2
400 1
Exercice 21 Utilisation d’une intégrale double pour calculer E —
n
n=1

1. Montrer que :

—+00 1

1 In(1-—
v _/ =y,
n:ln 0 Yy

f I // dxdy

o o L=y

3. Montrer que lapplication ¢ : (u,v) — (u — v,u +v) est un C'-difféomorphisme de R? sur lui
meéme et préciser son inverse.

2. En déduire que :

4. Déterminer l'image par ¢~ du carré |0, 1]2.

5. Montrer que pour tout u € 0,1[, on a :

U .
arctan (—2) = arcsin (u)

1—u
et :
. 1—u 7w  arcsin (u)
arctan [ — | = — — ———=
V1—u? 4 2
. ‘ dxdy 2
6. En utilisant le changement de variable (x,y) = ¢ (u,v), montrer que 1 =5 et en
+00 2
, 1 s

conséquence Zrﬂ =5

n=1



