Permutations d’un ensemble fini

Notations

FE est un ensemble non vide et Idp est I’application identité sur E.
On note S (F) le groupe des bijections de E sur lui méme.
Pour toute permutation o € S, on note :

pour signifier que o est la bijection o : k € E — o (k).
Pour £ ={1,2,--- ;n} C N, on note S,, le groupe S (F).

— I — Généralités

1. Montrer que si 'ensemble E a au moins 3 éléments, alors le groupe S (E) n’est pas commutatif.

2. Montrer que si E, F' sont deux ensembles non vides et ¢ une bijection de E sur F, alors les groupes
S (E) et S (F) sont isomorphes.

3. Soit E = {z1, -+ ,x,} un ensemble & n > 2 éléments et H le sous-ensemble de S (F) formé des
permutations de E qui laissent stable x,,.
(a) Montrer que H est un sous-groupe de S (F) isomorphe a S (F), ou F = {z1, -+ ,zp_1}.

n designant, pour tout entier £ compris entre 1 et n, par 7 la permutation définie par 7 (rg) =
b) En dési ier k i 1 1 ion défini
T, Tk (Tn) = z) et 7 () = x pour tout x € E \ {zg,z,} (1, = Id), montrer que S(E) /H =
{nH, - T, H}.

(c) En déduire que card (S (E)) = n!
4. On appelle dérangement de ’ensemble I, = {1,2,--- ,n} toute permutation o de cet ensemble n’ayant

aucun point fixe (i. e. telle que o (i) # ¢ pour tout i € I,,). Pour tout entier naturel non nul p, on note
0p le nombre de dérangements de I,,. On a d; = 0 et, par convention, on pose dy = 1.

(a) Soient (fn),en €t (9n)nen deux suites de réels telles que :

VneN, fo=73 Cigr.
k=0

Montrer que :
n

VneN, go=3 (1" " Chfi.
k=0

(Formule d’inversion de Pascal).

(b) Montrer que :
VneN, nl =Y CFo. (1)
k=0

(¢) En déduire, en utilisant la formule d’inversion de Pascal, que :

(-1*
K

VneN, 6, = n!Z
k=0

(d) Montrer ce résultat directement, sans utiliser la formule d’inversion de Pascal.

0
(e) On se propose de montrer le résultat précédent en utilisant la série entiere > —T;z”.
n!

)
(f) Montrer que la série entiere ) —n'z” est convergente pour |z| < 1. On note f (z) sa somme.
n!

1



(g) En utilisant (1), montrer que, pour |z| < 1, on a :

e
(-
(h) En déduire que 6,, = n'ZT
k=0
n! 1
(i) Montrer que §, = FE < + 2) pour tout n > 1, ou E est la fonction partie entiere.
e

(j) On considere n couples qui se présentent a un concours de danse, chaque danseur choisissant une
partenaire au hasard.

i. Quelle est la probabilité p,, pour que personne ne danse avec son conjoint 7

ii. Calculer la limite de p, quand n tend vers l'infini.

5. Montrer que 'inverse d’un r-cycle est un r-cycle de méme support.

6. Montrer que S3 est, a isomorphisme pres, le seul groupe d’ordre 6 non commutatif.

7. Montrer que le groupe des isométries du plan affine euclidien qui conservent les sommets d’un vrai

10.

triangle équilatéral est isomorphe a Ss.

. Montrer que le groupe des isométries du plan affine euclidien qui conservent les sommets d’un vrai

triangle isocele non équilatéral est isomorphe a So.

(a) Montrer que si 0 = (21,2, - ,x,) est un r-cycle et 7 une permutation, alors :

Toogor t=(1(x1),7(x2), - ,7 ()

(le conjugué dans S (E) d’un r-cycle est encore un r-cycle de méme longueur).

(b) Montrer que si o et ¢’ sont deux cycles de méme longueur r, il existe alors une permutation 7
telle que 0’ = 700 o 7! (deux cycles de méme longueur sont conjugués dans S (E)).

Déterminer, pour n > 3, le centre Z (S (E)) de S (E) (c’est-a-dire 'ensemble des éléments de S (E)
qui commutent & tous les autres éléments de S (F)).

— IT — Générateurs de S (E)

. Montrer que toute permutation o € S (F)\ {Idg} se décompose en produit de cycles de supports deux

a deux disjoints (le groupe S (F) est engendré par les cycles) et que cette décomposition est unique a
I'ordre pres.

. Soit ¢ € §,, définie par :

Vke{l,2,---,n},o(k)=n+1—k

(elle inverse 'ordre des entiers 1,2,---,n). Donner la décomposition de o en produit de cycles de
supports deux a deux disjoints.

. Montrer que si ¢ = o1 ---0p est « la » décomposition de 0 € S(E) \ {Idg} en produit de cycles de

supports deux a deux disjoints, on a alors :

ordre (o) = ppem (ordre (01) , - - - ,ordre (o))

. (123 456 78 2009
801ta<2 345 17 6 8>.Calculera .

5. Montrer que pour r > 2, tout r-cycle dans S (F) s’écrit comme produit de » — 1 transpositions.

. Montrer que toute permutation o € S (F) se décompose en produit de transpositions (le groupe S (F)

est engendré par les transpositions).



7. Montrer que S,, est engendré par les n — 1 transpositions (1,k) ou 2 < k < n.

8. Montrer que S, est engendré par les n — 1 transpositions (k,k+1)oul <k <n—1.

9. Montrer que S, est engendré par (1,2) et (1,2,---,n) (on dit que S, est dicyclique).
10. Montrer que, pour n > 3, S, est engendré par (1,2) et (2,3,---,n).

— ITT — Signature et groupe alterné

Pour toute permutation o € S (E), on note u (o) le nombre de o-orbites distinctes.
p

Sioc= Hak est la décomposition de o en produit de cycles de supports deux a deux disjoints, p est le
k=1
nombre de o-orbites non réduites a un point et (o) = p+ ¢ (o) olt ¢ (0) est le nombre de points fixes de o.

La signature d’une permutation o € S (E) est I’élément ¢ (o) de {—1, 1} défini par :
e (0) = (=1)"

Le groupe alterné est le sous-ensemble de S (F) formé des permutations paires. On le note A (E).

Pour E ={1,2,--- ,n}, on note A,, le groupe alterné.
1. Montrer que si z,y,x1,- -+ ,%j,y1, -, Yk sont des éléments distincts de F, on a :
(xay) (ZL’,JZ‘l,"' y LYy Y1, 7yk) = (.T,.Tl,"‘ ,$]) (y’yh"' 7yk) (2)
et :
(%ZJ) (l’,$1,"' 73:]) (yayh'" 7yk) = (iL',.’Bl,"' yLjy Yy Y1yt 7yk) (3)

2. Montrer que pour toute permutation o € S (F) et toute transposition 7 € S (F), on a :
e(ro) = —¢ (o)

3. Montrer que si o € S (E) est produit de p transpositions, on a alors € (o) = (—1).

4. Montrer que la signature € réalise un morphisme de groupes surjectif de S (F) sur {—1,1}.

(12345678
7 \5 123476 8

6. Montrer que pour toute permutation o € S, on a :

5. Déterminer la signature de :

)= ] T9=0
1<i<j<n

7. Montrer que les seuls morphismes de groupes de S (F) dans {—1, 1} sont I’application constante égale
a 1 et la signature e.

8. Montrer que A (F) est un sous-groupe distingué de S (E) d’indice 2.
9. Montrer que A3 est cyclique engendré par (1,2,3).

10. Soient G un groupe d’ordre 2n et H un sous-groupe de G d’ordre n.

(a) Montrer que, pour tout g € G\ H, on a la partition G = H U gH.
(b) En déduire que g? € H pour tout g € G.

)
(c) Montrer que tout 3-cycle o € A, est le carré d'un élément de A,,.
(d) Donner la liste de tous les éléments de A4 en précisant leur ordre.
)

(e) Montrer que A4 (qui est d’ordre 12) n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.

11. Montrer qu'un produit de deux transpositions est un produit de 3-cycles.



12.

13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.

20.
21.

22.

23.

24.

1.
2.

Montrer que, pour n > 5, le produit de deux transpositions de supports disjoints sont conjugués dans
A(E).

Montrer que pour n > 3, A(FE) est engendré par les 3-cycles.

Montrer que pour n > 5, les sous-groupes distingués de S (E) sont {Id}, A(E) et S (E).

Montrer que A (E) est stable par tout automorphisme de S (F) .

Décomposer en produit de 3-cycles dans A7 la permutation :
(1 34567
“\23 45671

Montrer que, pour n > 3, A, est engendré par les 3-cycles v, = (1,2, k) ou 3 < k < n (en particulier
Ay est dicyclique engendré par (1,2,3) et (1,2,4)).

W N

Montrer que, pour n > 3, A, est engendré par les 3-cycles (k,k+ 1,k +2)ou 1<k <n-—2.

Déterminer, pour n > 4, le centre de A (E) (c’est-a-dire 'ensemble des éléments de A (F) qui com-
mutent & tous les autres éléments de A (FE)).

Le groupe S (E) est-il isomorphe au produit direct A (E) x {—1,1}7

(a) Montrer que, pour n > 5, deux 3-cycles sont conjugués dans A (E).
(b) En déduire que le groupe dérivé D (A (E)) de A(E) (i. e. le groupe engendré par les commutateurs
[0,7] = oro~ 77! ol o et T sont dans A (E)) est A (E).

On se propose de montrer que, pour n = 5, A (F) est simple (i. e. n’a pas de sous groupes distingués
autres que lui méme et {Id}). Ici F est un ensemble a 5 éléments.

(a) Donner une description de A (E) en classant ses élément en fonction de leur ordre.

(b) Montrer que A (E) est simple.
Montrer que pour n =3 ou n > 5 le groupe A (F) est simple (i. e. n’a pas de sous groupes distingués
autres que lui méme et {Id}).
On se propose de montrer ici que pour n > 2, il n’existe pas de morphisme de groupes injectif de S,
dans Ay 41.

(a) Montrer le résultat pour n =2 et n = 3.

(b) Montrer le résultat pour n pair.

(c) On suppose que n = 2p+ 1 est impair avec p > 2 et qu’il existe un morphisme de groupes injectif
¢ de Sopt1 dans Agpio. On note H = ¢ (Sopt1) et E = Aypio/H est 'ensemble quotient des
classes a gauche modulo H.

i. Montrer que 'application :

@D: A2p+2 — S(E)
o~ (yHw oyH)

est un morphisme de groupes.

ii. Conclure en utilisant le fait que Ag,12 est simple.
— IV — Utilisations du groupe symétrique

Montrer que tout groupe G est isomorphe a un sous-groupe de S (G) .

Soient G un groupe d’ordre n > 2 et ¢ : g +— (¢ (g) : h+— g-h) l'injection de G dans S (G).

(a) Montrer que, pour tout g € G\ {1}, la permutation ¢ (g) se décompose en produit de cycles tous
de longueur égale a l'ordre 6 (g) de g dans G.



(b) En déduire la signature de ¢ (g) pour tout g € G.
(¢) En déduire que, si G est un groupe d’ordre impair, il est alors isomorphe & un sous-groupe du

groupe alterné A (G) .

3. On désigne par K un corps commutatif.
A toute permutation o € S, on associe la matrice de passage P, de la base canonique B = (e;)

de K™ a la base B, = (eg(j))

1<j<n

1<j<n On dit que P, est la matrice de permutation associée a o.

(a) Montrer que 'application P : o +— P, est un morphisme de groupes injectif de S,, dans GL,, (K)
et pour toute permutation o € S, on a :

det (P,) =€ (o)

(b) Montrer que tout groupe fini d’ordre n > 1 est isomorphe a un sous-groupe de GL, (Z,) ou

Ly = p—Z et p > 2 est un nombre premier.

4. On désigne par E un espace affine euclidien de dimension n > 2.
On note I's (E) le groupe des isométries de E, I's™ (F) le sous-groupe des déplacements de E et Is~ (F)
I’ensemble des antidéplacements de F.
Pour toute partie non vide P de E, on note Is (P) [resp. Ist (P), Is~ (P)] I'ensemble des isométries
[resp. des déplacements, antidéplacements] ¢ de E qui conservent P, c’est-a-dire telles [resp. tels] que

@ (P)="P.
(a) Montrer que si P est une partie non vide de FE, alors :

i. Is(P) est un sous-groupe de Is (E) et IsT (P) est un sous-groupe distingué de I's (P);

ii. application qui associe & ¢ € Is(P) sa restriction & P est un morphisme de groupes de
Is(P) dans S (P); dans le cas ou P est un repere affine de E, cette application est injective
et Is(P) est isomorphe a un sous-groupe de Sy+1 ;

iii. si Is~ (P) # 0, alors pour toute isométrie o € I's~ (P), Papplication p — o o p réalise une bi-
jection de I's™ (P) sur Is~ (P); dans le cas ou P est fini, on a card (Is (P)) = 2 card (Is* (P));

iv. si P est fini, alors toute isométrie ¢ € Is (P) laisse fixe I'isobarycentre de P.

5. On se fixe un entier n > 2.
On dit qu’un groupe G est diédral de type Da,, s’il est dicyclique engendré par un élément p d’ordre
n et un élément o # p d’ordre 2 tels que popo = 1.
On se place dans le plan complexe muni de sa structure euclidienne canonique et on définit les appli-
cations p et o par :

2im

VzeC, p(z)=enz 0(z)=2%
2
(p est la rotation d’angle T et o est la réflexion d’axe Oy).
n

(a) Montrer que le sous-groupe G = {p, o) de S (C) est diédral de type Da,.

(b) On vérifiera que G est le groupe des isométries du plan complexe qui conservent ’ensemble

r, = {e%rlfﬁ |0<k<n-— 1} des sommets d’un polygone régulier a n cotés.
(c) Soit G = (p,o) un groupe diédral de type Day,.

i. Montrer que :
G = {Idvp) 7Pn71} U {O-vo-pa"' )Upnil}

et que G est d’ordre 2n.

ii. Montrer que deux groupes diédraux de type Dy, sont isomorphe.
(d) Montrer que S3 est diédral de type Dg (le groupe du triangle équilatéral).

6. Montrer que le groupe des isométries positives du tétraedre est isomorphe a Ajy.



7. Montrer que le groupe des isométries positives du cube (resp. de 'octaedre) est isomorphe a Sy.

8. Montrer que le groupe des isométries positives du dodécaedre est isomorphe a As.

9. Montrer que le groupe des isométries du tétraedre est isomorphe a Sy.

10.
11.

Montrer que le groupe des isométries du cube (resp. de I'octaedre) est isomorphe & Sy x {—1Id, Id}.

Montrer que le groupe des isométries du dodécaedre est isomorphe & As x {—1Id, Id} .



