
Permutations d’un ensemble fini

Notations

E est un ensemble non vide et IdE est l’application identité sur E.
On note S (E) le groupe des bijections de E sur lui même.
Pour toute permutation σ ∈ Sn, on note :

σ =
(

1 2 · · · n
σ (1) σ (2) · · · σ (n)

)

pour signifier que σ est la bijection σ : k ∈ E 7→ σ (k) .
Pour E = {1, 2, · · · , n} ⊂ N, on note Sn le groupe S (E) .

– I – Généralités

1. Montrer que si l’ensemble E a au moins 3 éléments, alors le groupe S (E) n’est pas commutatif.

2. Montrer que si E, F sont deux ensembles non vides et ϕ une bijection de E sur F, alors les groupes
S (E) et S (F ) sont isomorphes.

3. Soit E = {x1, · · · , xn} un ensemble à n ≥ 2 éléments et H le sous-ensemble de S (E) formé des
permutations de E qui laissent stable xn.

(a) Montrer que H est un sous-groupe de S (E) isomorphe à S (F ) , où F = {x1, · · · , xn−1} .

(b) En désignant, pour tout entier k compris entre 1 et n, par τk la permutation définie par τk (xk) =
xn, τk (xn) = xk et τk (x) = x pour tout x ∈ E \ {xk, xn} (τn = Id), montrer que S (E) /H =
{τ1H, · · · , τnH} .

(c) En déduire que card (S (E)) = n!

4. On appelle dérangement de l’ensemble In = {1, 2, · · · , n} toute permutation σ de cet ensemble n’ayant
aucun point fixe (i. e. telle que σ (i) 6= i pour tout i ∈ In). Pour tout entier naturel non nul p, on note
δp le nombre de dérangements de Ip. On a δ1 = 0 et, par convention, on pose δ0 = 1.

(a) Soient (fn)n∈N et (gn)n∈N deux suites de réels telles que :

∀n ∈ N, fn =
n∑

k=0

Ck
ngk.

Montrer que :

∀n ∈ N, gn =
n∑

k=0

(−1)n−k Ck
nfk.

(Formule d’inversion de Pascal).

(b) Montrer que :

∀n ∈ N, n! =
n∑

k=0

Ck
nδk. (1)

(c) En déduire, en utilisant la formule d’inversion de Pascal, que :

∀n ∈ N, δn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
.

(d) Montrer ce résultat directement, sans utiliser la formule d’inversion de Pascal.

(e) On se propose de montrer le résultat précédent en utilisant la série entière
∑ δn

n!
zn.

(f) Montrer que la série entière
∑ δn

n!
zn est convergente pour |z| < 1. On note f (z) sa somme.
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(g) En utilisant (1) , montrer que, pour |z| < 1, on a :

f (z) =
e−z

1− z

(h) En déduire que δn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
.

(i) Montrer que δn = E

(
n!
e

+
1
2

)
pour tout n ≥ 1, où E est la fonction partie entière.

(j) On considère n couples qui se présentent à un concours de danse, chaque danseur choisissant une
partenaire au hasard.

i. Quelle est la probabilité pn pour que personne ne danse avec son conjoint ?

ii. Calculer la limite de pn quand n tend vers l’infini.

5. Montrer que l’inverse d’un r-cycle est un r-cycle de même support.

6. Montrer que S3 est, à isomorphisme près, le seul groupe d’ordre 6 non commutatif.

7. Montrer que le groupe des isométries du plan affine euclidien qui conservent les sommets d’un vrai
triangle équilatéral est isomorphe à S3.

8. Montrer que le groupe des isométries du plan affine euclidien qui conservent les sommets d’un vrai
triangle isocèle non équilatéral est isomorphe à S2.

9.

(a) Montrer que si σ = (x1, x2, · · · , xr) est un r-cycle et τ une permutation, alors :

τ ◦ σ ◦ τ−1 = (τ (x1) , τ (x2) , · · · , τ (xr))

(le conjugué dans S (E) d’un r-cycle est encore un r-cycle de même longueur).

(b) Montrer que si σ et σ′ sont deux cycles de même longueur r, il existe alors une permutation τ
telle que σ′ = τ ◦ σ ◦ τ−1 (deux cycles de même longueur sont conjugués dans S (E)).

10. Déterminer, pour n ≥ 3, le centre Z (S (E)) de S (E) (c’est-à-dire l’ensemble des éléments de S (E)
qui commutent à tous les autres éléments de S (E)).

– II – Générateurs de S (E)

1. Montrer que toute permutation σ ∈ S (E)\{IdE} se décompose en produit de cycles de supports deux
à deux disjoints (le groupe S (E) est engendré par les cycles) et que cette décomposition est unique à
l’ordre près.

2. Soit σ ∈ Sn définie par :
∀k ∈ {1, 2, · · · , n} , σ (k) = n + 1− k

(elle inverse l’ordre des entiers 1, 2, · · · , n). Donner la décomposition de σ en produit de cycles de
supports deux à deux disjoints.

3. Montrer que si σ = σ1 · · ·σp est « la » décomposition de σ ∈ S (E) \ {IdE} en produit de cycles de
supports deux à deux disjoints, on a alors :

ordre (σ) = ppcm (ordre (σ1) , · · · , ordre (σr))

4. Soit σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 1 7 6 8

)
. Calculer σ2009.

5. Montrer que pour r ≥ 2, tout r-cycle dans S (E) s’écrit comme produit de r − 1 transpositions.

6. Montrer que toute permutation σ ∈ S (E) se décompose en produit de transpositions (le groupe S (E)
est engendré par les transpositions).
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7. Montrer que Sn est engendré par les n− 1 transpositions (1, k) où 2 ≤ k ≤ n.

8. Montrer que Sn est engendré par les n− 1 transpositions (k, k + 1) où 1 ≤ k ≤ n− 1.

9. Montrer que Sn est engendré par (1, 2) et (1, 2, · · · , n) (on dit que Sn est dicyclique).

10. Montrer que, pour n ≥ 3, Sn est engendré par (1, 2) et (2, 3, · · · , n) .

– III – Signature et groupe alterné

Pour toute permutation σ ∈ S (E) , on note µ (σ) le nombre de σ-orbites distinctes.

Si σ =
p∏

k=1

σk est la décomposition de σ en produit de cycles de supports deux à deux disjoints, p est le

nombre de σ-orbites non réduites à un point et µ (σ) = p+ϕ (σ) où ϕ (σ) est le nombre de points fixes de σ.
La signature d’une permutation σ ∈ S (E) est l’élément ε (σ) de {−1, 1} défini par :

ε (σ) = (−1)n−µ(σ)

Le groupe alterné est le sous-ensemble de S (E) formé des permutations paires. On le note A (E) .
Pour E = {1, 2, · · · , n} , on note An le groupe alterné.

1. Montrer que si x, y, x1, · · · , xj , y1, · · · , yk sont des éléments distincts de E, on a :

(x, y) (x, x1, · · · , xj , y, y1, · · · , yk) = (x, x1, · · · , xj) (y, y1, · · · , yk) (2)

et :
(x, y) (x, x1, · · · , xj) (y, y1, · · · , yk) = (x, x1, · · · , xj , y, y1, · · · , yk) (3)

2. Montrer que pour toute permutation σ ∈ S (E) et toute transposition τ ∈ S (E) , on a :

ε (τσ) = −ε (σ)

3. Montrer que si σ ∈ S (E) est produit de p transpositions, on a alors ε (σ) = (−1)p .

4. Montrer que la signature ε réalise un morphisme de groupes surjectif de S (E) sur {−1, 1} .

5. Déterminer la signature de :

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
5 1 2 3 4 7 6 8

)

6. Montrer que pour toute permutation σ ∈ Sn, on a :

ε (σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ (j)− σ (i)
j − i

.

7. Montrer que les seuls morphismes de groupes de S (E) dans {−1, 1} sont l’application constante égale
à 1 et la signature ε.

8. Montrer que A (E) est un sous-groupe distingué de S (E) d’indice 2.

9. Montrer que A3 est cyclique engendré par (1, 2, 3) .

10. Soient G un groupe d’ordre 2n et H un sous-groupe de G d’ordre n.

(a) Montrer que, pour tout g ∈ G \H, on a la partition G = H ∪ gH.

(b) En déduire que g2 ∈ H pour tout g ∈ G.

(c) Montrer que tout 3-cycle σ ∈ An est le carré d’un élément de An.

(d) Donner la liste de tous les éléments de A4 en précisant leur ordre.

(e) Montrer que A4 (qui est d’ordre 12) n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.

11. Montrer qu’un produit de deux transpositions est un produit de 3-cycles.

3



12. Montrer que, pour n ≥ 5, le produit de deux transpositions de supports disjoints sont conjugués dans
A (E) .

13. Montrer que pour n ≥ 3, A (E) est engendré par les 3-cycles.

14. Montrer que pour n ≥ 5, les sous-groupes distingués de S (E) sont {Id} , A (E) et S (E) .

15. Montrer que A (E) est stable par tout automorphisme de S (E) .

16. Décomposer en produit de 3-cycles dans A7 la permutation :

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 1

)

17. Montrer que, pour n ≥ 3, An est engendré par les 3-cycles γk = (1, 2, k) où 3 ≤ k ≤ n (en particulier
A4 est dicyclique engendré par (1, 2, 3) et (1, 2, 4)).

18. Montrer que, pour n ≥ 3, An est engendré par les 3-cycles (k, k + 1, k + 2) où 1 ≤ k ≤ n− 2.

19. Déterminer, pour n ≥ 4, le centre de A (E) (c’est-à-dire l’ensemble des éléments de A (E) qui com-
mutent à tous les autres éléments de A (E)).

20. Le groupe S (E) est-il isomorphe au produit direct A (E)× {−1, 1} ?

21.

(a) Montrer que, pour n ≥ 5, deux 3-cycles sont conjugués dans A (E) .

(b) En déduire que le groupe dérivé D (A (E)) de A (E) (i. e. le groupe engendré par les commutateurs
[σ, τ ] = στσ−1τ−1 où σ et τ sont dans A (E)) est A (E) .

22. On se propose de montrer que, pour n = 5, A (E) est simple (i. e. n’a pas de sous groupes distingués
autres que lui même et {Id}). Ici E est un ensemble à 5 éléments.

(a) Donner une description de A (E) en classant ses élément en fonction de leur ordre.

(b) Montrer que A (E) est simple.

23. Montrer que pour n = 3 ou n ≥ 5 le groupe A (E) est simple (i. e. n’a pas de sous groupes distingués
autres que lui même et {Id}).

24. On se propose de montrer ici que pour n ≥ 2, il n’existe pas de morphisme de groupes injectif de Sn

dans An+1.

(a) Montrer le résultat pour n = 2 et n = 3.

(b) Montrer le résultat pour n pair.

(c) On suppose que n = 2p+1 est impair avec p ≥ 2 et qu’il existe un morphisme de groupes injectif
ϕ de S2p+1 dans A2p+2. On note H = ϕ (S2p+1) et E = A2p+2/H est l’ensemble quotient des
classes à gauche modulo H.

i. Montrer que l’application :

ψ : A2p+2 → S (E)
σ 7→ (γH 7→ σγH)

est un morphisme de groupes.

ii. Conclure en utilisant le fait que A2p+2 est simple.

– IV – Utilisations du groupe symétrique

1. Montrer que tout groupe G est isomorphe à un sous-groupe de S (G) .

2. Soient G un groupe d’ordre n ≥ 2 et ϕ : g 7→ (ϕ (g) : h 7→ g · h) l’injection de G dans S (G) .

(a) Montrer que, pour tout g ∈ G\{1} , la permutation ϕ (g) se décompose en produit de cycles tous
de longueur égale à l’ordre θ (g) de g dans G.
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(b) En déduire la signature de ϕ (g) pour tout g ∈ G.

(c) En déduire que, si G est un groupe d’ordre impair, il est alors isomorphe à un sous-groupe du
groupe alterné A (G) .

3. On désigne par K un corps commutatif.
À toute permutation σ ∈ Sn, on associe la matrice de passage Pσ de la base canonique B = (ej)1≤j≤n

de Kn à la base Bσ =
(
eσ(j)

)
1≤j≤n

. On dit que Pσ est la matrice de permutation associée à σ.

(a) Montrer que l’application P : σ 7→ Pσ est un morphisme de groupes injectif de Sn dans GLn (K)
et pour toute permutation σ ∈ Sn, on a :

det (Pσ) = ε (σ)

(b) Montrer que tout groupe fini d’ordre n ≥ 1 est isomorphe à un sous-groupe de GLn (Zp) où

Zp =
Z
pZ

et p ≥ 2 est un nombre premier.

4. On désigne par E un espace affine euclidien de dimension n ≥ 2.
On note Is (E) le groupe des isométries de E, Is+ (E) le sous-groupe des déplacements de E et Is− (E)
l’ensemble des antidéplacements de E.
Pour toute partie non vide P de E, on note Is (P) [resp. Is+ (P) , Is− (P)] l’ensemble des isométries
[resp. des déplacements, antidéplacements] ϕ de E qui conservent P, c’est-à-dire telles [resp. tels] que
ϕ (P) = P.

(a) Montrer que si P est une partie non vide de E, alors :

i. Is (P) est un sous-groupe de Is (E) et Is+ (P) est un sous-groupe distingué de Is (P) ;

ii. l’application qui associe à ϕ ∈ Is (P) sa restriction à P est un morphisme de groupes de
Is (P) dans S (P) ; dans le cas où P est un repère affine de E, cette application est injective
et Is (P) est isomorphe à un sous-groupe de Sn+1 ;

iii. si Is− (P) 6= ∅, alors pour toute isométrie σ ∈ Is− (P) , l’application ρ 7→ σ ◦ρ réalise une bi-
jection de Is+ (P) sur Is− (P) ; dans le cas où P est fini, on a card (Is (P)) = 2 card (Is+ (P)) ;

iv. si P est fini, alors toute isométrie ϕ ∈ Is (P) laisse fixe l’isobarycentre de P.

5. On se fixe un entier n ≥ 2.
On dit qu’un groupe G est diédral de type D2n, s’il est dicyclique engendré par un élément ρ d’ordre
n et un élément σ 6= ρ d’ordre 2 tels que ρσρσ = 1.
On se place dans le plan complexe muni de sa structure euclidienne canonique et on définit les appli-
cations ρ et σ par :

∀z ∈ C, ρ (z) = e
2iπ
n z, σ (z) = z

(ρ est la rotation d’angle
2π

n
et σ est la réflexion d’axe Ox).

(a) Montrer que le sous-groupe G = 〈ρ, σ〉 de S (C) est diédral de type D2n.

(b) On vérifiera que G est le groupe des isométries du plan complexe qui conservent l’ensemble
Γn =

{
e

2ikπ
n | 0 ≤ k ≤ n− 1

}
des sommets d’un polygone régulier à n cotés.

(c) Soit G = 〈ρ, σ〉 un groupe diédral de type D2n.

i. Montrer que :
G =

{
Id, ρ, · · · , ρn−1

} ∪ {
σ, σρ, · · · , σρn−1

}

et que G est d’ordre 2n.

ii. Montrer que deux groupes diédraux de type D2n sont isomorphe.

(d) Montrer que S3 est diédral de type D6 (le groupe du triangle équilatéral).

6. Montrer que le groupe des isométries positives du tétraèdre est isomorphe à A4.
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7. Montrer que le groupe des isométries positives du cube (resp. de l’octaèdre) est isomorphe à S4.

8. Montrer que le groupe des isométries positives du dodécaèdre est isomorphe à A5.

9. Montrer que le groupe des isométries du tétraèdre est isomorphe à S4.

10. Montrer que le groupe des isométries du cube (resp. de l’octaèdre) est isomorphe à S4 × {−Id, Id} .

11. Montrer que le groupe des isométries du dodécaèdre est isomorphe à A5 × {−Id, Id} .
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