1 Enoncé de I’épreuve

Notations et objets du probleme

On désigne par N [’ensemble des entiers naturels, par R le corps des nombres réels et par Rt
l’ensemble des réels positifs ou nuls.
Pour tout entier naturel n et tout entier k compris entre 0 et n, on note C¥ le coefficient binomial
défini par :
n!
Ch=_—— _
"kl (n—k)!
avec la convention 0! = 1.
Si A, B sont deuzx ensembles, avec B inclus dans A, on note A\ B l’ensemble :

A\B={zcA|z¢B}.

On rappelle que si E est un espace vectoriel réel, une famille B = (e;),c;c de vecteurs non nuls de
E est une base si pour tout vecteur x dans E il existe une unique famille de scalaires (x;) ou L
est une partie finie de K, telle que v =) x;e;.

jeL

Sauf indication contraire, on désigne ;mr a et b des réels tels que a < b et par I l'intervalle fermé
borné |a,b] .

On note C (I) lespace vectoriel réel des fonctions définies sur I a valeurs réelles et continues.

On note F [’espace vectoriel réel des fonctions définies sur R a valeurs réelles périodiques de

JEL >

période 2w et continues.

Pour éviter les répétitions dans les définitions qui suivent on désigne par H [’espace vectoriel C (1)
ou F et par J Uintervalle I dans le cas ou 'H est l’espace C (I) ou lintervalle R dans le cas ou 'H
est ['espace F.

Pour toute fonction f appartenant a H on désigne par |f| la fonction définie par :

ifl: J — R
r = |f(z)]

L’espace 'H est muni de la norme de la convergence uniforme définie par :
VFeH, Ifle=suwlf (@)l
BAS

On munit l’espace H de la relation d’ordre partiel notée < et définie par :
V(ifig) eHxH, (f<g) & (zeld [f(z)<g().

On dit qu’une fonction f appartenant a H est positive et on note 0 < f, si 0 < f () pour tout t
dans J.

On désigne par L (H) l'espace vectoriel des endomorphismes de H. Un élément de L (H) est aussi
appelé un opérateur linéaire sur H.

On dit qu’un opérateur linéaire u sur H est positif sl transforme toute fonction positive appar-
tenant a H en une fonction positive.

On note R [x] Uespace vectoriel sur R des fonctions polynomiales d’une variable a coefficients
réels. Cet espace est muni de la base {ey | k € N} définie par :

VkeN, VrcR, e(z)=2a"



On note P le sous-espace vectoriel de F formé des polynomes trigonométriques a coefficients réels,
c’est-a-dire des fonctions de R dans R de la forme :

x = ap+ Z (ay cos (kz) + by sin (kx)) ,

k=1

ou n est un entier naturel, le coefficient aq et les coefficients ay, by pour tout entier k compris entre
1 et n sont réels. Cet espace est muni de la base {cy | k € N} U {sy | k € N\ {0}} définie par :

Vk e N, ¢k (x) = cos (kx),

Vr € R, {V/{;GN\{O}7 sk (z) = sin (kx) .

On remarquera que cy = eg.

Pour toute fonction f appartenant a F, on désigne par (ax (f));>o €t (bx (f))psy les coefficients
de Fourier de f définis par :

VkEN, ap(f)= %/Wf(t)cos(k;t)dt,

VE e N\ {0}, be(f) = %/ f(t)sin (kt) dt.
On note :
so() =20y, )

et pour tout entier n strictement positif, on désigne par S, (f) le polynome trigonométrique défini
par :

5.5 = ey £ 3" (@ (w0 (1)), 8
k=1

La partie 1 est consacrée aux opérateurs linéaires positifs. Cette partie est utilisée par les parties
IT et II1.

La partie I est consacrée au théoreme suivant sur l’approximation uniforme des fonctions conti-
nues sur un intervalle fermé borné et a valeurs réelles :

Théoreme 1 (Korovkin) Si (u,), .y est une suite d’endomorphismes positifs de C (1), ou I est
un intervalle fermé borné de R, telle que pour toute fonction f appartenant a {eg,e1,e2} la suite
(tn (f))en converge uniformément vers f sur I, alors pour toute fonction f appartenant a C (1) la
suite de fonctions (uy (f)),ey converge uniformément vers f sur I.

La partie III indépendante de la partie II est consacrée au théoréme suivant sur l’approximation
uniforme des fonctions périodiques, continues sur R et a valeurs réelles :

Théoreme 2 (Korovkin) Si (uy), .y est une suite d’endomorphismes positifs de F telle que pour
toute fonction f appartenant a {co,c1, 51}, la suite (u, (f)), ey converge uniformément vers f sur R,

alors pour toute fonction f appartenant a F, la suite (un, (f)),en converge uniformément vers f sur

R.



I.1

1.2

1.3

— I — Opérateurs linéaires positifs. Propriétés et exemples

Soit u un opérateur linéaire positif sur H. Montrer que :

VieH, fu(fl <ullf]).

Soit u un opérateur linéaire positif sur H. Montrer que u est ’endomorphisme nul si et seulement
si u(eg) = 0.

Montrer que tout opérateur linéaire positif sur H est continu.

1.4 Soit u un opérateur linéaire positif sur H. Justifier 'existence de :

L.5

1.6

v (oo

|ul|, = sup ———=
rernvgor Il

et exprimer cette quantité en fonction de u et de eg.

Pour cette question on se place dans H = C (I) avec I = [a,b].
Soit n un entier strictement positif. Etant donnés n+ 1 points (z, ;)
de I et n+1 fonctions (uy k)
par :

0<k<n deux a deux distincts

o<k<n de C (1), montrer que I'opérateur linéaire u,, défini sur C (I)

VEeC), un(f) =D f(Tnk)tnk
k=0

est positif si et seulement si toutes les fonctions w,, i, pour k& compris entre 0 et n, sont positives.

Pour cette question on se place dans H = C(I) avec I = [0,1] et on se donne un entier n
strictement positif.
On note @, la fonction définie sur R? par :

V(z,y) e R: o, (z,y) = (x6%+1—x>n_

Pour tout entier k compris entre 0 et n, on désigne par B, la fonction polynomiale définie
par :
Ve eI, Buy(x)=Ck*(1—z)"" (3)

et B, est l'opérateur linéaire positif défini par :

vreew, Bun)=371 (%) B (@)

I.6.1 Pour tout réel y on désigne par f, la fonction définie sur R par :
Ve eR, f,(x)=¢e".

Montrer que :
Ve eI, B,(f,)(x)=p.(z,y).

1.6.2 Montrer que pour tout entier naturel 5 on a :

Vo,
Buley) (r) = 52

(2,0).

1.6.3 Exprimer B, (e;) dans la base {e;, | k € N} pour j =0, 1,2.



1.7 Pour cette question on se place dans H = F et on désigne par K un polynome trigonométrique.
On associe a ce polynome opérateur linéaire uw défini sur F par :

VieF, VzeR, u(f)(z)= fz—1)K(t)dt.
1.7.1 Montrer que pour toute fonction f appartenant a F on a :
vreR, u(f)(@) :/ FO)K (@ — 1) dt.

I.7.2 Montrer que pour toute fonction f appartenant a F, u (f) est un polynome trigonométrique.

1.7.3 Montrer que l'opérateur linéaire u est positif si et seulement si la fonction K est a valeurs
positives ou nulles.

1.8 Pour cette question on se place dans H = F, on se donne un entier naturel n strictement
positif et on considére l'opérateur linéaire T, défini sur F par :

VieF, T.(f)==>_ S(f), (5)

ou Sy désigne lopérateur linéaire défini sur F par (1) et pour tout entier naturel k non nul,
Sk désigne lopérateur linéaire défini sur F par (2).

I.8.1 Montrer que, pour tout entier naturel p strictement positif, la fonction 8, définie sur R\ Zx
par :
sin (pz)

Y7 i (x)

se prolonge en une fonction continue et périodique de période 27 sur R. On note encore
0, ce prolongement.

1.8.2 Montrer que pour tout réel z on a :

n

sin (g) (% + 1cos (kx)) = %sin (2n2—l— 137) . (6)

k=
) i,
1.8.4 Montrer que pour tout réel x on a :

an(5) (o (e 03) ) o (52). G

1.8.5 Montrer que pour toute fonction f appartenant a F on a :

1.8.3 Montrer que pour toute fonction f appartenant a F on a :

VeeR, S,( / f(t 92n+1<

Vz € R, Tn(f)(x):/Wf(t)Kn(x—t)dt,

ou K, est un polynome trigonométrique.

1.8.6 Montrer que 'opérateur linéaire T,, est positif.



1.8.7 Calculer S, (¢j), T, (¢;) pour tout entier naturel j et S, (s;), 1, (s;) pour tout entier
naturel 7 non nul.

— IT — Théoréme de Korovkin sur C (/)

Pour cette partie on se place dans H = C (I) avec I = [a,b].

II.1 Soit f un élément de C (I). Montrer que pour tout réel € strictement positif, on peut trouver
un réel n strictement positif tel que :

HfH

V(t,z) e IxI, |f(t)~f(2)| Se+203=(t—a). (8)

I1.2 Pour toute fonction g appartenant a C (I), pour tout entier naturel k et pour tout réel x fixé
dans I, on désigne par g — g () ey la fonction de I dans R définie par :

tr—>g(t)—g(x)tk.

Soit f appartenant a C (I). Montrer que pour tout réel e strictement positif, on peut trouver
un réel n strictement positif tel que :

Veel, |f—f(x )e|<€eo+2‘|f’|

(€2 — 2zer + 2%ey) . 9)

I1.3 Soient u un opérateur linéaire positif sur C (I) et f une fonction appartenant a C (I). Montrer
que pour tout réel € strictement positif, on peut trouver un réel n strictement positif tel que :

Veel, |u(f—f(x)ey)| <eule) +2H];’2‘°°

(u(e2) — 2zu (1) + x?u (ep)) - (10)

I1.4 Soit (u,),cy une suite d’endomorphismes positifs de C (1) telle que pour toute fonction f
appartenant a {eg, e, ez} la suite (uy (f)),cy converge uniformément vers f sur /.

I1.4.1 Montrer que la suite de fonctions (g,), .y définie par :

neN
‘v’n € N7 gn = Up (62) - 2€1un (61) + EolUp, (60)

converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

I1.4.2 Montrer que pour toute fonction f appartenant a C (I), la suite de fonctions (h,)
définie par :

neN

VneN, Veel, h,(x)= (u,(f—f(x)eo))(x)
converge uniformément vers la fonction nulle sur I (on peut utiliser I'inégalité (10)).
I1.4.3 Montrer que, pour toute fonction f appartenant a C(/), la suite (uy (f)),cy converge
uniformément vers f sur I.
IL.5 Pour cette question on prend [a, b] = [0, 1] et on considere la suite d’opérateurs linéaires (By,),,»,
définie par (4).
Montrer que pour toute fonction f appartenant a C(I), la suite (B, (f)),>, converge uni-
formément vers f sur [0, 1].

I1.6 Pour cette question I = [a,b] est a nouveau un intervalle quelconque.
Montrer que le sous-espace vectoriel R[] des fonctions polynomiales & coefficients réels est
dense dans 'espace vectoriel C (/) muni de la norme de la convergence uniforme.
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I1.7 Pour cette question on prend I = [0,b] avec b réel strictement positif. Si f est une fonction
continue sur I, on la prolonge en une fonction continue sur R* en posant f (z) = f (b) pour x
supérieur ou égal a b.

I1.7.1 Montrer que pour toute fonction f appartenant a C(I) et pour tout entier naturel n
strictement positif on peut définir une fonction wu, (f) appartenant a C (I) en posant :

+o0 k ’)’Lk
Veel, wu,(f)(z)= e_me (ﬁ) yxk
k=0 '

I1.7.2 Montrer que pour toute fonction f appartenant a C (I) la suite de fonctions (u, (f))
converge uniformément vers f sur /.

n>1

I1.8 Pour cette question I = [a,b] est a nouveau un intervalle quelconque.
Soient 6y, 01,05 trois fonctions appartenant a C (I) pour lesquelles on peut trouver des coeffi-
cients réels ag, a1, as non tous nuls tels que la fonction 0 = agfy + a101 + a0, admette au moins
trois racines réelles deux a deux distinctes, xq, x1, o dans 1.

I1.8.1 Montrer qu’on peut trouver trois réels g, A1, Ao non tous nuls tels que :

Al <1 (k=0,1,2),
au moins deux des A, sont positifs ou nuls,
Aoﬁk (SCo) + /\10k (211'1) + /\20k (LIZ'Q) =0 (k = O, 1, 2) .

En modifiant si nécessaire la numérotation des racines de la fonction 6, on peut supposer
que :
—1<)\0§)\1§)\2<1, A1 > 0.

Pour tout entier n strictement positif, on désigne par o, la restriction a ['intervalle I de
la fonction affine par morceauz et continue définie sur R par :

1 1
JI¢|:.T0—E,I0+E:| = (5n($):0,

5n (xO) = 17
1 1
On affine sur |xg— —,xq| et sur |xo,xro+ —| .
n n

On associe a 6, Uopérateur linéaire w,, défini sur C(I) par :
VieC), un(f)=(eo—=0n)f+((L+X)f (o) + S (21) + Aof (22)) I

I1.8.2 Montrer que, pour tout entier n strictement positif, I'opérateur linéaire u,, est positif.

I1.8.3 Montrer que, pour tout entier & compris entre 0 et 2, la suite de fonctions (u, (0x)), >,
converge uniformément vers 6 sur [a,b].

I1.8.4 Montrer qu’on peut trouver une fonction f appartenant a C (1) telle que la suite (u, (f)), >,
ne converge pas uniformément vers f sur I.



— IIT — Théoréme de Korovkin sur F

Pour cette partie on se place dans H = F.

II1.1 Montrer que toute fonction f appartenant a F est uniformément continue sur R.
Pour tout x fixé dans R, on désigne par 1, la fonction définie par :

Vt €R, 1, (t) = sin? (t;x) :

II1.2 Soient f appartenant a F. Montrer que pour tout réel € strictement positif, on peut trouver
un réel n dans l'intervalle |0, 7| tel que l'on ait :

s f e r ol
V(t,z) eR% [ ()= f@)] < +—2¢b(n)wx<w. (11)

Pour f appartenant a F et x fixé dans R, f — f (x) co désigne la fonction définie sur R par :
te f(t) = f(x).

II1.3 Soit f une fonction appartenant a F. Montrer que pour tout réel e strictement positif, on peut
trouver un réel n dans U'intervalle |0, 7 tel que I'on ait :

[
Yo (1)

I11.4 Soient u un opérateur linéaire positif sur F et f une fonction appartenant a F. Montrer que
pour tout réel € strictement positif, on peut trouver un réel n dans l'intervalle |0, 7| tel que I'on
ait :

VeeR, |f—f(x)col <eco+

(co — cos (x) cp —sin (z) s1) . (12)

1/l
Yo (1)

ITL.5 Soit (uy),cy une suite d’endomorphismes positifs de F telle que pour toute fonction f appar-
tenant a {co,c1, 51}, la suite (u, (f)),en converge uniformément vers f sur R.

VeeR, |u(f—f(x)c)| <eul(e)+ (u(co) —cos (z)u(cy) —sin(x)u(sy)). (13)

ITI.5.1 Montrer que la suite de fonctions (gy,),,oy définie par :
Vn €N, g, =u,(co) — crun (1) — s1uy (51)

converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

IT1.5.2 Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite de fonctions (hy),,o définie
par :
VneN, VeeR, hy(z)=(u.(f—f(2)c))(2),

converge uniformément vers la fonction nulle sur R (on peut utiliser (13)).

IT1.5.3 Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite (u, (f)),cy converge uni-
formément vers f sur R.

ITI.6 Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite (7}, (f)),,», définie par (5) converge
uniformément vers f sur R.



