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Espaces vectoriels normés

1.1 Semi-normes et normes

E désigne un espace vectoriel sur le corps R des réels.
Les résultats de base sur les suites et séries réelles et sur les fonctions d’une variable réelle
(continuité, dérivabilité) sont supposés connus. Nous reviendrons plus tard sur ces notions.

Définition 1 Une semi-norme sur E est une application p définie sur E a valeurs réelles et
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) pour tout réel X et tout vecteur x dans E, on a p(Ax) = || p(z);

(17) pour tous vecteurs x,y dans E, on ap(x+y) <p(x)+p(y).

La propriété (i7) est 'inégalité triangulaire.
Le résultat qui suit nous dit qu'une semi-norme est nécessairement a valeurs positives ou
nulles et nous donne une formulation équivalente de I'inégalité triangulaire souvent utile.

Exercice 1 Soit p est une semi-norme sur E. Montrer que :
1. p(0)=0;
2. pour tout x dans E, on a p(x) >0;
3. lensemble p™* {0} = {x € E| p(x)

= 0} est un sous-espace vectoriel de E ;
4. pour tous x,y dans E, on a |p(x) —p(

Yl <plz-y).
Solution.

1. Pour tout vecteur x dans F, on a :
p(0)=p(0-2)=0-p(x) =0
2. et :
O=p(x—2x)<2p(x).

3. L’ensemble p~! {0} est non vide puisqu’il contient 0. Avec les propriétés () et (ii) et la positivité
d’une semi-norme on déduit facilement que c’est un sous-espace vectoriel deF.

4. Cette inégalité se déduit de :

~—

{ pl)=pl@—-—y+y) <plE-—y) +pQy
py)=ply—r+x)<plx—y) +p

~—
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On vérifie facilement que l'inégalité 4. du théoréme précédent est équivalente a l'inégalité
triangulaire.
Le sous-espace vectoriel p~! {0} est le noyau de la semi-norme p.

Définition 2 Une norme sur E est une semi-norme de noyau réduit a {0} .

Une norme sur E sera notée z — ||z]| .
Exercice 2 Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E. Montrer que Uapplication x — |¢ ()]
définit une semi-norme sur E et que c’est une norme si, et seulement si, £ est de dimension

1.

Solution. Si ¢ est non nulle alors Im (¢) = R, donc ¢ est surjective et si son noyau est nul elle
est alors injective et réalise une bijection de E' sur R.

Exercice 3 Soit p une semi-norme sur E de noyau H. Montrer qu’on définit une norme sur

E
l’espace quotient T en posant pour toute classe * dans 7

Solution. Pour vérifier que ||-|| est bien définie sur Uespace quotient il suffit de montrer quep est
constante sur chaque classe d’équivalence, ce qui se déduit de :

Vye H, 0<|p(z+y)—pW)|<py) =0

La condition ||Z|| = 0 équivaut & T = 0 par définition. Les autres propriétés se vérifient facilement.

Exercice 4 Soient E un espace vectoriel sur R de dimension finien > 1 et B = (e1, - ,e,)
une base de E. Vérifier que les applications définies par :

Il = ma fai].

n
Ve =Yz, € E n
S0 el = 2 |l
1=

définissent des normes sur E.

Solution. Il est clair que pour kK = co et k = 1 les applications  — ||z||, définissent bien des
normes sur .

Exercice 5 Soient E un espace vectoriel sur R et ¢ : (z,y) — (z |y) une forme bilinéaire
symétrique positive sur & mais non nécessairement définie. Pour tout vecteurx dans E, on

note p(x) = /¢ (x,x).
1. Montrer que :
V(z,y) € E%  |o(z,y) <p(@)py)

(inégalité de Cauchy-Schwarz).
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2. Montrer que Uapplication p définit une semi-norme sur E.

Solution.
1. Soient z,y fixés dans F et @ la fonction polynomiale définie par :
vt ER, Q(t) = p* (x +ty) = p* (y) 1 + 2t (x,y) + p* (2) .

Comme @ est positive, on a @ (t) > 0 pour tout réel t.

Sip(y) = 0, Q est une fonction affine a valeurs positives et nécessairement ¢ (z,y) = 0. On a
alors dans ce cas |p (z,y)| =p(z)p (y) ..

Sip(y) #0, Q est alors une fonction polynomiale de degré 2 & valeurs positives et son discrimi-
nant est nécessairement négatif ou nul, soit :

@ (z,y) — p* (x) p* (y) <0,

ce qui équivaut a ¢ (z,y)| < p(z)p(y) .
2. En écrivant pour tous vecteurs x,y dans E que :

P’ (z+y) =p*(y) + 20 (2,9) +p* (2),
avec ¢ (z,y) < | (z,y)] <p(x)p(y), on déduit que :

Pz +y) < (p(z)+p ).

On a donc l'inégalité triangulaire pour p. La propriété p (Ax) = || p (x) se vérifie facilement.
Dans le cas ou ¢ est définie, p est en fait une norme.

Exercice 6 Soient E un espace vectoriel sur R de dimension finien > 1 et B = (e1, - ,ey)
une base de E. Vérifier que Uapplication définie par :

n n
Vo =) me; € E, |z, = \/ S|l
=1 =1

1
Exercice 7 Soient p et q deux réels strictement positifs tels que — + — = 1.
p

définit une norme sur E.

1. En utilisant la concavité de la fonctionln, montrer que :
VA€ [0,1], Vu € RT, Vo € RT, o' < Xu+ (1 — \)w. (1.1)

2. Soient x et y dans R™. En utilisant (1.1) avec
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3. Montrer que pour tous x,y dans R™ on a :

1 1
n n ) n q
Sl + P < (z w) <Z|:c@-+y@-|1’>
=1 =1 =1

4. Déduire de ce qui précéde que pour tout réelp > 1 lapplication

n ,
v [z, = (Z Ixilp>
=1

définit une norme sur R™.

Solution.

1
1. La fonction In est indéfiniment dérivable avec In” (t) = —— < 0 pour tout réel ¢ > 0. On déduit

donc que cette fonction est concave sur ]0, +00[, ¢’est-a-dire que pour tout réel A € [0,1] et tous
réels u, v strictement positifs on a :

In(Au+(I1=XNov) > Aln(u) + (1 —=X)In(v),

ce qui peut aussi sécrire In (Au + (1 — A) v) > In (u*v'™*) , ou encore du fait que la fonction exp
est strictement croissante sur 0, +oo[, uM!'™ < Au + (1 — A)v. Cette inégalité est également
vérifiée pour v = 0 ou v = 0.

2. Pour tous vecteurs x,y dans R” on note :

lell, = (Zmp) et [lyll, = (Dyiw)
i=1 1=1

1 1
En prenant A = — dans (1.1),onal— A= —et:
p q

11 1 1
Yu >0, Vv >0, urve < —u+ —w.
b q

Si x et y sont deux vecteurs non nuls dans R™, en prenant pour tout entier ¢ compris entre 1 et
n:

S 1 ] G /1 S/
tTon - p» "t n - q’
X
S
=1 j=1

dans l'inégalité précédente on obtient :
il il _ Ll 1l
lzll, lyll, — pllzly — allyllg

En faisant la somme de toutes ces inégalités on obtient :

n .
Sl <33 3

[lll, Iyl Hyllq - - Hx||p
=1 =1
| ;[P

Puis avecz 5 z i |q—1et7+—:10ndéduit que :
il =yl P oq

n
E ZiYi
i=1

cette inégalité étant encore réalisée pourz = 0 ou y = 0.

LS}

n
<3 el il < lll, Dl -
=1
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Remarque 1 L’inégalité de Holder s’écrit, en notant (x | y) le produit scalaire euclidien cano-
nique de R™,
(@ [ y)] < llll, [lyll, -

Pour p = q = 2 on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz et cette inégalité est encore valable
pour p =1 et ¢ = +o0.

3. Pour z,y dans R™ on a, en utilisant l'inégalité de Holder :

n n % n %
Z || s + yil P < (Z \xi!p> (Z |z; + yz"(p_l)q> ;

=1

soit avec (p—1)g=p:

n n
> il s + gl < <Z |xz‘!p>

i=1 i=1

1 1
P n q
<Z|xi+yi]p> .

i=1

4. On vérifie facilement que z +— ||z||; définit une norme sur R™. On suppose donc que p > 1 et on

note ¢ le réel défini par — + — = 1. Pour x,y dans R” on a :
P 4q

n n n
Sl yil? < lm il ] + >l il
=1 =1 =1

Ce qui donne avec 'inégalité précédente :
: ;
(e +91,)" < (e, + Nl ) (I +wl,) "
soit avecp—g: 1:
q
2 +yll, < llzll, + llyll, -

On a donc I'inégalité triangulaire pour ||-||,,. Les autres propriétés d’une norme se vérifient
facilement.

Exercice 8 Montrer que pour tout x dans R"™ on a 1iI+I1 zll, = [z -
p——+00

Solution. Pour x dans R™ et tout entier ¢ compris entre 1 et n on a |z;|* < ||z||%, . Il en résulte

1
que [|z]|, < n? ||lz||,, . D’autre part il existe un entier k compris entre 1 et n tel que [|lz[|,, = |z| et

n
avec |zx[” < 3 |24]”, on déduit que [|z[|,, < [|z]|,. On a donc :
i=1

1
Ve e C", 2]l < llzfl, < nv |zl -

Ce qui montre au passage que les normes ||-[|, et [|-||, sont équivalente et par transitivité que pour
tous réels p > 1 et ¢ > 1 les normes |||, et [|-[|, sont équivalentes sur R".

1
Avec lim n? =1 pour tout entier n > 1 on déduit que lim |lz| = |z| -
p——+00 p—-+00 p
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Exercice 9 Montrer que sur I'espace vectoriel E = C° ([a,b] ,R) des applications continues sur
Uintervalle [a,b] (a < b) et a valeurs dans R, les applications définies par :

[flloe = sup [f ()],

z€la,b]

Vi€ E, S Ifll, = [ 1f ()] dt,

£, = /S0 1f (1) dt

définissent des normes sur E.

Solution. II est clair que pour kK = oo et k = 1 les applications f — || f||, définissent bien des
normes sur E. Pour f — [/ f||; on utilise le fait que I'application ¢ — f; ¢ (t) dt est une forme linéaire

positive avec f;go (t)dt = 0 équivalent & p = 0 si ¢ est une fonction continue & valeurs positives ou
nulles.
Pour k£ = 2, on utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans E :

b b
V(f.9) € B, /f(t)g(t)dt‘S/ [ @Olg @)l dt <1112 llgllz

conséquence du fait que 'application :

b
(f.9) H/ (g (t)dt

est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E, qui entraine l'inégalité triangulaire pour
|-l - Les autres propriétés d’une norme se vérifient facilement.

Exercice 10 Montrer que sur ’espace vectoriel E = C°([a,b],R) des applications continues
sur Uintervalle [a,b] (a < b) et a valeurs dans R, pour tout réel p > 1, lapplication

b
frolily =) [ 1@ da

définit une norme (s’inspirer de ce qui a été fait en dimension finie).

Solution. Pour p = 1, on sait déja que f — | f]|; définit une norme sur E. On suppose donc que
p > 1 et on se donne deux fonctions f, g non identiquement nulles dans F.
On applique I'inégalité de convexité :

11 1 1
Yu >0, Vo >0, urve < —u+ —v,
p q

. 1 1
ol qest tel que —4+-—=1,4:
P 4q

_FOP g
TR T el

pour tout t dans [a,b], ce qui donne :

S Olg @ _ LIFOF | 1lg@OF
1Al Hlglly = 2 AU a llgllg
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En intégrant sur [a,b] on obtient :

1 b 1 1
S dt<-+-=1
|rf|p|rg||q/a FOllg 0 dt < 2+ 0 =1

On a donc 'inégalité de Holder :

b b
/ f(t)g(t)dt' S/ IF @l g (O dt <111, llgll,

cette inégalité étant encore réalisée pour f =0 ou g = 0.
Pour f,g dans E on a, en utilisant I'inégalité de Holder :

b
[rolro+gora<im, ¢+
soit avec (p—1)g=p:
b P
[ 15O ®+g@F " de <11, 1+l
On déduit alors que :

b P
I+l = [ 170+ g de < (111, +lal,) 1+l

soit avecp—%): 1:
1f +gll, < [Lf1l, +1lgll,-

On a donc l'inégalité triangulaire pour ||-[|,, . Les autres propriétés d'une norme se vérifient facilement.

Exercice 11 Montrer que pour toute fonction f dans E = C° ([a,b],R) on a :
li = .
S [, = 11l

Solution. On suppose f non identiquement nulle. On a, pour tout réelp > 1 :
1
(va € fa.b], 0<[F @] < IFlw) = (0 I, < Ifloe b= a)?).

La fonction f est continue sur le compact [a,b], il existe donc un réel g € [a,b] tel que |f (zo)| =
| flloo- Pour e > 0 donné, il existe n > 0 tel que 0 < |f(x0)| — |f (z)| < € pour tout z € Iy =
[a,b] N [xo — 1,20 +n]. On a alors, en notant « la longueur de Uintervalle Ij :

SN @Pde > [, |f @) de
Jio (U (@o)| = )P dz > (|| fll oo — )"

Ce qui donne en définitive, pour toute > 0 :

>
>

1 1
ear <|fll, < fllo (b—a)?
1 . 1 o
Comme pEIEOO(HfHOO —eg)ar = || f||,, — € et ngrfoo | fllo (b—a)? = ||f|l, on déduit qu'il existe un

entier pg tel que :
Vp > po, 1fllee =26 < NFIl, < 1fllo + 26

On a donc ainsi prouvé que pll}r_{loo (Hpr) =/l -
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Exercice 12 Soient f et g deux fonctions a valeurs réelles définies et continues sur l'intervalle

la,b], la fonction g étant & valeurs strictement positives. Calculer lim ‘fg%

p—+00 P

Solution. La fonction g étant continue et a valeurs strictement positives sur le compact|a, b] , on
am= inf g(x)>0et M = sup g(x) >0 . Puis avec :

z€fa] welat]
m|fP <glflF < MI|fI?,

on déduit que :

1 1 1
m |, < or | < 271111,

1
On en déduit alors en utilisant le résultat de I'exercice précédent que liI_il_l H fgr
p—+oo

= [[flloo -
p

1.2 Topologie associée & une norme

Un espace vectoriel normé est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel topo-
logique, ce qui signifie que 1'on peut associer & une norme sur E' une topologie (i. e. une famille
d’ouverts) telle que les applications d’addition interne et de multiplication externe soient conti-
nues.

Nous rappelons briévement ces notions, en désignant par (F, ||-||) un espace vectoriel normé.

Pour tout xg dans E et tout réel r strictement positif, on note :

B(zg,7) ={z € E| ||z — x| < r}
la boule ouverte de centre x( et de rayon r et :

B(zg,r)={z € E |||z — 20| <7}
la boule fermée de centre x( et de rayon r.

Définition 3 On dit qu’une partie O de (E,||-||) est un ouvert si cette partie est vide ou si elle
est non vide et pour tout a dans O il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C O.

Un ouvert est donc une réunion de boules ouvertes.

Définition 4 L’intérieur d’une partie A de (E,||-||), noté A, est le plus grand ouvert de E
contenu dans A.

Définition 5 On dit qu’une partie F de (E, ||-||) est un fermé si son complémentaire dans E
est un ouvert de E.

Définition 6 L’adhérence d’une partie A de (E,||-||), notée A, est le plus petit fermé de E
contenant A.

On peut également définir les notions de convergence pour les suites et les séries ainsi que la
notion de continuité pour les fonctions définies sur £ et a valeurs dans un autre espace vectoriel
normé, ces notions étant supposées acquises sur R (nous étudierons plus tard, et en détail, les
suites et séries numériques).
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Définition 7 On dit qu'une suite (z,,),cy d'éléments de (E,|-||) est convergente s’il existe x
dans E tel que hrf |z, — x|| = 0. Une suite non convergente est dite divergente.
n——1+oo

Si une suite (), oy d’éléments de (E, ||-||) est convergente alors sa limite est unique et on
peut noter x = lim x,. La convergence de (,), .y vers = se traduit alors par :
n—-+00

Ve >0, Ing € N|Vn > ng, ||z, — x| <e.

Cette notion dépend a prior: de la norme choisie sur E. Considérons par exemple la suite
de fonctions (fn), ey définie sur [0, 1] par :

—nr+nsize[0,5],
f'fl (I> = . 1
Osix e [ﬁ, 1] )
On a lim |f,][;, = 0et lim |f,|,, = 400, c’est-a-dire que cette suite converge vers la
n—-400 n—-4o00

fonction nulle pour la norme |||, et diverge pour la norme |[|-|| .

Définition 8 On dit qu'une suite (v,), .y d’éléments de (E,||-||) est une suite de Cauchy si
pour tout réel € > 0 on peut trouver un entier n. tel que pour tous entiers p,q on a :

pznsa qznea = pr_qu <E.

En utilisant 'inégalité triangulaire on déduit immédiatement que toute suite convergente
dans un espace vectoriel normé est de Cauchy. Mais en général la réciproque est fausse.

Définition 9 On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ||-||) est complet, ou que c’est un espace
de Banach, si toute suite de Cauchy dans E' est convergente.

On rappelle que (R, |-|) est complet. De ce résultat on déduira que tout espace vectoriel
normé de dimension finie est complet.

Définition 10 On dit qu’une partie non vide B de (E,||-||) est bornée s’il existe une constante
A > 0 telle que ||z]| < X pour tout x dans B.

Dire qu’'une partie A de E est bornée revient a dire qu’elle contenue dans une boule fermée
centrée en 0.
On vérifie facilement qu’une suite convergente est bornée.

Exercice 13 Montrer qu’une partie F de (E,||-||) est fermée si, et seulement si, pour toute
suite d’éléments de F qui converge vers x dans ¥ on a, v € F.

Exercice 14 Soit (E,||:||) un espace vectoriel normé. Pour toute partie non vide F' de E, on
noted (z, F) = inlg |z — yl|| . Montrer que si F' est fermée dans (E, ||||) alors pour toutz € E—F
"=

on ad(z,F) > 0.

Solution. Pour x € E — F, on note § = d (z, F') . Par définition de la borne inférieure, pour tout
entier n > 0 on peut trouver un élément z,, de F' tel que :

1
0 <|lx—zn] <+ —.
n

On aalors lim |z —ay,||=0.Sid=0alorsx = lim =z, € F, puisque F est fermé, ce qui contredit
n—-+00 n—+00
x € F—F. On adoncéd > 0.
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Définition 11 On dit qu’une partie non vide C de (E,||-||) est compacte si de toute suite de
points de C on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément deC.

Toute partie compacte d’un espace vectoriel normé (E,||-||) est fermée et bornée. Nous
verrons plus loin que la réciproque est vraie seulement dans les espaces de dimension finie.

Définition 12 On dit qu’une partie A de (E,|-||) est dense dans E si A = E.
Exercice 15 Montrer [’équivalence des assertions sutvantes :

1. A est dense dans E ;

2. le complémentaire de A dans E, (noté E'\ A) est d’intérieur vide dans E ;

3. pour tout ouvert non videV de E, l'intersection ANV est non vide;

4. tout élément x de E est limite d’une suite de points de A.

Définition 13 On dit que l’espace vectoriel normé (E, ||-||) est séparable s’il existe dans E une
partie dense dénombrable.

Exemple 1 De la densité de l’ensemble Q dans R, on déduit que (R, |-|) est séparable.

Exemple 2 Plus généralement si E est un espace vectoriel de dimensionn, en désignant par
B = (€i),<i<, une base de E, on munit cet espace de la norme définie par :

n
Vo = inei €FE, ||z, = 11r£1?<52|x1|
i=1 =

D= {l’:zriei | (11, 1) GQ"}

=1

et 'ensemble :

est dénombrable et dense dans E.

Si I est une partie non vide d’'un espace vectoriel normé (F, ||-||) et f une fonction définie
sur I & valeurs dans un espace vectoriel normé (F, ||-]|") , on rappelle les définitions suivantes de
continuité et d’uniforme continuité. Le cas des fonctions numériques sera étudié plus en détail
plus tard.

Définition 14 On dit que f est continue enxg € I si :
Ve >0, 3In>0[Ve e, [lz—zl <n=|f(x) = [ (@)l <e.
On dit que [ est continue sur I si elle est continue en tout point deI.

Exercice 16 Montrer que f est continue sur I si, et seulement si, l'image réciproque par f de
tout ouvert [resp. fermé] de F' est un ouvert [resp. fermé] de I.

On rappelle que si I est compact et ' = R, alors toute fonction continue sur I est bornée
et atteint ses bornes.

Définition 15 On dit que [ est uniformément continue surl si :

Ve>0, >0 ((wy) €l e—yl<n) = |f@@)-fWl<e

On rappelle que si I est compact, alors toute fonction continue sur I est uniformément
continue.

Définition 16 Soient (E, |-||) et (F, ||-||') deux espaces vectoriels normés. On dit qu’une appli-
cation f définie sur E et a valeurs dans F' est un homéomorphisme si elle est continue bijective
d’inverse =% bijective.
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1.3 Applications linéaires continues

L’étude de la continuité est plus simple dans le cas particulier des applications linéaires.
Exercice 17 Soit u une application linéaire de (E, ||-||) dans (F, |-|) .
Montrer I’équivalence des assertions suivantes :

1. u est continue en 0 ;

2. u est continue sur E ;

3. u est bornée sur la sphére [resp. boule] unité de (E,|-||) ;

4. 1l existe une constante réelle c telle que :
Vz € E, |lu(z)] < cllz|
5. u est uniformément continue sur E.

Solution. (1) = (2) Si u est continue en 0, pour £ > 0 donné on peut trouver n > 0 tel que :
el |zl <n = flu(@) <e

En utilisant la linéarité de u on déduit alors que pour xg,  dans E tels que ||z —xg]| < 7 on a
|lu (x) — u(z0)||" < &, ce qui prouve la continuité (et méme 1'uniforme continuité) de f sur E.
(2) = (3) Si u est continue sur E elle est en particulier continue en 0 et il existe un réel n > 0 tel que :

v€B, |zl<n = |u@)] <1

Pour tout x dans la sphére [resp. boule| unité de (E, ||-||) on a ||z|| = 1 [resp. ||z|| < 1] de sorte que
Inz|| = n [resp. |[nz|| < n] et avec la linéarité de u on déduit que |ju (z)|" < —. On a donc ainsi prouvé

que u est bornée sur la sphére [resp. boule| unité de (£, ||-]|) .
(3) = (4) Si u est bornée sur la sphére [resp. boule| unité de (E, ||-||) il existe un réel ¢ > 0 tel que
|u(z)]|" < ¢ pour tout x € E tel que ||x|| = 1 [resp. ||z|| < 1]. En remarquant que pour tout vecteur

x non nul dans E le vecteur W:L‘ est dans la sphére (et la boule) unité de (E, ||-||) et en utilisant la
x

linéarité de u on déduit que ||u (z)||" < c||z||, cette inégalité étant aussi vérifite pour z = 0.
(4) = (5) et (5) = (1) Ces implications sont évidentes.

Une application linéaire continue de ' dans F' est aussi appelée opérateur borné et la norme
d’un tel opérateur peut étre définie par :
[ ()]
lull = sup [lu(2)'= sup =
z€E cem\joy ||l
llzll=1
Exercice 18 Soient (E, ||-||), (F.|-|') deuz espaces vectoriels normés et u une application
linéaire surjective de E dans F. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) u est un homéomorphisme de E sur F' ;
(17) il existe des constantes réelles strictement positivesa et (3 telles que :

Vo € B, alz| < llu@) < Bl

(132) il existe des constantes réelles strictement positivesa et 3 telles que :

(e B, |lzll=1) = a<|u@)] <p.
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Solution.
(i) = (ii) Si u est un homéomorphisme de E sur F alors u et u~! sont continues et il existe deux
constantes 8 > 0 et v > 0 telles que :

Ve € B, |lu(x)| < 8|=| .
vy e F, [[u™t ()| <~ Iyl

Comme tout vecteur  de E s’écrit de maniére unique z = u~!(y) avec y dans F, on déduit des
inégalités précédentes que :
1
V€ E, 5 ]| < [lu(@)]" < B «] -

(79) = (i79) Cette implication est évidente.

(iii) = (i) Les inégalités ||u (z)||" < B pour z dans la sphére unité de F signifient que I’application

linéaire u est continue. En remarquant que pour tout vecteur x non nul dans E le vecteur Wac est
x

dans la sphére unité de (E, ||-||) et en utilisant la linéarité de u on déduit des inégalités (iii) que :

Vo€ E—{0}, afz] < [lu@)]" < B,

ces inégalités étant encore vérifiees pourx = 0. Si u () = 0 on a alors nécessairement x = 0, (a > 0),
c’est-a-dire que 'application linéaire u est injective. Cette application étant supposée surjective, on
déduit que c’est un isomorphisme de E sur F. Tout vecteur x de E s’écrivant de maniére unique
r = u~! (y) avec y dans F, les inégalités a ||z|| < |lu(x)| pour tout = dans E sont équivalentes a

vt ()] < o ||l pour tout y dans F, ce qui équivaut & la continuité deu ™.

Définition 17 On dit que deuz normes ||-|| et ||-|' sont équivalentes sur un espace vectoriel E
st Uapplication identité :
!/
Id: (E,|l) — (&)
x - x
est un homéomorphisme.

On définit ainsi une relation d’équivalence sur ’ensemble des normes de £.

. / . . .
Exercice 19 Montrer que deuz normes ||| et ||| sur un espace vectoriel E sont équivalentes
st et seulement si il existe deux constantes réellesa et 3 strictement positives telles que :

Vo € B, allzl| < |lz)" < 82| .

De ce résultat on déduit que deux normes équivalentes sur £/ définissent la méme topologie.

Dans ce qui suit on va voir qu’une application linéaire de rang fini est continue si et seulement
si son noyau est fermé. De ce résultat, conséquence de la complétude deR, on va déduire que sur
un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes. Une autre démons-
tration, plus classique, de cette équivalence des normes en dimension finie est une conséquence
de la locale compacité de R.

Exercice 20 On va caractériser les formes linéaires continues sur un espace vectoriel normé.

1. Montrer que si ¢ est une forme linéaire non nulle sur un R-espace vectoriel E, alors il
existe un vecteur non nula dans E tel que :

E = ker (¢) @ Ra.
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2. Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Montrer qu’une forme linéairep sur E est conti-
nue si et seulement si son noyau ker (@) est fermé dans (E, ||-||) .

Solution.
1. La forme linéaire ¢ étant non nulle, on peut trouver un vecteur a dans E tel que ¢ (a) # 0. Ce
. _ . e
vecteur a est nécessairement non nul. Pour tout vecteurx dans F, le vecteur h = x — ( )a est
v (a

:Z(ga on déduit que E = ker (¢) + Ka. Si z est

dans ker (¢) NKa on a alors x = Aa et Ap (a) = ¢ (z) = 0 avec ¢ (a) # 0 ce qui entraine A =0
et  =0. On a donc ker (¢) NKa = {0} et E = ker (¢) ¢ Ka.

2. Soit ¢ une forme linéaire continue sur £ et (), une suite de points de ker (¢) qui converge
vers ¢ € E. Avec la continuité de ¢ on a ¢ (x) = liril ¢ (x,) = 0, c’est-a-dire que x € ker ().
n—-roo

dans le noyau de ¢ et en écrivant que z = h +

On a donc ainsi montré que si ¢ est continue alors son noyau est fermé. On peut aussi dire que
ker (¢) est un fermé comme image réciproque du fermé {0} par 'application continue .
Supposons réciproquement que ker () soit fermé dans (E, ||-||). Dire que ¢ est non continue
équivaut a dire qu’elle n’est pas bornée sur la sphére unité de (E, ||-||) . Dans ce cas on peut
trouver une suite (2,,),,cy de points de E telle que :

YneN, ol =1, |¢(@n)|>n.

On considére une décomposition E = ker (¢) @ Ra avec ¢ (a) # 0 et on écrit, pour tout entier

N, Tp = Yn + A\na avec y, € ker (p) et A\, = SO(EUn)) €R.Pourn>1ona|p(x,)|>n>0eton
v (a

1
peut écrire a = )\—xn + z, avec z, = —)\—yn € ker (¢) . Mais on a alors pour tout entiern > 1 :

n n

ozl 1 e (a)] _ e (a)
la — znll = = = <
[ Anl |Anl |l ()] n

et a n’appartenant pas aker () est limite d’une suite de points deker (¢) ce qui est contradiction
avec ker (¢) fermé. On a donc ainsi montré que si ker (¢) est fermé dans (F, ||-]|) alors ¢ est
continue.

Exercice 21 On va généraliser le résultat de ’exercice précédent en caractérisant les applica-
tions linéaires de rang fini qui sont continues sur un espace vectoriel normé. On en déduit que
toute application linéaire d’un espace vectoriel normé de dimension fini dans un espace vectoriel
normé est continue.

1. Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire de E dans F. Montrer
que application u est de rang r si et seulement si il existe des formes linéaires sur
E o1, linéairement indépendantes et des vecteurs de F, ay,--- ,a, linéairement
indépendants tels que :

Ve e E, u(x) = Zg&i (x) a;.
i=1

2. Soient (E,||-||) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel fermé de (E, ||-]|) .
Montrer que pour tout sous-espace vectoriel G de dimension finie dans E, le sous-espace
vectoriel H = F + G est fermé dans (E,||"||) (on peut procéder par récurrence sur la
dimensionp > 1 de G).
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3. Soient (E,||-|I), (F,|]|") deuz K-espaces vectoriels normés et u une application linéaire
de E dans F' de rang fini. Montrer que l'applicationu est continue si et seulement si son
noyau ker (u) est fermé dans (E, ||-]]) .

4. Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé de dimension finie et (F, ||-|") un espace vecto-
riel normé. Montrer que toute application linéaire de E dans F' est continue.

Solution.

1. Siu € L(E,F) est de rang r, alors son image Im (u) est un sous-espace vectoriel de F' de
dimension r et, en notant (ay, - - - , a,) une base de Im (u) , pour tout x dans E, on peut trouver des
T

scalaires uniquement déterminés @1 (z),--- , ¢y (z) tels que u (z) = > ¢; () a;. De la linéarité

=1
de u et de I'unicité de I'écriture d’un vecteur dans une base on déduit que les applicationsy;
sont linéaires.
Supposons le systéme (¢1,--- ,¢,) dans E* (dual algébrique de F) lié avec, par exemple, ¢ =
T
>~ Aipi. On a alors, pour tout z dans E :
i=2
T

= (Z Aipi ($)> ar + Z% ;=Y ¢i(z) (Niar + ;)
i=2

=2

et le systeme de r—1 vecteurs {\ja1 + a; | 2 < ¢ < r} engendre Im (u) , ce qui est en contradiction
avec dim (Im (u)) = r. Le systéme (@1, - , ¢, ) est donc libre.
La réciproque est évidente.

2. On procéde par récurrence sur la dimensionp > 1 de G. Pour p = 1 il s’agit de montrer que
pour tout vecteur non nul a de £, H = F + Ra est fermé. Sia € F alors H = F est fermé.
On suppose donc que a ¢ F et on a alors H = F & Ra. Tout vecteur = de H s’écrit de maniére
unique ¢ =y + ¢ (x) a avec y € F et ¢ (z) € R. De 'unicité d’une telle écriture on déduit que
¢ est une forme linéaire sur H. De plus le noyau de ¢ est ker (¢) = F fermé dans (E, ||-||), c’est
donc aussi un fermé de (H, ||||) et ¢ est continue de H dans R. De cette continuité et de la
complétude de R on va déduire que H est fermé. Soit donc (z,),c une suite de points de H
qui converge vers x € E. Tout vecteur z, s’écrit £, = yn + ¢ (Tn) @ 0l (Yn), ey est une suite de
points de F. La suite (x,), oy étant convergente dans E, elle est de Cauchy et avec la continuité
de ¢ on déduit que la suite (¢ (zn)),cy est de Cauchy dans R. Le corps R étant complet, on
déduit que la suite (¢ (2n)),,cy converge vers un scalaire \. On déduit alors que la suite (yn),,cn
converge vers y = x — Aa. L’espace F' étant fermé on ay € F et x = y + Aa est dans H. On a
donc ainsi montré que H est fermé.

Supposons maintenant le résultat acquis pour tous les sous-espaces vectoriels deF de dimension
p > 1 et soit G de dimension p + 1. En notant (aj,- -, ap+1) une base de G on peut écrire :

p
H=F+G=|F+EKa; | +Rap
j=1

et on conclut facilement avec ’hypothése de récurrence et ’étude du casp = 1.

3. Si u est continue alors ker (u) est fermé dans (E, ||-||) comme image réciproque du fermé {0} de
(F, |I-|") par I'application continue w.
Réciproquement supposons que ker (u) soit fermé dans (E, ||-||) . L’application linéaire u étant
de rang fini, il existe des formes linéaires @1, - - - ,gor, linéairement indépendantes dans E* et un

systeme libre {aj,--- ,a,} dans F tels que u = Z wia;. On a alors ker (u) = ﬂ ker (p;) C

ker (¢;) pour tout j compris entre 1 et 7. On peut alors écrire que ker (¢;)

7j=1
= ker (u) ® Hj et la
restriction de u & H; est injective (u (z) =0 et x € H; équivaut a = € ker (u ) H;j)

de H; dans
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Im (u) qui est de dimension finie. En définitive, pour toutj compris entre 1 et r le sous-espace
vectoriel H; est de dimension finie dans E et ker (¢;) = ker (u) @ H; est fermé, ce qui signifie que
T
la forme linéaire ¢; est continue. La continuité deu = ) ;a; en résulte alors immédiatement.
i=1
4. Si FE est de dimension finie alors toute application linéaireu de E dans F est de rang fini. De plus
avec dim (F) = dim (ker (u)) + dim (Im (u)) on déduit que ker (u) est un sous-espace vectoriel de
dimension finie de F, il est donc fermé et u est continue.

1.4 Espaces vectoriels normés de dimension finie

On rappelle le résultat important suivant : de toute suite bornée de nombres réels on peut
extraire une sous-suite convergente.

La démonstration peut se faire en utilisant le principe de dichotomie. Si [ag, by] est un
intervalle réel qui contient tous les éléments de la suite (2,), .y on le coupe en deux parties
égales et on garde une de ces parties qui contient des z,, pour une infinité d’indices n. En
réitérant ce procédé on construit deux suites adjacentes(ay,),, oy et (bn),cn et une application ¢
strictement croissante de N dans N telles que chaque intervalle [a,,, b,| contient un terme ).
La suite (xW(“))neN est alors convergente.

Exercice 22 Soient E est un espace vectoriel de dimensionn > 1, (ey,--- ,e,) une base de £
et |||l la norme définie sur E par :

n
Vo = inei € E, ||z, = max |z;|.
i=1

1<i<n
Montrer que la boule unité B, et la sphére unité So sont compactes dans (E, ||-||..) -

Solution. Soit (x(k)) une suite dans B, [resp. Sao] avec, pour tout k € N, z(*) = (x(k)>

keN

1<j<n
Pour tout entier j compris entre 1 et n on a :

] < o] <1
J o0
De la suite réelle bornée (xgk)) I peut alors extraire une sous-suite (mﬁ““““”) e qui converge vers
€ €
un scalaire z; vérifiant |x1| < 1. Puis de la suite bornée (:zzg“m(k))>k § o8 peut extraire une sous-suite
€

<ng2( )))k qui converge vers un scalaire xo vérifiant |x3| < 1. Et en continuant ainsi on extrait une
€N

suite (a:(ﬂ"(k)))keN telle que :

Vie{1,2,---,n}, kETOOwa(k)) = z;,

avec |z;| < 1. On a alors kliI_E Hx(‘P(k)) — J:HOO =0 otz = (7j),<;<, est dans Bos [resp. Sxl, c'est-
— 400 =J =

a-dire que la suite (x(“’(k)))keN converge vers x dans By, [resp. Sx|. On a donc ainsi montré que Bog
[resp. Soo| st compacte dans (E, ||-]|,.) -
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Exercice 23 Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel fermé de
E distinct de E. Pour tout x dans E' on note :

A, F) = inf [lo =]

Montrer que pour tout réele > 0 il existe un vecteur x dans la sphére unité de (E, ||-||) tel que
d(z,F)>1—e.

Solution. Pour € > 1 le résultat est évident. On suppose donc quee € ]0,1[. Si F' est fermé dans

E alors pour tout y € E— F on ad(y,F) > 0. Pour € € ]0,1[ on a 1 >1letpoury € E— F on
—€

peut trouver z € F tel que :

d(y, F)
0<d(yF)<y—zl <= :
-
1
Le vecteur z = o=l (y — z) est alors dans la sphére unité de (E, ||-||) et pour tout vecteur ¢ € F' on
-z
a: Y .
o =t = —— ly = (z + ly = 2l )],
ly — 2|
avec u = z + ||y — z||t € F, de sorte que :
1 d(y, F)
lz —t]| = ly — ull = >1-e.
ly — 2| ly — =l

Onadoncd(w,F):gn}f?]]x—tH >1-—c.
€

L’exercice qui suit a pour but de donner plusieurs caractérisations desR-espaces vectoriels
de dimension finie.

Exercice 24 Soit E un espace vectoriel sur K. Montrer que les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(1) E est de dimension finie sur K.

(17) Toutes les normes sur E sont équivalentes.

(131) Quelle que soit la norme choisie sur E toute forme linéaire définie sur (E, ||-||) est conti-
nue.

(1v) Quelle que soit la norme choisie sur E, la sphere [resp. boule] unité de (E,||-||) pour cette
norme est compacte.

(v) Quelle que soit la norme choisie sur E, les compacts de (E, ||-||) sont les fermés bornés.

Solution.
(i) = (#4) On suppose que E est de dimension finie et on se donne deux normes |-|| et [|-]|" sur E.
L’application linéaire Id : (E,[|-||) — (E,[|-|') [resp. Id: (E,[|-|") — (E,[-|)] est de rang fini & noyau
fermé, elle est donc continue. L’application Id : (E,|[|-|]) — (E, ||-|") est donc un homéomorphisme,
c’est-a-dire que les normes |-|| et ||-]|" sont équivalentes sur E.
(7i) = (i71) On suppose que toutes les normes sur E sont équivalentes. Si ||-|| est une norme sur E et
© une forme linéaire sur E alors ’application :

N z]] 4 e (2)]
définit une norme sur E, elle est donc équivalente a ||-|| et il existe une constante o > 0 telle que :

Vee E, N(z)<alz|.
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On a donc :
Ve e E, |o(2)] <(a—1)|z,

ce qui équivaut a la continuité de la forme linéaire ¢.

(#ii1) = (iv) On suppose que quelle que soit la norme choisie sur E toute forme linéaire sur E est
continue. Si (E,||-|]|) est de dimension infinie on peut trouver un systéme libre infini dénombrable
{en | n € N} tel que ||ep]| = 1 pour tout n € N. En désignant par G un supplémentaire dans E de
H = Vect {e,, | n € N} on définit la forme linéaire ¢ sur E par :

Vee G, ¢(z)=0,
VneN, ¢(e,) =n.

L’application linéaire ainsi définie n’est pas bornée sur la sphére unité de(E, ||-||) et en conséquence
n’est pas continue, ce qui est en contradiction avec I’hypothése de départ. L’espace vectorielE' est donc
de dimension finie.

On a donc ainsi montré que les assertions (i), (ii) et (i4i) sont équivalentes. En particulier si (iii) est
vérifié alors toutes les normes sur F sont équivalentes et la compacité de la sphere [resp. boule] unité
de (E,||||) résulte de la compacité de la sphére [resp. boule| unité de(E, ||-||.) -

(iv) = (v) On suppose que quelle que soit la norme choisie sur F, la sphére [resp. boule| unité de E pour
cette norme est compacte. On sait déja que toute partie compacte d’un espace vectoriel normé(E, ||-]|)
est fermée et bornée. Réciproquement soit C une partie non vide fermée et bornée dans (E, ||-]|). Il
existe une constante A > 0 telle que ||z|| < A pour tout = dans C et pour toute suite (z,), oy de points

1
de C, la suite (:rn> est dans la boule unité de (E, ||-||), cette boule étant compacte, on peut
neN

extraire une sous-suite (%‘T@(”))neN qui converge vers y € E. La suite ('T‘P(”))nEN converge alors vers
x = Ay et x € C puisque C est fermé. On a donc ainsi montré queC est compact dans (E, [|-|]) .

(v) = (i) On suppose que quelle que soit la norme choisie sur E, les compacts de (F, ||-||) sont les fermés
borneés. Si F est de dimension infinie on peut trouver un systéme libre infini dénombrable{e,, | n € N}.
Pour tout entier n, on désigne par E,, le sous-espace vectoriel de E' engendré par {e; | 1 <k <n}.
On a alors E, g E, pour ¢ > p. De plus chaque E,, est de dimension finie dans £, donc fermé dans
E et aussi dans Ej,41. On peut construire une suite (z,,),,~; dans la sphére unité de (E, ||-||) telle que

1
Tn € By et d(xp, Ep_q) > 3 pour tout n > 1. Mais alors, on a :

Vg>p, |rg— 2| > d(zg, Eg-1) >

N

et il est impossible d’extraire de la suite (z,),,~; une sous-suite convergente, ce qui est en contradiction
avec la compacité de la sphére unité (c’est un fermé borné) de(E, ||-||) . L’espace vectoriel E est donc
nécessairement de dimension finie.

Remarque 2 L’équivalence (i) < (iv) est le théoréme de Riesz.

On peut donc conclure que sur un espace vectoriel de dimension finie on a une seule topologie
compatible avec la structure d’espace vectoriel.

Une autre démonstration de 1’équivalence des normes en dimension finie, basée sur la com-
pacité locale de R, peut se faire comme suit.

Exercice 25 On désigne par E un espace vectoriel de dimension finie surR, par (e1, - ,ey)
une base de E et on note ||| la norme définie sur E par :

n
Vo = inei € E, |zl = max |z,.

1<i<n
=1

On sait déja que la boule unité et la sphere unité de (E, |||, ) sont compactes.
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1. Montrer que pour toute norme ||-|| sur E Uapplication :

B ) — R
x — |z
est continue.
2. Montrer que toutes les normes sur E' sont équivalentes.

3. Retrouver le fait que si (E,||-||) est un espace vectoriel normé de dimension finie et
(F, HH/) un espace vectoriel normé de dimension quelconque alors toute application li-
néaire de E/ dans F' est continue.

Solution.

n
1. Pour tout z = ) xje; dans F on a :
j=1

[zl < Bl ,

n
ou =3 |lej]| > 0. On a donc pour z et y dans E :
j=1

izl = llylll < [l =yl < Bllz -yl

et la continuité en résulte.

2. 1l suffit de montrer que toute norme ||| sur E est équivalente & |||, .

n
On a déja vu que pour tout z = > z;e; dans E on a :
i=1

n
lzll < [ D llesl | zlloe = B ll2lloc -
j=1

On a également vu que la sphére unité
Soo ={z € E'| [, =1}

est compacte dans (E, ||-|| ) et que Papplication z — ||z|| est continue de (E, |-||,) dans R. On
peut donc poser :
a= inf |z|= lm |z,
€S n—-—+0o00

ol (Tp),cy est une suite de points de S.
La sphére unité S, étant compacte, on peut extraire de (), une sous-suite (xw(n))neN qui
converge vers x dans Sy. On a alors o = ||z|| > 0.
x
Enfin, pour tout x dans £ — {0}, on a ”’H > a soit a x|, < ||z||. D’ou I'équivalence des
T o0

normes.

3. Si(e1, -+ ,ep) est une base de E, pour toute application linéaire u de E' dans F' on a, pour tout

n
x=>Y zie, € E:
i=1

n

< ‘ A < N < N

@I < 3 el < o Il ) e < (o, ol ) lel
1=

(les normes ||-||; et ||-|| sont équivalentes, il existe donc a > 0 tel que, pour tout z dans E, on
ait [|z||; < a||z||) et la continuité de u en résulte.
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Exercice 26 Montrer qu’un espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Solution. En reprenant les notations qui précedent il suffit de montrer que(E, ||-||,) est complet,
ce qui se déduit immeédiatement du fait que R est complet.

Exercice 27 Soit (E,||-||) un R-espace vectoriel normé. L’espace vectoriel produit E X E est
muni de la norme :

(@, y) — ||z, y) || = max ([l , [[yl]) -

Montrer qu’une application bilinéaireu : E X E — E est continue si et seulement si il existe
une constante A > 0 telle que ||u (x,y)|| < A||z|| ||y|| pour tous x,y dans E.

Solution. Si I'application u est bilinéaire et continue alors u (0,0) = 0 et u est continue en (0,0).
1l existe donc un réel n > 0 tel que :

(z,y) € EXE, [z <, [lyll <0 = Jluzy)l <1.

u<nx " >H < 1 et avec la
[Ed]

Pour z,y dans E — {0} ,on a ,Wy
Yy

=1 et

el - Il -
—x —y|| = n, donc
] lyll

bilinéarité de u, on déduit que :

V(z,y) € ExE, |u(zy)ll <Xzl yll, (1.2)

ou)\:—2.

Réciproquement supposons 1.2 vérifié. Pour xg, x,yo et y dans E, on a :

= |u(z —z0,y) +u(xo,y — vo)|l
< Nu(z — o, y) || + llu (w0, y — yo)||
< Al = ol lyll + llzoll lly — woll) ,

[u (2, y) = u (o0, yo) |

ce qui entraine  lim  w(x,y) = u (o, yo) et la continuité de u sur E x E.
(z,y)—(z0,v0)

1.5 Normes matricielles
Dans ce paragraphe on se donne une norme x — ||z|| sur C" et on note :

B={zeC" ||z <1},
S={zeC"||zf| =1},

la boule unité et la sphére unité de (C™, ||-]|) .
Exercice 28 Montrer que l’application :

A [|A] = sup [|Az]]
€S

définit une norme sur M,, (K).
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Solution. L’égalité | Al = 0 équivaut a ||Az| = 0 pour tout z dans S. En remarquant que pour

1
tout  dans C” on a Wa: € S et en utilisant la linéarité de A, on déduit que A = 0.
X

La vérification des autres propriétés d’une norme ne pose pas de problémes particuliers.

L’application :
A — [[A] = sup || Az]]
zes

est la norme matricielle induite par (ou subordonnée a) la norme vectoriellex — ||z|].

Exercice 29 Montrer que la norme matricielle induite par||-|| ., est définie par :

YA e M, (C), A, = max Z |aij] .

1<i<n

Solution. Posons
o = max E a
ISign 4 o]

Si A =0 alors a = 0 et le résultat est évident. On suppose donc A non nulle.
Pour z dans S (sphére unité de (C™,||-||,.)), on a :

n
Az, = nax. Z;aij%‘ <a.

Pour montrer que a < [|4], il sufﬁt de trouver un vecteur x dans S tel que ||Az|, = a.Soit k
compris entre 1 et n tel que a = E lak;| . On pose, pour tout j compris entre 1 et n :

Jf

f
g arj # 0,
Tj = |akj|

0 siag; =0.

On a alors ||Az||, = . En effet, comme A est non nulle il existe un indice j compris entre 1 et n tel
que ag; # 0, donc ||z[|, =1 et, en notant y = Az, on a :

Vie{1,2,---,n}, |yl= Zazjxj < a,

avec pour i = k :
n n

el = > awjai| = Y lawg] = o

j=1 j=1
On a donc bien [|[Az| = a et [|A] =

Exercice 30 Montrer que la norme matricielle induite par||-||, est définie par :

vAe M, (C), [All, = |4l = max Z |z -

1<5<n

ot A* désigne la matrice adjointe de A.
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Solution. Posons :

= max Z lagj] -
1<]<TL

Pour z dans S; (sphére unité de (K, ||-||;)), on a :
[ Az, = Z Zawaz] < Z |75 Z |aij| < ﬁz 25| =
=1 |j=1

Pour montrer que § < ||Al];, il suffit de trouver un vecteur z dans S; tel que ||Az|; = 5. Soit k compris
n

entre 1 et n tel que 3 = Y |a|. Pour o = e; (k°™ vecteur de la base canonique de C") on a :

=1

[Az][, = Z Z%% = Z |aik| =

=1 |j=1

On a donc bien [|A]|; =0

Exercice 31 Montrer que pour toute matrice P dans GL,, (C) Uapplication :
v ol = [Pl
définit une norme sur C" et la norme matricielle induite par cette norme est définie par :
VAe M, (C), ||Alp,=|P'AP|_

Solution. 1l est facile de vérifier que ||-|| » définit une norme sur K”.

On peut aussi remarquer que P est la matrice de passage de la base canonique deC™, B = (e1, €2, -+ ,€y)
a une base B = (e, €, -+ ,e)) et en notant :
/
X=1 : |, X'=
/
T Xy,

les coordonnées du vecteur z dans les bases respectives B et B/, on a :
— -1 _ 1
lllp =[P X1 = 11Xl
Pour toute matrice A dans M,, (C), on a :

Pvekn—qop llzlp  xexn—qop P71 Xl

soit en posant X = PX’ :

o |PTIAPX||
JAlp= sup 2 =|[PTIAP|

xexr—{oy X'l

Exercice 32 Soit A — ||A|| une norme sur M,, (C) induite par une norme v — ||z|| sur
C". Montrer que :
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1.
A
VA€ M, (C), |A| = sup |Az|| = sup | Az]
z€B zeKn—{0} ”‘TH
2.
Vz € C, VA € M,(C), ||Az| < ||A] ||| -

3.

VA € M, (C), VB € M,(C), |AB]|| < ||A]| ||B||
4.

[ ]| = 1.
5. 1l existe x dans S tel que :
Al = [|Az]. |A]| = inf {a € RT [ V2 € K", ||Az]| < a|lz]}.

Solution.

1. Résulte de l'inclusion S C B et de la linéarité de A.
2. Se déduit facilement de 1.
3. De 2. on déduit que pour toutes matrices A, B dans M,, (C) on a :

Ve € C, [[ABx|| < Al | B[ < [|A[B] |2l -

D’ou le résultat.

b

. Pour tout « dans S on a ||[,z|| = ||z|| = 1. On déduit donc que ||I,,|| = 1.

ot

. Du fait qu’en dimension finie la sphére unité est compacte et qu’une fonction continue sur un
compact admet une borne supérieure qui est atteinte on déduit qu’il existex dans S tel que
|All = [| Az]].

On note
D={acR"|VzeC" ||Az|| < alz|}.

On a D # (), car ||A]| € D.Donc D admet une borne inférieure comme partie non vide et minorée
de RT et inf (D) < ||4].
Soient a € D et x dans S tel que ||A|| = ||Az||. On alors :

[A]} = [[Az]| < aflz]] =

soit || Al < . On en déduit donc que ||A|| < inf (D) et [|A| = inf (D).

La propriété 3. se traduit en disant que toute norme matricielle induite par une norme
vectorielle est sous-multiplicative.
Le rayon spectral d’'une matrice A est le réel :

A) = M
p(A) A?slﬁ(’iﬂ |

On rappelle qu'une matrice complexe A est dite normale si A*A = AA*. Une telle matrice
se diagonalise dans une base orthonormée.

Exercice 33 Montrer que si A € M,, (C) est une matrice normale alors :

[A[ly = p (A).
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Solution. Une matrice normale A € M,, (C) se diagonalise dans une base orthonormeée, il existe

donc des scalaires {A1, -, A\, } et une base orthonormée (eq,- - ,e,) de C" tels que Aex, = Arer pour
n n
tout k € {1,--- ,n}. Pour tout x = > xper € C" tel que ||;1:||§ = 3 |zx]* =1, on a alors :
k=1 k=1

1AZ(l3 =Dl [l < p (A)* ) lan]* = p (4)*.
k=1 k=1

On peut donc conclure que | A, < p(A).
Sik e {1,---,n} est tel que p(A) = |Xg|, alors p(A) = |A\g| = [ Aex|l, avec |lex]l; = 1. Donc
[A[ly = p (A).

L’égalité ||All, = p(A) est valable en particulier pour A complexe hermitienne ou unitaire
et pour A réelle symétrique ou orthogonale.

Exercice 34 Montrer que pour toute matrice A € M,, (C), on a :

[Ally = /1 AAll, = v/ p (A*A).

Solution. Pour tout z € C" tel que

\x||§ = 1, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

1Az]3 (x| A*Az) < ||z[y [| A" Az],

< lzlly 1A= Ally lz]ly = [[AA]l5 -

Ce qui entraine ||A[]3 < [|[A*A|l, < || All, ||A* |, et [|Ally < [|A*|l,. En appliquant cette inégalité a A*,
on obtient [[A*||, < ||A|l5 ce qui donne :

A"l = 1Al

On déduit donc que :
1415 < [14*Ally < [|All 1A%y = (14115,

ce qui entraine ||A||3 = [[A*A|,. La matrice A*A étant normale (elle est hermitienne), on a aussi

|A*A|l, = p(A*A). Donc :
[Ally = /1A= Ally = v/ p (A* A).

Exercice 35 Montrer que application définie sur M., (C) par :

A [JA]l = /T (AxA),

est norme (norme de Schur) et qu’elle est sous-multiplicative, ¢’est-a-dire que||AB||, < ||A|l, | B||
pour toutes matrices A et B appartenant ¢ M, (C).

S

Solution. Pour toute matrice A dans M,, (C), on a :

[Allg = vTr (A*4) =
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c’est-a-dire que [|-||, est la norme hermitienne de M, (C) identifié a cr’.
Pour toutes matrices A, B dans M,, (C), on a :

|AB|?> = Tr (B* (A*AB)) = Tr ((A*AB) B*) = Tr ((A*A) (BB*))

et les matrices A*A et BB* étant hermitiennes positives, on peut utiliser le résultat de Pexercice??
pour écrire que :

IAB|; < Tr (A*A) Tr (BB*) = | AIF |B*[; = Al IIBI -

Ce qui prouve que la norme de Schur est sous-multiplicative.

Remarque 3 On peut aussi montrer ce résultat directement en écrivant que :

4B =3 zam% <y (zmzkubm)

1,J=1 k=1 2,7=1

et en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

IAB? < Z (Zlaml ) (kzn::llbkﬁ) = [IAIZ 1BI -

i,j=1

Exercice 36 Montrer que pour toute norme A — || Al sur M,, (C) il existe une constante
réelle \ > 0 telle que :

V(4,B) € My, (C) x My, (C), [|[AB| < M A[[|| B[

Solution. L’application bilinéaire (4, B) — AB est continue de (M, (C))? dans M,, (C) (en
dimension finie toute application bilinéaire est continue), il existe donc une constante réelleA > 0 telle

que :
V (A, B) € My (K) x My, (K), [[AB]| < A[|A[l || B]]

On peut aussi travailler tout d’abord avec une norme sous-multiplicative (par exemplel|-||;) puis
utiliser le théoréme d’équivalence des normes sur M,, (C).

Exercice 37 Montrer que la norme de M,, (C), A+ lglax la;;| n'est pas sous-multiplicative.

Solution. Par exemple, dans le casn = 2, avec :
a 1 b 0
=(50) 2= (10),

01‘1a>1,b>1,onauAB:(abg_1 8)et:

|AB|| = ab+1 > [|A| || B = ab.
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1.6 Exercices divers
Exercice 38 Soient o, 3,7,0 des réels tels que :

ad — By #0.

Montrer que lapplication :
(@, y) = [[(z, y)|| = max (jax + By[ , [y + oy|)
définit une norme sur R2.
Solution. En notant X le vecteur de coordonnées z,y dans la base canonique de R?, on a :

X1 = 14Xl o

ol A= < : g ) . L’hypothése ad — By # 0 se traduit par det (A) # 0, ce qui signifie que 'application

X — AX réalise un isomorphisme de R2. On en déduit alors facilement que ||-|| est une norme sur R2.

Exercice 39 Soient a,b deuz réels fizés avec a # 0.

1. Justifier, pour tout (x,y) € R? lexistence de sup |(at + b)x + y].
t€[0,1]
On notera ||(x,y)|| = sup |(at +b) x + y|.
tel0,1]

2. Ezprimer, pour (z,y) donné dans R?, ||(z,y)|| en fonction de x et y (on pourra étudier
la fonction 2 ou f:t s |(at +b)x +yl).

3. Montrer que Uapplication ||| définie a la question précédente est une norme surR?.
4. On prend (a,b) = (1,0).
(a) Montrer que ||(x,y)|| <1 équivaut ¢ —1 <y < et -1 <zx+y<1.

(b) Dessiner la boule unité fermée de centreQ correspondante.

Solution.

1. L’application f : t +— |(at + b) z + y| est continue sur le compact [0, 1], donc [|-|| est bien définie
sur R2.

2. Pour tout t € [0,1], on a :

F2(t) = ((at +b)x +y)* = (at + b)? 2% 4 2y (at + b) = + 3>
=a®2*t? +2 (abav2 + a:cy) t + b2a2? 4 2bxy + 12

c’est-a-dire que f? est la fonction constante égale ay? si = 0 ou une fonction polynomiale de
degré 2 a valeurs positives si x # 0. Dans tous les cas, on a :

sup f2(t) = max (£2(0), 2 (1)) = max ((bz +y)?, (e + ) 2 + y)°)
te(0,1]
= (max (|bx + y|,|(a +b) = + y[))?

soit :

(@, y)ll = sup f(t) =max (jbx+y[,[(a+b)z+yl).
t€(0,1]
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3. On peut remarquer que :

1@, )l = [I(bz +y, (a+b) z + y)[

I'application linéaire :
(@,y) = (bz +y, (a+b)z+y)

réalisant un isomorphisme de R? puisque :

b 1
det(a—l—b 1>a7é0.

Il en résulte que ||| définit une norme sur R2.

(a) Pour (a,b) = (1,0), la condition ||(z,y)|| <1 équivaut a
max (|y|, |z + yl)

ouencorea —1 <y<et -1<ax+y<1.

(b) Ce qui permet de dessiner la boule unité.

Exercice 40 Soient a,b deux réels strictement positifs. Pour toutu = (x,y) € R?, on note :

|lu|| = v/ a?x? + b?y2.
1. Montrer que ||| est une norme sur R

2. Dessiner la boule unité pour cette norme.

3. Déterminer le plus petit réel o > 0 tel que :
Vu € R?, lull < allull,,

ot ||-||, désigne la norme euclidienne sur R

4. Déterminer le plus grand réel 5 > 0 tel que :
Vu € R, [lull > 6 |lull, -

Solution.

L full = | (az, by, -

2. Une ellipse.

3. |lul]] £ max(a,b) ||lul|y = o |u|, et égalité pour v = (1,0) ou u = (0,1).

Exercice 41 Le but de cet exercice est de montrer le théoréeme fondamental de l’algébre : tout

polynome complexe non constant a au moins une racine.

On se donne un polynome P (z) = > apz® de degré n > 1 avec a, = 1.
k=0

1. Montrer que lim |P(z)| = +oc.

z|—+

2. Montrer qu’il existe zg € C tel que |P (z0)| = in(g |P(2)].
zE
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3. On suppose que P (zy) # 0 et on définit le polynome Q par Q (z) =
(a) Montrer que :
VzeC, |Q(2)] > 1.
(b) Montrer qu’il existe un entierp compris entre 1 et n et une fonction ¢ définie sur C
tels que b, # 0, lir%e (2)=0etQ(2) =1+b,2" (1 +¢c(2)).
1
(¢) Justifier Uexistence d’un réelr > 0 tel que |e (2)]| < 5 bour tout z € C tel que |z| <.

(d) On note b, = rye® avecr, >0 et 0 <6, < 2n.

. it
i. Montrer que pour tout z = pe "7 avec0<p<r, ona:

Q) < 1= ryf?| + 570"

ii. En déduire qu’il existe z; € C tel que |Q (z1)] < 1.

111. Conclure.

Solution.

1. Pour tout z € C*, on a :

agp an-1
P = [m %0 L. 1
PEl= |24 2Ly

Qp—k

avec lim - ‘ =0 pour k=1,---,n. D’oi le résultat.
|z]>+o0 | Z
2. De ‘ |lim |P (z)] = +00, on déduit qu'il existe R > 0 tel que :
Z|—+00

|2l > R =[P (2)| > [P (0)]

Su le compact K = {|z| < R}, la fonction continue | P| est minorée et atteint sa borne inférieure,
il existe donc zp € K tel que |P (z9)| = in}f< |P(z)]. On a alors, pour tout z € C, soit z € K et
ze

|P(z)] > |P(20)], soit z ¢ K, donc |z| > R et |P(z)] > |P(0)| > |P(20)|. Dans tous les cas,
[P ()] 2 |P (20)] et |P(20)| = inf [P (2)].

(a) Resulte de :
Vz € C, |P(2+ 20)| = |P (20)]

(b) On a @ € C[z] avec Q (0) =1 et deg (Q) = n, donc :
Q(2) =1+bpzP + - +b,2"
avec 1 <p <net b, #0, ce qui s’écrit :
Q(2)=14+b,2" (1+¢(2))
avec lim e (z) = 0.

z—0

(c) Par définition de la limite nulle.

(d)



28 Espaces vectoriels normés

.0p+7r
- —1
i. Pourz=pe ~» ,ona:

Q (2)] = [1+bp2” (1 + £ (2))|
< 1+ bp2P| 4 rpp” e (2)]

1
Si de plus p = |z| <, alors |e (2)] < 3 et :

1
Q)| < 1+ by2?| + 1y

avec
. 9p+7r

P
_ 10, - _ —im __
byt = rpe'? <pe P ) =rppPe "™ = —rppP.

ii. On a liH(l) (1 —rppP) =1, donc 1 — rpp? > 0 pour p assez petit et pour un tel choix :
p—

1Q ()] < l—rppp+%rppp: 1— %’rppp < 1.

iii. C’est contradictoire avec |@Q (z)| > 1. Donc P (z9) = 0 et le théoréeme de d’Alembert-
Gauss est démontré.




