
Exercice 1 Déterminer, si elle existe, la limite de

n 7→
∫ +∞

0
e−t

n

dt.

Exercice 2 On pose
un(x) = (−1)n+1x2n+2 ln x, x ∈]0, 1] et un(0) = 0

(1) Calculer
+∞∑
n=0

un(x)

(2) Montrer que la série des un converge uniformément sur [0, 1].
(3) En déduire l’égalité ∫ 1

0

ln x
1 + x2 dx =

∞∑
n=0

(−1)n+1

(2n+ 1)2

Exercice 3
(1) En développant en série de Fourier la fonction 2π périodique définie par f(x) = coshαx sur ] − π, p],

montrer que

∀α ∈ [0, 1],
+∞∑
n=1

2α
α2 + n2 = π

chπα
shπα −

1
α

(prolongée par continuité en 0).

(2) En intégrant sur [0, 1], en déduire la valeur de
+∞∏
n=1

(
1 + 1

n2

)

Exercice 4 On considère la série
∑ 1

n
cosn x sin(nx). Étudier sa convergence.

(1) Montrer que sa somme f est de classe C 1 sur R \ πZ. Déterminer f ′.
(2) Expliciter f

Exercice 5 On définit, sur [0, 1] la suite (un) par

un(x) =
{
n2x (1− nx) si x ∈ [0, 1/n]
0 sinon

(1) Étudier la convergence de la suite (un)

(2) Calculer
∫ 1

0 un(t) dt.
(3) Que peut-on en conclure ?

Exercice 6 Étudier l’existence et la valeur éventuelle de la limite de la suite∫ +∞

1
e−t sinn(t) dt.

Exercice 7
(1) Montrer que

x 7→
∫ +∞

0

e−xt

1 + t2
dt

définit une fonction continue sur [0,+∞[.
1



2

(2) Montrer que même que

g : x 7→
∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt

définit une fonction continue sur ]0,+∞[.
(3) Déterminer, après avoir justifié son existence, la limite de g(x) quand x→∞

Exercice 8 Montrer que

f(x) =
∫ +∞

0

e−xt

1 + t2
dt

est, sur ]0,+∞[ solution de l’équation différentielle

f” + f = 1
x
.

Calculer g.

Exercice 9 Pour y ∈ R, on pose
F (y) =

∫
R
e−πt

2
e−2πiyt dt.

(1) Montrer que F est de classe C∞ sur R.
(2) Montrer que F est solution d’une équation différentielle du premier ordre.
(3) Expliciter F .


