Agregation Interne de Mathématiques

Intégration 2011-2012

1) Montrer que : Zzzl eki; ~ 0o ﬁ
2) fe€C'(]0,1];R). Montrer que Zz;é (f(@) _ f(%)) oo %(f(l) — (0))

3) Calculer :

. n k
a) limy, 400 (Zk:l ngikz)

b) hmn—>+00< zinH(k%))

II .

f + [a,b] — R une fonction dérivable telle que f’ soit bornée. On pose M = supc(o (| f/(t) |)-

On suppose que f(a) = f(b). Montrer que :

b Y
[ a1 CS

Etudier le cas d’égalité.

IIT .

soit a < b et E = C([a,b];R%). Déterminer inf;cp ((f: f(t)dt) (f(f %))



v .

Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] strictement croissante et surjective, et soit f : [0,1] — R continue.
On suppose que Vz € [0,1] : fol [min(z, g(x))].f(t)dt = 0.

Montrer que f est identiquement nulle.

O0<a<d

a) Calculer lim,_, ( f;: e—?dt)

—at__,—bt
+oo e —e " 1y

b) Calculer [, .

VI .

t

2
fra— 7 hfﬁetg:ac%L

t1n(t)
a) Définition et dérivabilité de la fonction f.

b) En déduire que fol ﬁdt = In(2).

VII .

1) a) Montrer que la fonction ¢ — In(sin(¢)) est intégrable sur |0, 7[, et la fonction
t — In(cos(t)) est intégrable sur |0, 5[.
b) Montrer que [, In(sin(t))dt = 2 fog In(sin(t))dt = 2 fog In(cos(t))dt.
¢) En déduire que [; In(sin(t))dt = —mIn(2)

2) a) Montrer que Vx € R : Hz;ll (:n2 —2cos(Em) .z + 1) = Z;é 2

n

b) En déduire que : [[}=} (sin(Ax)) = 2%

n

c¢) En déduire que : fog In (sin(¢)) dt = —F-%



VIII .

1) a) Montrer que (2" — 1)2 = [[r_; (22 — 2cos(%T).z 4 1)

n

b) En déduire que [7In (22 — 2cos(d).z + 1) df = { drn(lz])  silz| > 1

0 silz] <1
¢) En déduire que [ In (2?2 —2cos(6).z + 1) df = { 377 n(|x]) ZEI z 1

2) Justifier et calculer [ In (2 —2cos(0))df et [ In(2+ 2cos(9))db

(On pourra utiliser le résultat de I'exo. 7).

IX .

feC([0,1];R). calculer lim,,_, (fol f(t”)dt)

1) Pour n € N, on pose I,, = fog cos™(t)dt
a) Montrer que si n > 2, alors nl, = (n — 1)[,,—9
b) En déduire que Vn € N* : nl, I, 1 =5
c) Montrer que la suite (I,)nen est décroissante.
d) En déduire que I, ~4 \/%

2) a) Montrer que f0+oo e dz = limp_s oo (fo‘/ﬁ(l — w—:)”dx) = limy, 4 00 (v/1-Ton11)-

b) En déduire que [, e~ dx =17



XI .

Calculer lim, 4 <f01 nin(l+ t")dt)

+oo
n=1n

|~

(On pourra faire le chg. de variable x = ") (Rappel :

(Réponse= 7{—; )

XII .
1) Soit a,b >0
Montrer que fol t(algl)dt =y (a_+12LZ
2) Calculer :
a) Y E
oo (="
b) Tli% 1+2n
+oo (=1
C) ni% (1+3)n
+oo (=1)
d) ni% 1+4n
XIIT .
Calculer lim,,— 4 o ( 0+°° m%l(l + %)‘"dm)
XIV .

fra— [0 mdmis) gy,

Définition, dérivabilité et calcul de f(x).

[\
o,



XV .

1) Définition, dérivabilité et calcul de f'(x).

2) En déduire que f0+°° e~ dp — @

XVI .

f: ac—>f In(t) txdt

Définition, dérivabilité et calcul de f(x).

XVII .

1) a) Justifier existance de f0+°° SinT(t)dt

sm(t)

b) La fonction t — est-elle intégrable sur |0, +-o00].

2) soit f:x — [ _‘”tSII;(t) dt

a) Déterminer la domaine de définition D de f.
b) Montrer que f est continue sur D.

c) Montrer que f est dérivable sur R, .

d) En déduire que [, sin t) dt =7%.
XVIIT .
1 In(?)
1) Calculer [, mdt
. [too £ z In(t)
2) a) Montrer que Vz > 0: [;" arctan(§)dt = [ z4dt.

+oo 1n )dt 2

b) En déduire que —pdt = T



XIX .

f: R=>R

+oo
. r_>/ cos(xt) gt
0 + 2

1
a) Montrer que f est continue sur R.
b) Montrer que f est dérivable sur R*.
¢) Calculer, pour z € R* : z.f'(x) — f(x).

d) Exprimer f a l’aide de fonction usuelle.

XX .

fra— [§In(2® —2cos(0).x 4 1) df

1) Déterminer la domaine de définition de f.

2) a) Montrer que f est dérivable sur R — {—1,1}.

b) Mont Ve eR—{—1,1}: f'(z) = 4. [ D +(=1)
) ontrer que vx < { ; } f (I’) fO ((z+1)t?:p71)2)(1+t2)

2 In(|z|) stz > 1

c) En déduire que : f(x) = { 0 sila] < 1

d) Montrer que la fonction f est continue sur R et calculer ["In(2 —2cos(6))df et
Jo In(2 4 2 cos(6))do
Indication : Montrer que Vo € R : 22 — 2cos(f).z + 1 > sin?(f) et utiliser le

théoreme de convergence dominée.

3) a) Déterminer le developpement en série entiere de la fonction : g : 2 — In (22 — 2cos(6).x + 1).
6 €]0, .
b) En déduire que Vx €] — 1, 1[: f(z) = 0.

c) Calculer f(x) dans le cas ou |z| > 1.



4) a) Déterminer le developpement en série de Fourrier de la fonction
h:6 — In (2 —2cos(d).z + 1) avec z €] — 1,1]

b) En déduire la valeur de f(z).

XXI .

Montrer que fol 2¥dr = > 07 (b iy

n=1 nn



