AMALYSE REFLLE | Fiche 1

L Soit (E,d) un espace métrique et xc E.
1. Montrer que diam (B ¢(x,r))<2r.
2. Donner un exemple ot diam ( B¢(x,r))<2r.
IL 1. Montrer que les applications | ||, || [, et || |, définies sur R? par :
¥x=(x1,X2)€ R?, | % |a=Max( FANE I
Il =lxl+ 1= [)
ot || x |, =V x3+x? sont des normes sur R*.
2. Représenter B:(0,1) dans R” relativement 4 chacune de ces trois normes.
TI.1. Montrer que les applications || |, || |, =t || |, définies sur E=£([0,1]; IR} par
[ ] 1
vfeE, | f||,=Sup ! f(t) N £ll,= ’- | £(t) | dt et | f]|2=\[I (F(t))*dt
tef0,1] 40 0
sont des normes sur E.
2. Montrer que 7feE, |f,2|fl,<]fl,
3. Montrer qu’il n’existe paske R telque ¥f= E, |f] <k |f], ou || f],<k| T},
{on pourra utiliser la fonction £, définie sur [0.1] par £, (t)=t").
IV. Seit E=([0,1]; R )
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Définir bien proprement ces fonctions f,.

Montrer que la suite {f}, },-y est convergente
dans E muni de [ |,
Montrer que cette suite n’ st pas convergente
dans E muni de | |,
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J. SoutE=#(]0,1];R)
i
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Définir proprement f),.

Montrer que la suite {f,, }, . est de Cauchy
dans E muni de | |,

Montrer que cette suite n’est pas convergente
dans E muni de | |,

Que se passe-t-il avec || ||, ? 9
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L 1. Monfrer que toute partie d’un espace métrique discret est un ouvert et un fermé de cet
aspace.

. . 0 e
2. Montrer que dans IR muni du métrique usuel, Q= @ ¢t Q= R

[I. Sotent (E,d) un espace métrique st A, B deux parties de E. Monirer que:

2 0 e p—
() st AcB alors AcBetAcB

o]
] ] iy —
(i) ARB=AnB st AUB = AUB

Q
L

o Y , 2
(m) AuBc AuBet AnB c An

=t donmer un exemple dans IR usuel o

o
- i

] o ey e
AUB=AUB st ANB=ANB

1. Soient (E,d) un espace meétrique, ac E ot r>0.

1. Montrer que Bo(a,r) < Bg(a,r)
Peut-on affirmer dans le cas général que Bo(a,r) = Be(a,r) ?

2. Si(E,|| ]|) estun e.v.n, montrer que Bo(0,1) = Be(0.1)

IV. Sotent (E,d) un espace meétrique, A, B deux parties de E, A ouvert.

I. Monirerque A~B - A~ B
Ce résuitat reste-t-1] vrai si A n’est pas ouvert ?

2. Enoncer la propridté compiémentaire.

V. Soit A une partie bornee d’un espace metrique (E.d) .

Montrer que A 2st bornee et que diam(A)=diam(A).
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L Montrer que tout ouvert U de R usuel est reunion dénombrable d’intervalles ouverts.
Indication: Onpose T={(x.n) = Q«IN" tel que ]x- —}1- .x+l[-1- E=R Y R
Montrer que siy= U alorsil existe pe N ot z= Q tq Jy- -15 ,y+—I13-[ c U

et}’E]Z——I—az‘*'L[e-ta*ndé,dmrequa-U= U ]x—_l_‘;;-;—in[‘
2p 2p {znlel &

II. Sotent A,B deux fermes digjoints d’un =space metrique {E.d). Montrer qu’il existe deux
ouverts disjoints de (E.d) dont i’un contient A et I’ autre contient B.
[ndication: Pour x€ A {resp. v< B) onpose €, =d(x,B) of U = U By(x, ml,}—ﬂ-:f.:)
ZEA ~

(resp. 8, = d(y,A) ot V =U Bozy,{,_s‘,.} ).
yeB £

I Sotent (E,d) un espace metrique, (B,d) un sous-espace avec la metrique induite.

L. Montrer que les fermes de (B, d) sont les traces de fermes de {E.d) sur B. En dédutre que
31 B est un ferme de (E.d) alors les fermés de (B.d) sont les formes de {E.d) qu sont
imclus dans B.

a 8

2. Montrerquest AZB alors A = A 11 B,

Y. Soit G un sous-zroupe non vide de IR+ 1.

1. Montrer que G 11 R posséde nne bome inférieure.
=

cp ooy T
2. Onposea=hi{ G R:).
a) Montrer que 31 a»0 alors G=a 7.

b) Monirer que 31 a=1 alors G st dense dans R (usuei}.
3. Montrer que Z 2t 12 Z sont deux formes de R (usuel) ot que & + (2 Z 25t dense dans R.

En déduirs que la somme de deux fermés d’un 2space metrique 2 2st pas necessairament

un ferme.

P s P £y ¥ 1 ¥ -
V. 1. Montrer que A = {{t-:. 3 X R. 1 st B3=14(0.v), v= R } sont deux srmes de

3 .l
(IR T ).

3. Determiner d_(A B

o

30 AR sst-il im terme dans ¢ R | 1537
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Sotent (E,d) et (F,5) deux espaces métriques et {: E——— F une application.

Montrer I’équivalence des propriétés suivantes:

(iy festcontinue

(i) pour tout A < E, f(A) c f(A)

)

0 y :
Giiypour tout B < F, £~'(B) < T-Y(B)

Soient (E,d) et (F, ) deux espaces metriques, A et B deux fermés de (E,d) teisque E=A U B
et f:E———F une application dont la restriction g= f/A ot la restriction h= f”B sont

continues. Montrer que fest continue.

Soit T={ (x,y)e R? tq L*+y*=1}.
L application f de [0,2n] (munie du meétrique usuel) dans T (muni du métrique induit par de)

définie par £(t) = (Cost,Sint}) est-elle un homéomorphisme ?

. On considére ’application 3: R*—— R,
(x,y)— |Arctanx - Arctan y |

1. Vérifier que  est une distance sur IR, topologiquement équivalente  la distance usuelle d.

v

Soit { Xy, Jnen 12 suite définie par x,=n

a) Montrer que la suite {x, } ey ost de Cauchy dans (IR, 3).

b) Cette suite converge-t-elle dans (IR ,3)?

Soient (E.d) un espace métrique, A ot B deux parties de E tq ANB=0 et ANB=2.
Sotent U={xeE tq d(x,A)<d(x,B)}et V={xeE tq d(x,B)< d(x,A) }. Montrer

que ce sont deux ouverts disjoints de (E,d) contenant A et B respectivement.
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L Soient a,beR avec a<b et {x,},on une suite d’éléments de [a,b]. On pose
3 =1"_{im+mSnp X,. Montrer que Y€>0 ]Ja-€,a+€[ contient une infinité de termes de la
n—r
sulte { X, },o ©t en déduire que [a,b] est compact.
[I. Sotent (E,d) un espace métrique et A,B deux parties non vides de E. Montrer que:
si A compacte, B fermée et A (1 B=o, alors d(A,B)>0.
I SoitE=£&{[0,1]: R}.
Montrer que B¢(0,1) n’est pas compact dans (E,dw).
Indication:.on pourra utiliser les fonctions f,
1
1' £
TV Saient (FE_d) un cspace métrque compact ot 125 , £ une application telie que, pour tout
.y E, d{(f{x).f(y}) < d(x,¥).
1. Montrer que s’il existe un ¢lément a de E vérifiant £(a) = a alors cet élément a est unique.
2. On considére I’application ¢ de E dans IR définie par @(x)=d(x,f(x)). Montrer que
{@(x); x=E} admet un minimum dans IR, .
3. Monfrer que f posséde un point fixe a unique.
4. On considére la suite de E définie par son premier terme Xq, =t pour ne IN, par
Lo = F{Xq ). Montrer que cette suite tend vers a.
\v4

Théoreme de Dini. Sotent (E.d) un espace metrique compact ot {f,} ., 'me suite
d’applications continues sur E a valeurs dans IR taq:

(i) lasuite {1, } .y converge ponctueilement vers une fonction f continue sur E,

(i) pour tout x= E, {£,(x) },.p ostune suite croissante.

Pour ne [N 2t >0 onpose F, ;= {x€E tq f(x) <f(x)-€}.

1. Montrer que F, » estune partie fermée de E.

Il
o

2. Montrer que ) F, ¢ = puis quwil existe n,= N tel que Pram
N ‘

PO =

Lo

En déduire que la suite {1, },_, converge uniformement sur E.
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Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que:
1. il existe r >0 tel que toute boule fermée Be(x,r) soit compléte, alors (E,d) est complet.

7. si toute boule fermée est compacte alors (E,d) est complet, et les compacts de E sont les
fermes bornés.

Soit f une application bijective d’un espace métrique (E,d) dans un autre (F,5). Montrer

que si (E,d) est complet, f continue et 1 -1 ymiformément continue, alors (F,3) est complet..

. Pour m,ne IN, onpose d(m,n) ={

0 st m=n,
lie-lm-nl gimen

1. Montrer que (IN,d) est un espace métrique complet.

2. Pour ne IN', ompose F,=Bs(n, —},— +2~20), Montrer que Vne N, F,, CF, =t

e [ F..=2.
e :EN 3k

- Que peut-on conclure?

' Soient X un ensemble non vide, E=B(X,IR) le IR —espace vectoriel des fonctions bornées

de X dans IR.
1. Montrer que "application || |,:E—— R+ est une norme sur E.
f—— Su{g |F(x)|
e

2. Montrer que (E,| | ) est complet.

7. Soit f une application d’un espace métrique (E,d) dans lui-méme. £ désigne la composée

de £ par elle-méme p fois (pe IN").
1. Montrer que st f ? admet un point fixe ¢ et un seul alors f admet ¢ pour unique point fixe.
2. On suppose que £ est k?-Lipschitzienne (k>0) sur (E,d).

a) Montrer que la fonction § définie sur ExE par :

S(r.y) = d(xy) + L d(E@.16)) =+ 1:}— d(£7 (2,7 (y)) est une distance

sur E et que f st Lipschitzienne de rapport k sur (E,9).
b) Montrer que d et 3 sont réguliérement ¢quivaientes si et seulement s1 { est Lips-
chitzienne sur (E,d).

¢) On suppose que {E,d) =st complet, que £ 2st Lipschitzienne sur (E.d) =t que £ ost

contractante. Montrer gue la suite { X, } oy définie par o= E 2t Lan = (x4 ) pour
1= IN, converge vers 'unique potnt fixe ¢ de f.

- Donner une majoration de d(x,,c) =nfonction de d(:zs,c) 2tde n.
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L Si A et B sont des sous-ensembles d’un espace vectoriel normé (E,| | ), on note
A+B={a+tb;acA et beB}. Montrer que :
1. Si A =stouvert alors A+ B estouvert.
2. St A =t B sont compacts alors A+ B est compact.
3. Si A est compact ot B fermé alors A +B est fermé.
- Ce résultat subsiste-t-il 51 A est seulement fermé ?
Pad!
L Montrer que I"application N définie sur E=&([0,1]:IR) par N(f)=| o' [f(t)]dt est
40
une norme sur E. N est-elle équivalente a || |, ?
0L Soit (E,} |) un IR -espace vectoriel normé.
1. Soit F un sous-=space vectoriel de dimension finie de E.
2) Montrer que 7xeE ilexiste X F tel que d(x.F)= | x-x|.
h) En déduire que s1 F= E alors il existe un vecteur umitaire u de E tel que d(u.F) = 1.
2. Montrer alors que s1 E 2st de dimension infinie, il existe une sutte { u., },_, d’2Iéments de
la sphere unité S(0,1) telleque jun-u.| =z 1 pour m=n.
3. Conclure que E est de dimension finie si et seulement st B¢(0,1) st compact. (théoreme
de Riesz)
IV. Soit E=¢'([0,1];R). On définit N:E—— R, par N(£) = |£(0)}] + Sup | (t)].
te{0,1]
Monfrar mue N st ime norme ot que {E M) astun espuce de Bunuci. N 2st-eile equivaienie
1 . oon pourra unidiser les foncnons I, défintes par D(x) = T Sminxj st <= [0, —;:j
: 2n
o = 1 3! e T : | b
2t L) = 91 x€[5=,1])

Montrer qu’un 2space vectoriel norme (E, | |} 2st de Banach si 2t seulement si toute serie

—
O i, normalement convergents =st convergente.

[maicarion: Montrer que s1 { S, ).y est une suite de Cauchy dans {(E. | |) alors on peut 2n

axtraire une sous-stite { Sy boew 1@ TRke N | Sypey - Seupnd s 27°
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L On munit R? de la norme | ||,. Soit T la transformation de R? associde 4 la matrice
(25 Déterminer |ITI|.
\ed,
.I n |
. Onmunit R{x] de lanorme | |, définie par | 2 axx* | = Max |a].
L O<k<n
1. Vérifier que | | est une norme sur IR [x].
2. Monirer que I’application L définie sur R{x| par L(p)=1p" n’est pas continue.
3. Soit ¢« IR. Monirer que ’application ¢ définie sur IR[x] par @(p)=rp(c) est continue
s1 et senlement si |¢| < 1. - Déterminer dans ce cas ||| @]
M. 1. Sotent E = &([0,1];1R) muni de la norme | |,, 2t T:E—————E définic par
x F——T(f)
YEeE, vxe[0.1]: (T(E)( =] £ dt.
Jo
a) Montrer que T est linéaire continue et calculer ||| T|[.
b) Méme exercice en changeant | |, par | |, .
2

Trouver deux normes respectivement sur les sspaces vectoriels £ 101, RY et
2([0.1];R) tq ’application linéaire f ——f" de £'{[0,1];R) dans £([0,1]: R}
s01t continue.

V. En utilisant le théoréme du point fixe dans ’espace E=£([0,1]; R) munt d’une norme adé-

L

; +]
quate, montrer que I’équation u(t)=te 1+3in’t +J min(s.t) Cos(u(s))ds {0 <t<1)admst
0

une et une seule solution 1y dans E.

Indicatior: on pourra calculer m(t) =J min(g,t) ds.

0

V. Soient A = (IR} et T ’application de R dans tui-méme définie par T{(X}=A X. On
munit R” desnormes || [;, | Iz et ] |, successivement

15

?

Montrer que T est continue ot déterminer ||| T ]|l

a) Donner alors {dans chacun des cas) une condition necessaire 2t utfisante pour que
3 v . - T + s P A - L] el | _ e +
I"applicaticn £ de R" dans lui-méme définie par £{X) =21 X -5 (oubd = R™ sout
contractante.

b) Que peut-on conclure ?
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I. A Soit E un espace vectoriel réel. On appelle hyperplan "vectoriel” de E, tout sous-espace

vectoriel H de E tel que si F eostun sous-espace vectoriel de E qui contient H alors
F=H ou F=E.

1. Montrer que si H estunhyperplande E ot x< E\H alors E=H D [x] ou [x] estle
sous-espace vectoriel de E engendre par x.

[

Montrer que pour qu’une partie H d’un espace vectoriel E soit un hyperplan de E, il
faut et il suffit qu’=ile soit le noyan d’une forme linéaire.

. Soit (E,|| |) un espace vectoriel normé.

1. Montrer qu’un hyperplan H de E est soit ferme, soit dense dans E.

2. Soit T une forme linéaire non nulle sur E telle que T-'(0) soit un fermé de E.
a) Montrer que T'(1) estun fermé non vide de E.
b) En déduire qu'il existe >0 telque T '(1) N Bg(0,r) = @,
¢) Montrer alors que 7xeB¢g(0,r), |T(x)] =1.
d) Conclure que T ast continue.
3. a) Montrer que pour qu'un hyperplan H de E soit fermé, il faut ot il suffit qu’il soit le
noyau d’une forme linéaire continue.

b) Montrer que pour qu'une forme linéaire soit continue. il faut =t 1l suffit que £-1(0)
soit ferme.

. Soient (E,d) un espace métrique complet et { O, }, ., une suite d’ouverts de (E,d) dense.

1. a) Soient x= E ot r > 0. Construire une suite {{X,,fa)} ey 4’¢1éments de E X R
telle que Bp(xo,re) < Bo{x,r) 1 0p 3t pour nelN, rp<27? et
Bf‘(xnvlsrnﬂ) = Bn(}(n,fn} ﬂ 0n+l

b) Conclure que {1 O, est dense dans E. (théoréme de Baire)
neN

2. Soit {F ),y une suite de fermes de (E,d) tq E= U\IFH. Montrer qu'il =xste
= 7 : : ned -
nos IN tel que Fp, estd’intérieur non vide.

Soit T une application linéaire continue st surjective d’un 2space de Banach (E.| ) dans
un autre (F,N).

1. Montrer qw’il existe ne IN telque T(BE(0,n)) est d’intérieur non vide.

2, Endéduire qu'il existe R >0 2t 3> 0 teisque T(B(D.,R)) = B(0,s)

fas

Montrer alors que 7ve B(0,5) 2t as= IN®. il axiste X;.%3,....Xq= 3 i que

== o N(y-Ti{x)-T(x2)-...-T(Xn)) = =

L

3

gt IS . . -
& U I S S o A

4. Endéduire que T(BEF{0,2k)) = Bf(O,3)

L

Conclure que I’ application T 2st ouverte,






