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|Autour des équations différentielles

On considére (dans les partieésetlll. ) les équations différentielles suivantes,ét f sont des fonctions conti-
nues, définies sk et a valeurs dari® :
(E) : y"+aqy=0;
(Ef) t y'+ay= f.
Toutes les fonctions considérées sont des foretoraleurs réelles.

Partie |

1. | désigne un intervalle ouvert dR, a, b etc trois fonctions de classé' surl, a ne s'annulant pas. On considére
I'équation différentielle(F) : a(X)y' + (A y+ € X y=0, et X, un élément dé

X
En posantu(x) = y(x)ex{% I%dt}, montrer que(F) équivaut a(F') : u"+g(XY u=0 ouq est une certaine fonc-
%o

tion continue sut.
Intérét de cette question ?

On étudie désormais les zéros d’'une équation eififizlle du type d€F') .

2. Dans toute cette questiom,désigneune solution non nulle surde I'équation différentielleu” + g(x)u =0, et I'on

suppose qug estnégative ou nullesurl.
i.  Montrer qu'il ne peut exister de rég} dansl tel que u(x;) = U(x,) =0.

ii. Montrer que la fonctioruu’ est croissante slir En déduire qua s’annule au plus une fois slur

3. fetgdésignent ici deux fonctions continues buérifiant x|, f(X) > g(x) . On notey, et u, des solutions respec-
tives des équationfs):y' + f(XY)y = Oet (E,):y'+ gX¥y =0.
On supposera quig, X,) est un couple d’éléments deels que :
X <Xy Ux) = Uy(X) = 0 Dx D], X[, Up(x) > 0.
On suppose enfin qug ne s’annule pas sul =]x, X .
i. On définit sur la fonctionW = yu, - Y . Etudier les variations d&/ surJ.
ii. Trouver une impossibilité, et en déduire gqyes’annule sud.
iii. Prouver que sk ety sont deux annulations consécutives d’une solut@mnullev de (E,) , toute solution
de (E) s’annule entre ety.

4. On considére I'équation différentielld +(1+ 4—12]y =0 dont on notel une solution suiR*" qui s'annule entre 1 et
X

2 (on peut prouver qu'une telle solution exist&bit alorsa un zéro del.
a. Prouver qud s'annule dans l'intervallpr,a + 1| et ne s'annule pas dans l'intervalte,| 1+ 2 .
V1+ 402

b. Prouver que les zéros desupérieurs & peuvent étre classés en une suite strictemergsenie(a,,) tendant
vers +o , et que I'on a de plus,, —0, - T
noo
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Partie Il

1. a. Résoudre ['équation différentiell¢E;) dans le cas particulier suivantq est constante égale a 1 et
OxOR, f(x)=.
b. On suppose icif =0 et OxOR, q(X) =-(2+ 4><2). Soity une solution d€E) : y"'—(2+ 4x2)y: 0.
On pose, pour tout>0, z(t)= y(ﬁ), de sorte que I'on Bx >0, y(X)= Z )?).

Ecrire I'équation différentielle vérifiée parfianctionz, et en déterminer "a vue" une solution. En déduire
solution de(E) , puis la solution générale d&) (cette derniére s'exprime avec un symbole intéyral

On suppose dans toute la suite de cette partiesfopres2., 3. et4.) que la fonction q est constante égale a 1.

2. a. Prouver que l'applicatio — P+ P’ est un isomorphisme dR[ X] dans lui-méme.
b. Que peut-on en déduire concernant I'équation diftélle y" + y= f dans le cas particulier dtest une fonc-
tion polynéme ?

3. a. Sous quelle forme la méthode de variations destantes donne-t-elle les solutions ¢&; ) ?

b. En déduire que la solution générale(dg ) s'écrit :

X
y(¥) = jsin(x— t) f (t)dt+ acosx+ b sinx
0
ou a etb sont des constantes réelles.

4. On supposésommable suR*.
a. Prouver que la solution générale (f; ) s'écrit :

+00
y(¥) = j sin(t— x) f (t)dt+a cosx+p sinx
X
ol a et sont des constantes réelles.

b. En déduire que toutes les solutions(flg ) sont bornées suR™, et qu'il y en a une et une seule qui tend vers 0

en +oo .

Partie 11l

On étudie dans cette partie le comportement diegiens de I'équatioE) quand la fonctiorg vérifie certaines
conditions de parité et de périodicité.

1. Ondésigne paw,; et y, les solutions deH) qui satisfont a :
%1(0)=1; y; (0)=1
¥2(0)=0 ; y; (0)=1
a. Soity la solution de i) prenant la valeum en 0 et dont la dérivée vaBiten 0. Prouver qugest égale a la fonc-
tion ay; +Bys.
b. Prouver que la famill€y,, y,) est une base de I'espace vectafieles solutions deE].
c. Quelle estlavaleur dgyy, — Yoy ?
d. Les fonctionsy, et y, peuvent-elles avoir un zéro commun ?
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2. Montrer que, si la fonctioq est paire, la fonctiory; est paire et la fonctiory, est impaire (on prouvera au préalable
que dans le cas ajest paire, sy est une solution déj, I'applicationt — y(— X) est aussi une solution dg)y.

3. On suppose que la fonctigrestrepériodique.
a. Prouver que gy est une solution de=f, I'application x — y(x+ 1) est aussi une solution dg&)(

On définit alors trivialement un endomorphisinde I'espaceS en associant a une solutipre €) la solution
T(y) définie sumR par X+ y(x+1).

b. Montrer queT est inversible.
c. Ecrire la matriceM deT dans la baséy;, y,) a l'aide des valeurs emdes fonctionsy; et y, et de leurs déri-

vées. Calculer le déterminant ket en déduire la matrics! .
d. Ecrire la matrice d& ! a I'aide des valeurs enr des fonctionsy; et y, et de leurs dérivées.

4. Deéduire des questiorks et 3. que sig est a la fois paire etpériodique, les coefficients diagonauxMesont égaux.

On suppose dans ce qui suit que q est a la foi® mirzpériodique, et I'on désigne par la valeur commune des
coefficients diagonaux de M. On suppose par aiﬂeque|a| <1.

5. a. Prouver que la matridd est diagonalisable dan$4,(C) .
b. Que peut-on dire du module des valeurs proprea datriceM ?
c. Prouver que la suit¢M ") des puissances #i¢ est bornée.

6. En écrivant que pour tout élémentle [0,1] et tout entiem, on a y;(x+ ) = T"(y)( 3, prouver quey; est une

fonction bornée suR. Prouver de méme qug, est bornée suRk. En déduire que toute solution d§ est bornée suR.

7. Montrer que la fonctiorr :\I(yl)2 +(y2)2 n'a pas de zéro, que la fonctie% est minorée par une constante stric-
r

tement positive, et enfin qu’aucune primitivedlg nest majorée suR ™.
r
b. Montrer que la fonctiony; a au moins un zéro sgd, +eo[ (0N pourra remarquer que si tel N'était pas le keas

fonction arctany—2 serait dérivable sur cet intervalle.)
i1

c. Montrer que la fonctiony; s’annule une infinité de fois si®. En déduire que toute solution d8 @ une infinité

de zéros suR.

Partie IV

On considére I'équation différentiel{®) suivante, oy est une fonction inconnue de la variable réetle
(D) : y=x+y2.

0. On suppose (ce qui n'est pas le cas !) que I'nnajbune solutiory, de (D), et l'on posez=y-y,.
Quelle équation différentielléD’) doit vérifierz pour quey soit solution de(E)) ?
Comment, au moins en théorie, peut-on résoudredtéon différentielle(D') ?

1. Soit¢ une solution maximale déD) , etl son intervalle ouvert de définition.
a. Montrer que croit strictement sur.
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b. On suppose qu'il existg, 01 tel qued(xy) >0.

Montrer alors que pour tontdel vérifiant x= x,, on a :
—¢’(X)2 >1.
[6(X]

En déduire que l'intervalleest majoré.

Que peut-on dire s'il existg 01 tel qued(x) <0 ?

Montrer quel est borné.

Déterminer l'intervalle image depar¢.
Combien existe-t-il de solutions maximales impafes

~®a o0

2. Onfixe un réebr ; pour tout réef, on notel(B) l'intervalle de définition de la solution maximaérifiant ¢(a) =3 .
Comparer les bornes des intervalléB) et I(y) lorsque<y.

On désigne désormais pé&r I'espace vectoriel des fonctions a valeurs réélide classeC? sur R, et solutions de
I'équation différentiellg(D") suivante :

(D" : y'+x°y=0.
3. Préciser la dimension d§ .

4. a. Déterminer les séries entieres dont la somme &gt@ode (D"), ainsi que leur rayon de convergence.
b. En déduire I'expression, comme somme d'une seétierendes fonctiond; et f, solutions de(D") et vérifiant
respectivement les conditions :
f,(0)=1; f,(0)=0 ; f,(0)=0 ; f, (OF -
c. Soitf une fonction deS . Exprimerf en fonction def,, de f,, dea= f(0) et deb= f'(0).
Etudier, suivant les valeurs det deb, la position du graphe depar rapport a sa tangente au padya) .

5. Montrer que f; est a valeurs strictement positives §t2,2] (on pourra commencer par étudier la somme deses q
tre premiers termes).

On désigne pad une fonction de class€" sur un intervalle |, pard® une primitive de, et on pose, poukl :
f(x) =%,

6. Donner une condition nécessaire et suffisanteapbsurd pour que soit solution de(E,) .

7. On suppose ici qui est une solution maximale d®) , et on notd son intervalle ouvert de définition.
a. Déterminer les limites dieaux bornes de
b. On supposé impaire. Que peut-on dire di€ Calculer la dérivé¢(“)(0) lorsquen n'est pas de la formék + 3.

8. Soitf une fonction deS non identiquement nulle.
a. Soit x, un zéro dd. Montrer gqu'il existe un voisinage dg sur lequef ne s'annule qu'er, .

b. Montrer que I'ensemble des zérod déest borné ni supérieurement, ni inférieurement.
c. Comment varid entre deux zéros consécutifs ?
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