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Un théoréme de Poincaré

On désigne par (uy),cy une suite de nombres complexes, non identiquement nulle a partir
d’un certain rang, qui vérifie la relation de récurrence suivante :

Up+2 = ApUp41 + bn“na (11>
ott (an),en €t (bn),ey sONt deux suites convergentes de nombres complexes avec :

lim a,=a, lim b,=0. (1.2)

n—-+o0o n—-+00
On désigne par P le polynome :
P(X)=X*—aX —b

et on suppose qu’il admet deux racines complexes A et u telles que [A| > |u].
On se propose, dans cette note, de montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.1 (Poincaré) Avec les notations et hypothéses qui précédent, on au, # 0 a
Un+1

partir d’un certain rang et la suite ( converge vers ['une des racines de P.

Un neN

On note, pour tout entier natureln :
Ap = @+ Qp, bn:b—i_ﬁrm

ott (an),en €t (Bn),en sont deux suites de nombres complexes convergentes vers0.
Du fait que A # u, la matrice :
11
A= ( A p >

est inversible et on peut définir les suites (pn),,cn €t (¢n),en DAL :

Pn + Gn = Un,
Vn € N, 1.3
{ APn + [ = Un1. (1.3)
En notant :
dn un+1
on a .

VneN, AX,=Y,.
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Lemme 1.1 1l eziste une suite (Dy,), oy de matrices carrées compleves d’ordre2 telles que :

VnGN, Xn+1:Dan7
lim Dn:D:()\ O).

n—-+4o00 0 1%

Démonstration. En définissant la suite (R,,)
par :

nen de matrices carrées complexes d’ordre 2

Vn € N, Rn:(o 1),
b, an

la relation de récurrence (1.1) se traduit par :
VneN, Y, =R)Y,
et pour tout entier naturel n, on a :
Xpi1 =AY, = A'R,AX,, = D, X,.

Avec (1.2) et la continuité du produit matriciel, on déduit que lirf D, =D, avec :
n—-roo

(s GG
(e ).

En tenant compte de A + = a et Au = —b, on obtient D = ( ())\ 2 > . ]

On note, pour tout entier natureln :

D, = Aten ¥ ’
In p+ 0

ot (€0) e > (@n)nen s (Vn)nen €t (0n),cn sont des suites de nombres complexes convergentes vers

0.
A —
Pour tout réel(SE]O,w[, on a :

0<

0 <1 (1.4)

et il existe un entier ns tel que :

) ) ) o
Vn > al < = lonl < =, el < =, 10n] < =. 1.5
Lemme 1.2 Si, avec les notations qui précédent, il existe un entiern > ng tel que |q,| < |pn|,

alors |qnik| < |Pntk| pour tout entier naturel k.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour £ = 1. On conclut ensuite par récur-
rence sur k > 1.
On a:

Pn+1 = (/\ + gn)pn + ©nn



et avec (1.5) :
J
[Prsal = (A pal = 5 (Ipa] + lan])

ce qui compte tenu de |g,| < |p,| donne :

20
[Paal 2 (A pal = - [pal > (Al = 6) [pal

(on a [\ —d > 0).
Avec :
Gnt1 = YnPn + (10 + 6n) Gn

et (1.5), on obtient :

)
a1l < 1pllgnl + 5 (Ipal + lanl) < (1l +0) [pal

et donc :

’pn+1’

Al =4

d’aprés (1.4). ]

Al = |ul
2

|Gn1| < (Jpf +9) < [Pt

Du lemme précédent, on déduit que sid est fixé dans }0, {, on a alors deux cas de

figure possibles :

— 801t |qn| > |pn| pour tout n > nys;

— soit il existe ms > ng tel que |g,| < |p,| pour tout n > msg.

On suppose dans un premier temps qu’on est dans le premier cas de figure.

Si il existe n > ns tel que ¢, = 0, alors p, = 0 et avec (1.3), u, = u,11 = 0 ce qui entraine
Untr = 0 pour tout £ € N, en contradiction avec 'hypothése w,, non nul pour une infinité de
valeurs de n.

On a donc g, # 0 pour tout n > ns.

Théoréme 1.2 Dans le premier cas de figure, on a :

lim £r — o,
——

U, est non nul a partir d’un certain rang et :

. Unp+1
lim

n—-+oo Up,

Pn > .
, solt en
q n>ng

Démonstration. On désigne par L la limite supérieure de la suite (

notant v,, = sup , pour tout n > ng :

k>n | Gk
L= lim v, = inf v,.
n—+o0o n>ng
n>ng

Si L > 0, pour tout réel € € |0, d] tel que L —e > 0, on peut trouver un entier n. > ns tel que :

L<v,<L+e¢,
TZNE Y el < & ol < S lal < S 6] <
n 37 9077/ 37 ,}/TL 37 n 3'
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Pour n > n., on a alors :

E
[Pni1| > (A [pa] — 3 ([pn] + [gnl) > (Al 1P| = €lanl

€
(@il < |l lan] + 5 (Ipal + lanl) < (el + €) laal

et :
YR

ol o Alpal —<laal _ ™ g

Gnsa| — (el +€) lgn] lul+¢
Avec v, = sup Pk < L + ¢, on déduit alors que :

E>n | Gk
n <L+e,
|+

ou encore .
pal _ (L+e)(lul+2)+e

|4n| Al

Mais par définition de la borne supérieure, pour toutn > n., on peut trouver un entier k > n
tel que :

Vn > ne,

L—-e< @

|q|

et I'inégalité précédente entraine alors :
L
D
A
L

le réel € étant arbitrairement petit. En faisant tendre € vers 0, on aboutit alors a L < %,

soit |A| < |u| en contradiction avec |A| > |u| .

On a donc L = 0 et avec 0 < liminf Pn < limsup Pri _ 0, on déduit que la suite
qn dn
— converge vers 0.
dn n>ng
Des relations : u »
-n _n + 1’
Vi > .. 31%p
= A g,
qn Qn
U U
on déduit alors que lim — =1, lim ntl i, donc u, est non nul a partir d’un certain
n—tos gy, n—too gy
U
rang et lim ntl I ™

n—+00 Uy,
On s’interesse maintenant au deuxiéme cas de figure. Dans ce cas, on ap, # 0 pour tout

n > ms.

Théoréme 1.3 Dans le deuxieme cas de figure, on a :

lim dn _ 0,
n—-4o0o pn



U est non nul & partir d’un certain rang et :

. Un+41
lim 44— =\,

n——+oo Unp,

dn

Pn )nzmg .

Si L > 0, pour tout réel € € |0, 4] tel que L —e > 0, on peut trouver un entier n. > my tel
que :

Démonstration. On désigne par L la limite supérieure de la suite (

4k
pk

L<sup|—| < L+e,

Vn Z Ne, k>n

[En] < s lspn] < |l < » 10n |<

Pour n > n., on a alors :
{ [Prt1| = (A =€) [pal »
|Gn1] < |l |gnl + € |pal

et :
|qﬂ|

(gnial _ |pllgn] +elpa| _ pal
[Prail = (1Al =€) |pnl Al —¢
(pour0 <e<d,onall—e>|\N—=0>]|u+0>0).
Par définition de la borne supérieure, on peut trouver un entierk > n. tel que :

|

[ —c< =
|Prs1]
et pour un tel k, on a :
g
lp| — +¢
L e T e e
A — ¢ A — € ’
L
le réel € étant arbitrairement petit. En faisant tendre ¢ vers 0, on aboutit alors a L < %,
soit |A| < |u| en contradiction avec || > || .
On a done L = 0 et la suite (| > converge vers 0.
Dn n>mg
Des relations : u ¢
DL _"7
T Zn 1 Pn )
-t - A + :u_nu
Pn Pn
, . . Un, . unJrl . . y .
on déduit alors que lim — =1, lim = ), donc u, est non nul & partir d’'un certain
n—-+o Py, n—too py
u
rang et lim mtl ]

n—-4oo Un
Le théoréme de Poincaré est donc démontré.

Corollaire 1.1 Si, avec les notations et hypothéses du théoréeme de Poincaré, les deux racines
du polynome P sont non nulles et de module distinct de 1, alors :

[un] = ",

ot p est une des racines du polynome P.
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Démonstration. Le théoréme de Poincaré nous dit qu’il existe un entierng tel que u,, soit

. unJrl
non nul pour tout n > ng et que lim
n—-+4o0o Unp,

En posant v, = In (Ju,|) , pour n > ng, on a :

= |p|, ot p est une des racines du polynome P.

. . un+1
1 o —wy) = lim 1 | ,

i =) =t o (%2 <o)

soit :
Vn > ng, Upy1 — Un = In(|p|) + e,
ol (€n),,>,, €st une suite réelle convergente vers 0.
On a donc :
n—1
Vo =Ung + Y (k1 —v) = (n = no) In (|p]) +vny + Y _ &k
k=ng k=no
=nln(|p|) (1+d,),
Oll ON POsé :
tny = o (pl)
Oy = —2 Ek-
ARy Z
n—1

En tenant compte de lim > er = 0 (théoréme de Césaro), on déduit que lim 0, =

n—+00 N — N p— no n—-+400
0.

On a on donc :
Un nln (146n) n(1+0d, n+o(n
lun| = e :(81(\/)\)) =|,0|(+)=|p|+().

Exemple 1.1 (Les polynémes de Legendre) Les polynomes de Legendre sur [—1,1] sont
définis par :

Pu(e) = 5o (2 = 1))

et ils vérifient la relation de récurrence :

2n + 3 n+1
P, = xP, — P, .
(@) = TP () = S (0)
On a donc pour tout réel x :
lim a, = 2z, lim b, = —1
n—-+00 n—-+o0o

et l’équation caractéristique correspondante est :
r2—2cr+1=0

de racines complezes :
y=z+Vat-1, p=x—va?-1.
Pour x € [—1,1] ces deuz racines sont conjuguées de module égal a1 et le théoréme de Poincaré

ne s applique pas. Pourx > 1, ces deux racines sont réelles non nulles avec A > p et le théoreme
de Poincaré nous dit que :

P @)l = (24 vam 1)
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