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Un théorème de Poincaré

On désigne par (un)n∈N une suite de nombres complexes, non identiquement nulle à partir
d'un certain rang, qui véri�e la relation de récurrence suivante :

un+2 = anun+1 + bnun, (1.1)

où (an)n∈N et (bn)n∈N sont deux suites convergentes de nombres complexes avec :

lim
n→+∞

an = a, lim
n→+∞

bn = b. (1.2)

On désigne par P le polynôme :

P (X) = X2 − aX − b

et on suppose qu'il admet deux racines complexesλ et µ telles que |λ| > |µ| .
On se propose, dans cette note, de montrer le résultat suivant.

Théorème 1.1 (Poincaré) Avec les notations et hypothèses qui précèdent, on a un 6= 0 à
partir d'un certain rang et la suite

(
un+1

un

)

n∈N
converge vers l'une des racines de P.

On note, pour tout entier naturel n :

an = a + αn, bn = b + βn,

où (αn)n∈N et (βn)n∈N sont deux suites de nombres complexes convergentes vers0.
Du fait que λ 6= µ, la matrice :

A =

(
1 1
λ µ

)

est inversible et on peut dé�nir les suites (pn)n∈N et (qn)n∈N par :

∀n ∈ N,

{
pn + qn = un,
λpn + µqn = un+1.

(1.3)

En notant :
Xn =

(
pn

qn

)
, Yn =

(
un

un+1

)
,

on a :
∀n ∈ N, AXn = Yn.
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Lemme 1.1 Il existe une suite (Dn)n∈N de matrices carrées complexes d'ordre 2 telles que :




∀n ∈ N, Xn+1 = DnXn,

lim
n→+∞

Dn = D =

(
λ 0
0 µ

)
.

Démonstration. En dé�nissant la suite (Rn)n∈N de matrices carrées complexes d'ordre 2
par :

∀n ∈ N, Rn =

(
0 1
bn an

)
,

la relation de récurrence (1.1) se traduit par :

∀n ∈ N, Yn+1 = RnYn

et pour tout entier naturel n, on a :

Xn+1 = A−1Yn+1 = A−1RnAXn = DnXn.

Avec (1.2) et la continuité du produit matriciel, on déduit que lim
n→+∞

Dn = D, avec :

D =
1

µ− λ

(
µ −1
−λ 1

)(
0 1
b a

)(
1 1
λ µ

)

=

( −b + (µ− a) λ −b + (µ− a) µ
b + (−λ + a) λ b + (−λ + a) µ

)
.

En tenant compte de λ + µ = a et λµ = −b, on obtient D =

(
λ 0
0 µ

)
.

On note, pour tout entier naturel n :

Dn =

(
λ + εn ϕn

γn µ + δn

)
,

où (εn)n∈N , (ϕn)n∈N , (γn)n∈N et (δn)n∈N sont des suites de nombres complexes convergentes vers
0.

Pour tout réel δ ∈
]
0,
|λ| − |µ|

2

[
, on a :

0 <
|µ|+ δ

|λ| − δ
< 1 (1.4)

et il existe un entier nδ tel que :

∀n ≥ nδ, |εn| < δ

3
, |ϕn| < δ

3
, |γn| < δ

3
, |δn| < δ

3
. (1.5)

Lemme 1.2 Si, avec les notations qui précèdent, il existe un entiern ≥ nδ tel que |qn| < |pn| ,
alors |qn+k| < |pn+k| pour tout entier naturel k.

Démonstration. Il su�t de montrer le résultat pour k = 1. On conclut ensuite par récur-
rence sur k ≥ 1.

On a :
pn+1 = (λ + εn) pn + ϕnqn
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et avec (1.5) :
|pn+1| ≥ |λ| |pn| − δ

3
(|pn|+ |qn|) ,

ce qui compte tenu de |qn| < |pn| donne :

|pn+1| ≥ |λ| |pn| − 2δ

3
|pn| > (|λ| − δ) |pn|

(on a |λ| − δ > 0).
Avec :

qn+1 = γnpn + (µ + δn) qn

et (1.5) , on obtient :

|qn+1| ≤ |µ| |qn|+ δ

3
(|pn|+ |qn|) < (|µ|+ δ) |pn|

et donc :
|qn+1| < (|µ|+ δ)

|pn+1|
|λ| − δ

< |pn+1|

d'après (1.4) .

Du lemme précédent, on déduit que si δ est �xé dans
]
0,
|λ| − |µ|

2

[
, on a alors deux cas de

�gure possibles :
� soit |qn| ≥ |pn| pour tout n ≥ nδ ;
� soit il existe mδ ≥ nδ tel que |qn| < |pn| pour tout n ≥ mδ.
On suppose dans un premier temps qu'on est dans le premier cas de �gure.
Si il existe n ≥ nδ tel que qn = 0, alors pn = 0 et avec (1.3) , un = un+1 = 0 ce qui entraîne

un+k = 0 pour tout k ∈ N, en contradiction avec l'hypothèse un non nul pour une in�nité de
valeurs de n.

On a donc qn 6= 0 pour tout n ≥ nδ.

Théorème 1.2 Dans le premier cas de �gure, on a :

lim
n→+∞

pn

qn

= 0,

un est non nul à partir d'un certain rang et :

lim
n→+∞

un+1

un

= µ.

Démonstration. On désigne par L la limite supérieure de la suite
(∣∣∣∣

pn

qn

∣∣∣∣
)

n≥nδ

, soit en

notant vn = sup
k≥n

∣∣∣∣
pk

qk

∣∣∣∣ , pour tout n ≥ nδ :

L = lim
n→+∞
n≥nδ

vn = inf
n≥nδ

vn.

Si L > 0, pour tout réel ε ∈ ]0, δ[ tel que L− ε > 0, on peut trouver un entier nε ≥ nδ tel que :

∀n ≥ nε,





L ≤ vn < L + ε,

|εn| < ε

3
, |ϕn| < ε

3
, |γn| < ε

3
, |δn| < ε

3
.
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Pour n ≥ nε, on a alors :




|pn+1| ≥ |λ| |pn| − ε

3
(|pn|+ |qn|) > |λ| |pn| − ε |qn| ,

|qn+1| ≤ |µ| |qn|+ ε

3
(|pn|+ |qn|) < (|µ|+ ε) |qn|

et :

|pn+1|
|qn+1| ≥

|λ| |pn| − ε |qn|
(|µ|+ ε) |qn| =

|λ| |pn|
|qn| − ε

|µ|+ ε
.

Avec vn = sup
k≥n

∣∣∣∣
pk

qk

∣∣∣∣ < L + ε, on déduit alors que :

|λ| |pn|
|qn| − ε

|µ|+ ε
< L + ε,

ou encore :
∀n ≥ nε,

|pn|
|qn| <

(L + ε) (|µ|+ ε) + ε

|λ| .

Mais par dé�nition de la borne supérieure, pour toutn ≥ nε, on peut trouver un entier k ≥ n
tel que :

L− ε <
|pk|
|qk|

et l'inégalité précédente entraîne alors :

L− ε <
(L + ε) (|µ|+ ε) + ε

|λ| ,

le réel ε étant arbitrairement petit. En faisant tendre ε vers 0, on aboutit alors à L ≤ L |µ|
|λ| ,

soit |λ| ≤ |µ| en contradiction avec |λ| > |µ| .
On a donc L = 0 et avec 0 ≤ lim inf

∣∣∣∣
pn

qn

∣∣∣∣ ≤ lim sup

∣∣∣∣
pn

qn

∣∣∣∣ = 0, on déduit que la suite
(∣∣∣∣

pn

qn

∣∣∣∣
)

n≥nδ

converge vers 0.

Des relations :

∀n ≥ nε,





un

qn

=
pn

qn

+ 1,

un+1

qn

= λ
pn

qn

+ µ,

on déduit alors que lim
n→+∞

un

qn

= 1, lim
n→+∞

un+1

qn

= µ, donc un est non nul à partir d'un certain

rang et lim
n→+∞

un+1

un

= µ.

On s'interesse maintenant au deuxième cas de �gure. Dans ce cas, on apn 6= 0 pour tout
n ≥ mδ.

Théorème 1.3 Dans le deuxième cas de �gure, on a :

lim
n→+∞

qn

pn

= 0,
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un est non nul à partir d'un certain rang et :

lim
n→+∞

un+1

un

= λ.

Démonstration. On désigne par L la limite supérieure de la suite
(∣∣∣∣

qn

pn

∣∣∣∣
)

n≥mδ

.

Si L > 0, pour tout réel ε ∈ ]0, δ[ tel que L − ε > 0, on peut trouver un entier nε ≥ mδ tel
que :

∀n ≥ nε,





L ≤ sup
k≥n

∣∣∣∣
qk

pk

∣∣∣∣ < L + ε,

|εn| < ε

3
, |ϕn| < ε

3
, |γn| < ε

3
, |δn| < ε

3
.

Pour n ≥ nε, on a alors : { |pn+1| ≥ (|λ| − ε) |pn| ,
|qn+1| ≤ |µ| |qn|+ ε |pn|

et :

|qn+1|
|pn+1| ≤

|µ| |qn|+ ε |pn|
(|λ| − ε) |pn| =

|µ| |qn|
|pn| + ε

|λ| − ε

(pour 0 < ε < δ, on a |λ| − ε > |λ| − δ > |µ|+ δ > 0).
Par dé�nition de la borne supérieure, on peut trouver un entierk ≥ nε tel que :

L− ε <
|qk+1|
|pk+1|

et pour un tel k, on a :

L− ε <

|µ| |qk|
|pk| + ε

|λ| − ε
<
|µ| (L + ε) + ε

|λ| − ε
,

le réel ε étant arbitrairement petit. En faisant tendre ε vers 0, on aboutit alors à L ≤ L |µ|
|λ| ,

soit |λ| ≤ |µ| en contradiction avec |λ| > |µ| .
On a donc L = 0 et la suite

(∣∣∣∣
qn

pn

∣∣∣∣
)

n≥mδ

converge vers 0.

Des relations :

∀n ≥ nε,





un

pn

= 1 +
qn

pn

,

un+1

pn

= λ + µ
qn

pn

,

on déduit alors que lim
n→+∞

un

pn

= 1, lim
n→+∞

un+1

pn

= λ, donc un est non nul à partir d'un certain

rang et lim
n→+∞

un+1

un

= λ.

Le théorème de Poincaré est donc démontré.

Corollaire 1.1 Si, avec les notations et hypothèses du théorème de Poincaré, les deux racines
du polynôme P sont non nulles et de module distinct de 1, alors :

|un| = |ρ|n+o(n) ,

où ρ est une des racines du polynôme P.
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Démonstration. Le théorème de Poincaré nous dit qu'il existe un entiern0 tel que un soit
non nul pour tout n ≥ n0 et que lim

n→+∞

∣∣∣∣
un+1

un

∣∣∣∣ = |ρ| , où ρ est une des racines du polynôme P.

En posant vn = ln (|un|) , pour n ≥ n0, on a :

lim
n→+∞

(vn+1 − vn) = lim
n→+∞

ln

(∣∣∣∣
un+1

un

∣∣∣∣
)

= ln (|ρ|) ,

soit :
∀n ≥ n0, vn+1 − vn = ln (|ρ|) + εn,

où (εn)n≥n0
est une suite réelle convergente vers 0.

On a donc :

vn = vn0 +
n−1∑

k=n0

(vk+1 − vk) = (n− n0) ln (|ρ|) + vn0 +
n−1∑

k=n0

εk

= n ln (|ρ|) (1 + δn) ,

où on posé :

δn =
vn0 − n0 ln (|ρ|)

n ln (|ρ|) +
1

n ln (|ρ|)
n−1∑

k=n0

εk.

En tenant compte de lim
n→+∞

1

n− n0

n−1∑
k=n0

εk = 0 (théorème de Césaro), on déduit que lim
n→+∞

δn =

0.
On a on donc :

|un| = evn =
(
en ln(|ρ|))(1+δn)

= |ρ|n(1+δn) = |ρ|n+o(n) .

Exemple 1.1 (Les polynômes de Legendre) Les polynômes de Legendre sur [−1, 1] sont
dé�nis par :

Pn (x) =
1

2nn!

((
x2 − 1

)n)(n)

et ils véri�ent la relation de récurrence :

Pn+2 (x) =
2n + 3

n + 2
xPn+1 (x)− n + 1

n + 2
Pn (x) .

On a donc pour tout réel x :
lim

n→+∞
an = 2x, lim

n→+∞
bn = −1

et l'équation caractéristique correspondante est :
r2 − 2xr + 1 = 0

de racines complexes :
γ = x +

√
x2 − 1, µ = x−

√
x2 − 1.

Pour x ∈ [−1, 1] ces deux racines sont conjuguées de module égal à1 et le théorème de Poincaré
ne s'applique pas. Pour x > 1, ces deux racines sont réelles non nulles avecλ > µ et le théorème
de Poincaré nous dit que :

|Pn (x)| =
(
x +

√
x2 − 1

)n+o(n)

.
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