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IV.5.b. Montrer que :
u, = £f; + K sinf + G cosf

u9:fZ+Kcose-Gsin9+Hr

ou f, et f, sont des fonctions de A,B,D,A',B’',C’',v,E, r,0 que l°'on précisera et

K,G,H sont des constantes réelles. A quoi correspondent les termes en K,G,H ?

PROBABILITES ET STATISTIQUES

Notations et Définitions

On se donne un espace probabilisé (2, A, IP), c’est a dire un ensemble  muni d’une
tribu A et d’une loi de probabilité IP. Pour abréger, on appellera v.a.r. sur (2, A)
toute variable aléatoire réelle sur (2, A), et v.a. sur (§,.4) a valeurs dans (X, B)
toute application mesurable de (2, A) dans (X, B), lorsque X est un ensemble muni
d’une tribu B.

e Pour une v.a.r. Z sur (£, A), on pose IE(Z) = [, Z(w)IP(dw), si Z est positive
ou intégrable, et || Z||, = (E(]Z|"))!/" pour tout nombre réel r > 1. ‘

¢ On appelle variable de Bernoulli symétrique toute v.a.r. Y sur (02, A) telle que
PY=1)=PY =-1)=1/2

e Soient V,T C X et z un point de X. On pose alors:
VAT ={s€V]|sgT}et VAT =(V\T)U(T\V),
Iy(z) =1siz € V,et Iy(z) =0 sinon,

#(V) = cardinal(V') si V est fini, et #(V') = 400 sinon.

e Pour chaque z = (z;,--- ,z,) € X", on considére sur (X, B) la loi de probabilité
vi:A€Br— L (La(z1)+ -+ 1a(z,)) (loi empirique sur (z1,--- ,Z,)).

n

e On rappelle le résultat suivant sur les v.a. indépendantes (c’est simplement une
forme du théoréme de Fubini):
soient Y et Z des v.a. indépendantes sur (2, 4) & valeurs respectivement dans
(B,B) et (C,C); soit f une application mesurable de (B x C,B ® C) dans [0, +o0);
alors ’application ¢ : y — IE(f(y, Z)) est mesurable
et on a [E(f(Y,2)) = E(¢(Y)).

¢ On appellera par abus de language distance sur un ensemble U toute application
d:U? — [0, +oo[ vérifiant d(u,u) = 0, d(u,v) = d(v,u) et d(u,w) < d(u,v) +
d(v,w) pour tous u,v,w € U (d(u,v) = 0 n’implique pas nécessairement u = v).

Si U est un ensemble muni d’'une distance d, on pose diam(U) = sup,, ey d(u,v);
on dit qu'une partie T de U est e-discernable si on a d(s,t) > € pour tous s,?
distincts dans T; on dit que T est e-dense dans U si, pour chaque u € U, il existe
ur € T avec d(u,ur) < €; on dit que T est un e-réseau de U si T est a la fois
e-discernable et e-dense dans U.

Lorsque U est fini, on admettra 'existence d’e-réseaux pour chaque € €}0, +00|
quelle que soit d (un e-réseau s’obtient en choisissant successivement des points de
U de distances mutuelles > ¢; au bout d’un nombre fini de choix, on doit s’arréter).
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e Si @ est une loi de probabilité sur (X, B), on pose dq(V T) = Q(V AT) pour
tous V,T € B.

Les parties I et II sont indépendantes. La partie III dépend des parties I et II.
La partie IV fournit des exemples d’application de la partie III.

Question préliminaire.
Soit Q une loi de probabilité sur (X, B); montrer que dg : (V,T) — Q(V A T)

est une distance sur B.

Premiere Partie
On fixe un entier n > 0.

Soient Y7, - - ,Y;, des variables de Bernoulli symétriques indépendantes sur (£, A).
Pour chaque a = (a;,--- ,an) € IR", on considérelav.a.r. Z(a) : wr— |3 i, a;Yi(w)l.
Pour tous p;,- -+ ,pn entiers > 0 de somme p, on pose

p!

c ; ’.-. n = e—
(pip1,- 1 Pn) B

On rappelle la formule multinomiale:

n
O a)= > i1, pa)alt-adr
=1

Pl 7”' IP"
ou la somme est prise sur tous les p;,- -« ,pn entiers > 0 de somme p.

On se propose de montrer que |[Z(a)||- et ||Z(a)||2 sont comparables pour tout
r € [1,+00[ indépendamment de a et de n.

1.

(a) Soient py,--+ ,pn des entiers > 0. Montrer que IE([]7, Y) est nul dés que
P’un des p; est impair.

(b) Montrer que IE(Z(a)?) vaut Y ., a?.

(¢) Soit p un entier > 0. Montrer que IE(Z(a)?*”?) vaut

> c2pi2p,- ,2pn)as’’ -« aZPn,

P1," s Pn

ou la somme est prise'sur tous les p;, - ,pn entiers 2> 0 de somme p.

2. Montrer que ¢(2p;2p;,--- ,2p,) est majoré par (—zp’-’!-)—!c(p;pl,-o- ,Pn) pour tout
entier p > 0 et tous p;,--- ,pn entiers > 0 de somme p.
En déduire I'inégalité suivante, pour tout entier p > 0:

B(z(a)) < LR (B(Z(a))"

3. Montrer que || Z(a)||, est majoré par /v ||Z(a)|l2 pour tout « € IR" et tout
entier pair r > 2. En déduire I’encadrement suivant:

1Z(a)ll2 < lIZ(a)ll: < vt +2 [[Z(a)ll2

pour tout a € IR™ et tout nombre réel t > 2.
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4. Soient s,t des nombres réels positifs (1 < s <2 <t < +00); on définit A par
;=2 +01-0i
Montrer que, pour toute v.a.r. X sur (2,4), || X||2 est majoré par [|X||2| X[}~

En déduire ’encadrement suivant:

4-2s

12@) < 12(a)ll2 < 25 12(a)]s.

pour tout a € IR" et tout nombre réel s € [1,2].

5. Montrer que (2p)! est majoré par 4”(p!)?. En déduire 'inégalité suivante:

1
1-4)

E(exp(AZ(a)*/[|Z(a)]3)) <
pour tout a € IR" et tout nombre réel A de module < 1/4.

6. Soit r un nombre réel > 2. Si (2, A,IP) est le segment [0, 1] muni de la tribu
borélienne et de la mesure de Lebesgue, indiquer quel est I'ensemble des valeurs que
peut prendre || X||;/[|X||2 quand X décrit I’ensemble des v.ar. de carré intégrable
sur (92, A).

Seconde Partie

Soit U un ensemble et soit (Z,)ueu une famille de v.a.r. sur (,.4). On fixe
r € [1,4+00[ et on munit U de la distance d(,) : (u,v) = || Zy = Zy}|-
On suppose que diam(U) est fini et vaut 6.

On pose ¢; = 627" pour tout ¢ entier > 0.

Dans les questions 1, 2 et 3, on suppose que U est fini et on note £ le plus petit
entier ¢ tel que I'on ait d(u,v) > €; pour tous u,v € U distincts.

Dans les questions 4 et 5, on suppose que U est dénombrable.

Soient ¢ > 0 et § > 0. On suppose que toute partie e-discernable de U (lorsque
U est muni de la distance d(,)) est de cardinal inférieur ou égal & ce™?, quel que
soit € €]0, ). ’

On se propose d’évaluer | sup,cy [Z4]]|- sous cette hypotheése.

1. Etablir I'encadrement suivant:

sup IE(|Z,|") < E(sup | Z4|") < #(U) sup B(|Z,[").
uel ucl uelU

2. Fixons s € U; on se donne Ty = {s}, Ty = U et, pour chaque t = 1,--- , £ — 1,
un ¢;-réseau T; de U. Montrer que T est un g-réseau et que Ty est un €,-réseau
et que chaque T (pour = 0,--- ,£) est de cardinal inférieur ou égal & ce; ?. '
Montrer que, pour chaque i = 0,--- ,£ — 1, on peut trouver une application ; :
Tiv1 — T; avec d()(s, mi(s)) < g, pour tout s € Tiy;.

3. Pour chaque i = 0,--- ,¢, on pose W; = sup,¢r, |Z,|; montrer que, pour chaque
i=0,,8=1, |Wis1]lr est majoré par | Wilr+&:i (#(Ti+1))!/" (on pourra utiliser
la question II.1). En déduire I'inégalité suivante:

-1

I59p 1Zullle S NZollr+ 3 e (T ).

i=0
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4. On suppose désormais que U est dénombrable, et non plus fini, et on fixe s € U.
Etablir I'inégalité suivante:

oo
I sup |Zullle < 12611 + e dm e
u

1=0
5. Montrer que, dés que r > 20,

|| sup |Zy4j||» est majoré par || Z,||, + 5c/7 82 (A/"),
velU

Troisieme Partie

Soit X un ensemble muni de la tribu B et soient X,,--- ,X,, X{, -+, X}, desv.a.
sur (£, A) a valeurs dans (X, B), indépendantes et de loi P; soient Y;,---,Y;, des
variables de Bernoulli symétriques sur (2, .4) indépendantes entre elles et indépen-
dantes de la suite (X,,--- , X, X{,- -, X}). '

Soit z = (z;,--+ ,zn) € X™; on pose alors pour tout B € B:

vi(B) = 7 (Zio; Is(z:)) et pi(B) = 3 (T, Yils(z:))-

Par ailleurs, on pose pour tout B € B:

vn(B) = 5 (Lie) Ip(X1)) et pn(B) = = (X, Yils(X)),

)
w
va(B) = 7 (Zis; Is(X))).
On fixe un entier pair r > 2.

Soit V C B une famille dénombrable de parties de X contenant @.

Soient ¢ > 1 et 3 > 1. On suppose que V posséde la propriété VC(c, 3), c’est
a dire que, pour chaque loi de probabilité Q sur (X, B), toute partie e-discernable
de V (lorsque V est muni de la distance dg : (V,T) — Q(V A T)) est de cardinal
inférieur ou égal & ce~#, quel que soit ¢ €]0,1].

On en verra des exemples dans la partie IV.
On se propose de démontrer que la quantité || supy¢y /7 [va(V) = P(V)|||, reste

bornée indépendamment de n et de P.
1. Soit ¢ tel que % + 1 = 1. Montrer que, pour tout y € IR,

|9 "
sup(ty — J-l—) vaut -Iy!—
teR q r

2. Déduire de la question précédente que, pour tout z € Xn,

sup |[vZ(V) — P(V)|" est majoré par E(sup |[vi(V) — v, (V)]").
vVev Vey

On pose Dy, = ||supy ey [vn(V) = P(V)|llr; montrer I'inégalité suivante:

Dy, S E(sup [un(V) = v (V)I).
Vev
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3. Posons Z; = Iy(X;) — Iy(X]) pour : = 1,--- ,n; montrer que (Z;,---,2Z,) a
méme loi que (Y12Z;,-+,Y,Z,). En déduire 'inégalité suivante:

D}, < E(sup |- (3 Y(Tv(X) = Tv(XD)I)
=1

et donc que D,, est majoré par 2| supy ¢y |ua(V)lr.

4. Fixons z € X™; montrer 'inégalité suivante:
IVn (pi (V) = 1 (THIl- < Vr/vi(V AT).
5. Fixons z € X™; on munit V de la distance

dry : (V,T) = IV (ui (V) = p2(T))lr-

Montrer que toute partie e-discernable de V (lorsque V est muni de la distance d(,))
est de cardinal inférieur ou égal a coe™P0 (avec ¢y = crf et By = 23), quel que soit

e €]0, /7).
6. Fixons r € X", on pose

A% = llsupyey V7 ui(V)lli- et 67 = supy, rey va(V AT).

Montrer que, dés que r > 473,
A7 est majoré par 5c1/r\/7_~ (5;)(1/2)-(B/r)_

7. Montrer que la quantité || supy ¢y /7 [va(V)=P(V)|||; est majorée par 10¢!/7\/r
dés que r > 475.

8. On se place sur X = IR; trouver un ensemble dénombrable 7 de parties de IR tel
que la quantité || suprer /72 {va(T) — P(T)|||s soit égale & \/n (pour tout nombre
réel s > 1) dés que P est une loi de probabilité diffuse sur IR, c’est a dire dés que
P(A) est nul pour tout A fini.

Quatrieme Partie

Soit X un ensemble muni de la tribu B. Si V C B est une famille de parties de

X, et si A est une partie finie de X, on note ¥ N A I’ensemble des parties de A de la

forme VN A avec V € V; on dit que A est pulvérisée par V si VN A est 'ensemble
de toutes les parties de A; on note Dim(V) la borne supérieure de #(A), pour les
A C X pulvérisés par V.

On se propose de montrer que, si Dim(V) = D, alors, pour tout # > D, il existe
c €]0, 400 tel que V ait la propriété VC(c, B).

Cela permettrait d’appliquer & V les résultats de la partie III.

1. Soit A une partie finie de X avec #(A4) = n.
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(a) Soit 7 un ensemble de parties de A. Pour chaque T € 7 et chaque a € A, on
pose T7 =T\ {a}si T\{a} ¢ 7, et T] =T sinon. On note 7, '’ensemble des T7

pour T € 7. Montrer qu’on a:
#(T,) = #(T) et Dim(7,) < Dim(7).
(b) Montrer qu'on peut construire un ensemble I/ de parties de A, avec:

#(U) = #(T) et Dim(U) < Dim(7),
UY = U pour tout U € U et tout a € A.

En déduire que chaque U € U est de cardinal inférieur ou égal a Dim(¥).
(¢) Soit ¥V C B une famille de parties de X, avec Dim(V) = D. En appliquant (b)
a7 = VN A, montrer I'inégalité suivante:

D 1
#VNA) Y
i=1 ’

2. Montrer que, pour tout n > D,

D !
E — T est majoré par (en/D)P.
(n =1)!

1=

Si V C B est une famille de parties de X, avec Dim(V) = D, en déduire qu’il existe
C fini tel qu’on ait:
#(V N A) < C(#(A))P pour tout A fini inclus dans X.

3. Soient X;,---, X, des v.a. sur (Q,.A) & valeurs dans (X, B) indépendantes et
de loi Q. Montrer qu'on a, pour tout V,T € B:
P{X;, -, XNV ={X1, -+, X} NT) < exp(—ndg(V,T)).

En déduire que, si V est une partie de B avec Dim(V) =D < +oo et si V},--- | Vn
sont des éléments distincts de V vérifiant

3 exp(—ndo(Vi,V;)) <1,

1,5,i7)
alors N est inférieur ou égal & CnP.

4. Soit V C B une famille de parties de X, avec Dim(V) = D < +o0.

On se donne # > D, € €]0,1] et une loi de probabilité Q sur (X,B). Soient
Vi,-++, VN (N 2 2) des éléments de V avec do(V;, V;) > € pour tous 7,j distincts.
Montrer qu’il est possible de choisir ¢ > 1 tel que 'on ait

C(41In(N))P < P/8 N1=(D/B) pour tout N > 2.

Montrer qu’alors N est inférieur ou égal a ce—#
(pour cela. prendre pour n le plus petit entier > (2/¢)1In(V)).
En déduire que V a la propriété VC(c, §).
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5. On appelle demi-espace affine dans IR?, toute partie de la forme
{(zy,22) € R? | ujzy + uzzy > v} (avec uy, u; et v dans R).

Soit V l'ensemble des demi-espaces affines dans IR?.

Montrer que Dim(V) est égale a 3.

6. Soit V l'ensemble de toutes les parties convexes de R?.
Montrer que Dim(V) est infinie.

MATHEMATIQUES DE L'INFORMATIQUE

Le but du probléme est d’étudier des codes correcteurs d’erreurs. Ils sont utilisés pour
rendre plus fiables les transmissions numériques en permettant de détecter et de corriger
certaines erreurs.

I. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Etant donné un ensemble E, on notera |E| le nombre de ses éléments.

On notera F, le corps a ¢ €léments, ou ¢ est une puissance d’'un nombre premier p et
F; Vensemble des éléments inversibles de F,. On écrira les éléments de F; : 0, 1 sans
distinction avec les nombres entiers naturels.

On appelle mots de longueur n les éléments de l'espace vectoriel (F;)". On les notera
sous la forme de vecteurs ligne (z,,...,z5) ou (zg,...,Zn—1) selon le contexte.

Atout z = (z1,...,2m) dans (F,)™ on fait correspondre le nombre entier Np(z) dont .

les z; sont les composantes du développement binaire

m

’ Nm(z) = Zzg2i°1.

1=]
Ainsi N, est une bijection de (F;)™ sur {0,1,...,2™ — 1}. On désigne par M,
I’application réciproque de N,,.

On identifiera un polynéme avec la famille finie de ses coefficients.

Définition. Un code C de Jongueur n sur le corps F, est un sous-espace vectoriel
de (F,)". Les éléments de C sont appelés mots du code. La dimension du code est sa
dimension comme sous-espace vectoriel.

Une matrice génératrice d’un code C de longueur n et de dimension k est une matrice &

k lignes et n colonnes dont les lignes engendrent le code. Si G est une matrice génératrice

d'un code C de longueur n et de dimension &, I'application qui & un mot a de (F,)*
fait correspondre le mot aG dans (F,)" est dite application d’encodage. On dit que la
matrice génératrice G est de forme canonique si elle s’écrit par blocs : G = (Ik : P)
ol Ji est la matrice unité de rang k et P est une matrice a k lignes et n — k colonnes.

Une matrice de contréle H est une matrice & n — k lignes et n colonnes telle qu'un mot
c soit dans C si et seulement si Hc¢' =0 en notant ¢! la transposée de la matrice
ligne c.



