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2. En  déduire que les solutions de (*) telles que : 

2n 
A sont périodiques de période - . 

3. u. Démontrer que le système hamiltonien H a n ! positions d'équilibre qui sont des minima. 
b. Calculer la valeur de H en ces positions d'équilibre. 

1x1) On suppose dans cette partie que h = O. 

1. Montrer que les fonctions t - Tr (Lk ( f )  ) sont des constantes du mouvement du système hamiltonien H. 

2. En déduire que les positions x ,  ( t )  des particules sont données par les valeurs propres d'une matrice qui 
dépend linéairement de t. 

3. Démontrer que les positions x, ( t )  ont des expressions asymptotiques : 

x , ( t )  = y: t + x,+ + O ( t )  - t - + a  

x , ( t )  = y;  t + x; + O (i) - r -  - W .  

4. Démontrer que pour tout k = 1, ... , n : 
" n 

5 .  En déduire l'existence d'une permutation s E 6, telle que : 

y:  = Ys;i) . 

6. Supposons que les particules sont rangées dans l'ordre suivant : 
X, ( t )  < x z ( t )  < ... < x , ( t ) .  

y ;  = Y;-]  9 e v - 7  

Montrer que : 

Y Ï  = Y ; ,  Y ,  = Y,+ * 

PROBABILIT& ET STATISTIQUES 

EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES 

Notations, Définit ions, Rappels. 
Soit (O, 3, P )  un espace probabilisé. 
1. Si d et B sont deux sous-tribus de 3, on définit leur coeficient  de mélange par 

2. Si f est une fonction décroissante sur l'intervalle 1, on définit sa pseudo-inverse 
f -1  sur ]inf(f(I)) ,  sup(f(I))[ par f - ' ( s )  = inf{z E I : f(z) 5 s}. 
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3. Si X est une variable aléatoire, on note F ( X )  la tribu engendrée par X et H,y la 
fonction de queue de la distribution de X ,  définie sur IR par H x ( s )  = P ( X  > s).  
Ou note Q x  la fonction d e  quantile de X ,  Q x  = Hi’. Lorsque X est intégrable 
ou positive, on note E ( X )  l’espérance mathématique de X ,  E ( X )  = JXdP .  
4. Pour tout p E [l, oo[, ILp désigne l’espace des variables aléatoires X telles que 
lXlP soit intégrable, muni de sa semi-norme usuelle llXllp = (EIXlp)l/p. IL” 
désigne l’espace des variables aléatoires X presque surement bornées, la semi- 
norme llXlloo étant définie comme la borne supérieure essentielle de 1x1, c’est à 
dire llXlloo = inf{s E IR, : H (2) = O}. 
5.  Soient X et Y deux variables aléatoires. Lorsque X ,  Y et X Y  sont intégrables, on 
définit la covariance entre X et Y par cov(X, Y )  = E ( X Y )  - E ( X ) E ( Y ) .  Lorsque 
X est de carré intégrable, on définit la variance de X par var(X) = cov(X,X). 
6. On rappelle le critère d e  relative compacité en loi: 
pour une suite de lois de probabilité (v,) sur IR,, les propriétés (i) et (ii) ci-dessous 
sont équivalentes, 

(i) De toute sous suite de (vn) on peut extraire une sous-suite qui converge 
faiblement vers une loi de probabilité. 

(ii) Pour tout E > O, il existe I< > O, tel que v,([-K,K]) 2 1 - E pour tout 72. 

7.  Un espace mesuré ( A , d , p )  est dit a-fini si A s’exprime comme une réunion au 
plus dénombrable d’ensembles mesurables de mesure finie. 
On rappelle l’dnoncé du théorème de Fubini pour une fonction positive: 
soit (A,, A,, pt)t=1,2 deux espaces mesurés a-finis et f une application inesurable 
et positive, définie sur (Al x A i ,  dl 8 di), alors les applications 

IXl 

8. On rappelle le résultat de densité suivant: 

soit A une algèbre de Boole, d c 3. Soit B un Clément de la tribu engendrée par 
A. Pour tout E strictement positif, il existe une partie A élément de A telle que 
I I I A  - lBII1 5 &. 

Préliminaires 
1. Soit X une variable aléatoire. 
a. Prouver que la fonction H x  est continue à droite en tout point. 
b. Montrer que pour tout (z,s) E IRx]O, 1[, on a 

5 < Q x ( s )  si et seulement si s < H x ( s ) .  

c. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]O, l[. Prouver que Q x ( U )  

d. Supposant que X E ILP, prouver que Qpx, est intégrable (par rapport à la 
a même loi que X .  

mesure de Lebesgue) sur ]O, 1[ et que E(lXlp)  = Ji QP,,( t )dt .  
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2. 
a. Prouver que, pour tout couple ( X , Y )  de variables aléatoires positives on a: 

E(XY)  = / P ( X  > x,Y > y)dzdy. 
R + x R +  

En déduire que 

b. Démontrer que si ( X ,  Y )  est un couple de variables aléatoires tel que QlxlQlyl 
est intégrable (par rapport à la mesure de Lebesgue) sur ]O, 1[, alors XY est inté- 
grable. 
3. Soit A et f3 deux sous-tribus de F. Que signifie a(d,D) = O ? Montrer que 

a(d,D) 5 1/4. 
Première Partie 

A 
Soit X et Y deux variables intégrables telles que Q I X I Q ~ Y I  soit intégrable sur 

]0,1[. On note Q le coefficient de mélange entre F(X) et F(Y) .  Le but de ce 
paragraphe est d'établir une majoration fine de la covariance entre X et Y .  

1. 
a. Prouver que XY est intégrable. 
b. Montrer que 

r a  

2. On suppose que X et Y sont positives. Etablir que 

3. Démontrer que 

4. 
a. Soit 1 < p < +m,1 < q < +m et 1 < r < +oo tels que + f +; = 1. 

Prouver que si X E ILp et Y E ILq on a 

b. Prouver que si X E IL" et Y E IL" on a 
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Dans toute la suite du problème, {Xj,j E Z} est une suite stationnaire de 
variables aléatoires . Ce qui signifie que pour toute partie finie J de Z et tout 
entier m, les vecteurs aléatoires (Xj , j  E J) et (Xj+m,j E J )  ont même loi. Pour 
chaque entier j on note M i ,  la tribu engendrée par {Xi,i ,< j }  et Mi'" la tribu 
engendrée par {Xi, i 2 j } .  On définit la suite (an) , ,zo des coefficients de mélange 
de {Xj, j E Z} par a0 = 1 et a n  = a(MO_,,M$") pour n 2 1. . La fonction 
d e  mélange a(.) est définie sur IR+ par a(t) = où [t] désigne la partie entiere 
de t .  On note Q la fonction de quantile de 1x01. Enfin, pour chaque entier n 2 1 
on note S n  la somme partielle XI + * - + Xn. On dit que la suite {Xj, j E Z} est 
mélangeante si a n  tend vers O lorsque n tend vers l'infini. 
On suppose que XO est d'espérance nulle. 

B 
1. 
a. Montrer que a(.) est décroissante puis que le domaine de définition de la 

fonction pseudo-inverse a-' est ]O, 1[ lorsque la suite {Xj,j E Z} est mélangeante. 
b. Prouver que a n  = a(Mi , ,MTE)  pour tout j E Z. 
On considère la condition suivante: 

( C )  la suite {Xj, j E Z} est mélangeante et a-'Q2 est intégrable sur ]O, 1[. 

2. 
a. Lorsque {Xj,j  E Z} est une suite de variables aléatoires indépendautes 

équidistribuées avec XO de carré intégrable, montrer que (C) est satisfaite. Que 
vaut alors J: .-1(s)~2(s)ds ? 

n A a n  est con- 
vergente, montrer que (C) est réalisée (indication: établir l'identité Jt ( a - ' ( ~ ) ) ~ / ' - ~  ds = 
+o(n + l)r'r-2(an - gn+l) ) .  

b. Quand Xo E IL' pour un réel r €12, CO[ et lorsque la-série 

c. Montrer qu'il en est de même lorsque la série c a n  est convergente et XO E ILoo. 
On suppose jusqu'à la fin du problème que la condition (C) est réalisée 
et on pose 

1 

I =  1 ..-'(s)Q*(s)ds . 

3. 
a. Montrer que X O  est de carré intégrable. 
b. Soit h une fonction numérique de variable réelle. Etablir les identités 

(ii) I = 1"' Q2(t)dt 
k 1 0  

c. Montrer que la série Zan est convergente dès lors que Xo est presque sure- 
ment non nulle. 
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4. 
a. Démontrer que la série 
b. Etablir l’inégalité 

c. Montrer que :var(Sn) converge vers var(X0) + 2 CEl cov(X0,Xk). 

cov( XO , x k )  est absolument convergente. 

m(Sn) 5 4nI, V n  3 1. 

Deuxième Partie 

On note désormais a2 la somme de la série var(Xo)+2 CE1 cov(X~,Xk). 
L’objectif de cette paxtie est de démontrer un théorème central limite. Plus 

précisément on a en vue d’établir que Sn/fi converge vers la loi normale centrée 
et de variance cr2 lorsque o2 est supposé non nul. 

A 
1. Quel est le comportement de S n / f i  lorsque CT = O ? 
Jusqu’à la fin du problème on suppose que Q est non nul. 
2. Soit (vn)  une suite de lois de probabilité sur IR telle que la suite Jz2dv,(z) 

soit bornée. On suppose en outre que J( iA - z)exp(iAz)dv,(z) tend vers O lorsque 
n tend vers +KI pour tout réel A. Il s’agit de démontrer que vn converge faiblement 
vers la loi normale centrée réduite. 

a. Montrer qu’il en est ainsi si l’on suppose que la suite (vn) converge faiblement 
vers une loi de probabilité v (indication: dtudier la fonction caractéristique de v). 

b. Conclure. 
B 

On suppose pour tout ce paragraphe que Xo E IL”. Soit (mn) une suite d’entiers 
tendant vers +oo, telle que 2mn 5 n, pour tout n. On pose 

puis, pour tout j E [1,n], 

Soit Vn = C(l , j )ED,  cov(Xj’Xl). 

1. Démontrer que % converge vers o2 lorsque n tend vers +m. 

Jusqu’à la fin de ce paragraphe B, on suppose n assez grand pour que Vn soit 
positif et on pose pour tout Z E Z x,n = X l / n .  On définit ensuite, pour tout 
j E [I,n], Tn(j) = CIED,(j)  x , n  et Tn = Er=, x,n. On fixe enfin un réel A. 

2. Vérifier la validité de la décomposition suivante: 

n n 

j =  1 j =  1 
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n 

3. 
a. Montrer que leiAz - 1 - iXzl 5 X2s2/2, pour tout réel I. 
b. En déduire l'existence d'une constante positive K1 telle que, pour tout n 

c. Démontrer qu'il existe une constante positive K2 telle que IE(Cn)l 5 h ; f i a m n  , 

4. Soit nz E N, ( j ,  I ,  j l ,  1'1 E z4 tels que l j - 1 1  5 m et lj' - 1'1 5 m. 
a. Si l j - J ' l  2 2m, montrer que: 

assez graiid EIB,, 1 5 KI%. 

pour tout n assez grand. 

5. Montrer que An est d'espérance nulle puis qu'il existe une constante positive 
K3 telle que E ( A i )  5 h;m:/n pour tout n assez grand. 

6. a. Démontrer que mam tend vers O lorsque m tend vers +m. En déduire 
l'existence d'une suite d'entiers (m,) telle que f i a m , ,  et mn/& tendent vers O 
lorsque n tend vers l'infini. 

b. En conclure que 3 II. converge en loi vers la loi normale centrée et réduite. 

C 
Le but de ce paragraphe est d'étendre le théorème central limite démontré en B 

Soit K un réel positif. On introduit 
du cas borné au cas général (c'est à dire sous la seule condition (C)). 

~ K ( I )  = I lorsque 111 5 K 
= O lorsque 111 > K.  

converge vers a2 lorsque K tend vers +G. 
3. Conclure. 


