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PROBABILITES ET STATISTIQUES

Avertissement. Les parties A, B, D questions 1 & 6 peuvent étre traitées de
maniere indépendante.

Notations - Définitions - Résultats
On adopte dans cet énoncé les notations et définitions suivantes.
1 - Bpr est la tribu borélienne de R, A la mesure de Lebesgue sur IR.

2 - Si (X, B,n) est un espace probabilisé IL?(X, B,n) p > 1 désigne I'espace vectoriel
des fonctions a valeurs réelles et de puissance p-iéme intégrable au sens de Lebesgue
sur (X, B,n). L’espace IL?(IR,Br, ) p > 1 est défini de maniere analogue. De plus
si f € L'(R,Br,)) on note A\(f) = fg f(z)A(dz).

3 - 1, désigne la fonction indicatrice d’un ensemble A.

4 - Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé
(R, F, IP). La moyenne d’une variable aléatoire X € L'(Q, F, IP) est notée E(X)
et si B est une sous tribu de F l'espérance conditionnelle de X sachant B est notée
E(X|B). La sous tribu de F engendrée par une famille finie (¥;) 1 < 7 < p de
variables aléatoires est notée F(Y1,Y5,...,Ys).

5 - * désigne deux sortes de convolution. Pour des probabilités a et 8 sur (IR, Br)
a * B est la probabilité définie par

axB(B) = /R o(dz) /R 15(z +y)B(dy) B € Br

Si f est une fonction borélienne telle que pour tout ¢t € IR u— f(t — u) est un
élément de L'(R, Bg,a) o f est définie par

a*f(t);/nf(t—u)a(du) te R

o™ n > 1 désigne la nieme puissance de convolution de a et a'? est la masse de
Dirac en 0, notée ¢o. '

6 - Une probabilité a sur (IR, Br) possede des moments exponentiels si pour tout réel
t lapplication y — e appartient & L' (IR, Br, ). Le support de a est le plus petit
fermé de IR de complémentaire de probabilité nulle par rapport & a. La probabilité o
est dite non arithmétique si le sous groupe fermé de (IR, +) engendré par le support
de a est R.

7 - I(R) désigne V'espace vectoriel des fonctions réglées de IR dans IR et telles que
ZnEZ SUPzg[n,n+1) If(:r)l < +oo.
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On rappelle I'’énoncé suivant (théorsme de Fubini). Soit (E;,B;, ;) i = 1,2 deux
espaces probabilisés et f une application mesurable de (E; x E,,B, ® B,) dans
(IR, BR) les conditions suivantes sont équivalentes

I, — /E |fl(z1, z2)p2(dr2) est un élément de L'(X,, By, 1) (1)
2

z2 -—»/E |fI(z1,z2)u1(dxy) est un élément de L'(X,, By, pa) (2)
1

et si elles sont vérifiées on a ’égalité

[ matdz) [ Jlzea)paldzs) = [, ldea) [ fenzamian)

Par ailleurs cet énoncé reste valide en remplagant I’un ou les deux espaces (E;, B;, ;)
1<:<2par (R,Bg,)).

Dans ce probleme on considere une suite X = (X,)n»1 de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi g. On définit alors pour tout n > 1 la variable
aléatoire S, par S, = X; + X2+ -+ X, et pour tout B € Bg la variable aléatoire
N(B) & valeurs dans IN = IN U {+00} par N(B) = £}% 15(S,).

n=1
-A -

Dans ce paragraphe on suppose que la probabilité u possede des moments exponen-
tiels et 'on définit I'application ¢ de IR dans IR par la formule ¥(t) = E{e!X1}
t € IR. On suppose de plus que m = E(X;) >0

1 - a) Montrer que pour tout t € R, on a E(e!X1!) < 400 et en déduire que ¥ est
analytique. Prouver que ¥'(0) = m et qu'il existe un réel to < 0 tel que ¥(to) < 1

b) Calculer E(e'%") n > 1 en fonction de t(to)

c) En utilisant 'inégalité 1(_; 3j(z) < e~*e'* z € IR montrer que

e“°¢(t0)
E{N(—1,1])} < Tt

2 - Soit I un intervalle de IR de longueur égale a 1. On définit la variable aléatoire
T} a valeurs dans IV par T; = inf{n > 1;S, € I} ol 'on convient que inf § = +oo.

a) Montrer que pour tout entier £ > 1 on a {TI =k} € F(Xy, Xq, ... Xk)

b) Montrer que pour tout entier k > 1 on a

+o00
Liry=ky X N(I) = Lzy=y (1 + Y 1i(Snsi)]

n=]
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et que

L{r,=k} X 1/(Sntx) £ Lir,=k) X l[_1‘1](5n+k -S) n>21 k>1.
c¢) En déduire que

E(N(D)} < P{{T; < +ool}(1 + 3 P{ISa] < 11}) < 1+ E(N((-1,1])}

n=1

d) Montrer que pour tout compact J de IR on a

sup E{N(z + J)} < +o0
rz€R

-B-

Dans ce paragraphe on suppose que la probabilité x4 est non arithmétique. On
désigne par H, l'espace vectoriel des fonctions h continues bornées de R dans R
telles que pour tout r € IR on ait

hz) = [ h(z +y)u(dy)

- 1- Soit h € H,. Montrer que pour tout n > 1 et tout p > 1on a
E{h(Sn+p)|F(X1, X2, ..., Xa)} = h(Sh)
P presque siirement et que pour tout t € Ret n > 1 on a h(z) = E{h(z + S,)}.
2 - Soit h € H,
a) Etablir que pour tout n > 1 et tout p > 1 on a

E{[r(Sntp) — R(Sa)*} = E{h*(Sn+s)} — E{h*(S,)}

b) En déduire que la suite (E{h?(S,)}) n > 1 est monotone et converge dans RR.

c) Montrer que la suite de variables aléatoires (h(Sn))n>1 converge dans L*(Q, F, IP)
vers une variable aléatoire Z et que h(0) = E{Z}.

3 - Soit h € H,

a) On pose u, = Jo [r{A(Sa(w)) — A(Sn(w) + y)}IP(dw)u(dy) n > 1
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Montrer que u, = E{[h(Sn) — h(Sn41)]*} et que la série T+ u, est convergente.
En déduire qu’il existe un sous ensemble M de §2 x IR appartenant & la tribu produit
F @ Br tel que IP @ u(M) =1 et que pour tout (w,y) € M on ait

lim_[R(S,(w)) ~ h(Sa(w) +¥)] = 0

b) En utilisant le théoréme de Fubini montrer qu’il existe A € By tel que u(A4) =1,
et que pour tout y € A on ait IP(M,) =1 ou M, = {w;(w,y) € M}. En déduire
que pour tout élément y du support de x on a A(y) = h(0).

4 - Soit h € H,. Montrer que pour tout t € IR I'application z — h(z + t) est un
élément de H,. En déduire que tout élément du support de u est une période de
k. Prouver de plus que I’ensemble des périodes de h est un sous groupe fermé de
(R, +) et en déduire que pour tout z € IR on a h(z) = h(0).

-C-

On suppose dans cette partie que la probabilité p est non arithmétique, possede des
moments exponentiels et que m = E(X;) > 0.

On désigne par P, I'espace vectoriel des fonctions f mesurables bornées de (IR, BR)
dans (IR, BR) telles que la série de fonctions 3"+ u(™ x f(z) converge simplement
sur IR.

Pour f € P, la somme de cette série est notée U(z, f).

Soit J un compact de JR. Pour tout n > 1 on a

+ 00
g™ 1y(z) = P{[Sa €z~ Jl} et I 4™ x15(z) = 1ony(0) + E{N(z - J)}.

n=0
Il résulte de A que 1; € P, et que sup,cgU(z,1) < +00.

On note Cx(IR) I'espace vectoriel des fonctions continues de IR dans IR A support
compact. Pour ¢ € C(R),z € IR on définit ¢, € Cx(IR) par ¢.(t) = ¢(t—z)t € R.
On pourra dans la suite utiliser le résultat suivant : Si 5 est une forme lindaire
positive sur Cx (IR) telle que pour toute fonction ¢ € Cx(IR) et tout z € IR on ait
1(¢) = n(¢:), il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction ¢ € Cx(R)

n(¢) = cA(¢).

1 - a) Montrer que Cx(IR) C P, et que pour toute fonction ¢ € Cx(IR) de support
Jona

sup |U (z,8)| < [sup |¢(z)]] x sup U(z,1,).

r€R z€R zeR
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b) Soit ¢ € Cx(IR) de support J. Etablir I'inégalité
|U (z,8) ~ U(y, 8)| < 2C(J) x sup{l$(u) — ¢(v)|;u,v € R |u—v|=|r - yl}

ou C(J) = sup,cgU(t,15). En déduire que z — U(z, ¢) est uniformément continue

sur IR.

c) On désigne par (z,)n>1 une suite de réels tels que lim, z, = +00. Prouver a 'aide
de b) que pour toute fonction ¢ € Cx(IR) la suite de fonctions (T ,(-,¢)) n > 1
définies par T ,(z,d) = U(z, — z,4) = € IR est uniformément équicontinue sur R.

d) On admettra que les résultats établis en a) et c) ainsi que la linéarité de I'application
¢ — T (-, ¢) permettent d’établir I'existence d’une sous suite (4(n)),>1 de IV telle
que pour toute fonction ¢ € Cx(IR) la suite (T ¢n)(-, ¢))n>1 converge uniformément
sur les compacts de IR vers une fonction 7 (-, ¢) continue bornée sur R.

Soit ¢ € Cx(IR) établir la relation

To(@,9) = $(an—2)+ [ Tala+9,8)u(dy) n2l z€ R

En déduire que T (-, ¢) est un élément de M, et que pour tout z € R
T(z,¢) =T(0,9¢).

2 - Montrer que pour toute fonction ¢ € Cx(IR) et tout z € IR on a

T(z,6) = T(0,¢,). En déduire que ¢ =T (0,¢4) = (@) est une forme linéaire
positive sur Cx(IR) telle que pour toute fonction ¢ € Cx(IR) et tout z € R

a(¢z) = a(¢). En conclure qu’il existe une constante ¢; > 0 telle que pour toute

¢ € Ck(IR) on ait a(d) = T(0, ¢) = c; M(9).

3 - a) Montrer que I(R) C P, et que de plus il existe une constante K > 0 telle que
pour toute f € I(R) on ait

sup |U(z, f)ISK DY sup |f{z)|
z€R neZ *€[nn+1]

b) On admettra que comme limy, —. oo U(Z(n)y #) = limy — 400 Te(n)(0,8) = c1 A (@)
pour toute fonction ¢ € Cx(IR) on a également limy, _. 4o U(Zs(n), f) = c1A(f) pour
toute fonction f en escalier a support compact. En déduire que pour toute fonction

f€I(R) on alim,_ 1o U(zyn), f) = a A(f).

4 - Soit ¥ la fonction de IR dans R définie par 0 = H — px H ot H(z) = 1y 4oof(¥)
z€ R

a) Calculer 8. Montrer que 0 € L'(IR,Bg, ) et que A(0) = m. En utilisant les
propriétés de monotonie de § montrer de plus que 8 € I(R)

Tournez la page S.V.P.




Mo A}
N ’ '29}1-3
Aﬂou.%o.\iwm t%tbw. . O‘L"wns. 1332 _ oy

b) Montrer que pour tout z € R la suite g™ *H(z) = E{H(z~S,)} n > 1 converge
vers 0. En déduire que U(z,8) = H(z) et que lim, _. 4o U(z,0) = 1.

c) En déduire & I'aide de 3 que c; = = et que pour toute fonction f € I(R)
limn—'-}'oo U(xl(n)’ f) = ',l;)‘(f)

5 - Déduire de I'étude précédente que pour toute fonction f € I(R) on a

400
lim {3 4« f(a)} = _lim,_U(e, /) = 2L

Z — 400 ne0 m
-D-

Dans cette partie (Ax)x>1 désigne une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi satisfaisant aux hypotheses suivantes :

E{(A1)'} = ®(t) existe pour tout ¢t € IR et E{log(A;)} < 0. On suppose de plus
que la loi de probabilité v de log(A;) est non arithmétique.

1 - Montrer a 'aide de la regle de Cauchy que la série 1 + YIS (A1Ay - Ap) est P
presque surement convergente. On note R sa somme.

2 - Montrer que lim; _ 4o, ®(t) = +00, et que P'application t — ®(t) est strictement
convexe sur (0, +oof. Prouver qu'’il existe un réel ay > 0 tel que ®(ap) = 1,®(t) < 1
si 0 <t < ao. Etablir de plus que E{(A;)* log(A4,)} > 0.

3 - Pour n > 1 on définit la variable aléatoire 3, par 3_, = S r-1(A1A42--- Ax)

Montrer que si ap <1 et 0 < 8 < agon a E{(T,)°} < T [®(B))* et que
siap>1 1< B <agona (E{(T,) ) < Ti [0(8)°.

En déduire que pour tout 0 < B < ag on a E{(R)?} < +o00 et que
: () =
TETOOT P{{R>T]}=0.
4 - Soit R, la variable aléatoire définie par Ry = 1 + £} 3(AzA;--- A;)

a) Montrer que les variables aléatoires A; et R; sont indépendantes et que R, a
méme loi 4 que R.

b) Vérifier que I’on définit une probabilité vy sur (IR, Bg) en posant

vo(B) = E{(A1)*1p[log(41)]} B € Br
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et montrer que pour toute fonction f borélienne bornée on a

J F@woldz) = E{(A1) fliog(A1)]}

c) On considere les applications continues de IR dans IR Fy et y définies par

Fo(t) = €™ / w® P{[R>ul}du tot) = e / w P{Ju < R < u+ 1]}du.
0 0]
De la relation R =1+ A, R; déduire que
Folt) = E{(A1)* Folt — log(A1)]} + %olt) = vo * Fo(t) + wo(t) t € R.

5 - a) Montrer a I'aide du théoreme de Fubini que pour tout ¢ > 0 on a

0 < to(t) p- +1[/ yeotly (dy)+/ "°“{1—(1—-$17)°°“}7(dy)

et en déduire que pour 0 < ap—1< 3 < ap on a pour tout t > 0

-t

+00
0 < o(t) S s + e+ )™ x [T ¢Pa(dy)
b) Montrer que pour ¢t <0 0 < o(t) < a:-:‘l
c¢) En déduire que ¢ € I(R)
6 - Montrer que v{™ * Fy(t) = e~ [: u°’°E{7(]m,+oo[)}du pour n > 1 et

te R
En déduire que lim, . ;o0 Vo ) Fo(t) = 0 et que Fo(t) = T} ué") *Po(t) t € IR.

7 - Montrer que

mo = | " evo(dz) = E{(A1)™ log(A)} > 0

et prouver a 'aide de C’5 que

: . 1 [too
tllT Fo(t) =cp ot cy = -77/0 u® 'P{lu< R<u+1]}du et 0 < c; < +oo.

-a) Soit 0 < e <1 et T > 0. Etablir I'inégalité

@0 ao + 1
T*P{{R>T]} <T- /_‘)T P{[R > u)}du x — 8"_ ST
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En déduire a I'aide de 7 que

. “ (Qo+ 1)6
aQ <
l}rzilifT P{{R>T]} < C+7T (1 = ¢)oti

puis que limsupy_, , . T*P{[R > T]} < c;.

b) Démontrer de maniére analogue que lim Infr o 4o T*°IP{[R > T]} > c; et en
conclure que limr _, 4o T*P{[R > T]} = c,.




