
PROBABILITÉS ET STATISTIQUES 

Avertissement. 
manière indépendante. 

Les parties A, B, D questions 1 à 6 peuvent être traitées de 

Notations - Définitions - Résultats 

On adopte dans cet énoncé les notations et définitions suivantes. 

1 - BR est la tribu borélienne de R, X la mesure de Lebesgue sur R. 

2 - Si (X, B, 7) est un espace probabilisé ZP(X, B, 11) p 2 1 désigne l'espace vectoriel 
des fonctions à valeurs réelles et de puissance p-ième intégrable au sens de Lebesgue 
sur (X, B, q ) .  L'espace E p ( R ,  BR, A) p 2 1 est défini de manière analogue. De plus 
si f E E1(R,  BR, A) on note X(f) = JRf(z)X(dz). 

3 - lA désigne la fonction indicatrice d'un ensemble A. 

4 - Toutes les variables aléatoires sont définies sur un même espace probabilisé 
(Q,F,P). La moyenne d'une variable aléatoire X E L'(Q,F,P) est notée E ( X )  
et si B est une sous tribu de 3 l'espérance conditionnelle de X sachant B est notée 
E(XlB) .  La sous tribu de 3 engendrée par une famille finie (Yi)  1 5 i 5 p de 
variables aléatoires est notée F(Y1, Y*, . . . , Y p ) .  

5 - * désigne deux sortes de convolution. Pour des probabilités a et ,O sur (R, OR) 
a * ,8 est la probabilité définie par 

a * P(B)  = jRa(dz)  1 R 1 B ( z  + y)P(dy) B E B R  

Si f est une fonction borélienne telle que pour tout t E R u--- t f ( t  - u )  est un 
éliment de EL'(& BR,  a) a * f est définie par 

a * f ( t )  = J f ( t  - u )  a(du) t E R 
R 

a('') n 2 1 désigne la nième puissance de convolution de a et do) est la masse de 
Dirac en O, notée €0. 

6 - Une probabilité a sur (R, B R )  possède des moments exponentiels si pour tout réel 
t l'application y + e*v appartient à E1(R, BR, a). Le support de a est le plus petit 
fermé de R de complémentaire de probabilité nulle par rapport à a. La probabilité a 
est dite non arithmétique si le sous groupe fermé de (R, +) engendré par le support 
de a est R. 

7 - J(R)  désigne l'espace vectoriel des fonctions réglées de R dans R et telles que 
C n E Z  ~ 1 1 ~ = ~ [ n , n + l ]  I f ( 4  < +m- 
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On rappelle I’énoncé suivant (thdorhme de Fubini). Soit ( E j , B t , p t )  i = 1,2 deux 
espaces probabilisés et f une application mesurable de ( E t  x E 2 , B 1  0,) dans 
(R, 0,) les conditions suivantessont équivalentes 

et si elles sont vérifiées on a l’égalité 

Par ailleurs cet énoncé reste vatide en remplaçant l’un ou les deux espaces (Ej ,  L?;, p i )  
1 5 i 5 2 par (R, BR, A). 

Dans ce problème on considère une suite X = (Xn),,,  de variables aléatoires réelles 
indépendantes et de même loi p. On définit alors pour tout n 2 1 la variable 
aléatoire S n  par S n  = XI + X2 + * - - + Xn et pour tout B E I J R  la variable aléatoire 
N ( B )  à valeurs dans = JV u {+m} par N ( B )  = C:: ls(Sn). 

- A -  

Dans ce paragraphe on suppose que la probabilité c~ possède des moments exponen- 
tiels et l’on définit l’application 11, de R dans R par la formule $ ( t )  = E { e L X l }  
t E R. On suppose de plus que rn = E(X1)  > O 

1 - a) Montrer que pour tout t E R+ on a E(etlxll)  < +oo et en déduire que 11, est 
analytique. Prouver que $‘(O) = rn et qu’il existe un réel to  < O tel que +( to )  < I 

b) Calculer E(efOsn) n 2 1 en fonction de $ ( t o )  

c) En utilisant l’inégalité l[-l,ll(z) 5 e-‘0eLo2 x E R montrer que 

2 - Soit 1 un intervalle de R de longueur égale à 1. On définit la variable aléatoire 
TI à valeurs dans par TI = inf {n 2 1; S n  E I }  où l’on convient que inf 0 = +m. 

a) Montrer que pour tout entier k >_ 1 on a {TI = k} E F(Xl ,  X2,. . . . x k )  

b)  Montrer que pour tout entier k 2 1 on a 

+O0 

l{T,=k} x N ( 1 )  = 1{T,=k}[l + II(Sn+k)] 
n= 1 



et que 

c) En déduire que 

n=1 

d) Montrer que pour tout compact J de R on a 

sup E { N ( x  + J ) }  < +OO 
X E R  

- B -  

Dans ce paragraphe on suppose que la probabilité p est non arithmétique. On 
désigne par 3-1, l’espace vectoriel des fonctions h continues bornées de R dans R 
telles que pour tout x E R on ait 

1 - Soit h E ‘Ifp. Montrer que pour tout n 2 1 et tout p 2 1 on a 

E{h(Sn+p)(3-(X1,Xz,... ,Xn)} = h(Sn) 

P presque sûrement et que pour tout x E IR et n 2 1 on a h(x) = E { h ( x  + Sn)}. 
2 - Soit h E ‘H,, 

a) Etablir que pour tout n. 2 1 et tout p 2 1 on a 

E{[h(Sn+p) - h(Sn>12) = E{h2(Sn+p)) - E{h2(Sn)) 

b) En déduire que la suite ( E { h 2 ( S n ) ) )  n 2 1 est monotone et converge dans R. 

c) Montrer que la suite de variables aléatoires (h( Sn) )n> ,  converge dans E 2 (  R, 3, P) 
vers une variable aléatoire 2 et que h(0) = E { Z } .  

- 

3 - Soit h E 3-1, 
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- 20 - 

Montrer que un = E{[h(Sn) -*h(Sn+t)l2) et que la série C:: un est convergente. 
En déduire qu’il existe un sous ensemble A4 de R x R appartenant à la tribu produit 
3 8 OR tel que P 8 p ( M )  = 1 et que pour tout (w,  y) E M on ait 

b) En utilisant le théorème de Fubini montrer qu’il existe A E S R  tel que p ( A )  = 1, 
et que pour tout y E A on ait P(Mu) = 1 où Mv = {w;  (a, y) E M}. En déduire 
que pour tout élément y du support de p on a h(y) = h(0) .  

4 - Soit h E W,,. Montrer que pour tout t E R l’application x + h(z  + t )  est un 
élément de Wg. En déduire que tout élément du support de p est une période de 
h. Prouver de plus que l’ensemble des périodes de h est un sous groupe fermé de 
(R, +) et en déduire que pour tout x E R on a h(x) = h(0).  

- c -  

On suppose dans cette partie que la probabilité p est non arithmétique, possède des 
moments exponentiels et que m = E ( X l )  > O. 

On désigne par P, l’espace vectoriel des fonctions f mesurables bornées de (R, OR) 
dans (R, OR) telles que la série de fonctions C:s p(”) * f(z) converge simplement 
sur IR. 

Pour f E P, la somme de cette série est notée U(z, f). 

Soit J un compact de R. Pour tout n 2 1 on a 

Il résulte de A que 15 E Pcc et que supZER U(x, 15) < +oo. 

On note C,(El) l’espace vectoriel des fonctions continues de IR dans IR à support 
compact. Pour 4 E C,,-(R),x E R o n  définit & E C,(R) par & ( t )  = $( t -z)  t E R. 
On pourra dans la suite utiliser le résultat suivant : Si 7 est une forme linéaire 
positive sur C , ( R )  telle que pour toute fonction E C,,-(R) et tout z E I2 on ait 
~ ( 4 )  = q(&), il existe une constante c 2 O telle que pour toute fonction 9 E C,(R) 
V(d) = CA(+). 

1 - a) Montrer que C,,-(R) C Pcc et que pour toute fonction 4 E C, , - (R)  de support 
J on a 



b) Soit 4 E Ch.(lR) de support J .  Etablir l'inkgalité 

OÙ C ( J )  = suptER U( t ,  15). En déduire que z + U(z, 4) est uniformément continue 
sur lR. 

c) On désigne par (x,)n>1 une suite de réels tels que lim, z n  = +m. Prouver 8. l'aide 
de b) que pour toute fonction q5 E C,(lR) la suite de fonctions ( 7 n ( * y $ ) )  n 2 1 
définies par 7 n ( ~ ,  4) = U(xn - x, 6) z E IR est uniformément équicontinue sur R. 

d) On admettra que les résultats établis en a) et c )  ainsi que la linéarité de l'application 
4 + 7n(-, 4) permettent d'établir l'existence d'une sous suite ( t ( ~ ~ ) ) ~ > l  de IV telle 
que pour toute fonction 4 E C,(lR) la suite (7t(,,)(., q5))n>l converge uniformément 
sur les compacts de lR vers une fonction 7( . ,4)  continuebornée sur R. 

- 

Soit 4 E C,(lR) établir la relation 

En déduire que 7(-, 4) est un élément de 7tp et que pour tout x E lR 
7 ( x ,  4) = 7(0 ,4 ) .  

2 - Montrer que pour toute fonction C, E C, (R)  et tout x E R on a 
7 ( x , 4 )  = 7 ( 0 , & ) .  En déduire que $+7(0,4) = ~ ( 4 )  est une forme linéaire 
positive sur C,(lR) telle que pour toute fonction 4 E C,(lR) et tout z E IR 
a($=) = ~ ( 4 ) .  En conclure qu'il existe une constante c1 2 O telle que pour toute 
4 E C I ( ( R )  on ait a($) = 7(0,$) = clX(4). 

3 - a) Montrer que I ( R )  c P,, et que de plus il existe une constante A' > O telle que 
pour toute f E I ( R )  on ait 

b) On admettra que comme lim n'+y U(zt(n),d) = limn-+co7e(n)(0,4) = ~ i A ( 9 )  
pour toute fonction 4 E C,( Oz) on a egalement lim, -. +oo U( zP(,,), $) = c1 A( f) p o u r  
toute fonction f en escalier à support compact. En déduire que pour toutc foIlctiol1 
f E I(R) on a limn-+ceU(xt(n),f) = clX(f)* 

4 - Soit O la fonction de R dans R définie par O = H - p * H où I l ( > : )  = l[,,+,x,[(.r) 
x E R  

a) Calculer O. Montra que O E IZ'(R, BR, A)  et que X(0j = 7 1 1 .  En utilisarit Ivs 
propriétés de monotonie de O montrer de plus que O E I ( R )  
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b) Montrer que pour tout x E R la suite p ( " ) * H ( s )  = E(H(s -S , ) }  n 2 1 converge 
vers O. En déduire que U(z,6) = H ( z )  et que lim,,+, u(s,O) = 1. 

c) En déduire à l'aide de 3 que c1 = $ et que pour toute fonction f E I (R)  
limn -+ +oo U(zt(n) f )  = $ A (  f) .  

5 - Déduire de l'étude précédente que pour toute fonction f E I (R)  on a 

- D -  

Dans cette partie (Ak)k>l - désigne une suite de variables aléatoires indépendantes et 
de même loi satisfaisant aux hypothèses suivantes : 

l'{[A1 > O ] }  = 1, P { [ A ,  > 11) > O 

E((A1) ' )  = @ ( t )  existe pour tout t E R et E{log(Al) }  < O. On suppose de plus 
que la loi de probabilité Y de log(Al) est non arithmétique. 

1 - Montrer à l'aide de la règle de Cauchy que la série 1 + C;=:(AlA2 - - - Ak) est P 
presque sûrement convergente. On note R sa somme. 

2 - Montrer que limt,+, @(t )  = +CO, et que l'application t + @ ( t )  est strictement 
convexe sur [O, +m[. Prouver qu'il existe un réel QO > O tel que @(ao) = 1, @ ( t )  < 1 
si O < t < cro. Etablir de plus que E((A,)"O log(A,)}  > O .  

3 - Pour n 2 1 on définit la variable aléatoire En par c,, = 7 3 1 ( A 1 A 2  - - - Ak) 

En déduire que pour tout O < /3 < a0 on a E { ( R ) P }  < +m et que 

lim PP{[R > T I }  = O. 
T++O0 

4 - Soit R1 la variable aléatoire définie par R1 = 1 + CTz(A1AJ  . - - Aj) 

a) Montrer que les variables aléatoires A1 et RI sont indépendantes et que RI a 
même loi y que R. 

b) Vérifier que l'on définit une probabilité uo sur (&BR) en posant 

vO(B) = E { ( A , ) O O I E [ l O g ( A 1 ) ] }  B E BR 



et montrer que pour toute fonction f borélienne bornée on a 

JR f W O ( d 4  = E{(Al)"of[log(Al)l} 

c )  On considère les applications continues de Rl dans R Fo et définies par 

5 - a) Montrer à l'aide du théorème de Fubini que pour tout t 2 O on a 

et en déduire que pour O < p cro - 1 < p < a0 on a pour tout t >_ O 

b) Montrer que pour t 5 O O 5 $o(t)  5 - 
c) En déduire que ~o E I ( R )  

U 
, + w [ ) } d u  pour n 2 1 et 

Al A * .  * * A, 
6 - Montrer que vp' * Fo(t)  = e-t 

t E IR. 

En déduire que lim,,+, v t )  * Fo(t) = O et que Fo(t) = C:: v c )  * $o( t )  t E IR. 

7 - Montrer que 

+O0 

Z V ~ ( ~ Z )  = E{(AI)"O log(A1)) > O mo = 1, 
et prouver à l'aide de Cs que 

lim &(t )  = c+ où c+ - - 1 J'" uoo-'P{[u < R 5 u + l ] } d u  et O < c+ < +oo. 
t++m mo 0 

8 - a) Soit O < e < 1 et T > O. Etablir l'inégalité 

00 + 1 
T"OP{ [R > TI} 5 T-' jT (1-c)T U P O P {  [ R  > u]}du x 1 - (1 - C ) O O + l *  

Tournez la page S.V.P. 



En déduire à l'aide de 7 que 

puis que limsupT,+mTQoP{[R > TI} 5 c+. 

b) Démontrer de manière analogue que liminfT,+, T"OP{[R > T ] }  2 c+ et en 
conclure que limT++, T"oP{[R > TI} = c+. 


