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concours externe 
. O . , . ‘ .  

~ de recrutement de professeurs cagr6ges 

composition de mathématiques appliquées 

P R O B A B I L I T E S  ET S T A T I S T I Q U E S  

Le but du problème est de mettre en évidence certains comportements asymptotiques de’ la suite des 
images d’un vecteur de R’ par une succession de déplacements au hasard indépendants. 

A vertissement. 

Al. ,  A.2., A.3. utilisent des riotutions et des ciéjïriitions spécifiyires et peuvent Ptre ,abordées aviitit In 
[ectiirt. dlc préambule. B.I., B.3., C sont indéperidurires de A. C n’intervient pas dms lu résolitriori des 
questiows ultérieirres. 

P R G A M B U L E  

L’espace vecloricl R2 est idcntifik B sa reprbentation par des matrices colonnes dans la base canonique 
( e l ,  e 2 ) ,  il est niuni de sa structure euclidienne canonique, le produit scalaire et la norme h n t  not& ( 0  , .) 
et II * II * 

On appelle SO(2) le groupe multiplicatif des matrices de rotations de R2 et e son Clément neutre, 
matrice idcntitk de Rz. Si 11, v E SO(2) et y E R’, i ~ v ,  i ly ,  u* désignent respectivement les produits 
matriciels‘de u par v ,  de II par y et la transposée de I I .  La bijection de 10, I [  sur SO(2) qui, à s E 10, I I ,  
associe la rotation d’angle 2ns est notée p et l’on pose 8 = p- l  . 

G est le groupe obtenu en munissant SO(2) X R’ du produit : 

( 1 1 ,  Y )  ( v ,  2 )  = ( U V ,  y + l t Z ) ,  

i l  s’identifie au groupe des dCplacements de Rz par la formule : 
x E R’, ( I I ,  y )  E G ,  ( I I ,  y ) x  = I I X  + y ,  

Soit (fi, F, P )  un espace de probabilité et E l’opérateur d’espérance associé. 
L‘expression : variable aléatoire difinie sur (Q, F, P) à valeurs dans H , sera abrégie en : v.a. de H. 
Si M,, est l’espace des matrices a coefficients réels à 2 lignes et d colonnes, d = 1 ou 2, une v.8. de M,, 

est une fonction Z de Q dans M, dont les applications composantes Z , . ) ,  1 6 i 6 2 ,  1 6 j 6 cl, sont 
des v.a. réelles. Z est dite intégrable (resp. de carrk intkgrahle) si les v.a. Z, , )  sont intégrables (resp. de carris 
intCgrdbkS). Lorsque Z est intégrable, E [Zl est l’Clément de M, dont les coefficients sont E[Z,.,]. On reniar- 
quera que, si Y est une v.a. intégrable de R’ et si x E W’ , 

E[(x, Y)I = ( x ,  WI). 
Une v a  de G est la donnée d’un couple ( U ,  Y) où Y est une v.a. de R2 et U une v.a. de SO(2), 

Si XI ,  X, sontdesv.a.de G, U,,  U, desv.a.de SO(2) et Y unev.a.de R2, 1esv.a. X , X 2  de G, U; 
c’est-à-dire une v.a. de M, a valeurs dans SO(2). 

et U , U ,  de S 0 ( 2 ) ,  X , Y  et U , Y  de R2 sontdéfiniespar: 

X,X’(O) = X , ( O ) X , ( ~ ) ,  u;(O) = UJO)’, U,U’(W) = U,(W)U’((U), 

X , Y ( O )  = X,(O)Y(O) ,  U , Y ( W )  = U,(O)Y(W). 

Dans ce qui suit, X,, = (U,, Y,,), n E N*, disignent les termes d’une suite de v a .  de G ,  inil&etl- 
est la suite de v a .  de G ciantes er de même loi; l’objet de I’itude est la suite (L,,x),, 

ddlïnie par : 
où x E R2 et (L,,),, a 

LI, = ( e ,  O )  et, pour I I  2 1 ,  L,, = X,,L,,- . 
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La sccondc composmtc de Id,, , soit S ,, , est doiinGc par Ics forinulcs : 
I I  

S ,  = 0 et, pour II 2 1 ,  S,, = 1 U,,,k , Y, 
h = l  

où U,,.,, , = e et, pour f, 1 < 1 < t i ,  U,,,/ = U,,./ , U,,  soit encore: 

s,, = Y, + U,,Y,, - + ... + u,, ... UZY, . 
II est utile, pour I’étude de (S,,),, ,,, d’introduire la suite (Z,,),, , de v.a. de R?, seconde composante 

R,, = (e, O) et, pour II 2 1 ,  R,, = R,,- ,X,, 
de la suite (R,,),, ,) de v.a. de G définie par : 

dont les termes se calculent par les formules : 

z,, = O et, pour I I  2 1 ,  z,, = f UA- , Y, 
h -  I 

où U,, = e et, pour/, 1 Q 1, ù, = U,- ,u/ ,  soit encore: 

z,, = Y, + U,Y,  + ... + u ,  ... u,,- ,Y,,. 

La rCsoIution de certaines questions fera intervenir la propriété d’adaptation, dilïnie Jans le préliniinaire 
A, de la probabilité y sur [O, 11, loi de la v a .  8 ( U ,  ) . I l  serti loirjoirrs supposé yire y( { O } )  < 1 et qire 

inf (d - + 00 et les notaiions : 1, pour la fonction indicatrice dc 
P([Y,  = O ] )  < 1 . 

On rappelle la convention 
l’ensemble A, [X  E B] pour l’image rtkiproque de 13 par X ,  lim p.s. pour la limite presque sire. 

A 

Ce préliminaire nécessite de nouvelles définitions et notations. 
On rappelle T le groupe obtenu en munissant 10, I I  de l’addition modulo 1, notée @ ; pour r E N’, 

1 
H, est le sous-groupe de U engendre par ; . 

norme de la convergence uniforme sur U des CIdGients de (6”. 

sur Ri. L’ensemhlc clcs prolxhilitGs sur ( B ,  ;7) est a o t G  9. 

%’ désigne l’espace vectoriel des restrictions a U dcs fonctions continues de pbriode 1 sur R et J la 

Y est la tribu trace sur T de la tribu borklienne de R et I I I  la restriction h 9- de la mesure de Lehcsguc: 

Si p, v E 9, leur produit de convolution est p * v E 9, ddfini par : 

A E Y, p * v ( A )  = J I A ( s C B  I ) d p ( ~ ) d v ( l ) ;  
pour f E N’, p” désigne le produit de convolution de f termes &aux à p ; l’on conviendra que p*(’ est la 
probabilité portée par { O } .  

l m  coefficients de Fourier de p E .Y sont les complexes @ ( k ) ,  k E Z, dtjfinis par : 

On dira que p. E 9 est adaptée si, pour tout r E N*, p (H,) < 1 . 
@ ( A )  = J e - d p ( s ) .  

1. Soit p E 9 et (p,,), , une suite de 9, prouver I’dquivalence des assertions suivantes : 
u. pourtout k E Z ,  lim G , , ( k )  = @ ( k ) ;  

h. pour tout j’ E W, lim Jj’dp,, = J f d  p . 
I I  

1, 

2. Montrer que pour que p E 9 soit adaptCe il faut et i l  suffit que, pour tout k E Z’, 

j (  I - cos (2nk.s)) t l p (  .Y) > O . 

montrer que, si p est adaptée, on a, pour tout  j’ E V, h i  J fdp,, = J f d m  . 
I I  

Toiirnez la page S.V.P. 
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4. Soit une suile de VA. de T indl.pendantes dc loi p adapttje et Q une forme bilineaire symitriquc sur 
R’ dc matricc lq,.,J,,,= 1 . 2 ,  montrer que, pour tout A-, y E RI, la suite de terme gentjra~: 

1 , -  1 1 - 
Q,,(x, Y )  = ; { Q ( x ,  Y )  + 1 EIQ(p(Ol + ... + O , ) x ,  p ( 0 ,  + ... + @,)y)]}, I I  2 2 ,  

h== 1 

converge et identifier sa limite i j ( x ,  y). 

6 

1 .  

2. 

3. 

Soit, pour tz 2 1 , h,, une application mesurable dc R? dans R2, on note v,, = h,,(Y,,) et X,, = (U,,, v,,). 
I I .  Montrer que, si f’ est une fonction numérique mesurablc dkfinic sur G“ + I telle que : 

~ ~ l f ~ ~ l ~ . . . ~ ~ , l + l ~ l l  < + O0 

W(X1, . a * ,  A,,, X n +  1 )  1.59 = d X 1  , . . a ,  X,,) P.S., 

d g ,  9 ... 9 g,,) = EIP(g1 9 ..., g,,. A,,+ 1 ) l .  

el si 7, est la tribu engendrke par (XI , . . . , X,,), on a : 

o ù  rp est définie pour (SI ,  ..., g,,) E G” tel que E [  If’(gl, ..., g,,, X,,+ 1 ) 1  1 < + 00 par: 

On suppose jusqu’à la fin de‘cette qùestipn que v,, est de carré intbgrable et que E - O. 

6. Montrerque,pour i = 1, 2 et n 2 1 ,  
c. Onpose ,pourp ,qEN,  1 < p < q  et i , j =  1,2 ,  

E[( Ü,,.-l?,l, e l ) ]  = O. 

QP, 9,411 = ~ l ~ ü / , - l ~ , , . ~ , ~ ~ ~ , , - l ~ , / , ~ , ~ ~ ,  
prouver que, si p z 9, C(p, q, i, 11 = O, tandis que : 

C(II,  q, i , ~ ?  = ElQ,,(Ü,:- le,, 0;- le,)Iv 

Q,,(x, y) = E I(-& 9,))  (Y, ?,,)1. où, pour x, y E R2, 

On suppose Y, de carré intégrable, E IV,] = O et y adaptée, montrer que la matrice de covariance 
I 1 

de c,, de - Z,, converge vers ale, OÙ a’ = 7 1111 Y I  Il‘]. 

On suppose Y,  intégrable mais non plus centrée; pour u E R’, on note T,, la translation de W’ difinie par 
f i  - 

t,,(x) = x + u et l’on posc : x;, = Z,,X,,T-II, x:: = ( V I *  Y I ) .  

a. Montrer qu’il existe a,, tel que E IY;’] = O.  
6. (ZYJ,, ,, étant dkfinie à partir de (X;,),, comme (Z,,),, a a partir de (X,,),, a , quelle relation existe-t-il 

entre Z,, et Zy, , I I  2 O ? 

C 
1 

On rappelle que, si ( u , , ) , , ~ ,  est une suite de R2 telle que la série 1 - u ,  converge, on a : 
n> 1 

I lim - ( u t  + ... + i l , , )  = O .  

On suppose Y I  intégrable et, sauf dans la dernière question, El YI  1 
On pose : 

‘1 n 
o. 

- = y:, - E[Y:,I y:, = y,, 1 \ I Y , , l  < 111% y,, 

et, pour p, q E N, 1 d p < 9, 



AGREGATION & MATHEMATIOUES: page 25 
option-probabilités et statistiques 1991 4/6 

[YI = 01, [ k  - 1 < IIYIII Q k], k 2 1 ,  b. Utiliser la partition de 52 par les événements : 

2 1 < k ,  k 2 1 ,  pour établirque: et l'inégalité 1 - C ,Z E[IIY,I12 I l l u l l c  , I I I  < -+ * 
1 

n T k  n2 II 3 I 

c.Onpose,pour p B  1 ,  u ~ = s u p { u ~ ~ , : q 2 p } ,  montrerque a i <  + etque ( u ; ) ~ > ,  tend 
vers O en décroissant. 

2. a. Soient E ,  p et q telsque E > O ,  a: < E~ et q > p, si: 
T = i n f { k : p  < k Q q , [ ~ Z ~ , , A ~ ~  > 2 ~ } ,  

montrer que : 

b. Montrer que la serie : converge p.s. 
I I  > 1 

3. N. Montrerque : 

1 
b. Montrer que P (lim inf [ Y  :l = Y = 1 et en déduire que lim ps. - Z,l = O . 

I I  I I  I l  

4. On ne suppose plus E [YI] = O ,  dbtcrmincr la limite p.s. de la suite puis, en considirant 

(u l l , l )*  L,,X, cellede ( - ;l L , , X  ) , X E R ' .  
I I  1 

D 

On suppose y adaptée, YI de carré intégrable et, sauf dans la dernière question, E [y,) = O .  ' 

La fonction caractéristique an de - Z,, est définie sur R2 par : 1 
sn 

- ck et u 2  étant dCfinis comme en B.Z., on désigne par -6, la forme quadratique de matrice ck 
et l'on pose : 

. p A = ~ u p { l l ( C ,  - a 2 e ) x I I : x E i R 2 , 1 1 x I I =  1 1 .  

Jusqu'en 5.a., k est un entier strictement positif fixé. 

où lim E ~ ( x )  = O .  
x - 0  

Tournez lu page S.V.P. 
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6. Soient a une suite de N telle que lin1 f,, = + a et (A,,),, a , une suite de 88, telle que 
Ill 

lim A:, In, = 1 , déterminer la limite de la suite ( [  @ k  ( A , , X ) I ’ ~ ~ J ) ~ ~  a . 
/ I I  

3. u. Montrer qu’il existe une fonction E~ définie sur 88’ telle que lim E k  ( x )  = 0 et, pour tout x E IR?, 
1 - I l  

i sup(I@k(x) - @ k ( v x ) i :  v E  sO(2)l Q (Pk + E k ( X ) ) I I X ( ( ‘ .  

4. Montrer que, pour tout x E R2,  

5 .  a. Prouverque: 

6. Conclure que converge en loi et identifier sa limite. 

6. On ne suppose plus E [Y, 1 = O .  

, puis celle de (& Ll,x) , x E 88’. 
I l >  1 

Etudier la convergence en loi de 

E 

On suppose y adaptée et Y, de carré intégrable. N désigne une variable gaussienne centrée dc 88’ de 

Pour x E 88* et r > O, on pose : 
matrice de covariance O’ e . 

B(x ,  r )  = { y :  y E R’, llx - YI( < r } ,  B, = B ( 0 ,  r ) ,  

B‘(x ,  r )  = SO(2)  x B ( x ,  r ) ,  B,! = SO(2)  x B , .  

1. Montrer que, pour tout E,  E > O ,  

existe et que, cette limite étant notée a ( E ), on a lim a ( E ) = + a 
E - Il 
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2. Soit CK ( R 2 )  l'espace des fonctions numériques continues 21 supports compacts sur R2 muni de la norme 
de la convergence uniforme notée II 11- . 
a. Montrer que, pour c, O < c < 1, K = (g,  : f E [ c, 1 ] }  est un compact de CK (IR2). 

Pour g E CK (R2) et f > O,  on pose g, ( x )  = g (  f i  x )  . 

b. Prouverque,pour c, O < c < 1 , 

puis que, si l'on pose : 

lim d ,  = O .  
n 

3. Montrer que : 

1 lim lim inf - E 
€ - O  n n e 2  

4. On pose, pour g E G,  A borélien de G et B borélien de R2,  

u. Si T = inf { n : n 2 O ,  gR, E A ), montrerque, pour k E N, 

E[ l [ T = k j  l ~ ( g R , , ) ]  = E[l[T-k, V(gRk, 
n > O  

en déduire que, pour tout g E G , 

V(g ,A)  < sup(V(h ,A) :h  E A } .  

b. Prouver que, pourtout r, r > O, et x E R2, 

H (B (4 4 )  €4 032,)  

puisqu'il existe une constante C telle que, pour tout r et a, r > O ,  a > 1,  

€4 (Ba,) Ca2H (B2h 

c. Utiliser 3. pour conclure que, pour tout r, r > O ,  

FIN 


