
1 

1. Soit U une v.a.r. et r 3 O . 
pROBABILIT&S ET STATISTIQUES 

NOTE AUX CANDIDATS 

Dans la partie 1, on etablit des propriétés techniques utilisées dans les parties n et III, en particulier des 
propriétés de convergence en probabilité (résultat 1.5.d. La partie II est consacrée à certains aspects de I'étude 
de l'évolution de la taille des générations successives d'une population ouverte à l'immigration. La partie In étu- 
die laconvergence de certains estimateurs de paramètres liés a cette population. 

Les trois parties de ce problème peuvent chacune ktre traitées en admettant certains résultats des parties 
antérieures. 

NOTATIONS ET D O N E S  

Les données sont précédées de D (en première lecture, seules, celles-ci peuvent itre lues). 

l . N - N u ( + a ) ,  N * - N - ( O ) ,  W - R u ( + a ,  -a). 

2. V U E  R, a+ = sup(0.0) 4- - sup(-a,0). 

3. aR+, S,, 9~ sont les tribus boréliennes de R+ , R, E. 
D4. (Q , d )  est un espace probabilisable donné une fois pour toutes, P une probabilité sur cet espace, toutes 
les variables aléatoires sont sur cet espace. 

5. 1 A est la fonction indicatrice d'une partie A d'un ensemble. 

6. Si (A,),,, est une suite de parties d'un ensemble, on note : 
- 

lim A,- U Il A,. 
n € N  p a n  - iim A,- n u A, et 

n € N  p a n  

7. v.a. v.an., v.ar. sont respegivement les abréviations de variable aléatoire, variable aléatoire numérique 

8. Y' (Q , 9 ,  P) est l'ensemble des van. 9-mesurables (9 est une sous-tribu de M )  et P-intégrables. 

9. Es (X) ou E (W9) est l'espcrance conditionnelle de X E Y I  (Q , M , P) par rapport à la sous-tribu 

(c'est-à-dire a valeurs dans R), variable aléatoire rielle. 

9 de#. 

10. EX et a i  désignent, lorsqu'elles existent, les moyenne et variance d'une v.an. X. 

11. Si A E M ,  une application X,* définie sur A à valeurs dans est dite d-mesurable si. 
VB G a i ,  (O E AIX, (w) E BI E A n.M, tributracede& sur A. 

a. Démontrer, en utilisant le théorème de Fubd,  que : 

I ' m f p ( ( U l > x ) d x = ( r +  O 1)-' 1 Q (UI '+ 'dP.  

b. En déduire que, pour tout 4 > 0 : 

WU 
4D, 
4'9 om 
w hl . -  3 O 

O 9  
'13 :Ca 

d Démontrer que, V 4 > O, V r 3 O : 

JQ ~ W I  < a, 1 u 1 '+ '  dP ( + 1) 

2. 4. Soit T une v.a.n. B valeurs dans N; démontrer que : 

x' P ( 1 U 1 > x )  dx . I,' 
T E T -  V k E N ,  (Td k ) E d k .  

b. Soit T E 7 ; on définit la famille MT de parties de Q par : 

dT = ( A ( A  n (T = k)E;J , ,  V k €  N).  

On aclmettru les propriétés imm*dbtes suivuntes, a et $ : 
O. dT est une sous-tribu de M .  

p. Si X ELY' (Q &, P) , X e.st MT-mesunble si et seulement si, V n E N , la restriction de X à i+ P. 

UI (T - n), notée, XII, ,, est ;r',-mesurablr. 
Si X E Yi  (Q , M ,  P), démontrer que : E (XLsll,) = '& [ lo - ,,, E (xlsv,,)] . 

" E  

c. Soient ( ~ , , ) ~ ~ j j  une suite de van. telie que, v n E R, X, est t In 
M,-mesurable, et T E vérifier que XT est ;J,-mesurable. 

d. Si S, T E T sont tels que S G T, dimontrer que : .Ms c HT. 

3. Une suite de v.a.r. X = (X"),, est dite appartenir h la classe Q.M. (on note X E Q.M.) si : 

i. V n E N .  X , , E P ( Q , . M , , , P ) .  

ii. sup,  EX; < + a. 
D 12. (d,,),, 6. est une suite de sous-tribus de d telle que , V n E N , d,, C A,, + ; on note H- la plus 

petite tribu contenant toutes les sous-tribus da.  

D 13. 27- est la famille des variables aléatoires T à valeurs dans w possédant la propriete : 
V k E N ,  ( T - k ) E M k .  

14. Si X = (X,)mez (resp (Xn),,= ,) est une suite de v.an. et si T E .T (resp T E T telle que 
T (O) E N , V w E a) ,  on définit la v.m. X, par: XT ( W )  = XTtu) ( O ) ,  V w E Q , Tournez la page S.V.P. 



...... 

oùl'onconvientque: Inf 0 = + a . 

O si x z ( w )  > n 

Max(m b 1 1 xZrn(w) C n) si ~ ~ ( 0 )  C n ,  
B n ( w )  ip 

cPm(w) = 1 rn ( 0 )  

u (%P+l < C Tzp+2) 
P - 0  

( f in  ( O )  est le nombre de a traversées montantes de la bande D Nx la, 4 par la suite 

avant l'indice n) . 
( ( P .  x p ( W ) ) ) p = N  

Un calcul algébrique et une majoration simples (on ne demande pas de les faire) conduisent 

I'inégalité : 
" 

(3 ( b  - a) B. C l{szPn+ ,, * (X, - a)- + c (x, - x,- cp, . 
1 -  1 

a. Démontrerque : V m E N*, x,,, E Y-. 

6. Après avoir vérifié que, V R-E N , cp, est dn- - mesunble, démontrer que : 

E 0, 4 ( h  - a)-' (SUP E (X, - 4- + Kx1 < + O0 . 
1 

C. Onddfinit Po = sup p,,; démontrerque: E p.. < + Q) . 
d E n d é d u i r e q u e : V a <  b.  P ( G X , >  b > o >  ! @ X - ) = O -  

e. Démontrer qu'existe une van. x, E 2'' (n ,&, p) telle que la suite (Xm)m EN 

n 

converge presque sûremeot vers X, . 

4. Soit X - (Xn)neN une Suite de var .  telle que, V n E N , X, E 2'' (Q ,d,, , P). Vinfier 
. que l'un ou l'autre groupe de propriétés suivant implique que x appartient a la classe Q.M. : 

i. V n E N ,  X n 3 0 ;  s ~ p E x , < + ~  et V n E N * ,  E ( X , - X , , - , / ~ ~ - ~ ) . O  

ii- SUP E I X n I <  et V n E N * ,  E(X,-X, - , / s J , - , ) -O.  

i i i . V n E N ,  X , > O  et V n E N . ,  E ( X , - X , , - , / J J , _ , ) C O .  

1 O.. 

une constante c > O et une probabilité A sur (R+ , SR+) vérifmt x d  A ( x )  < + 00 , 
tel1esque:VnEN. V x > O :  P ( J U , I > x )  C c A ( k , + a [ ) .  L+ 

n 

I - 1  2 12 Ondéfini t ,pournEN*,  U:=U, l(,udGn, et V,- C f ' [ U ; - E ( U ; / d I - , ) ] .  

a. Dimontrerque: E(U;  - E(U:/Ml-,))2 = EU;' - E[E(U;/MI_,)]*. 

b. a Démontrer que: E (VJ2 G C j - 2  E (U;)*. 

.. 
4 / z  
1 

uirn 
- o n  
- .  - J -  1 

8. Déduiredorsdu I.que: sup E (VJ2 < + . 
n 

7 

Utiliser 4.ii. pour démontrer qu'existe une van. V, E T 1  (Q , M ,  P) telle que la suite (VJnsN rr$i 6'3 
1 ID 

*j!a 

converge presque sûrement vers V, et en déduire que la suite de terme géniral : 

n-I C [U; - E (U; /af l -  1)] converge presque sûrement vers zéro. 

(On utilkena. sans le démontrer, le lemme d 'unalyse : si ( x n  ) a N. cv une suite de réels telle que la série de 

terme gCném1 n - I x, est convergente, alors la suite de terme généml n - , z xI converge vers zéro.) 

Démontrer que : P (G (Un z U2) = O .  

n -4 m u  
1c 

$ j $ 
!B 
ri- 

/ - 1  

P. 1 - 1  

Démontrerque: lim E 1 E ( U n  - Uh/M,- I )  1 = O ,  

Conclure alors i la convergence en probabilité vers O de la suite de terme général : 
n 

1 = 1  
n- I  C [Uj - E (U1/dj- l)]. 

D m  les parties II et IIf on étudie I'Zvolution de la taille M, d'une population d'individus ; Y n. , représen- 
tera le nombre de descendants du Cième individu de la mitme génération, V,+ le nombre d'immigrants 
s'ajoutant à ces descendants. Précisément, { Y  1 n E N , i E N 7 est une famille de v a  a valeurs 
dans N, telle que, pour tout n E N fixé, les var .  Y n. ,, i E N , ont même loi p n  , probabilité sur N. 
(V,,),,&,, est une suite de va a valeurs dans N. On fait l'hypothèse que : la fiunille de v.a 
{Y "., , V, 1 n E N , i E N 7 est une famille de va P-indépendantes. 

On suppose enfin que pour tous i E N et n E N , Y, , et V, + , admettent un moment d'ordre deux. 

l-U 
On définit alors la suite (M J de v.a à valeurs entières par : 

90; 
99 #rn 

O 

tJ N 
t -  1 \+ 

(On fait In convention d'écriture C Y n. - O) 

Dorénavant, af., est la tribu engendrée par les v a  M,, , MI, ... , M,.  Tournez la page S.V.P. c 



II 

1-a Démontrer que : V n E N, E (M,, + /M,)  = pn M, + mn + . 
b. En déduire la valeur de EM ,, en fonction des suites (m,)  ,, et ( p , )  . .. 

* s u .  si- n N P n  p OÙ 0 < P < 1 et si : m, < + a0 , démontrer que 
n -  1 

.I ' 2 EM , < + Q) . Que dire de la convergence presque-sûre de la suite ( M,,)" 

b. Si les suites ( p n l n E  et (m,,)  sont telles que C 1 1 - p,, 1 < + et 

? 
n -  I 

m 

n -  I 
Q 

C m, < + Q) , démontrer la convergence presque sûre de la suite (M ,) E N vers 
m -  1 

une v.a.n. M ip . 
3. v n E N , V i E N * , F ,, et G ,, désignent fonctions génératrices respectives de y, 

et v , , c'est-à- dire les fonctions définies sur 1- 1 , 11 par : 

F,(s )  - EsY-, et G,(s)  = Es"". 

a. Exprimer, pour s €1- 1, 11, l'espérance conditionnelle E ( sMn + ' /da) en termes 
des fonctions F, et n + 1 . 

b. Si H , est la fonction gédratrice de M ,, , en déduire que : 

V s E ] - 1 , 11, H, + 1 (s) H (F, (SI) G ,  + I (SI 

et calculer explicitement H I  + (5) à l'aide des fonctions F, et G, ( j  6 n + 1) . 
c. Dans le cas particulier où, V i Q N*,  P (y,., = 1) * P n  et 

p (ynal  = O) il 1 - p. ( O  < p,, < 1) et OÙ V, suit la loi de Poisson de parmètre 
k , , déterminer la loi de M t I . 
etudier la convergence en loi de la suite (M ,,la N dans le cas 0" les suites 

(p , ) , ,  ,., et ( A m ) m  convergent respectivement vers p, et A (O < p < 1 et 
k > O). 

III 

On suppose que, Y x E N , existe une probabilîte P, sur (Q ,H) telle que : 
i. b famille de var .  {Y ", , , V , 1 n E N , i E N 7 est une famille de v.a.r. P;indCpendantes, 

ii. LW v.a. Y, , , n E N , i E N , ont mtme loi p (probabilid sur N , indépendante de x) , 

L~ v.a. v ,, , n E N * , ont même loi v (probabilité sur N , indépendante de X) , 

iv. P,(V, = x) = 1 ,  

O < v ( { O ] )  < 1 ,  c xJ p({x}) < + Q) , C x ' v ( { x t )  < + Q) . v. 
r € N  I E  N 

On note p et m les moyennes respectives de Y,, et V,,, a* et b2 leurs variances, 
cp = m ( 1  - p ) - 1 ,  c* = b2 + 0 2 c p .  

Onsupposeque O < p < 1 . 
W W  
glu 
99 
O m 
i 4  td 3 bJ 

Le but de cette partie est d'étudier la convergence en probabilité d'une suite d'estimateurs de p et m .  

1. On définit la fonction d'ensemble P, sur sf par: p, (A) = C v ((XI) p, (A) v A E d .  
I E N  

o s >  
'D l3  
r t A  

o m  

O. Démontrer que : P, est une probabilité sur (Q ,H) telle que V, (P,) = v (V, (P,) est la 

mesure imagede P, par V d  W r n  

5 D  b. E,(Y/M,) (respectivement E, (Y/&,)) désignant l'espérance conditionnelle d'une v.a.n. Y par rap u1 ,-I 
port à la sous-tribu M ,  calculée avec la probabilité P, (respectivement P,) , démontrer que, pour tout " 
n E N et toute fonction bornée f sur N , on a, d x E N , P,-p.s. : Il2 

L . ! i  
,-t jrn (p'y v est la y-icme convolurion de p convoltje avec v - on fait la convention : p*' V = 

* (Si Y est une van., P;intégrable V x E N ,  E M m ( Y )  est la composée de M, avec I'applica- m kl 
tion x 1- E x  (Y),  E,(Y) étant la moyenne de Y par rapportà la probabilité P,) . 'y 

rt 

rt 

c1. 
0.0 Si p E N ,8, est l'application de l'espace des suites a valeurs dans R ,  noté RN, dans lui-même, 

définiepar: V x E R N ,  V n E N ,  [ep(x) ] ,=xmt , .  b 4  - 
Ondéfinitdemême empar : [ t3m(x)]m= lim xpr V n E N .  

Enfin, P ., est une probabilité quelconque sur (Q ,d) et M 
c - - lim M , . 

d Soit f une fonction bornée sur RN, mesurable (par rapportà la plus petite tribu sur RN rendant mesu- 
rables les applications y 1- y,. p E N , de RN dans N). On peut Ctablir a partir du c (3 
Jr,nunrlepclsJelefuirelque : V n E  N ,  P,-P.s.: E,[/(tJ.(M))/M,] = EM,f(M),oÙM = ( M , ) , G N .  

En déduire, en utilisant les résultats du 1.2, que : V T E 7. 

2. On définit la suite (TT, N. de v3.n. par : V w E Q , 

T 1 ( w ) = I n f ( n 3  l I k l , ( w ) = O )  
T P + I ( w )  = Inf(n > T P ( w ) l M , ( o )  = O) (onconvientqueInf(0) = + Q)) 

O 
I=: m m 

Tournez la page S.V.P. 



On admettra que T p  appartient à 9- (même méthode de démonstration qu'en 1.3.a.) 

OndéfinitdeplusI'application T de RN dans R par: 

v ~ E R N ,  ~ ( y ) = I n f ( n >  1 1 y , - 0 ) .  

Alors ( n e p  le démontrer), sur ( T p  < + C O )  : TP + 1 = TP + 

Enfin. on définit la v.a E à valeurs dans R par : 1 (M. 

a. Démontrerque : V m E N *, p,, (E = m )  = [P,, (TI < + a)]"'- Pu (TI = + a). 

b. En déduire que : pu 

efl (M) , 

= 
n = O  

= + C O )  est égai à 1 OU O suivant que PU ( T I  < + Q) 1 est 

égd OU strictement inférieur à 1. 

C. F (respectivement G) désigne la fonction gtnératrice de Y, k (respectivement V 3 et, 

F ( n )  désigne la 
l'inégalité de convexité (valable aussi 

Rième iterie de F. (Fcl) - F et FI"+ I l  - FI"' 0 F). En utilisant 
pourCi) : 

F ( s ) >  1 + ( s -  l ) F ' ( I - ) ,  V s s [ O , 1 1 ,  

démontrer que : 

Endéduireque: lim Hn(0 )  > 0. 
F ( " + ' ) ! s ) ~  1 - p n + p " F ( s ) ,  V s E [ O , l ] ;  - 

d. Déduirealorsde b.et c.que: Po (TI < + C O )  = 1. 

3. a. Pour abréger, T I est noté T. Démontrer que, pour r = 1,2,3.4,  on a : 

0 Par la suite, Y est une probabilité sur N, Bée, satisfaisant aux conditions du début du III. 

On note u a SUP M k .  
O ~ k & l  

00 On admettra les propriétés (D-) et (R-) suivantes: 

(D-) 

(R-) 

V n E  N, V x  > O :  

Eo[T2] < + Q) . 

4. Ondéfinit Z n  - M, - cp .Démontrerque: 

P,(M, > x) < Eo\Tl lu ,x) ]  

i m  iw 

f Z ' )  converge en P,-probabilité vers O. (Utiliser 1.56, le résultat admis au 4 "li: W. I 

$1; c: 

b. La suite ( n -  I 
/ = 1  n E N *  

z 1: 
m 15 

$13 

111.3.c., fespropriét.&(D-) et (R-).) 

5. a. En utilisant le résultat admis au III.3.c.. les propriétés (D-) et (R-), démontrer qu'existent une 

constante 6 > O et une probabilité L'sur (R+ ,an+ )vérifiant [ xd  L' ( x )  < + , telles que : 
n+ 

V n E N , V x > O :  P,(M;>x)  G S . A ' ( b . +  a[). 
91 

b. Remarquant que les ProPriftes du 111.1.6. sont dncore vraies pour une fonction f positive quelconque, rt cl. 

zr: 
c. En suivant la même démarche qu'au III.4.. démontrer que la suite de terme général : 

f m 

calculer E, [(Ma)'/Mn - 
w 
n 

( 1  - p')  n - '  ( f (Zk)') + p2 n - '  [(z,)* - (Zu)'] converge en P,-probabilité vers c 2 ,  et en déduire 
UI k =  1 

que la suite n - 1 1 (Z k j 2 ) #  converge en P,-probabilité vers une limite que ron précisera. [ k : I  

6. a. Déduire du 5.0. qu'existent une constante 5' et une probabilité p sur (Ri , 9,+) vérifiant 

1 x d p ( x )  < + - tellesque: V n E N ,  v x >  O :  P,(M,,.M,,+, > X )  < 6 ' . p ( ] x ,  + 
R +  

b. En déduire que la suite ( n - I  zk  Z 
~ l )  k :  I "SN.  

converge en P,-probabilité vers une limite que 

l'on identifiera. 

c. Gtudier alors la convergence en P,-probabilite el identifier la l i i t e  des trois suites de terme général : 

P N 
\Irl c 


