PROBABILITES ET STATISTIQUES
NOTE AUX CANDIDATS

Dans la partie I, on établit des propriétés techniques utilisées dans les parties I et III, en particulier des
propriétés de convergence en probabilité (résultat L.5.f). La partie II est consacrée a certains aspects de I'étude
de P’évolution de la taille des générations successives d’'une population ouverte i l'immigration. La partie Il étu-
die la.convergence de certains estimateurs de paramétres liés a cette population.

Les trois parties de ce probleme peuvent chacune étre traitées en admettant certains résultats des parties
antérieures.

NOTATIONS ET DONNEES
Les données sont précédées de D (en premiére lecture, seules, celles-ci peuvent étre lues).
1. N=Nu{+ o}, N*=N-{0}, R=Ru{+ o, - o},
2.¥a€R, a* =sup(a,0) a = sup(-a,0).
3. Bp+, B, By sont les tribus boréliennes de R, R, R.

D4. (Q, &) est un espace probabilisable donné une fois pour toutes, P une probabilité sur cet espace, toutes
les variables aléatoires sont sur cet espace.

5. 1, estlafonction indicatrice d’une partie A d'un ensemble.
6. Si (A,),<n estune suite de parties d'un ensemble, on note :

im A,= N

U A, et
nEN

imA,~ U N A,.
p n -

nEN p>n

7. va., van, var. sont respectivement les abréviations de variable aléatoire, variable aléatoire numérique
(c’est-a-dire a valeurs dans R), variable aléatoire réclle.

8. 7' (Q, #, P) estlensemble des va.n. #-mesurables (F est une sous-tribu de ¥) et P-intégrables.

9. E*(X) ou E (X/®&) est Pespérance conditionnelle de X € £ (R, &, P) par rapport a la sous-tribu
B dew.

10. EX et o désignent, lorsqu'elles existent, les moyenne et variance d’'une v.a.n, X,

11. Si A €4, une application X, définie sur A 2 valeurs dans R est dite /-mesurable si,
VB E.:'e‘i, {w € AlX, (0w) € Bl € A N, tributracede & sur A.

(#.).en estune suite de sous-tribus de & telie que, Yn € N, &, C &, , ; on note &, laplus
petite tribu contenant toutes les sous-tribus &, .

DI12.

T est la famille des variables aléatoires T 2 valeurs dans N possédant la propriété :
VKkEN, (T =k €x,.

D13.

14. Si X = (X)oar (resp (X,).an) est une suite de van. etsi TETF (resp TE T telle que
T(w) € N,Yw € Q), ondéfinit la van Xy par: X {w) = Xp(,,(0), Vo €Q.

1. Soit U unevar.et r> 0.

a. Démontrer, en utilisant le théoreme de Fubini, que:

I;.KP(lUI > x)dx=(r+ 1) I0|U|,¢1dp_

b. En déduire que, pour tout a > 0: o ‘
j‘ IUllum,,,dP=aP(lU|>a)+I P(JU| > x)dx.
Q L

+ -
¢. Etablir la double inégalité : Zl P(IlU|> )< | |uldP <1 +
i a

i=1
d. Démontrerque, Ya > 0, Vr > 0:

f LineaglUI**1dP € (r + 1)f' x’P(lUl>;t)dx.
Q 0

2. a. Soit T une v.a.n. i valeurs dans N ; démontrer que :

TeEF <> VkEN, (T < kEW,.
b. Soit T € 7 ; on définit la famille & de parties de Q par:
e ={A[AN(T=kKeEx, YKEN].

On admettra les propriétés immédiates suivantes, o etf :

Q. Sy est une sous-tribu de & .

B. Si Xer(Q,#,P), X est H-mesurable si et seulement si, Vn & N , 1a restriction de X a

3.

(T = n), notée, X, r .., est. &, -mesurable.
Si X €2'(Q, s, P), démontrer que: E (X %) = ; {lir-m E(X/)].

une suite de van. telle que, VYneN, X, est

T € 7, vérifier que Xy est &/;-mesurable.

¢. Soient (X),en
S -mesurable, et

d Si S, TE€ T sonttelsque S < T, démontrer que : ¥y © .

Unesuitede var. X = (X,), <y estdite appartenir 2 la classe Q.M. (onnote X € Q.M))si:
i. YheEN, X, e (Q.¥,,P).
iil. sup EX, < + o,

iii. Ky =S E|E(X, = X,_,/H,_,)] < + .
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¢ Soit X € Q.M. et soient deux réels a, b tels que a < b. On définit la suite d’applications de
Q dansN, (T )men PALYWE QD g (w)=0
' 1, (w) = Inf(n € N{X,(0) < a)
1, (w) = Inf(n > 1, {(0)] X, (w) > D)

V-1 (0) = Inf (1> 12 (0) ]| X, (w) < q)
Tyn(@)  =Inf(n> 1, (0)]|X,(w)> b)

oul'onconvientque: Inf @ = + @ .

® Pourtout n € N* on définit les applications de Q dans N,B, et @, par, Yo € Q:

0 si Hwlw)>n
Ba(w) Max(m > 1 | 1y, (0) € n) si T, (w) < n,

P (w)=1 (w)
U (tzpn <ns szu)
p=0

(B, (®) est le nombre de « traversées montantes » de la « bande » NX |a, b par la suite

((P, xp(m)))pﬁ N

Un calcul algébrique et une majoration simples (on ne demande pas de les faire) conduisent

avant indice n).

alinégalité: () (b= @B, S Ly, (X, = a + 3 (X, - X, )9,

i=1
a. Démontrerque : Ym & N*, {, € 7.
b. Aprés avoir vérifié que, ¥ n € N%, @, est &, - mesurable, démontrer que :
EB, < (b~ a)“(stlpF.(X,-- a” + Ky < + @,
c. Ondéfinit B, = s:lp f,; démontrerque: ER, < + o,
d. Endéduireque : Ya < b, P(imX, > b > a> lim X,) = 0.

e. Démontrer qu'existe une v.a.n. Xy € 2 (Q,#, P) telle que la suite (X,),

converge presque sirement vers X, .

4. Soit X = (X,),en unesuitedevar.telleque, Y n€ N, X, €.£(Q,,, P). Vérifier
-que 'un ou l'autre groupe de propriétés suivant implique que X appartient i la classe Q.M. :

i VaeEN, X,>0; sup EX, <+ @ el Yn&EN* E(X,-X, /%, )>0.
iil. sup E}]X,|< + et Yne N*, E(X,- X,_../#,.,)=0.

ii. vieEN, X,20 e VYneN* E(X,- X, /. )<0.

5. Soit U=(U,),en une suite de var. telle que, VnE N, U, €2 (Q,,,P); on suppose qu’'existent

une constante ¢ > 0 et une probabilité A sur (R*, @.) vérifiant I xdA(x) < + o,
tellesque:VnE€N, Vx> 0: P(|U,]>x) < cA(lx, + ). .

On définit, pour n € N*, U, = U, 1jyucn et V.= Y ji"HU; - E(U] /s, ))].

i=1

a. Démontrerque: E (U; - E(Uj/s,_,)f = EU - E[E(Uj/ar,. \)12.

b. a. Démontrerque: E(V,)2 < ¥ j2E(U))?.

i=1

B. Déduirealorsdu l.que: sup E(V,)? < + o,

c. Utiliser 4.ii. pour démontrer qu'existe une van. V, €.£2'(Q &, P) telle que la suite (V)
converge presque sirement vers V., et en déduire que la suite de terme général :

n™' ¥ [U; - E(U;/s,_,)] converge presque siirement vers zéro.
i=1
(On utilisera, sans le démontrer, le lemme d'analyse : si (x,) wc Ne estune suite de réels telle que la série de

terme général n="' x, est convergente, alors la suite de terme général n-" Y. x; converge vers zéro.)
it

d. Démontrerque: P (lim(U, #» U')) = 0.
e. Démontrerque: limE|E(U, - U,/%, _,}|=0.

f. Conclure alors 4 la convergence en probabilité vers 0 de la suite de terme général :

n1 S (U= E(U/, ).

izl

Dans les parties Il et IIT on étudie 'évolution de la taille M,, d’une population d'individus; Y i Teprésen-
tera le nombre de descendants du i-iéme individu de la n-ieme génération, V., le nombre d'immigrants
s'ajoutant a ces descendants. Précisément, [Y, . In€ N,i< N* est une famille de v.a. i valeurs
dans N, telle que, pour tout n € N fixé, lesvar. Y, ,, i € N®, ont méme loi u,, probabilité sur N.
(Va)aen est une suite de va. a valeurs dans N. On fait hypothése que : la famille de va.
{Yoio ValnE N, i€ N¥% estune famille de v.a. P-indépendantes.

On suppose enfin que pourtous i€ N®et n€EN,Y,; et V., , admettent un moment d’ordre deux.
Onnote:

P.=EY,_ ,, m,=EV, et of-o§.“,

On définit alors la suite (M), ¢ de v.a. 2 valeurs entiéres par :

My
N’oﬂv0 Mn+1=1N'(M") z Y".k"‘V.,‘.
k=1

a
(On fuit la convention d'écriture ' y" Y, , = 0)

ke

Dorénavant, &, estla tribu engendrée parlesva. My, M, , ..., M,. Tournez la page S.V.P.
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I
l.a. Démontrerque: Vn € N,E(M,, ,/&,) = paM,+m,, .

b. En déduire Ia valeur de EM, en fonction des suites {(m,)aen et {P)nen-

24 Si,YnEN,p,=poa 0<p<1 etsi: Y. m, < + o, démontrer que

Z| EM, < + «. Que dire de la convergence presque siire de la suite M, )an?
n'=

b. Siles suites (p,,en € (m,),cn sont telles que > |1 - p,| < + o et

S m, < + o, démontrer la convergence presque siire de la suite (M,)nen Yers
n=l

unevan Mg
3.¥neN,VieN*, F, et G, désignent les fonctions génératrices respectives de 'Y

et V,, c'est-a- dire les fonctions définies sur }~1, 1] par:

G,(s) =

a. Exprimer, pour s € ]— 1, 1], I'espérance conditionnelle E( Mn+1/57,) en termes
des fonctions F, € G,.\-

F,(s) = Es¥»i et EsVa.

b. Si H, est la fonction génératrice de M, en déduire que:
H,(F,(s)G

et calculer explicitement H, , | (s) al'aide desfonctions F; et G; (jsn+1).

VSE]—l,I]. Hnyl(s)= n*l(s)

¢. Dans le cas particulierot, ¥ i€ N*, P(Y,, = 1)=p, et
P(Y,,=0)=1-p,(0<p,<1)et oit V, suitlaloide Poisson de paramétre
A,, déterminerlaloide M, ..

Etudier la convergence en loi de a suite (M,),en dans le cas ou les suites

(Pnan et (M ),en CORVergent respectivementvers p et A{0 < p <1 et

A > 0)
I

On suppose que, ¥ x € N, existe une probabllltc P, sur (Q,) telleque:

i. Lafamilledevar. {Y V,|n€N,i€ N* estune famille de var. P mdependantes,

nir

ii. Lesva. Y,,,n€N,i€ N®, ontmémeloi p (probabilité sur N, indépendantede x),
iii. Lesva. V,,n€ N*, ontmémeloiv (probabilit¢ sur N, indépendante de x),

iv. P‘(Vo = X) =1,
v. 0<v(jop<it, v({{s) < + .

Y oxtp(fd) <+, ¥ ox*

ZEN €N

Onnote p et m

les mbyenn&s respectives de Y, et
¢=m(l-p',

V,, 62 et b2
c2=b+02¢@.

leurs variances,

Onsupposeque 0 < p < 1.
Le but de cette partie est d’étudier la convergence en probabilité d'une suite d’estimateursde p et m.
1. On définit la fonction d’ensemble P, sur &# par: P,{A)= 3 v({x}}P (A) VAEyw.
XEN

a. Démontrer que : P, est une probabilité sur (Q,#) telle que Vy(P,) = v (V,(P,) estla

mesure  imagede P, par V).

b E (Y/J/ ) (respectivement E, (Y/« ) dési X
gnant 'espérance conditionnelle d’
port a la sous-tribu &, calculée. avec la probabilité P, (respectivement P )e
n € N et toute fonction bornée fsurN,ona vx& N P-ps.:

une v.a.n. Y par rap-
démontrer que, pour tout

Ex(f(Mn* l)/‘f‘(n) = )"(anf)

.E,(f(M arf)s
Ay, = EZN (A2} ™ ov]dz)).

(k" »v estla y-ime convolutionde p convolée avec v — on fait la convention: p™ yv = v}.

et en déduire que, P,-ps.: we )/, =AM

ouonaposé, VyE N:

¢ Si fi,..., fi, sontdesfonctions bornées définies sur N, démontrer que, P,-ps.:
EAM, ) ilMy )/ = Ey [l (ML) £ (M]]
* (Si Y est une van Pintégrable Vx €N, Ey (Y) est la composée de M, avec Tapplica-

tion x — E, (Y}, (Y) étant la moyenne de Y par rapport a la probabilité P,).
eee Si p € N, 8, est l'application de I'espace des suites a valeurs dans N, noté NV, dans lui-méme,
définiepar: VxE€N", vrnEN, [0,(x)], = x,. ,.

On définit de méme 8, par : [0, (x)}, = im x,, VnEN.
14

Enfin, P, estune probabilité quelconque sur (Q,57) et M, = lim M,.

d. Soit f une fonction bomée sur NN, mesurable (par rapport a la plus petite tribu sur N™ rendant mesu-
rables les applications y — y,, p€ N, de N™ dans N). On peut établir & partir du c. (on_ne
demande pas de le fuire) que : Y n € N, P-ps.: E, [fl8,(M))/¥,] = Ey, fiM),0uM = (M,),an.

En déduire, en wtilisant les résultats du 1.2, que : ¥ T € 7,

P,-ps.: | L I -)f(eT(M))/-“(T] =lirce -)EMT[f(M)]-

2. On définit la suite (T?), < y- devan.par: Yo €Q,

T' (@) =Inf(n> 1| M,(w)=0)

T""'(}n) = Inf(n > T?(w)|M,(w) = 0) (on convient queInf (D) = + ).

Tournez la page S.V.P.
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On admettraque T? appartienta F~ (méme méthode de démonstration qu'enl3a,)

On définit de plus Iapplication © de NN dans N par:

- VyeNN, 1(y)=Inf(n3 1]y, =0).
Alors (ne pas le démontrer) ,sur (T? < + @):TP*! = T¢ + 10 6p(M).

Enfin, on définit la v.a, N a valeurs dans N par: Nm % | (M =0) -
aal)

a. Démontrerque : Vm & N* P, (N = m) = [P,(T' < + @)|" =P, (T! = + ).

b. En déduire que : P, (N =+ ) est égal 2 1 ou 0 suivant que Py (T' < + ) est

égal ou strictement  inférieura 1.

c. F (respectivement G) désigne la fonction génératrice de Y, , (respectivement V) et,
F(® désigne la n-ieme itérée de F. (F = F et Fi"*! = F® o F). En utilisant
P'inégalité de convexité (valable aussi pourG):

F(s) 2 1 +(s— DF'(17), ¥s€[0,1],
démontrer que :
FinrD(s) 3 1 - p"+ p"F(s),
En déduire que: Tim H,(0) > 0.

vse(o,1];

d. Déduire alorsde b.etc.que: P (T! < + ) = [,

3. a. Pourabréger, T estnoté T. Démontrer que, pour r = 1,2,3,4,0na:

E, [i (Mk)'] =5 E.(M. ) dP,.
kel k

S Ta
bYkeEN*, onnote:c,‘-J. M,dP,.
(Tak

«
Cy=m ZlP‘-iPo(T zj).

is

Démontrer que: ¥V k€ N*,

T
c. Sous Phypothése : E, (T) < + «, en déduire que: Eo[ > (Mk)r] < + %, pour
k=l
r=1,

(On adméttra que le résultat demeure pour r = 2, 3, 4 — calculs semblables. )

o Parlasuite, v estune probabilité sur N, fixée, satisfaisant aux conditions du début du IIL

Onnote U = sup M,.

0gkgT

ee On admettra les propriétés (D7) et (R7) suivantes:

(DY) YvreEN,¥Yx>0: P,IM_>x)<E Ty, 4]

(R7)  EoTY< + .

i

4. Ondéfinit Z, = M, — ¢ . Démontrer que:

a. n7t Y My~ B, (M /o, ) = (1 - p)n"( Y Z,)+pn'(Z,-2,).
kal kxt
(On calculera E (Z,/5¢,_,).)
b. La suite (n" z": Z,

izt

1l1.3.c., les propriétés (D~ et (R").)

5. a. En utilisant le résultat admis au I11.3.c, les propriétés (D~) et (R”), démontrer qu'existent une

constante & > 0 et une probabilité A’ sur (R* , By + ) vérifiant
Rf

VREN,Vx>0: P,(M2>x) <&-A(l, + ).

b. Remarquant que les propriétés du I11.1.5. sont ¢ncore vraies
calculer E, (M, )%/, _,].

¢. En suivant 1a méme démarche qu'au I11.4., démontrer que la suite de terme général :

(1-pY)n! («Z (Zk)z) + p*n~'((Z,) - (Z,)?] converge en P -probabilité vers ¢, et en déduire
. - :

que la suite (n Yz ,‘)2),, «n converge en P,-probabilité vers une limite que I'on précisera.
k=1

6. a. Déduire du 5.a. qu'existent une constante 8’ et une probabilité p sur (R*, Hg+) vérifiant

I xdp(x) < + o telles que:
RO

b. En déduire que Ia suite (n" z‘: 2,2, |)

k=1
I'on identifiera.

c. Etudier alors la convergence en P,-probabilifé et identifier la limite des trois suites de terme général :

C,=n"! z": M,

iml
D,. = [igzl (MH-] - C,,)(M‘-— C_)] [ i M, - C-)l]-l’

G" = Cl(l - Dn)-

) o converge en P -probabilité vers 0. (Utiliser 1.5f., le résultar admis au

xdLA'(x) < + o, telles que:

pour une fonction f positive queiconque,

VREN,VX>0: P‘(M"M”’I>x) <61.p(]x,+w[).

converge en P, -probabilité vers une limite que
&N*
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