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PROBABILITES ET STATISTIQUES

DEFINITIONS, NOTATIONS ET RAPPELS

Dans tout le probléme N, Z, Q, R et C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des entiers
relatifs, des rationnels, des réels et des complexes. Si n est un entier (n > 1), R™ est P’ensemble des n-uples de

réels. Si (x;, i € I) désigne une famille de nombres réels, on note sup x; leur borne supérieure et inf x; leur
iel iel
borne inférieure.

R, = {#eR, x>0} ; RI ={xeR,2>0}; R, =R, U{+mo}

Soit (€, /b, P) un espace probabilisé. On dit que V est une variable aléatoire a valeurs dans R" si V est une appli-
cation mesurable de (€, &) dans (R", R") ott R" désigne la tribu borélienne de R". Lorsque n = 1 on dit que
V est une variable aléatoire réelle. On note Py la loi de V, c’est-d-dire la probabilité sur ®" image de P par V.
Par abus de langage, V désigne aussi la classe de P-équivalence de I"application V. Pour tout A de ", on note

{XeA} =X"1(4).
La notion de variable aléatoire complexe est obtenue en identifiant C et R®

On note 1, la fonction indicatrice d’un ensemble A € Jb, ¢’est-a-dire la variable aléatoire réelle qui vaut 1 sur A,
et 0 sur le complémentaire de A.

Si (V,, i €]) est une famille de variables aléatoires (& valeurs dans R™) on note 5 (V,, i €I) la plus petite sous-
tribu de b rendant mesurables les applications V; de € dans R™ pour tout i € I. Une application mesurable
de (R™, R™) dans (R%, RY) est dite borélienne.

Un processus £ & valeurs dans R? est la donnée d’une famille (£, , ¢ € R, ) de variables aléatoires d-dimensionnelies.
On dit que & est (presque siirement) continu s'il existe A € Jb, de probabilité 1 tel que : pour tout w de A, T’appli-
cation t e R, - £, (w) € R? est continue.

On dit que deux processus continus % et £’ & valeurs dans R¢ ont méme loi si : pour toute suite finie £,, £, oo
S S 0 1
4 LYy . ¥ z v v ' v -t
t, de réels positifs, les lois de (;tu s Eey s ‘—fn) et { &iys E-h 5 aees gtn) coincident.

On note L? (Q, 4, P) I'espace vectoriel des classes de P-équivalence de variables (réelles ou complexes) sur
(Q, b, P) dont le module est de carré intégrable, muni de la norme [.].. SiVest une variable aléatoire, on
note V e L2 (Q, b, P) par I’abus de langage précisé au 2°.

Soient F une sous-tribu de b et V une variable aléatoire intégrable. E [ V [F | désigne I'espérance conditionnelle
de V par rapport & F : E[V|F ] est F-mesurable et vérifie E[V 1] = E[E[V|F] 1] pour tout ensemble
% -mesurable F.

SiV est de la forme 1, (A € Jb) on notera aussi E[ 14 |F ] sous la forme P [ A [ ] 5 siF estlatribu 6 (M) engen-
drée par la variable aléatoire M. on abrégera E [.|F | par E[.| MI.
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70 Une variable aléatoire V (respectivement un processus 2) est dit indépendant d'wie sous-tribu J¢ de b si les
tribus ¢ (V) et 3C (respectivement = (£, ., ¢t € R, ) et 3) sont indépendantes.

Sotent (N,,7e1) et (M, , %k € K) deux familles de variables (2 valeurs dans R%). On rappelle que les tribus
6(N,,iel) et o(M,,keK) quelles engendrent sont indépendantes dés que: pour toute famille finie f,,
Fas vos fus &1y oo &n de fonctions boréliennes hornées (ou seulement continues bornées) sur R¢ et pour tout
(iy5 e 1) € I", pour tout (&, , ..., k) € K™,

ELA (N o fo (ND) & (M) o (M )] = B[4 (N o /o (N)T - E L (Mie) o g (M) 1

8o On dit de méme que des éléments aléatoires (ensembles, variables, tribus, precessus, ...) sont indépendants
conditionnellement & un événement A de b <’ils sont indépendants lorsque on munit (Q, &) de la probabilité

conditionnelle P [.|A] = E-[P_[—r:‘}]—fﬂ .

90 Soient & une sous-tribu de fb, M une variable aléatoire :F-mesurable (i valeurs dans R™) et N une variable
aléatoire (3 valeurs dans R™) indépendante de F. Si ¢ est borélienne bornée sur R™ x R" -,

E[¢(MN)|F] = | o (Mx)Py(d).

[y

Wb . 5
10° Une écriture du type : ’ Sf)de (resp. ’IR g (x) dx > indique que 1’on intégre la fonction (borélienne) f
Ja JR® /

(resp. g) par rapport a la mesure de Lebesgue sur Pintervalle [a, b] de R (resp. sur R").

110 Tous les éléments aléatoires introduits dans la suite sout supposés définis sur le méme espace probabilisé

(Q, b, P).

PREMIERE PARTIE

10 Soit (V

.» 7 = 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, ayant un moment d’ordre 2 et centrées
(E[V,] = 0). On note :
W .
b, — E[V?] etpourte[—1, +1]. 5. = ¥ Vexp(iknt)
|
I <ks<n

On suppose qu’il existe 8§ > 0 avec

~
N o b, < + .
et
k=t

a. Montrer que, pour tout t €[ — 1, + 1], la suite (S, (t), n = 1) converge dans L2 (Q. b, P) vers une
variable aléatoire complexe W,

b. Etablir les majorations suivantes :

‘ /oy R - . :
) S0~ S. () «'Qﬂl Vz) ) 1 N ViV temen),
m<k<n l<j<n—m ' m<hksn—]J .

iy E

m<h<n-—-j m<hk<n~j

| .
! \1 Vie Viees | ] < k \g by by s |12 (L<mnjs;m—+j<n).
P f P i
|

i) E[{ sup S, (8 — S, 8,17 (1 oy 2(n —m)) hS b (L€ m < n).

tel—1,+ t] cpeed

A
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c. Montrer que pour toute suite (¢, 7 = 1) de réels on a :

and+1/2) ? 12

iy J N 5
. 52n/4 < (26_ ])—n_. \ \ c?
j / \
nx1 nzl
En déduire :
[ , Q N 1 .

v'i\; onis AN by iz < (20— 1)—1/: \ k240 b, 1z

o e et

nz=l < kg 2n! k=1
d. Soit, pour n entier non nul. M, =  sup \ Soner () — S, (1) % .

tel —1,+ 1]

Montrer que N [M,] est fini. En déduire : P \f‘ M, < + l = 1.
e o

_nzl

nz1

Montrer que, pour presque fout w de {2, la suite de fonctions :

. }: V, () exp (hnt) (>0, te[—1,+1])

1<h<2®

converge uniformément sur [ — 1, + 1]. En conclure que I'on peut supposer (et c’est ce que Pon fera dans
la suite) que W est presque siirement continu.

20 q. Soit fel2([—1, +1],du)etpourk el :

L 0 expl— kw0 di.

On rappelle : f (1) = }: ay exp (ikwu) dans L2([ -1, + 1], du).

keZ
Montrer que si f est paire, @, = a_j pour tout entier .

b. Soit g € L2 ([0, 1], du ). Montrer qu’il existe des coefficients (v, , n € N) tels que :

. \“
g (u) == v, cos nru dans L2([0, 1], du).
p

nz0
¢. En déduire :

5 .
E Y Sigj—tct cos k=u dans L2 ({0,111, du).

i) pour 0 <t <1, 144 (v) —t =

pe— k
hzl
. , 2 ®sin knt sin kws
i) pour0<e<s< (Ll —5s)= S N i
’ o7l k*
bt

37 On suppose dorénarant que =* n* b, = 2(n =z 1)3 C, désigne, pour 0 < t < 1, la partie imaginaire de W, .

a. Montrer que pour 0 € ¢ < 1, C; est une cariable aléatoire centrée, de variance ¢ (1 — t). Caleuler E[C; (]
pour 0 < 5, ¢ < 1.

b. Soit pour ¢ réel positif, By (1 & ) € . Montrer que pour s et ¢ positifs, K[ B, By| - inf (¢, s).
Tt
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4° On suppose désormais de plus que chaque variable Vn suit une loi de Laplace-Gauss.

. , . . , |
a. Montrer queles suites de réels (%, , k£ > 1) telles que la suite \ M Vi, n=1 ) converge dans L2 (Q, b, P)
s
t<hk<n
sont exactement les suites vérifiant jz < + o0, et montrer que dans ce cas la limite dans L? est une
k1
. . . . 2 A2
variable aléatoire gaussienne, centrée, de variance —. ; =
n? & k3
k=1

b. SoientneN,0 =1¢, <t <..<t,desréelset(u,, .., u,) €R";

. . % | , . W
Montrer que la variable aléatoire \ u; (By, — By, ) est centrée, a pour variance \ wi(t; — ¢ ),
) J-1
Ao A
t<j<n t<j<n

et est gaussienne.

, 1 £ € n) sont indépendantes.

En déduire que les variables (B Bt,-

ty T -1

c. Montrer que E[B?] = 3. En déduire que, pour tout ¢ > 0, la suite

V / B B \ 2 > 1 L2
_ k, — Br_,, \V?,n2> converge vers ¢ dans L2 (Q, Jv, P).
< i ( ! - J

0<k<sn
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DEUXIEME PARTIE

On suppose définies sur (£, fb, P ) trois copies indépendantes X, Y et Z du processus B (i.e. X, Y, Z sont

presque sirement continus, ont méme loi que B et les tribus o (X;, £ > 0), 0 (Y;, ¢ > 0) et 6(Z;, ¢ > 0) sont
indépendantes. U désigne le processus (a valeurs dans R°) (X, Y, Z).

Pour: > 0, &, désignela tribu s (U; , 0 < s < t) ;3 Foo = o (Uy,s = 0).

Une variable T & valeurs dans R, + est un temps d’arrét si {o | T (w) < ¢} est dans F, pour tout réel

positif 2.

Fr={AeF. ., An{T <<t}ed vtz 0},

10 Soient S et T des temps d’arrét.

a.

20 gq.

Montrer que Fg est une tribu et que S est Fg - mesurable.
Si S est inférieur 3 T, montrer que Fg est contenue dans F,.

Pour n € N (n > 1), soit T, la variable définie par :
T,=F+D2" sur {k27"<T<k+1)2"},T,=+ o0 sur {T=4 o0 }.

Montrer que (T,, n > 1) est une suite de temps d’arrét, décroissant vers T. Montrer que pour tout
q n ‘ p que p

k 1] 5
AeFp ettoutkelN, A N : T, = _-2+"— : appartient & ¥ , )= -

Soit 7 > 0 ; montrer que le processus ¢t — U, ., — U, est indépendant de la tribu F, et a méme
loi que U.

Soit T un temps d’arrét; montrer que, conditionnellement a {T < + o}, le processus
t — Up . — Ugp, est indépendant de Frp, et a méme loi que U. En déduire que, conditionnel-

lementa {T < + o0 }, le processus t — > Up_, — Uy est indépendant de F, de méme loi que U.

Montrer que pour ¢ fonction borélienne bornée sur R®, ¢ > 0 et 2 > 0, ona :

. - 1 R v — Uy
Elp U ,nlF] = P ’!R3 dv ¢ (v) exp — (lL#ﬂ_)
ou [lull = (x* + y* + 2z 1% est la norme euclidienne du vecteur u = (x, y, z) de R°.
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1’
TROISIEME PARTIE %H%WERS\TE de NANGYH
"\partement de Mathémaliques

Q et G désignent les fonctions définies sur R, x R, X R} par : i Bsz‘QTHEQUE
\ Q¢ ar = \ — 2 sh <T> exp (— 5T ) (@ > 0) e
!
2 . r?
Q(h 0,1 = g exp(—- 2h>
1, . - -

G(p,arn = NETIY (eXp (- V2p |r—al) —exp (= V2Zp (,+a))) . (@>0

( G(p, 0,7) = 2rexp (— \V2pr)

On admettra 1’égalité pour p > O et b > 0 :

Ty ” b2 dt ( b \/—2-——')
\/ZPJO exp (— <pt+ ~2—t>> NCEX = exp (— p)-

On pourra aussi admettre le résultat suivant : soit f une fonction borélienne bornée sur R, ;

si .J F(t) exp (— pt) dt est nulle pour tout p > 0, alors f est nulle presque siirement (pour la mesure de
0

Lebesgue).

U étant le processus (3 valeurs dans R°) défini dans la deuxiéme partie, si u € R°, t € R, , R? estle
réel || u + U, || ; pour simplifier ’écriture on remplacera R} par R;.

i 10 Soit f une fonction borélienne bornée sur R .

a. Soit w un vecteur non nul de R, A un réel (A > 0); montrer I’égalité :

- ' § _ 2 ) dx 2
Jmf(lyxn)exp <_ \kxzth > PR ___JO fOQ @k, [|wl.r) dr.

w

(On pourra faire un changement de repére orthonormé tel que soit I'un des vecteurs de base, puis

[
intégrer en coordonnées sphériques.)

b. Etablir 1’égalité suivante (¢ > 0,4 > 0) :

| E®RL)|F] = [ fOQE R, ndr @),

o

Quelle est la loi de R, ?

c. Montrer que si p est strictement positif, on a

. 2 .\,—] A . . L
B[ 7SR ) e (< o dh (5 |06 RE D e R,

(St
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9 g. Soient 0 < £, < t, ... < b, des réels et u¢€ R®; calculer 1a densité de la loi du vecteur aléatoire

Ry, RE,» - R“ ) Montrer que les processus ¢t —— R} et ¢ — R? ont la méme loi
siffull =l
b. Soient en outre t > O et fi, fa» --.» frn des fonctions boréliennes bornées sur R, ; soit @ la fonction

définie pour r € R, par :
© () = E[fi (RE) - fu (BE)] e R all =

Montrer que @ est borélienne et que :

E [f1 (R?+t1) fn (Rt'rtn) EFt] = 0 (th‘) =E [f1 (Ritlﬁ-tl) fn (R}‘a»:n)‘ R?]

30 Soient u € R? et a > 0; on abrégera dans cette question RY par p; .

On définit sur Q une variable 7 (& valeurs dans R,) en posant :

= (0) = -+ oo si, pour tout ¢ > 0, p; (w) est différent de a ;

t(w) = inf (¢t > 0, p; (w) = @) sinon.

a. Montrer que, pour tout réel positif s, on a :

{s <1} = U n HPa i;%;

nelN qe@Q
nz1 q < s

En déduire que T est un temps d’arrét.

b. Soient f une fonction borélienne bornée sur R, et p > 0.

8

Montrer que, pour tout s > 0, [ f (pt) exp (— pt) dt est F, - mesurable.

Montrer :

T : k
jo f(py) exp (— pt) dt = li:n Z 1 ngf;"f(pt) exp (— pt) dt

P

T
En déduire que ; f(e,) exp (— pty dt est F. - mesurable. Etablir en outre 1’égalité :

0

j; " f (o) exp (— pt) de

= .J;T S (pe) exp (= pt) dt + 1(s <+ »} €Xp (= p7) J;If(pt,f,) exp (— pt) dt.

¢. Montrer que, conditionnellement & {7 < + oo }, le processus ¢ —— p; 4« €St indépendant de ¥ et a
méme loi que R%% dés que || o|| = 1. En déduire, pour f fonction borélienne bornée, 1'égalité :

E[fomf(pt) exp (~ pt) dt}

=K [ j:f(pt) exp (=~ pt) dt} + E [1{7< +wy exp (= pvw)] j{;wf(r) G(p,a,r)dr.
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d. En utilisant les fonctions f, = 1;,. or 0u fo = 1jq, 4 o, établir :

e o (= V2e (ull =) s el > e

i

E [1{T<+m} exp (_ PT)]

a sh(|u] VZp)

— i 0 ull ,
Tal b (@yZp) <Ml <

wn

ay2p s 0= |z

" o (ay2p)

En déduire : Pt < + o] = inf <11 —l—a—;- . Montrer que lensemble {3: >0, g = 0} est
: u

j
%, - mesurable et qu’il est de probabilité nulle lorsque || || est non nul.
e. On suppose ||u|| > a. Soit f borélienne bornée sur R, ; montrer pour p > 0 I'égalité :

E {f S () exp (— pt) dt]

1 [ - B
= —— ) (exp (= V2 r—llull]) — ex (- V2 u r — 2 a))dr.
= [ e VI LD e (- VER I )

En déduire :

E [f(p,» Ln <) }

2 Lw H;H (sh (r — a) (i}l}un - a) ) <exp _ (r—ay +2(‘Llu|{ ~ a)? >f(r) 0

(h réel, B > 0).

40 a. Soitpournentier,nZLAn:% 3t>0, R, L= Oz.
-+
n

i
é’ Montrer que A, est F,, - mesurable ; calculer P[A, |R,/z]. En déduire que {w|t —— U; (w) ne
retourne pas en 0 } est un événement de probabilité 1.

b. Soient pour a et b réels strictement positifs :

z, =iof (¢t >0, Ry =a) (inf @ = + oo par convention) ;
o, = sup (¢t =0, R, < b).

Montrer que 7, est presque stirement fini; @ — - T, est croissante et tend vers + oo avec a. Montrer

que V'on a presque siirement :

{ta <o} ={FueQ,uv> 0,Ry, ., <b}.

En déduire :
b
P, < 6] =inf<1a~—> et Plo, < + 0] =1.
a

Montrer que R, tend presque sfirement vers 4 oo avec f.



¢ Soientpourt >0 et A>0, J,=infR,, L , = inf R,.

w=t t<u<t+h

a. Montrer que le processus J est presque siirement continu et que J;, =

inf(J; 4+ n>» It.h)'

b. Montrer que pour ¢t > 0, >0, {J,<b}={3ceQ, ¢>0, Re.:<b}.

En déduire les égalités :
b
| F,] = Sup<0 1 - ~ﬁ:> =PI, >b|F] (¢>0);

R
E[f ()| F.] = %{ fo “ £(j) dj (¢t > 0, fborélienne bornée) ;

ARy
Elg®;:, )| F:] = %; «}0 g (Ry,j) dji (¢ > 0, g borélienne bornée sur R%) .

c. Soient g borélienne bornée sur R% et a > 0.

i) Démontrer 1’égalité :

Elg®RiinsJiin) Ligp>ay|Fel = E

1 Bt +n . .
I:Rt-(»h]; g(Rt+h’])d]1{a<Rt+h,a<It.h)IJt

ii) Soit T, , = inf(s = 0, Ry, , < a). Déduire de P'égalité :

{1 o > b} = {a < I; ,} la relation :
E[g(Rt+haJt+h) 1{a<Jt)l9:t]

1 2 P Ri—a)(r—a r—a)®* + (R, — a)* i o
= le<n | :rf;J (i Bz 0 €= 0) (o, Lot )] g (1) dj dr

d. Montrer que pour f borélienne bornée sur Ret a > 0, on a:

E[f@J.n — Riiw) acsn | Tl

x—2 R))?
= 1{a<Rt) Rtj \/2 jf(x)exp ( 2yh+ ))dx)d)fo

Notons B, = 2J, — R, et J€, la tribu engendrée par F, et J;.

Montrer que :

1 ' x — tz
E[f(B.n | %] = vmjﬁf(x)exp(_ ( 2hB) >dx

Montrer enfin que £ a méme loi que B.
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