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PROBABILITES ET STATISTIQUES

N. B. — Dans la partie 1, des résultats utiles pour les autres parties sont établis. Les parties II, II1 et IV sont
indépendantes.

DEFINITIONS, NOTATIONS ET RAPPELS

1° Dans tout le probléme N désigne I'ensemble des entiers naturels, R 'ensemble des réels et pour tout

n > 1, R™ 'ensemble des n-uples de réels. Si (z,, i € I) désigne une famille de nombres réels, on notera sup z,
iel
leur borne supérieure et inf x, leur horne inférieure.
i€l

L’ensemble N? des couples d’entiers naturels est muni de 1’ordre partiel < défini par (i,7) < (m, n)si
et seulement si i < m et j < n. Une suite (x; , (i, /) € N?) d’éléments d’un espace vectoriel normé (E, JI.IH
converge vers un élément x de E si et seulement si :

Ve>0, 3n20, Vizn, Yj2n, [z, ,-x|<c=.

2° Soit (L, &, P) un espace probabilisé. On dit que X est une variable aléatoire a valeurs dans R* si X est
une application mesurable de (€2, &) dans (R", }®"), ot R™ désigne 1a tribu borélienne de R™. Lorsque n = 1 on
dit que X est une variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.). On note Py la loi de X, c’est-3-direla probabilité sur R "
image de P par X. Par abus de langage X désigne aussi 1a classe de P-équivalence de Papplication X. Pour tout
A e®R" notons {X € A} = X~ (4).

On note 1, la fonction indicatrice d’un ensemble A € F, c’est-i-dire la v.a.r. qui vaut 1 sur A et 0 sur le
complémentaire de A. On note AC le complémentaire de A dans Q.

3° Un sous-ensemble ITT de I'ensemble €€ (Q) des parties de Q est une famille monotone si et seulement si :
(i) Qed;
(i) VAedl, VBed, AcB=B n A®eI;

(iii) Pour toute suite (A,, n > 0) d'éléments de T telle que A, = A, ., pour tout n > 0, on
a U A, eI,
nzo
Les candidats pourront utiliser dans la suite le résultat suivant : soient 8 < 91 < € (Q) tels que B soit

stable par intersection finie et 9T soit une famille monotone; alors 9T contient 1a tribu engendrée par 8.

4° 5i (%, i € 1) désigne une famille de sous-tribus de & on note \/ F, la tribu engendrée par U F,, c'est-

iel iel
a-dire 1a plus petite sous-tribu de F contenant toutes les tribus &,, i € L. Si (X,, i € I) est une famille de v.a.r., on
note ¢ (X, ¢ € I) la plus petite sous-tribu de & rendant mesurables les applications X, de Q dans R pour tout
i €1l On dit qu'une application o mesurable de (R", ®") dans (R, ®) est borélienne. On rappelle que pour
toutn > 1, une v.ar. Y est mesurable de (Q, o (X;,1 < i < n)) dans (R, R) si et seulement ’il existe une appli-

cation borélienne « de R” dans R telle que Y = a o (X, ..., X,).

5° On note L' (Q, &, P) (respectivement L? (Q, &, P); L®(Q, &, P)) I'espace vectoriel des classes de
P-équivalence de v.a.r. sur (Q, &, P) qui sont intégrables (respectivement de carré intégrable; bornées) muni de
la norme ||-||, (respectivement ||-|,; ||-|jo). Si X est une v.a.r. on note par exemple X € L (Q, &, P) par I'abus
de langage précisé au 20,

6° Si G désigne une sous-tribu de &, on désigne par Pq° la restriction de P 4 §. Si X e L' (Q, ¥, P) on
note E (X | §) Vespérance conditionnelle de X relativement 4 G. C’est I'unique élément de L (Q » G, PQ) défini
par P’égalité :

E(XY):fE(X[@)YdP VYel®(Q,G,P).

SJ’
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Par abus de langage on note aussi E (X | &) pour 'un des représentants de la classe de P-équivalence.
On rappelle que si X € L*(Q, F, P), alors E(X @) e L2 (Q, ¢, P(;‘:? et [EX[G) <X,

Lorsque (J est la tribu engendrée par la variable aléatoire Z a vateurs dans R*, on note E (X|Z = z)Tunique
élément de L* (R", &", P,) tel que pour toute fonction borélienne bornée £ de R™ dans R, on ait

e E(XIZ = 2) £(2) Py (),

Y

]

E[Xf(2)]

c'est-a-dire tel que E (X |0 (Z)) = E(X|Z = z) o Z ps.

70 Soient G une sous-tribu de F et (Fy, i €1) une famille de sous-tribus de F. Les tribus (F,,i€l) sont
conditionnellement indépendantes sachant G si et seulement si pour tout sous-ensemble fini J de I et pour toute
famille d’ensembles (A, €F;,jel)ona:

E (HiA_{cg> - H E (1Aigg) p.s.

jeJ_ / 'jer

On dit qu’une famille de v.a.r. (Xy, 1 €I) est conditionnellement indépendante sachant G si les tribus
(6(X,), i €1) le sont. ‘

80 Une suite (F,,n > 0) de sous-tribus de F est croissante si Fn < F,,, pour tout n > 0; on note
g:oo = v gﬂ. ’

n>0

Onditque T: Q> Ny {+ o }est un temps d’arrét de la famille (Fn, n > 0) siet seulement si
pourtout neN, {T = n}e¥F,. Si (X,,n> 0) est une suite de v.ar. et si X est une v.ar. , notons X, .
la v.a.r. définie par :

X7 (w) =4X'1‘(m) (w).

9 Soient (F,, n > 0) une suite croissante de sous-tribus de F, Fo, = V/ . Les candidats pourront
nzo
admettre le résuitat suivant :

Pour toute v.ar. X eL®(Q, F, P), la suite de v.ar. (EX [F), n>0) converge presque sire-
ment vers E (X |Fq).

PREMIERE PARTIE

Les questions A, B et C sont indépendantes. Les résultats prouvés dans cette partie seront utilisés dans la
suite.

A
V4

. 1° Soient § une sous-tribu de F, X et Y deux éléments de L* (Q, F, P) tels que E(X) = E(Y). Montrer
que I’ensemble des éléments G de G tels que E(X 15) = E(Y 1) est une famille monotone.

» 20 Soient b < (B et G des sous-tribus de F telles que (3 et G soient indépendantes. Soit X une v.a.r. intégrable
>§ telle que ¢ (X) = (3. Montrer qu’'on a :

E(X|4 v 8) = E(X|4) ps.
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30 Soient &7, 7, et & des sous-tribus de 7. Montrer que les conditions suivantes (i} - (iz) sont équivalentes :

(i) , et 7, sont conditionnellement indépendantes sachant 7 ;

\V(i) v X, e L (Q, F,,P). ¥ X, e L= (Q.5,,P);
E(X,X,[6) = E(X,|®) E(X,[G) pss
(i) VA, €F,,E(14,|F, V G) = E(14,{ Q) ps.;
(i) VX, €L (Q,5,,P), E(X,|%, v §) = E(X,|G) ps

40 Soient & = (@ deux sous-tribus de F et X une v.ar. telle que pour toute fonction borélienne bornée
« de R dans R, E(«(X)|&) = E(x(X)|0) p.s. Montrer que o (X) et (3 sont conditionnellement indépendantes

sachant .

50 Soient ¢} une sous-tribu de F et (,,n > 0) une suite de sous-tribus- de & conditionnellement indé-
pendantes sachant G. Pour tout k > 1 définissons la suite de tribus (d,,n 2> 0)par:

H,= V F, et K, =F,,4 pour n21.
0<ickhk

Montrer que la suite (3, n > 0) est conditionnellement indépendante sachant G.

- B

Soient- (F,, n > 0) une suite croissante de sous-tribus deF,Fo= V F,, X une var. bornée.
. nz0

Fo).

X 10 Montrer que la suite (E(X|F,), n > 0) converge dans L? vers E(X

20 Soit (fv,, n > 0) une suite de sous-tribus de & < Foo telle que pour tout n > 0 les v.ar. E(X|#,)
‘et E(X|F,) aient méme loi.

Fo) = E(X|#)}7] = E[E(X|Fa)® - E(X| ).

% a. Montrer que E[{E(X
% b. Montrer que [|E(X|Fw) |, = [|E(X|R) ..
X ¢ Montrer que E(X|Fw) = E(X|#&) presque sirement.

C

V &,. Soient M un réel et
nzx0

(Y;, jeN U {0 }) une suite de v.ar. telle que (Y,, j € N) converge presque siirement vers Yoet |Y,|]<M
pour tout j € N. Fixons k > 0 et posons Z, = sup [Y; — Yool
j®k

_~Soient (¥,, n > 0) une suite croissante de sous-tribus de ¥, Fo =

1° Montrer que : :
51)—E(megw)l<E(zkI§m) p.s. ‘

lim sup sup |E(Y;

n isnj&n

20 Montrer que 1a suite (E(Z,|Fw), k > 0) converge presque sirement vers zéro et en déduire que
% (E(Y; |, (i, /) € N*) converge presque sirement vers E(Yo|Fw) . : -
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DEUXIEME PARTIE

Soit (Fy, 4, (i, j) € N?) une famille croissante de sous-tribus de 7, c’est-d-dire telles que (i, J) < (m, n)

entraine §, ; < F, ,; posons Fo = , Fy, 4+ Soit X un élément de L= (Q, F, P). Pourtout (i,;) € N,
(i,jleN :

posons Xy , =E(X|F, ), b=V F,, et B, =V F,,. -
nz0 n =0

\{: 1. a. Montrer que pour toute suite croissante (i,, j,) d’éléments de N2, la suite (X(”_,n, n > 0) converge

dans L*(Q, F», P).
b. Montrer que (X, ;, (z,]) € N?) converge dans L?(Q, T, P) vers E(X | F ).
2° On suppose de plus que pour tout (i, j) € N? les tribus b, et (3, sont conditionnellement indépendantes
sachant ¥, ;. '
a. Onpose Xo ; = E(X|®;) pour tout j > 0. Montrer que X, ; = E(Xx_, | ;) pour tout (i, ) € N2

"X b. Montrer que (X, ;, (i, ) € N*) converge presque stirement vers E (X | Fe).

30 Soient (Y, ;, (i,7) € N?) des v.ar. indépendantes. Pour tout (i, j) € N* posons F, ; = ¢(Y, ,,
(m,n) < (i,])). Montrer que pour tout (i,j) eIN* les tribus b, et (3;sont conditionnellement indépendantes
sachant &, ;.

TROISIEME PARTIE

Pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 1 et m € N on dit qu’une partition = = {A, B,, B, ..., B, } de Q est de type
1-¢ . . -
] pour 0 € i < m. Si = est une partition
de type (e, m), notons = (7) la tribu engendrée par A U B‘,‘O < i < m. Lafamille croissante (F, ;, (i,7) € N*) de
sous-tribus de & est construite sur la partition = de type (e, m) si:

(e,m)siAeF,B,eF pourtouti < m, P(A) =cet P(B,) =

Fim-i=n(i)pour 0 i g m,
Fi3={2,Q},sii +j<m,

§1.1= V V g,,_,,sii+]'>m.
usi vy

1¢ Soit = une partition de type (&, m).

a. Montrer que pour tout ¢ < m,

X

E(a|=(@)) =c(e,m) =[1+ (1 —€)(m + 1)~ e *]"* ps. sur A UB,.

b. Soient k et u des entiers positifs tels que k + u < m. Montrer que:

k+ u
m+ 1

X P(S su}; E(s|=(3)) = C(E,m)i

k<i<m~u
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- 2° Soient (7, k > 1) des partitions indépendantes de type (e, m;). Pourtout & > 1 soit (F %), (i,7) e N?)
la famllie croissante de sous-mbu= de F construite sur %;. Pour tout (i,j) € N2, soit §, ;, = V TF{¥,. Notons
PR

‘ <
C= U A Onsuppose que my g, — +  quand k > + o et Zek< + .

k>1
k>

. Moritrer que pour tout (i, j) € N? et tout k > 1, E(iAkIJ"") = E(14,]|F:.1) ps.

N .

b leons (L, ) € N2 . Pour tout k ; 1tel quei + j < my, minqrer

[ u>tv>1

Poeons M, j = sup sup E(icl‘f,, ») €t M"" = sup sup E(iAkl u".",

,iu:nz exj u> 10)]

n>l k>»n

=1l a [, jum > clew. ma) | |-

En déduixje .que"M,. i = 1 presque ‘strement.

(Lﬂ‘N’

w/

coda MontrerqueO < P(C) < 1etqueA,,eJ“" sii +j'> m,. En déd;xizequeCeﬂ?m = V J, g~

Montrer que lim inf inf E(icur, =0 presque s&rement sur le complémentan’e de C En.
g n iznjz2n B B
dédmre que (E(ic‘ﬁ, ,) (i, j) € N?) n'est pas presque sﬁrement convergente. :

QUATRIEME PARTIE

«S§ii (X,,, n 1) une suite de v.ar. On note @ la sous-tnbu de § déﬁme par Q - n (Xiis o )

Pour toutn > 1 soit F, = o (X1 < n.) On dit que (X,,n > 1) est condmonneﬂement éqmdmtnbuéc sachant
Q si,pqur tout entier n > 1 et pour toute fonc‘aon a borélienne bomée déﬁme sur R:

E(a(x,.)ta) E(a(xma) p.s.

A N

On suppose que la suite (X, n > 1) est conditionnellement mdépendante et oondmonneﬂement éqmdxstnbuee
sachant Q. Fixons un entier k& > 1 et un temps d’arrét T pour (F ,, n > 1) tel que P(1 < T-< + ) =

B( I wxevoie) =E( I bu'.(x.)ia)p.s. o

1<ick 1cick

1o Mon&er que pour tout k-uple (a;, 1 < i <-k) de foﬁcﬁons boréliénnes bomées positiv&s déﬁnies sur IR :

20 En déduire que les variables aiégtoirés (Xys ooy Xi) et (XT +'_‘,' wes Xra'k) ont méme loi.




- 77 —

On suppose que la suite (X,, n > 1) est telle que pour tout temps d’arrét borné T > 1 pour (F,, n > 1)
et pour tout entier k > 1, les variables aléatoires (X, ..., X;) et (X1, ;, .... X7 4 &) ont méme loi. On se propose de
mountrer 1a réciproque de la question A.

1o Fixons n 20, j>1, k21 et Fe®R. Posons S=jsur Q et T=jsur {X;éF}, T=j +n sur
{ X, €F }. Montrer que S et T sont des temps d’arrét pour (:F,,n > 1) et que pour toute fonction borélienne
bornée = de R* dans R :

E(a(Xem o X Ligery) = E{a(Xyunans oo Xonai) Ligery 0

En déduire que les vecteurs (X;, X;, |, o, Xj 4 0) et (X, Xjy oo gy ooy Xju n o x) ont méme loi.

20 Fixons n > 2, m > 2 et une fonction borélienne bornée x de R dans R.

a. Posons §(z) = E (« (X,)I(X,, ..., X,) = z) pour tout zeR""'. Montrer que :
5 (Xmy Xm s 1r s Xms pea) = E(2 (X)) [0 (X, m<i<m+n—2))ps.

b. En déduire que E(a(Xl)f&(X{, 2<ign)) et E{(a(X,)6(Xy, m<i<m+n—2)) ont
méme loi.

3° Montrer que pour tout m > 2 et pour toute fonction borélienne bornée = de R dans R :
E(2(X,) [0 (X i32) = E(2(X,) |0 (X, i 3 m))
=E («(X,)|Q) ps.

4° a. Montrer que les tribus ¢(X,) et 6(X,, { > 2) sont conditionncllement indépendantes sachant «.

b. Plus généralement montrer que pour tout j > 1 les tribus o(X;) et o(X;, i > j + 1) sont condi-
tionnellement indépendantes sachant .

¢. En déduire que la suite (X,, n > 1) est conditionnellement indépendante sachant Q.

5° a. Montrer que pour tout (m, n) e N? tel que 1 < m < n et pour tout 4 > 1 les variables aléatoires

(Xis Xas s s Xnww) e (Xomy Xy 45 o0 Xy ) ont méme loi.

b. En déduire que pour toute fonction borélienne bornée « de R dans R :

E(a(X))|e(X, iz2n+1)) =E(a(Xm)la(X;, i2n+ 1)) ps

c. En déduire que les v.ar. (X,, n > 1) sont conditionnellement équidistrituées sachant Q.



