PROBABILITES ET STATISTIQUES

DUREE : 6 Heures

DEFINITIONS, NOTATIONS, RAPPELS

1° On note 1, la fonction indicatrice d’une partie A d’un ensemble .

2° L'ensemble des entiers naturels est désigné par N. La tribu 3, est la plus petite tribu sur rRY qui pour

tout n rend mesurable la projection canonique de R" sur R{% 1o},

3° On note I' la fonction de R** > R définie par :

I'(x) = . e~ gt
@ = |
et pour a > 0, b > 0 on appelle loi # (a, b) la probabilité de densité
I'(a + b)
a=-1(1 — g\b-1 1
P(G) P(b) ¢ ( t) lo, 1 (.E)

4° 5i (F,) , e est une suite croissante de tribus, on note F la plus petite tribu contenant I’anneau U F..
nelN

5° On convient de poser inf @ = 4 c0; on notera par ailleurs x 1a suite (x,) nelN-

6° Toutes les variables aléatoires (en abrégé v.a.) introduites dans ce probléme sont supposées définies sur
un méme espace de probabilité (Q, F, P). Une v.a. & valeurs dans R est appelée v.a. réelle. Le symbole E (X) désigne,
quand elle existe, I'espérance mathématique de la v.a. réelle X; o* (X) désigne la variance de X. « Presque sfire-
ment » est noté en abrégé p.s.

7° Si U est une v.a. réelle intégrable et V une v.a. 4 valeurs dans R" on note E (U | V) la (classe de) v.a. réelles
caractérisée par 1’égalité

E(EU[V)2(V)) = E(UA(V))

ol & parcourt I’ensemble des fonctions boréliennes bornées de R dans R.

8° On note X la suite de v.a. réelles (X,) , .. On appelle loi de X la probabilité sur ([RN, (D) image de P

par X; elle est caractérisée par la suite des lois des v.a. (X,, X,, ..., X,), & valeurs dans R"* 1, pour n
parcourant IN.
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9° Processus d’urne : Soit x, un réel (0 < %, < 1), m un entier positif ou nul, f une fonction de [0, 1] dans
[0, 1]. On appelle processus d’urne, associé a £, de composition initiale (x,, m) une suite X pouvant étre définie par
les équations de récurrence :

Xo = X
(m+k+1)Xk+:=(m+k)xk+1_&k+l, kEN
et on la suite d’événements (Ay) e satisfait pour tout kelN, a:

E(a,,,| X Xus o0 Xi) =f®Ke) s

On se propose d’en étudier les propriétés asymptotiques.

10° Pour B élément de (3w et X processus d’urne de composition initiale (x,, m), associé a la fonction f
on notera : .

Qf,.n(B) =P (XeB)
et, lorsqu’une seule fonction f est considérée, on abrégera

ng,m en Q:n. m:*

11° On admettra que pour un processus d’'urne X de composition initiale (x,, m) associé & une fonction 5

on a pour toute fonction borélienne bornée & de R" dans R
E(h(xu+:!xn+nl---'an+k,"')|X1|"'Xﬂ.)
=EGrXpsi> Xnsar oos Xnvks )‘xn) p-8.

= [ hE@dQ nin® e
e P

n

5

el {
i=1

12° On posera S, =

PRELIMINAIRES

1° Soit U une v.a. de loi B(a, b). Calculer :
a. Pour 0 < k<n E(U*@1-U)""%)
b. La variance o? (U).

2° Soit X un processus d’urne associé & la fonction f et h une fonction borélienne de R dans R. Montrer
que, si elle existe,

m X,
B (Ka, ) | X0) = £ 4 (BT D) L poeyn (BERT) b

3° Montrer que si X est un processus d’urne associé a la fonction f, la suite Y définie par :
Yo=1-%,

est un processus d’urne associé & une fonction qu’on précisera.

4° Montrer qu'on a pour tout X processus d’urne

a. lim(Xﬂ—&‘):O, et si m=0,Xn=sﬁ‘
n n

n-+ o

1
n+1

By | R = K| €
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I. URNE DE BERNOULLI ET APPLICATIONS

Soit X un processus d’urne de composition initiale (x, , 0) et associé a
I s f(‘) — P (0 < p o5 1)-

1° Quelle est 1a loi de S, ?

2° Etudier :
a. lim X,

n—s oo

i -~ Lk .
b. pour ¢t # p lim }._'C,,p"’(i—p) k.

Rne ki

3° Soit U une v.a. comprise entre 0 et 1, de fonction de répartition F continue. Etudier :

i ¥ Ch B (UF = Uyseey.

n=>® k<itn

II. MARTINGALES ET SOUS-MARTINGALES

Une suite M de v.a. réelles intégrables est une martingale (resp. sous-martingale) s’il existe une suite crois-
sante de sous-tribus (¥,), . telle que pour tout n € N

\ . M, est &, mesurable

L E(—Mn+1lg:n)=Mn p-s.
:f (resp =)
Si de plus E (M3) < + oo pour tout entier n, M est dite de carré intégrable.

1° Soit M une martingale (resp. une sous-martingale); comparer E (M) et E(M . ,).

2° Montrer que si M est une martingale de carré intégrable, M? est une sous-martingale et que
E[Mn., — M,)*] = EM;,.) — E(M})
3° Soit M une sous-martingale positive de carré intégrable.
a. Montrer que la suite M? est une sous-martingale.

b. Montrer en considérant la suite M’ définie par

n=1

M= YM, - YEM,,,|%)
i=0 j=0

que M est la somme d’une martingale de carré intégrable et d’une suite croissante.

¢. Montrer que pour tout n € N, on a :

EM2,) - EM;?) < EM2,,) - E(M})

4° Soit M une sous-martingale positive et x un nombre strictement positif.

On pose K = inf {nelN : M, > x}
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Montrer que pour tout n € N :

a. EM;)=E ( b Mki{xw})

k=0
EM,)

x

b, P (Max(M,, M,, ..., M;) > %) <

grable. Montrer que pour tous n et k entiers positifs :
E(Mi+k) ry E(Mi)

4

50 Soit ¢ > 0 et M une martingale de carré inté

P( Max |M“+,-—M,‘|}s)£
K

FEA 8, o

6° En déduire que si M est une martingale pour laquelle la suite (E (Mi))neﬁ\l est bornée, M est une

suite presque siirement convergente.

70 Déduire de 3° et 6° qu'une sous-martingale positive M converge presque siirement vers une v.a. réelle si
q gale p m ge presq

la suite (E (M ) neN est bornée.
8° Soit U une v.a. réelle bornée et (F,) une suite croissante de sous-tribus.

a. Caleuler :
E(lim E(U|F:)/F)

k- o

b. Soit Z une v.a. réelle de carré intégrable, F, - mesurable.

En déduire la valeur de :

E[Z(E (U |Fx) - klim E@U|F)]

¢. Montrer que :
E (U | %) = lim E(U|%) p.s.
k—x

[II. DEUX APPLICATIONS AUX PROCESSUS D’URNE

(On n’oubliera pas Préliminaires 4)

1° On considére 1'élément E, , de (3w

E.. = ge[RN:ﬁminfx,,ca-cb-climaupxng.

n—+ o n=+ o

Soit X un processus d’urne de composition initiale (x,, m), associé a la fonction f.

a. Montrer que :

ﬁm E(iga. OEIX“)=1E¢.5°§ pP-s.

n-—» o

b. On suppose que Q__{,n,m (E.. ) > 0. Montrer que pour tout ¢ > 0, pour tous ¢ et d tels que
@ <c¢ <d < b, il existe, pour une infinité d’entiers n, des compositions initiales (y,, n), avec ¢ < y, < d, et

telles que
Qlpn Ba,p) > 1 —c.

29 Soit f une fonction de [0, 1] dans [0, 1], telle que, pour un p, de [0, 1], f vérifie
(f@e) =)t —p,) 20, quel que soit ¢ € [0, 1].

a. Montrer que si X est un processus d’urne associé a f, la suite ( | X, — po | ) pen est une sous-

martingale.

b. Montrer que X converge presque siirement.
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IV. PROCESSUS DE POLYA

On étudie ici un processus X, de composition initiale (x,, m), avec m > 0, associé & la fonction
f it v~ f(t) = t (processus de Polya).
1° Montrer que pour 0 < &k < n:

k-1 n=k-=1

[l mx+i) [ m@-=x)+))
P(S, =k =Cki=® =

n-1

I ™ +5

j=0

et écrire une expression de
P (S, < nt).

2° Montrer, a 1’aide des préliminaires, de I, et de II ou (IIT + II), que X converge presque sirement vers une
va. X de loi B (mx,, m (1 — x,)).

~ 3° Montrer que pour tout € > 0

P(sup | X, —x,| > ¢) €
nelN

4° On donne quatre réels a, b, ¢ et d vérifiant ¢ <c <d < b, 0 <c <d <1 et on pose pourfEIRN:
v(x) =inf {neN : x, ¢[a, b] }.
a. Montrer que :

im sup Qy,pn{2:7(x) <0} =0.

m—w csy=<d

b. Soit X' un processus d’urne associé & une fonction g telle que g(t) = t sia <t < b et X un pro-
cessus de Polya. Montrer que si X et X' ont méme composition initiale (y, m) et si¢c < y < d,
les v.a. 7(X) et 7(X') ont méme loi.

V. THEOREMES DE CONVERGENCE

1° Soit m un entier positif ou nul, ¥ un réel compris entre 0 et 1, k, et h, deux fonctions définies sur [0, 1]
et vérifiant, pour tout ¢ dans [0, 1], 0 < A, (¢) < &, (¢) < 1. Soit (U,) , <y une suite indépendante de v.a. uniformes
sur [0, 1]. On définit deux processus V et W, par les relations de récurrence :

g V0=Wn=y
m+n+ D Vo, =m+n)Vat iy,  <h(Va))
nelN

( et A Waes =l Hu)Wa + 11y,,, <))

Montrer que les processus V et W sont deux processus d’urnes de compositions initiales (¥, m) associés res-
pectivement a h, et h, et satisfont a :

Vo W, quel que soit n € N
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20 Soit f une fonction de [0, 1] dans [0, 1] telle que pour tout intervalle non vide ], B[ inclus dans [0, 1],
il existe un intervalle [a, b], (avec & < a < b < P) sur lequel f(¢) — ¢ ne change pas de signe. X désigne un pro-

cessus d’urne associé & f, de composition initiale (x,, m). On définit E, , comme en IIL.1° et T comme en 1V.4°;
on pose :

gt = f() i t ¢ [a, b]

=1 sl tela,b] .

a. Soit € > 0. Montrer que si Q! . (Ey p) > 0 il existe pour a < ¢ < d < b, pour une infinité

Ty
dentiers n, des compositions initiales (y,, n) satisfaisant 4 ¢ < ¥, < d et &

Qf L (xeRNin(x) < +0) > Q n(Eap) > 1 -

b. Montrer que pour tous o < J, Qf,o .m (Eq, 3) = 0 et en déduire que tout processus d’urne X associé
a f, de composition initiale (x,, m) converge presque sirement.

~ 3° On suppose dans ce 3° que f est une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1] et X un processus d’urne de
composition initiale (x,, m) associé a i

a. Montrer que la suite X converge presque siirement.
On pose pour & > 0 et pour x suite de [0, 1][N :
A, = {te0,1] : f(®) >t+ e}
T(x) = inf {n>0: 2, ¢A,}
T (z) = Min (T (2), #) ke N*.

b. Montrer que si x, € A, , pour tout j € N* :

| E
E((X; = X;-2) 1jeme(x)}/ %o Xpp oo X54) 2 oy 1(j<Te(X)} p.s.

¢. En déduire que pour tout m dans N et tout x, dans A,,
P(T(X) =+ @) = 0.
(on pourra considérer E X; - X;_,) 1jsTk(X)) .

J=d

d. Soit X = lim X, p.s. Montrer que pour toute composition initiale (x,, m)

P(XeA,) =0
puis en se souvenant des préliminaires 3°, établir que :
PXe{t:t=f(0t} =1
4° On suppose dans ce 4° que f est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] telle qu’il existe g, fonction continue de
[0, 1] dans [0, 1], et p, (0 < p, < 1) satisfaisant &
C(f(@) — g@) (po — )20 pour tout ¢ €[0, 1]
o {p} ={t :8() =¢}.
Soit X un processus d’urne associé & f et de composition initiale (x, , m).
a. Montrer que pour tout § > 0 :

P (lim inf X, > p, — 8) =1

n

(Utiliser la fonction Inf (g, ks), ol hy est la fonction affine par morceaux, continue, et égale a
1sit<p,—38, égale a 0 si ¢t>py)

b. Montrer que la suite X converge presque siirement vers p,, .
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5° On suppose dans ce 5° que f est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] telle que pour un p,, (0 < p, < 1), et
pour tout ¢ € [0, 1] :
(f) =9 —p) >0
Soit X la limite d’un processus d’urne X associé & f et de composition initiale (x,, m) avec 0 < x, < 1et
m > 0. On pose pour A > 0 et z2€]0,1[ :

M ra+2)rm griatmst gy t).)«{l—po}+u‘i—:§_1
Pn (z) = .Jo I‘O&Po iH '1) I‘('A.('l _Pn) + 1) I“(nz) I‘(n(i _ z)) dt.

a. Montrer que :

E(‘Pn-}-m+1 (X,H_ )1 Xq)

- 2oan 8) [J0D 6+ mr X + L5 06— po) 4 (m 4 ) 1 = X))

b. En déduire que [E (¢, m (Xn))],en est une suite décroissante.

- @, la loi B (A, iy) converge étroitement vers

M+ -

la mesure de Dirac en g, et que le maximum de sa densité est atteint en ———,
) An + o — 2

¢. Montrer que si A, + @, - + o et si

si

0 < g <1 etn assez grand.

d. Montrer que :

. Dix 4.0 X0 g - gt
lim E(@nuu(xn)) 2 E(]_" ()\pﬂ + 1) (1 —p,) + 1))

n-+ o

e. Montrer que :

lim (x) — F(m)po""o—l (‘1 _Po)mil—roj_.l
um @p (%) = Dmz,) '(m (1 — %))

A—r 0

en déduire que :
P(X = p,) = 0.
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