PROBABILITES ET STATISTIQUES

Sujet (durée : 6 heures)

On s’efforcera de désigner les variables aléatoires par des letires majuscules et les valeurs qu’elles prennent
par des lettres minuscules.

DEFINITIONS, NOTATICNS ET RAPPELS

1° Dans tout le probléeme N désigne I’ensemble des entiers naturels, R I’ensemble des nombres réels et

R, Tensemble [0,00]. Ces deux derniers ensembles sont munis de leur tribu borélienne @ (R) et @ (R,) res-
pectivement. (On rappelle que la tribu borélienne sur un espace topologique est la tribu engendrée par les ouverts
de cette topologie.)

RN désigne ’espace vectoriel (pour les opérations usuelles) de toutes les suites de nombres réels :
g P p p

xeRN si x = (x”)ne n estunesuin Yoz, € R pour tout .

RN désigne le sous-espace vectoriel des suites telles que x, = 0 sauf pour un nombre fini d’indices.
R™ est muni de la topologie produit usuelle qu’on peut définir de la fagon suivante : soit @ (N) 1’ensemble des
parties de N de cardinal fini; si 7 € ® (N) on désigne par II; la projection canonique de IRN sur RY

définie par : x = (x")nelN s Ml () = 25 = (xj)jej.

. . N o . T
Une base d’ouverts de la topologie dont on munit R est alors constituée par les cylindres ouverts c’est-a-dire
les ensembles de la forme II7*(0;) ou 1 décrit @ (N) et O; la famille des ouverts de RT.

On notera ® la tribu borélienne de RN correspondant & cette topologie. On rappelle que @3 est
la plus petite tribu rendant mesurables les applications I1; (J € ® (N)) quand chaque R°® est muni de sa ' <hu
borélienne.

2° Soit (Q, §, P) un espace probabilisé, une variable aléatoire X (en abrégé v.a) sur (Q,F,P) &
valeurs dans (R, 3 (R)) sera appelée ariable «léatoire réelle (en abrégé v.a.r.). Une v.a. sur (Q, F, P) 4 valeurs

dans (R, , ® (R,)) sera appelée v.a. positive. F'e symbole E(X) désigne, quand lle existe, 'espérance mathé-
matique de X relativement i la probabilité P .

Toute suite (X”)nelN de v.a.r. sur un espace (Q, F, P) définit une v.a. X a valeurs dans (lR\N , B).

Réciproquement une v. a. X sur (Q, 5, P) & valeurs dans (lR[N , 33} définit une suite de v. a.r. (X")nelN sur
(Q, F, P) par les relations : X, = II (n) X ou {n} désigne la partie de N réduite & V'entier n. Les
v.a.1. X, seront appelées les coordonnées de X . On identifiera ainsi les notions de suite de v.a.r. sur
Q,F,P) etde’v.a. sur (Q,F,P) a valeurs dans ([RU\l , B).

. N N : < gs .
On rappelle que 1a loi Py d’une v.a. X & valeurs dans (R, B), c’est-d-dire la mesure image de P
par X, est uniquement déterminée par ses valeurs sur les cylindres II;'(0;) ou O; est un borélien de RI.

. \ N . , .
On dira qu'une v.a. X & valeurs dans (R , () est une v. a. gaussienne centrée si VJe®(N),
X; est un vecteur gaussien centré. On conviendra qu’une v. a. constante est gaussienne.

Une v.a. X est dite suite de Bernoulli si 1a suite (X, )n e de ses coordonnées est une suite de v. a. r. indé-
1

pendantes de méme loi de Bernoulli-donnée par P (X, = 1) =P X, = — 1) = 5"
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PARTIE I

1° Vérifier que Vapplication (x, y) -~ (x + y) de [Rn\l X [RN dans [R!N est mesurable relativement
A x @ et B.

Soient X et Y deux v.a. sur (Q, F, P) & valeurs dans (lR|N , ®) et indépendantes, soient

Py, Py et Py, y les lois respectives de X, Y et X + Y, soit f une fonction mesurable de (IRlN , B)
dans (R, , ® (R,)) démontrer que :

EfX+Y) =[  E fEK+)Pr(d) - E f& + ) Py (@)
R R

Enoncer un résultat analogue si f n’est pas positive.

. . N . \ . N
20 Démontrer que les sous-ensembles suivants de R appartiennent a la tribu @ : R, , I® (espace
des suites bornées), 1¢ (espace des suites convergentes dans R) .

3° Soit « la fonction de R" dans R, définie par :

n
% > o(x) = sup ‘ Zx,‘ ol x = (xn)nE[N; démontrer que o est borélienne.
neN "o

Soit B 1a fonction de R" dans R, définie par :

al . . L\
M «, l si la série ¥ x, est convergente dans R
el A-d’
x~»—>ﬂ(x)= { nelN neN
o si ceité série diverge;
t

démontrer que { est borélienne.

PARTIE 11

Les résultats de cette partie ne seront pas utilisés dans la suite

1° Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et V un vecteur gaussien sur Q & valeurs dans R", soit
w sa loi et A un sous-espace vectoriel de R™. Montrer que w(A) =0 ou p(A) = 4.

. , - \ N
20 Soit X = (X”)neIN une v. a. gaussienne centrée sur (Q, F, P) a valeurs dans (R, @).

Soit k un entier fixé. Pour tout n de N on désigne par Z§ = E[X,| Xy, ...+ X,] une version
de V’espérance conditionnelle de X, par rapport 3 la tribu engendrée par le vecteur (X,, ..., Xy). On posera

YE = X, — Z; YE = (YE) _, et ZF = (ZK)

nelN
Démontrer que Y* est indépendante du vecteur (X,, -..» X) et que pour tout n il existe des
k
réels AL, tels que ZE = Z Ak X;. A quelle condition ces coefficients sont-ils uniques pour tout n ?
i=0

3° Soit ¥ = (y")nelN un é&lément de lR'N et T(y) =

k
6 e RF*? <yn + Z A’,‘,_ﬁ,-) €l
ji=r nelN

Comparer les ensembles {ZF € 17 } et {Xy, oo Xi) € TO) }.
En déduire que P{Z¥ €1} =0 ou P{Zfel*} =1.
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4° Si T(0)° désigne le complémentaire de T(0), vérifier que pour tout ¥ de lRN ’ensemble T(y) N T(0)¢

rencontre en au plus un point toute droite de R¥*!, En déduire que T(y) N T(0)° est négligeable pour
la loi de tout vecteur gaussien centré sur (Q, ¥, P) & valeurs dans R¢** .

5° On suppose que P{Z* € [*} = 0 ; démontrer que P{X el*}=0.

6° On suppose que P{Z*el®} = 1; on pose B, = {Y¢¥el®} et B = {X el=}. On désigne par
B A B, Yensemble [B n Bi] U [B, N B°]; démontrer que PBAB,)=0. g

En déduire que si P{Z? ¢l*} =1 VpeN, PB) =0 ou PB) =1.

7° Donner. un exemple simple de v.a. gaussienne X dans R" telle que P{X el*} = 1. Soient
(X, )r“____!N une suite de v. a. r. indépendantes, gaussiennes et centrées et X ia v. a. gaussienne correspondante

N
dans R . On suppose que. Z E(X;) < o . Démontrer que P{Xel°} =1.
nelN

8° Soit X = (Xn)n cN une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi de densité L exp (—Mu2>

27 2
par rapport & la mesure de Lebesgue sur R (notée du).

Démontrer que P§ {I*}=0. Quelle est la probabilité P{supX, <0} ?

PARTIE III

!

de (Q, F, P) & valeurs dans (IR[N , (3) est dite symétrique si les v.a.
}IN

Une v.a. X = (X")ne[N

X et — X ont méme loi. Elle est dite strictement symétrique si pour toute suite (s,,)n eN de {(—1),(+1)

les v.a. X et eX = (g, X")neIN ont méme loi.

1° Donner un exemple simple de v. a. symétrique qui n’est pas strictement symétrique.

. . . N
2° Soit (X, )nEN une suite de v. a. r. indépendantes et X la v. a. correspondante dans R ,

,montrer que X est strictement symétrique si et seulement si elle est symétrique.

3° Seit X = (X, )nelN une v.a. de (Q, F,P) dans RY et W une v. a. siricternent symé-

trique sur (Q, F, P) & valeurs dans (IR‘N , B) et indépendante de X. Démontrer que la v. a.
Z = (X, W")neiN est strictement symétrique .

4° Soit X = (X")neIN une v.a. sur (Q, F, P) & valeurs dans (IR[N, ®B) et B = (B”)ne(N
une v. a. de Bernoulli définie sur le méme espace et indépendante de X . On suppose X strictement symé-
trique. Démontrer que les v. a. X, BX = (B,X;) _, e B |X| = (B, |X"|)nelN ont méme loi.

5° Soit X une v. a. sur (Q, §, P) & valeurs dans ([RlN ,®) et de loi Px. Soient X' et X"

deux v. a. indépendantes & valeurs dans (R, @) et de méme loi Pyx. Démontrer que Y = X' — X" est

symétrique. On appelle symétrisée de X toute v. a. obtenue par ce procédé. Démontrer que toutes les symétrisées
de X ont méme loi .

6° On suppose X symétrique ; soit X une symétrisée de X ; X at-elle méme loi que X°?
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70 Soit X une v. a. sur (Q, ¥, P) & valeurs dans ([R[N , ®), Y une symétrisée de X. Soit

W une v. a. strictement symétrique sur (Q, F, P) 4 valeurs dans ([RIN , ®) indépendante de X. Soit Z
la v. a. définie 4 la question 30. Z et Y ont-elles méme loi?

8° Soit X une v. a r. sur (Q, F, P) dont la loi est une loi de Poisson de paramétre A. Soit Y
une symétrisée de X , quelle est la loi de Y ? Déterminer sa fonction caractéristique ¢~ o () = E(e"%).

9° Soient u, , Uy, .., U, 1 nombres réels et a@,,8,,..,a8, 7 réels positifs, soit ¢, (t) la fonction

g n
t > exp ( Z cos u;t — 1) : montrer que §, est la fonction caractéristique d'une v. a. Y, .
i=1 a

1

10° Soit r un réel tel que 0<r<2. Soit I(f) = fm 1 - cosub du et $(@) = exp[ — I()].
0

u1+r

En utilisant le fait que I(f) est limite de « sommes de Riemann » montrer que {(2) est la fonction carac-
téristique d’une v.a.r. Y ; expliquer comment Y s’obtient & partir de v. a. de Poisson.

PARTIE IV

Soit x = (x”)ne[N un élément de RY et & un entier, on désignera par H, Papplication de RN
dans lui-méme définie par Hy(x) = (%, %, -+ %5, 0, 0 .. .

Soient X ume v. a. sur (Q, ¥, P) & valeurs dans ([R‘N , ®), g une application mesurable de (IRlN , B)
dans (R, , ®(R,)) et n un entier. On posera U, = g(He(x)), M, = max U; et M = sup M, = sup U,.
: )

0<j<sn n
Soit tunréel 0 < t < 0 et Ty(w) = inf(j e N, U; > t) (on conviendra que inf @ = -+ o).

La fonction g est dite quasi convexe si pour tout (x,y) € RY x RY :q(x —; y) < max[g(x), ¢(v)].

Dans toute la suite g désignera une fonction borélienne quasi convexe.

1° Pour tout couple d’entiers (j, n) 0 <j<n on pose:
Zn.j=(X0’X1:"-X15 “X1+1a“Xj+as-°-""Xn,0’0a--~)§
démontrer que pour tout ¢ =

0
P{T, =j} <P{Ty=j; Up>t} + P{Te =3 qZn,) >t} .

2° On suppose désormais X strictement symétrique.
Comparer P{T, =j} et 2P{T, =j; Uy, > t} ; démontrer que pour tout n de N:
P{M, >t} <2P{U, >¢}, en déduire que P{M> t} <2 limiof P{U, >¢}.

3° Soit ¢ : R, - R, une fonction croissante, continue & gauche. Soit v la mesure sur (R, , B(R,))
définie par v[s, t[ = o(t) — o(s) si O0<s<¢ (on convient que 0 — oo = 0).

a. Soit Y une v. a. 1. positive sur (Q, ¥, P) démontrer que

E[e(Y)] = ¢0) + f P[Y > t]dv(t) ; que devient cette formule si ¢ est continue?
[0, ]
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b. ¢ n’étant plus supposée continue démontrer que :

VneN E[¢M,)] <2E[¢U,)] et que
E[o(M)] < 2 lim inf E[@(U,)].

4° Démontrer 1’équivalence des deux propriétés suivantes :
a. EfoM)] < o
b. supE[e(U,)] < @
n

5° On dit qu’une suite {V, }n de v. a. 1. est bornée en probabilités si

eN
Ve>0 1Ae]0o | : Vn P{|V.] > A} <.

Démontrer I’équivalence des deux propriétés suivantes :

a. la suite (U, )n en ot bornée en probabilités.

b. M < oo presque sfirement.

6° On suppose que (U“)neiN converge en loi vers une v.a. U. On sait qu’alors, pour tout ouvert O
! de §+:P{UGO}<1imian{UneO}. Démontrer que pour tout £e€[0, 0] :
| n

P{U>:t}<P{M>:t} <2P{U > t}; en supposant ¢ continue, comparer E[o(U)], E[¢M)] et
2E[p(U)]. ,

7° Seit S, =X, + X, ... + X, . Démontrer 1’équivalence des deux propriétés suivantes :
a. (S")nelN est bornée en probabilités .

b. (S, )nelN est bornée presque sfirement (cest-d-dire sup | S, | < oo presque sfirement).
n

Démontrer également celle des deux suivantes :
a'. (S")n oy Ot convergente en probabilités.

. (S, )n o counverge presque sfirement.

8° Soit re]0 o[, démontrer I’équivalence des deux propriétés suivantes :

a. supE[ ]S, |"] <
n

b. Ef[sup |S,|"] < o

PARTIE V

Cette partie est indépendante de la partie IV et fait suite aux questions 8° et 9° de la partie III.

Soit r un réel tel que 0 <r<2, I() = foo 1 — cos ut du et W) = exp [ - I(t)]

° u1+'r

1° Soit s > 0, comparer les fonctions ¢~ 1I(t) et &~ I(st)

Démontrer que ¢~ exp[— |t |7] est une fonction caractéristique.

On appelle v. a. 1. r-stable toute v. a. r. dont la fonction caractéristique est exp( — |¢|") .
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2° Soit r, € 10,2[ un réel et X une v. a. r. Comparer les quantités E[|X|":] et

j:o [1— ReFx(2)] ;‘g’fﬁ ot Re Wy(t) désigne la partie réelle de la fonction caractéristique W'y de X.

Si X est r-stable en déduire toutes les.valeurs de r, telles que E[|X|"] < .

4% Soit X rstable, démontrer que sa loi admet une densité f, par rapport & la mesure de Lebesgue
et que f, est indéfiniment dérivable.

o . . . . N 4
- 4° Soit (X")nelN une suite de v. a. r. rstables indépendantes, soit xe R et X, = Z 2 Xpeo
k=0

Donner une condition nécessaire et suffisante relativement & x pour que X, converge en loi.

5° Seit (Y, )n o Ume suite de v. a. r. indépendantes positives; démontrer I’équivalence des deux pro-
priétés suivantes :

a. Z Y, < oo presque siirement.
n

N S [
b. P{Y, =1 .
2‘ {Yp,21}< o et ZJ{Ynsi}Y”dP<°°

. . : N .
6° Seit X, une suite de v. a. r. indépendantes r-stables et x un élément de R . Démontrer I’équivalence
des deux propriétés suivantes :

'

W
a. L |4, Xa|" < oo presque sﬁr'ement.
n

2 1
b. —W{xnlr<1+L0g|—;—l><wo
n
n

_— : . 1
On pourra utiliser le fait que fl Jr(x) dx est équivalent 4 - quand ¢ tend vers + co.
u|>¢

=
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