donc :
A=A; = A, :letriangle est équilatéral

my + my + mg
A3

2

w? = = constante

On retrouve les résultats obtenus dans la premiére partie du probléme dans

le cas A = constante.

11.8.4 LES NOTES (sur 40)

Candidats : 167 copies ; candidates : 73 copies

0 13 5 62310 11315
Candidats : 17 60 47 27
Candidates : 20 27 12 5
16320 213425 26 a4 30 31340
Candidats : 12 3 1 0
Candidates : 6 3 0 0

11.9 TEXTE DE L'EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

INTRODUCTION

1° Soit (Q , /) un espace mesurable et T un sous-ensemble de 1a
droite réelle R ; on appelle fonction aléatoire réelle (en abrégé f.a.1:.),
construite sur (Q , /) et T, toute application X de T x Q dans la droite

réelle achevée R(=[—c0 , + o0]), telle que, pour tout ¢ de T I"appli-
cation X, définie par

(Vo eQ) Xio) = X(t o)

soit mesurable de (Q, %) dans (R, B) (ot B désigne la tribu boré-
lienne de R).

20 Soit P une probabilité sur (Q, &); une fa.r. X construite sur
(2, o) et T est dite du second ordre relativement & P si et seulement si

(VteT) Lzmng<w
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S’ 0’y a pas d’ambiguité sur P, on pourra :
— dire plus bri¢vement que « X est du second ordre »;

— noter, pour toute variable aléatoire réelle (v.a.r) Y définie sur
(Q, F), et intégrable par rapport a P E (Y)= [YdP;

— noter m I'application de T dans R définie par
(VteT) m(t) =E(X,), et I'appeler moyenne de la far. X;

— dire que X est centrési V:ieT m(t) = 0;

— noter K Vapplication de T x T dans R qui, & tout couple (s, z),
associe 1a covariance des v.a.r. X s et X; et Pappeler covariance de la

far X;

— commettre P'abus de langage consistant & confondre Pespace des
v.ar. de carré intégrable et celui de leurs classes d’équivalence pour

Pégalité P presque stire (on le notera L¥(p)) .

3¢ On rappelle qu'un noyau symétrique de type positif sur un sous-
ensemble T de R est une application n de T X T dans R telle que

® (VE&HETXT) n(st)=n(,s)

(if) pour toute fonction réelle a sur T nulle sauf sur un ensemble
fini de points on a

Z a(s) a(t) n(s,¢) > 0.

(s, 8} €ETxT

I

Soit P une probabilité sur (Q, Fb) et X une f.a.r. du second ordre
construite sur (Q , fb) et T.

10 Vérifier que K (s, ¢) est un noyan symétrique de type positif.

20 Pour toute fonction réelle a¢ nulle sauf sur un ensemble fini de

points de T, 2 a(t)X; est une v.ar. de carré intégrable ; Pensemble
teT

de ces variables forme un espace vectoriel L (X, T). On appelle espace
engendré par X, pour la loi P, la fermeture Hy (X, T) de L (X, T) dans
L*(P) [s'il n’y a pas de risque de confusion on notera cet espace Hp].
On appelle f.a. gaussienne une f.a.r. du second ordre telle que L (X, T)
soit formé de variables de Laplace-Gauss (toujours pour la loi P). Vérifier
que Hp est formé aussi de variables de Laplace-Gauss. Cet espace s’appelle
Pespace gaussien engendré par X.
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30 On suppose que : Yt €T  m{t) = 0.
a. Montrer que Vapplication J : Hp — RT définie par
J(@) (¢) = E[Z X,] est injective;
i bgé i Montrer
b. Soit 3€ (K, T) [en abrégé & (K)] I'image de H.P par J.
qu’on peut munir € (K) d’une structure d’espace de I:hlbfart t.elle que J
soit un isomorphisme de Hp sur J€ (K) [application hnéa.lr'e, mvex:sxble,
préservant la norme]. On notera < fr8> 5o le produit scalaire de

deux éléments f et g de I (K);
c. Soit K (s, .) la fonction définie sur T par ¢ K (s, 1)
montrer que la famille [K (s, .)];er engendre & (K), et que,
Vh e #(K) Bty = <h, Kt )>gox) -
En déduire en particulier que deux f.a.r. centrées. construites sur le

méme ensemble d’indice T et ayant méme covariance déterminent par
Pintermédiaire de J le méme espace de Hilbert.

40 Cette question consiste 3 démontrer la proposition suivante :

A tout noyau K symétrique de type positif sur T on peut associer un
espace unique 3 (K, T) < RT vérifiant les propriétés suivantes :

(i) € (K, T) est un espace de Hilbert engendré par [K(z, .)]lier
[ Vi e KT r@O=<h, Kt .)>gx

Un tel espace s’appelle 1’espace autoreproduisant associé & K.

On pourra admettre cette proposition ou la démontrer en considérant

Yespace vectoriel 3¢, engendré paf [K (¢, ..)],ET. et en vériﬁa..nt que si a
et b sont non nulles sur un ensemble fini de points les fonctions

f= Z a(s) K(s,.) et g= Z b(t) K(t, .) sont telles que

seT teT

Z a(s) g(s) = Z b(t) f(t). En déduire qu’on peut munir ¥,
seT teT
d’un produit scalaire qui permet de définir 4€ (K, T) par complétion.

50 Exemples.

a Soit T={1,2, ..., n}.Décrire & (K) et donner une
expression du produit scalaire correspondant ;

b. soit T=[a,b], odomné #0 et K(s, ) = o? inf (s, 2).
Montrer que J€ (K) est égal 3

feRT; 3f* :u‘;b[f*(u)]’du< o et Vi,f() =f(a)+ftf* (w) du

b
muni du produit scalaire < f, g > e K = f S*We*(wdu .
a

II

Soit (Q, f, P) un espace de probabilité. On rappelle que deux
mesures R et S sur /b sont étrangéres si 3 Aefh: R(A)=0=S (GA) .

Soit B une sous-tribu de &b et Z un &ément de L* (2, A, P), on
notera EGI? (Z) Yespérance conditionnelle de Z par rapport & B pour
la probabilité P.

Soit X une f.ar. gaussienne centrée construite sur (Q, ) et R, , et
P une probabilité sur b, on notera K la covariance de X pour P et
Hp 1’espace gaussien engendré par X dans L (Q, /b, P).

On suppose que b est la tribu engendrée par [ X, ] teR, .

10 Soit Y € Hp, Qy la mesure de densité exp [Y—% EP(YS)]

par rapport & P ; vérifier que Qy est une probabilité sur Q telle que
la far. X définie sur (Q, &) et R, soit gaussienne pour Qy. Trouver
sa moyenne my et sa covariance Ky . Soit {Z,], o~ une suite dans
L(X, T) ; vérifier que si [Z,],cn est une suite de Cauchy dans
L2(Q, &, P) elle ’est aussi dans L?(Q, S, Qy) et réciproquement.
Comparer les limites.

20 Soient sur (Q, fb) deux probabilités R et S absolument continues
par rapport & une probabilité p. (on remarquera que R et S sont abso-

. s . dR dS .
lument continues par rapport a » soient —— et —— les densi-

dy dp.

tés correspondantes.

a. Montrer que f \/ % %g— dp. ne dépend pas de p; on
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notera cetie quantitéf\ / dRdS ;

b. Montrer que R et S sont étrangéres si et seulement si

‘J \/deS=0;

¢. Soit @ une sous-tribu de Jo; R @ S @ et W ®

les restrictions

dR ® d$s ® ’
de R, Set pa (3. Exprimer To et du comme des espé-
“a @

rances conditionnelles par rapport 3 (3. Montrer que

dRdS
f\/dR@dS@ Zz J \/

[on rappelle I'inégalité de Jensen : soit Y concave sur un domaine
corivexe @ de R*, soit (X,, ..., X,) un vecteur aléatoire; pour

toute sous-tribu B de Jb
® 1)
E® y(x,, ... X)<Y (E®X,,...., E X,) ] -

30 Soit Q une deuxi®me probabilité sur (Q, fb) telle que X soit
gaussienne pour Q de méme covariance que pour P, de moyenne
mq(t) = _] X, dQ et d’espace gaussien Hq .
Seit Z e L(X, T).
a. Soit ® 1a sous-tribu de Jb engendrée par Z : calculer

f\/dP@dQ@ 5

b. Vérifier que si P et Q ne sont pas étrangéres, il existe une
constante C telle que : '
VZelLX,T) ledQ]sC.HZ”2 ; Ve
édui oit étrangéres, soit équivalentes. Vérifier
fl?led:idlu’n;i gu:oxlljt Zzgv:;):;t:s : mgq g 9 (K) , -calculer dans ce cas
aQ '
dap
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40 On suppose qu’il existe un systdme orthonormal de fonctions a,

dans J€(K) tel que m=2 Bia,, ou B, eR Vie[l,...,r].

i=1

Trouver 1’estimateur du maximum de vraisemblance de 0, .

I

Soit X une f.a.r. du second ordre construite sur (Q, ) et T, de
moyenne m et de covariance K pour une probabilité P. On suppose que
X (t, w)=m(t) + Y (¢, w) de sorte que la loi P, de X est complétement
déterminée par m et parla loi P, de Y. On suppose qu’il existe r fonctions

a;(t) dans I (K) telles que m = E 0;a; (9; R Vi) de sorte que
i=1

m décrit le sous-espace M de J€(K) engendré par la famille
[a1]i-1,...,r . On suppose connus P, et 1a famille a; et on déiire esti-
mer une fonction f de m au moyen de X (f est & valeur dans R ). Soit
(Q, &, P, meM) le moddle statistique correspondant. On sup-
posera que Hp (X, T) = Hp, (X, T) Vm (on 1e notera H (X)),
on notera J isomorphisme défini en I, 3°, a.

On dit que U est un Estimateur Linéaire Sans Biais de f (m) [en abrégé
ELSB] si UeH(X) et E,(U)= [UdP,=f(m) YmeM.

On vérifiera que : VUe H (X) la variance de U ne dépend pas de m et

_ on la notera var U.

On dit que U* est un Estimateur Linéaire Sans Biais de Variance
Minimum [ELSBVM] de f(m) si var U* < var U pour tout U
ELSB de f(m).

1° a. Vérifier que VV e HX) E,(V) = <m, J(V)> 5 ()

b. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que f
soit linéairement estimable sans biais.

c. Soit f linéairement estimable sans biais, montrer qu’il existe
~ nS
un unique ELSBVM f de f. Exprimer f au moyen de I'isomorphisme J
et de V’opérateur de projection PM de 3¢ (K) sur M.
20 Soit p un entier p > r. Soit T={ 0,1, ..., p }. On désigne par A
la matrice { A;; = <a,, a; >4e (k) } et par ale vecteur de coordon-
nées a; (i = 1, ..., 7). On suppose K et A inversibles.

a. Vérifier que 0, est lindairement estimable sans biais;
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b. Si A est 1a matrice identité trouver /6, ELSBVM de 6;

¢. Trouver 6\, dans le cas général (soit B une mat'rice telle que
B Bt =A-?, on pourra poser & = B a; B® désigne la matrice transposée

de B).
30 On se replace dans les conditions de II, 49;trouver un ELSBVM de 6, .

v

Soit (R, b, Py, 8 € @ = R) un modéle statistique et y une probabilité

dP,

dominant P, pour tout 8 de ®, soit pg= ' »  on suppose

Pe € L2(). On dit que f est estimable sans biais s'il existe U € L* ()
tel que f(0)=Eo(U)=[UdP, VO0e®. U* est dit u-efficace
si ”U*“Lz( ) < ”U”U(P) ¥ U estimateur sans biais de f.

n

10 Soit R (8., 6.) = <po, » Po, > L Vérifier que R est un

noyau symétrique de type positif, décrire € (R). Soit L*(py, 0 € ©)

le sous-espace engendré par [pe ] 1e® dans L2 (p).

On notera encore J I'isomorphisme de L?(py, 0 € ®) sur € (R).

20 Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit esti-
mable sans biais. Trouver un estimateur sans biais p-efficace de f.

3% 8i p=Pg, , que peut-on dire d’'un estimateur Py efficace pour

tout 0, . Vérifier que si u=Py , 1 e 3 (R) et J{1)=1.

40 On se place dans les conditions de II, 4°;
soit 6°=(09 ..., 6}) fixé et p=Pgyp .

(de fagon générale on notera 8; la coordonnée d’ordre i du vecteur 6).
2

R (, v) [0°, 8] (dérivée de R prise
duy

Calculer R (0', 62) et
au point (0°, 0)). Vérifier que

p] o _ bpg .

ER(u’ ‘U)[e ,6]~<__3Ti-(eo)’Pe>LB(“)

En déduire un estimateur sans biais de variance minimum de 6,.

Vv

Quand on observe un phénoméne et qu’on veut estimer une fonction f
on ne connait généralement pas tout le passé de ce phénomeéne, il est
intéressant de comparer 1’estimation qu’on peut faire connaissant le

passé de — n 4 0 & celle qu’on pourrait faire si on le connaissait depuis
— .

Si K un noyau symétrique de type positif sur Z, J€ (K) Yespace auto-

reproduisant associé. Pour tout n €N, soit Tp={-n, ..., -1, 0},

soit K, la restriction de K a T, et soit fe N H(K,, T,).
neN

a. Soit H un espace de Hilbert, [ H”]neN une suite de sous-

espaces fermés de H tels que

VneN HnCHn+1 et vH,=H;

neN
Soit [Z,] neN Une suite d’éléments de H tels que Vm <n PEm (Z,)=2Z,

(PHm désigne le projecteur de H sur H,,).

Montrer que si lim |[Z,]|> <o, il existe ZeH tel que
n—» oo

[Zy —Z||—> 0 et Z,<PEn (Z) V n .

n—->

b. Soit H, le sous-espace fermé de € (K) engendré par
[K(6 )], -
[f(”)]neN , telle que

VneN f®eH,, VieT, f®(5)=F(t) et f™=Pin[f®];

en déduire que f € J€ (K) si et seulement si lim I
n— oo

Montrer qu’il existe une suite

V”zeacn, Ta) <%

e Soit\ S estimable linéairement sans biais sur Z et? un ELSBVM
de f. Soit f, un ELSBVM de S obtenu en me considérant X que sur
T, , vérifier que f, — ;"\ dans I (K).

n-> o0
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