Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et tous ap-
pareils électroniques de communication ou de stockage, ainsi que les documents sont
interdits.

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies. On
invite donc les candidats & produire des raisonnements clairs, complets et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties
précédentes, en veillant dans ce cas a préciser la référence du résultat utilisé.

Définitions et rappels

— Soit A un anneau commutatif unitaire intégre dont on note 14 1’élément unité.

— On rappelle que u € A est inversible sl existe u’ € A tel que uu’ = 14. On note A* I’ensemble
des inversibles de A, qui est un groupe multiplicatif.

— Un élément x de A est dit irréductible si x n’est pas inversible et si pour tous «, 5 € A, z = af
implique oo € A* ou g € A*.

— Deux éléments x,y € A sont dits associés s’il existe u € A* tel que x = uy. On note alors x ~ y.

— Soit I un idéal de A; on dit que deux éléments «, 5 € A sont congrus modulo I si o — € I.
On écrit alors a = (mod I).

— Pour z € A, on note (x) = zA 'idéal engendré par x. Un tel idéal est dit principal.

— Soient I, J deux idéaux de A. On dit que I divise J si J C I. Par ailleurs, on note IJ I'idéal
produit de I et J, qui est ’ensemble des sommes finies Y ; z;y; avec z; € I et y; € J.

— On rappelle qu’un nombre complexe « est dit algébrigue (sur Q) s’il existe un polynéme non nul
P de Q[X] tel que P(«) = 0. Il existe alors un polynome unitaire de plus petit degré annulant
a, que 'on appelle polynéme minimal de o et que 'on note m,. Les racines complexes de ce
polynéme sont appelées les conjugués de a.

— On appelle entier algébrique tout nombre complexe qui est racine d’un polynéme unitaire &
coefficients dans Z.

— On rappelle une version du lemme de Gauss, que I'on pourra utiliser librement : soit P € Z[X]
tel que P = PP, avec P; et P, des polynomes de Q[X]. Alors il existe un rationnel r € Q,
non-nul, tel que rPy € Z[X] et 1P, € Z[X].

— On dit qu’'un groupe abélien G est de type fini s’il existe une famille génératrice finie de G,

c’est-a-dire un entier r et une famille (aq,...,a,) d’éléments de G tels que tout élément de G
s’écrit comme une combinaison linéaire & coefficients entiers des aq, ..., a,.
Notations

— Pour un anneau A commutatif et un entier naturel non nul n, on note M, (A) lalgébre des
matrices carrées n x n a coefficients dans A ; la matrice unité est notée I,,.
Si M est une matrice de My, (A), on note x,, son polynéme caractéristique, qui est le polyndéme



unitaire défini par x,, = det(X 1, — M) et on note 7,, son polynéme minimal.

— Pour un nombre premier p, on note F), le corps Z/pZ.

— Pour tout entier algébrique «, on note Z[a] I'anneau des éléments de la forme P(a) ou P
parcourt Z[X].

Dans le probléme, les textes placés entre les symboles @ ... “® précisent des notations et définitions
qui sont utilisées dans la suite de I’énoncé.

I Exercices préliminaires

1. Soit B € Z[X] un polynéme unitaire et A € Z[X]|. Montrer qu’il existe @, R € Z[X] tels que
A= BQ@Q+ R avec deg R < deg B ou R = 0.
Indication : On pourra faire une preuve par récurrence sur le degré de A.
2. L’anneau Z[j]. On note j = =
(a) Démontrer que j est un élément algébrique sur Q et préciser son polynéme minimal.
(b) Démontrer que Z[j] = {a + bj, (a,b) € Z%}.
Pour tout nombre complexe z, on pose N(z) = 2z = |z|?.
(c) Démontrer que pour tout z € Z[j], on a N(z) € N. En déduire que si z € Z[j] est inversible,
alors N(z) = 1, puis que Z[j]* posséde 6 éléments que 1'on précisera.
(d) Soient x € Z[j] et y € Z[j] \ {0}. Déterminer un élément g € Z[j] tel que N (% - q) < 1.
En déduire que 'anneau Z[j] est euclidien.

3. Polynémes cyclotomiques. Soit n un entier naturel non nul. On note ®,, le n-iéme polynéme
cyclotomique. On rappelle que si p, désigne ’ensemble des racines primitives n-iémes de 'unité

dans C, ce polyndéme est défini par

@,(X) = [T (X - n)-

Hepy,
(a) Démontrer que X" — 1 = [] ®4(X).
dn
(b) En déduire que ®,(X) € Z[X].
(c) Soit p un nombre premier. On note © : Z — F, la surjection canonique. Le morphisme
d’anneaux 7 s’étend, coefficient par coefficient, en un morphisme d’anneaux de Z[X]| sur
F,[X], noté 7 (on ne demande pas de justifier ce point). Si ®, désigne le p-iéme polynéme

p—1

cyclotomique, on rappelle que ®, = >~ X k.
k=0

i. Démontrer que 7#(X? —1) = (X — 1p,)".

ii. Soient P et ) deux polyndmes unitaires et non constants dans Z[X] tels que X?—1 = PQ.
Démontrer que P(1) et (1) sont des entiers multiples de p.

ili. Retrouver ainsi que @, est un polynéme irréductible de Q[X].

@ De maniere générale, ®,, est irréductible pour tout n € N\ {0}, résultat que l’on admet

ici et que l'on pourra utiliser librement dans la suite. "®

2im
iv. Soit ¢ = e » . Déterminer le polynéme minimal de ¢ sur Q et en déduire le degré de
I'extension de corps Q(¢)/Q.



4. Matrices compagnons. Soit n un entier naturel non nul. Soit P = X" +a,_1 X" ' +--- +ag
un polynome unitaire de C[X]. On lui associe sa matrice compagnon Cp définie dans M,,(C)

par
0 0 --- 0 —ap
1 0 -+ 0 —al
Cp=|(0 1 : :
: . 0 —anp_o
0O -+ 0 1 —ap
On note £ = (eq,...,ey,) la base canonique de C".
(a) Pour k € {1,...,n — 1}, exprimer Cke; dans la base £. En déduire que pour tout polynéme

@ € C[X] non nul et de degré inférieur ou égal a n — 1, la matrice Q(Cp) est non nulle.
En déduire le degré du polynéme minimal de Cp.
(b) Exprimer Che; dans la base £. En déduire que P est le polynéme minimal de Cp.
(c) En déduire le polynéme x, ..
Soit M € M,,(C) de polynéme caractéristique x,,. Soient a1, ..., a, les racines complexes de
X,, comptées avec leur multiplicité. Soit @ un polynéme de C[X].

(d) Démontrer que le polynéme caractéristique de la matrice Q(M) est

n

Xoan = [T(X = Q(aw)).

k=1

Indication : On pourra commencer par traiter le cas ot M est triangulaire.

(e) Soit A un sous-anneau de C. On suppose que le polynéome @ est dans A[X]. Soit P € A[X]
un polyndéme unitaire dont on note af,...,a, les racines complexes comptées avec leur
multiplicité.

Démontrer que ﬁ (X — Q(ag)) est un polynéme de A[X].
k=1

II Nombres algébriques

1. (a) On désigne par ¢ l'indicatrice d’Euler, qui & tout entier n € N \ {0} associe le nombre
d’entiers non nuls inférieurs & n et premiers avec n. Justifier que pour tout entier d > 1,
I’ensemble des entiers n tels que p(n) < d est fini.

(b) En déduire que si K/Q est une extension finie de Q, ot K est un sous-corps de C, alors K
contient un nombre fini de racines de I'unité.

2. Soit a € C un nombre algébrique dont on rappelle que 'on a noté m, son polynéme minimal.
On note K = Q(«) le plus petit corps contenant a et Q, et d = [K : Q], le degré de 'extension
de corps Q()/Q.

(a) Montrer que 7, est un polynéme irréductible de Q[X] et que son degré est égal a d.

(b) Montrer que si ¢ est un morphisme de Q-algébre de K dans C, o(«) est une racine de 7,
c’est-a-dire un conjugué de a.
En déduire qu’il y a exactement d tels morphismes de Q-algébre, que I’on notera o : K — C,
ked{l,...,d}.

3. Soit @ € C un nombre algébrique et soit § € K = Q(«). Comme dans la question précédente,
les oy, avec k € {1,...,d} désignent les morphismes de Q-algébre de Q(«).

(a) Justifier que 6 est un nombre algébrique.



On pose

Py = [1(X - 01(9)) € Clx].

(b) Montrer que Py € Q[X].
(c) Justifier que mp divise Py, puis montrer que Py est une puissance de 7.

4. Montrer qu’un nombre algébrique « est un entier algébrique si et seulement si son polynoéme
minimal est & coefficients entiers.

5. Soit o un nombre complexe.

(a) Montrer que si « est un entier algébrique, alors le groupe additif G engendré par la partie
{a", n € N} est de type fini.

(b) Réciproquement, montrer que si G est de type fini alors « est un entier algébrique.

Indication : En notant (gi,...,9n) une famille génératrice finie de G, on pourra considé-
rer le déterminant du systéme obtenu en écrivant les éléments ag;, i € {1,...,n} comme
combinaison linéaire des g;.

6. En déduire que 'ensemble O¢ des entiers algébriques de C est un sous-anneau de C.

Indication : On pourra utiliser sans démonstration qu’un sous-groupe d’un groupe abélien de
type fini est de type fini.
7. Montrer que OcNQ = Z.

4T

2
@ Dans la suite, on considére le corps K = Q(C) ou { = e » avec p premier impair, et on note Ok
l’ensemble des entiers algébriques de K. On pose A =1 — (.
On définit la norme et la trace de tout élément § € K = Q(() par

p—1 p—1
N(0) = [ o (6) et Te(8) = > ox(9),
k=1 k=1

ou les o, sont les morphismes de Q-algebre de Q(C) définis dans la question 2 de cette partie. “®

IIT Le corps Q(¢) et son anneau d’entiers

1. (a) Montrer que les morphismes de Q-algébre de Q(¢) sont les o, tels que o(¢) = ¢*, avec
kEe{l,..,p—1}.

(b) i. Montrer que N(¢) =1 et Tr(¢) = —1.
ii. Montrer que N(1 —¢) =pet N(1+¢) = 1.
2. Montrer I'inclusion Z[(] C Ok
3. Soit z € Z[(].
(a) Montrer que z € Z[(]* si et seulement si N(z) € {—1,+1}.
(b) Montrer que si N(z) est un nombre premier, alors z est irréductible.

4. Le but de cette question est de montrer que I’ensemble G des racines de 'unité contenues dans
K est formé exactement des éléments de la forme +¢*, k € {0,...,p — 1}.

(a) Justifier que G est un groupe fini cyclique, dont on notera n le cardinal.
(b) Soit w un générateur de G. Justifier que 2p | n et que Q(¢) = Q(w).

(c) En déduire que n = 2p et conclure.



5. On note (\) = AZ[(], I'idéal de Z[(] engendré par A.

(a) Montrer que (\) NZ = pZ.
1-¢
1- ¢k

NTZ[C] = pZ[(].

(b) Montrer que pour tout k € {1,...,p — 1}, on a € Z[¢]* et en déduire que

(c) Soit 1 le morphisme d’anneaux de Z[X] dans Z[(]/(\), qui & P € Z[X] associe P(()
(mod (\)). Déterminer l'image de 1 et montrer que keri est ’ensemble des polyndomes
P € Z[X] tels que P(1) =0 (mod pZ).

(d) En déduire que Z[(]/(\) est isomorphe a F,.
(e) Que peut-on en déduire pour l'idéal (\)?

6. On détermine ici la structure de Z[(]*. Le but est de démontrer que les éléments de Z[(]* sont
les ("¢, ou r € Z et ¢ est un réel inversible de Z[(].

Soit u € Z[(]*.
d
(a) Soit P = Y axX* € Z[X] un polynome unitaire de degré d, dont on note a,...,aq les
k=0
racines complexes comptées avec leur multiplicité. On suppose que pour tout k € {1,...,d},

aj, est de module 1.

i. Montrer que pour tout k € {0,...,d}, on a |ax| < (Z)
En déduire qu’il n’existe qu’un nombre fini d’entiers algébriques de degré d dont tous les
conjugués sont de module 1.

ii. En déduire également que les racines de P sont des racines de 'unité.

d
Indication : On pourra considérer les polynomes P, = ] (X — a}}), n € N, dont on

montrera qu’ils sont dans Z[X].

(b) Soit P € Z[X] tel que u = P(¢). Montrer que, pour tout k € {1,...,p— 1}, up = P(C*) est
un conjugué de u, et que c’est un élément de Z[(]*.

(c) Justifier que est un entier algébrique dont tous les conjugués sont de module 1.
up_l
U1

(d) En déduire qu'il existe m € Z tel que = (™.
Up—1
(e) 1. Soit 6§ € Z[(]. Justifier qu’il existe un entier a € Z tel que § = a (mod (\)). En déduire
que deux éléments conjugués de Z[(] sont égaux modulo (A).

.. p Uy
ii. Démontrer que =™
Up—1

(f) Justifier I'existence de r € Z tel que 2r = m (mod pZ). On pose ¢ = (" "u. Montrer que
€ € R et conclure.

7. Le but de ce qui suit est de montrer que Og = Z[(].
(a) Montrer que pour tout 6 € Ok, on a N(0) € Z et Tr(0) € Z.
b) Soit # € K = Q(¢) un entier algébrique. Il existe des rationnels aq,...,a,_o tels que
( g P

p—2
0=> anc*.
k=0

i. Pour k € {0,...,p — 2}, calculer by, = Tr(8C™ — 6¢) et justifier que by, € Z.



ii. Montrer qu’il existe des entiers cg,c1,...,cp—2, que 'on exprimera en fonction des by,
p—2
tels que pf = 3" cpAF. Justifier ensuite que pour tout k € {0,...,p — 2}
k=0

by = pz_j?(—l)f(li) ce.

l=k

iii. Montrer qu’il existe 8 € Z[(] tel que p = A~!3. En déduire que p | cp, puis que pour
tout k € {0,...,p — 2}, on a p | ¢;. Conclure.

IV Le théoréme de Fermat pour p = 3
On cherche & démontrer dans cette partie que ’équation

Py 22 =0 (1)
n’a pas de solution entiéres non triviales, i. e., telles que zyz # 0.

Soient x,y et z trois entiers relatifs tels que z3 + y> + 2% = 0.
1. On suppose que 3 { xyz. Montrer que 23 vaut +1 ou —1 (mod 9) et conclure & une impossibilité.

@ On traite a présent le cas 3 | xyz. Dans la suite de cette partie, on note X = 1 — j avec toujours
2im

j = e et on suppose que les entiers x,y et z sont premiers entre eux dans Z[j] (et pas seulement
dans Z), cas auquel on peut se ramener en divisant par leur pged dans Z[j]. ®

2. Montrer que 3 et A2 sont associés dans Z[j], ce que I'on a noté 3 ~ A2,
3. Soit s € Z[j] tel que s # 0 (mod (\)). Montrer quil existe ¢ € {—1,+1} tel que s3 = ¢
(mod (\%)).

Indication : On pourra remarquer que tout élément s € Z[j] est congru ¢ —1,0 ou1 (mod (\)).

@ Par symétrie des roles de x,y et z, on peut supposer que 3 | z (et donc 31 x, 31y puisqu’ils sont
premiers entre euz). En particulier, on a X | z, N\ x et Ay dans Z[j].

On note n la valuation en X\ de z ; il existe donc p € Z[j] premier avec X tel que z = pA", et par
hypothése n > 1. On a donc x + y> + 3 \3" = 0.

La propriété suivante (qui pourra étre utilisée sans plus de justification) est donc vérifiée :

At apd,
(Py) : il existe «, 3,8 € Z[j] et w € Z[j]* tels que{ « et 3 premiers entre eux,
ad 4+ 3+ w363 = 0.

Nous allons montrer que si (Py,) est vérifiée, alors n > 2 et (P,—1) est également vérifiée. ®

4. Supposons (P,) vérifiée pour un quadruplet («, 3,0, w). En considérant les valeurs de o3, 3% et
wA3§3 (mod (A\*)), montrer que n > 2.

5. Supposons (P,) vérifiee pour un quadruplet (a,,d,w). On montre dans cette question que
(Pn—1) est également vérifiée.

(a) Montrer que
~wA¥§% = (a+ B) (o + jB)(a + 52B).



(b) En déduire que A divise chacun des facteurs o+ 3, a + 73 et a + j28.

(c) Démontrer que A est un pged de o+ 3 et a + j3. En déduire que A\? divise exactement 'un
des éléments o + 3, o + j B3 ou a + 526.

Quitte a remplacer B par jB ou 2B, on peut supposer que N2 divise oo + (. Il existe donc des
éléments k1, ko et k3 de Z[j] tels que A\ { K1kaks et

OK+B = )‘3n72"€1>
a+jB = Ak,
a+ 728 = Ak3.

(d) Montrer que —wd® = k1Kak3 et en déduire qu'il existe des éléments 1, vo et v3 de Z[j] tels
que pour tout £ € {1,2,3}, kg ~ ;.

(e) Démontrer qu'il existe deux inversibles 7 et 7/ de Z[j]* tels que
3+ T'yg’ + T’)\3(”_1)’yi’ =0.

(f) Montrer que si 7 = £1, alors (P,_1) est vérifiée.
(g) Montrer que 7 = £1 (mod ()\3)), puis que 7 ¢ {4, —j, 5%, —j%}.

6. Conclure que I’équation (1) n’a pas de solution (z,y, z) dans le cas 3 | zyz.

V  Le théoréme de Fermat pour p régulier et p 1t zyz

@ On admet dans la suite que pour tout corps K de degré fini sur Q, son anneau des entiers O g vérifie
la propriété suivante : tout idéal non nul de O s’écrit comme produit d’idéaux premiers, de maniére
unique a l’ordre prés des facteurs.

Dans ce contexte, on dit que deuz idéauz I et J sont premiers entre eux s’ls n’ont pas d’idéal premier
en commun dans leur décomposition en produit d’idéaux premiers.

L’anneau Z[C] qui est, d’apres les résultats de la Partie III, l'anneau des entiers de K = Q(() vérifie
donc cette propriété de factorisation de ses idéau.

On suppose dans cette partie que p > 3 est un nombre premier régulier, ce qui signifie que si I est
un idéal de Z[C] tel que IP est principal, alors I est lui méme principal. On rappelle que l'on a noté
A =1—( et que certaines propriétés de l’idéal (\) ont été étudiées en Partie III, question 5.

On démontre dans cette partie que l’équation

2 +yP+2P=0 (2)

n‘admet pas de solutions entiéres non triviales dans le cas ot p{ xyz.
Par Uabsurde, on se donne trois entiers x,y,z € Z deux & deur premiers entre eux dans Z, tels que
ptxyz et qui vérifient l'équation (2). "

1. Montrer I’égalité d’idéaux
p—1

[+ cFy) =)

k=0

2. Soit deux entiers k et £ tels que 0 < k < £ < p — 1. On montre dans cette question que les
idéaux (z + C*y) et (x + ¢'y) de Z[¢] sont premiers entre eux. Par I’absurde, soit 9 un idéal
premier divisant (z + (Fy) et (z + ¢‘y).

(a) En considérant (z + ¢y) — (x + ¢*y), montrer que Ay € P.
(b) Montrer que y ¢ B, en déduire que x +y € (A\) N Z et conclure a une absurdité.



3. Justifier existence d’un idéal I tel que (x + (y) = IP.
4. Montrer qu’il existe r € Z, € réel inversible de Z[(] et a € Z[(] tels que = + (y = ("eaP.

5. Montrer qu’il existe a € Z tel que o = a (mod (p)) (attention, ici (p) = pZ[(] et non pZ) et
en déduire que

2+ yCtT =2~y =0 (mod (p)).

6. Supposons que 7 = 0 (mod pZ). Montrer alors que p | y dans Z, ce qui est contraire a I’hypo-
these.

On montrerait de méme que 'on ne peut avoir r =1 (mod pZ), ce que 'on admet.

7. D’apres la question 5, il existe § € Z[(] tel que

2Ty —a(m =y = Bp.
Montrer que deux des entiers 7, +(1—r) sont égaux modulo p; en déduire que 2r = 1 (mod pZ).
8. Montrer que fp(" = (z — y)A, puis que z =y (mod pZ).

9. Conclure & une absurdité.



