
Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs et autres appareils électroniques si-

milaires, ainsi que les documents sont interdits. La qualité de la rédaction sera un facteur

important d'appréciation des copies. On invite donc le candidat à produire des raisonne-

ments clairs, complets et concis. Le candidat peut utiliser les résultats énoncés dans les

questions ou parties précédentes ; il veillera toutefois à préciser la référence du résultat

utilisé.

Notations.

On note N l'ensemble des entiers naturels, N∗ l'ensemble des entiers strictement positifs, Z l'ensemble

des entiers relatifs, R le corps des nombres réels. On note Mm(R) l'algèbre des matrices carrées de

taille m à coe�cients dans R, Mm,p(R) l'espace vectoriel des matrices de taille (m, p) à coe�cients

dans R.

On considère E un R-espace vectoriel de dimension m ∈ N∗ et on note E∗ son espace dual.

On notera Im la matrice identité de Mm(R), et pour tout M ∈ Mm(R), on notera PM = det(M −
XIm) ∈ R[X] le polynôme caractéristique de la matrice M . Par ailleurs, on identi�era les éléments de

Mm,1(R) et ceux de Rm.

Pour M ∈Mm(R), on désignera par tA la transposée de A. On notera Am(R) l'ensemble des matrices

antisymétriques de Mm(R), Sm(R) l'ensemble des matrices symétriques, et S++
m (R) l'ensemble des

matrices symétriques dé�nies positives. De plus, GLm(R) désignera le groupe linéaire des matrices à

coe�cients réels inversibles, et O(m) = Om(R) le groupe des matrices réelles orthogonales.

De même, pour n ∈ N∗, dans Mn(C), on notera GLn(C) le groupe des matrices à coe�cients com-

plexes inversibles, et U(n) celui des matrices complexes unitaires.

Dans tout le sujet, la matrice J = Jn désignera la matrice

Ç
0 In
−In 0

å
de M2n(R). On remarquera

que J est antisymétrique et orthogonale.

Objectif du sujet.

Dans une première partie, on présentera les propriétés générales d'un espace vectoriel symplectique.

Dans une seconde partie, on étudiera les propriétés du groupe symplectique et de l'un de ses sous-

groupes compacts.

La troisième partie sera consacrée à l'étude de sous-espaces vectoriels particuliers, appelés sous-espaces

lagrangiens ; on regardera notamment l'action du groupe symplectique sur les triplets de sous-espaces

lagrangiens deux à deux transverses et on dé�nira un indice associé à ces triplets, invariant par cette

action.

Dans la dernière partie, on introduira plusieurs indices de Maslov. Le premier est dé�ni sur l'ensemble

des chemins fermés dans Sp(2n), le second sur l'ensemble des chemins fermés dans l'espace des la-

grangiens. En�n, un dernier indice entre deux espaces lagrangiens est introduit ; et on conclut avec la

formule de Leray qui fait le lien entre cet indice de Maslov et l'indice introduit dans la troisième partie.
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I Espace vectoriel symplectique

On considère une forme bilinéaire ω : E × E → R.

Soit e = (e1, . . . , em) une base de E. On dé�nit la matrice de la forme bilinéaire ω dans la base e
comme étant la matrice M = (ω(ei, ej))1≤i,j≤m ∈Mm(R).

1. Véri�er que pour tout (x, y) ∈ E2, ω(x, y) = tXMY , où X est le vecteur des coordonnées de x
dans la base e et Y le vecteur des coordonnées de y dans la base e.

On dit que la forme bilinéaire ω est non dégénérée si NE = {x ∈ E, ∀y ∈ E,ω(x, y) = 0} est réduit
à {0E}.

2. On noteM la matrice d'une forme bilinéaire ω dans une base e. Démontrer l'équivalence entre :

• la forme ω est non dégénérée

• la matrice M est inversible.

• ∀f ∈ E∗, ∃!x ∈ E, ∀y ∈ E, ω(x, y) = f(y).

Une forme symplectique sur E est une forme bilinéaire ω véri�ant les deux conditions suivantes :

• ω est antisymétrique : pour tout (x, y) ∈ E2, ω(x, y) = −ω(y, x),
• ω est non dégénérée.

3. Modèle de R2n :

On se place dans cette question sur l'espace vectoriel E0 = R2n. On considère ω0 la forme

bilinéaire sur E0×E0 dont la matrice dans la base canonique de R2n est J . Montrer que ω0 est

une forme symplectique sur E0.

Désormais, ω est une forme symplectique sur un espace vectoriel E de dimension �nie.

Pour tout F sous-espace vectoriel de E, on dé�nit l'orthogonal de F (pour la forme bilinéaire ω) :

F ◦ = {x ∈ E, ∀y ∈ F, ω(x, y) = 0}.

4. Montrer que pour tout F sous-espace vectoriel de E, F ◦ est de dimension dimF ◦ = dimE −
dimF . A-t-on pour tout F sous-espace vectoriel de E, F ⊕ F ◦ = E ?

5. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que la restriction de ω à F × F est encore une

forme symplectique si et seulement si F ⊕ F ◦ = E.

6. Lien entre structure symplectique et produit scalaire :

On se place sur un espace vectoriel réel E, de dimension �nie muni d'un produit scalaire 〈.|.〉.
Pour tout endomorphisme u ∈ L(E), on notera u∗ l'endomorphisme adjoint, c'est à dire, l'unique

endomorphisme de L(E) véri�ant pour tout (x, y) ∈ E2, 〈u(x)|y〉 = 〈x|u∗(y)〉.

(a) Soit u ∈ GL(E), un automorphisme de E véri�ant u∗ = −u. Pour tout (x, y) ∈ E2, on pose

ω(x, y) = 〈x|u(y)〉. Montrer que ω est alors une forme symplectique.

(b) Réciproquement, soit ω une forme symplectique sur E. Expliquer qu'il existe un unique

endomorphisme u de E tel que pour tout (x, y) ∈ E2, ω(x, y) = 〈x|u(y)〉. Démontrer que

u∗ = −u et que u est inversible. En déduire que m est pair.
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(c) On reprend l'exemple de la question 3 et on munit E0 du produit scalaire canonique. Montrer

que pour tout (x, y) ∈ E2
0 , ω0(x, y) = 〈x|Jy〉 et 〈x|y〉 = ω0(Jx, y). Et expliquer que pour tout

sous-espace vectoriel F , F ◦ = JF⊥ (où F⊥ désigne l'orthogonal pour le produit scalaire).

On considère désormais une forme symplectique ω �xée sur un espace E de dimension m = 2n.

7. Montrer qu'il existe une base B = (e1, . . . en, f1, . . . fn) de E telle que pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2,{
ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0

ω(ei, fj) = δi,j
.

On pourra procéder par récurrence.

Dans une telle base B, quelle est la matrice de la forme bilinéaire ω ?

Ainsi tout espace vectoriel symplectique peut se ramener (via un choix de base appropriée) au modèle

(E0, ω0) dé�ni à la question 3.

II Groupe symplectique réel

Soit u ∈ L(E). On dit que u est un endomorphisme symplectique s'il préserve ω, c'est-à-dire si

pour tout (x, y) ∈ E2, ω(u(x), u(y)) = ω(x, y).

1. On considère une base adaptée B véri�ant les propriétés de la question I.7 et noteM = MatB(u).

Montrer que u est un endomorphisme symplectique si et seulement si tMJM = J .

On note Sp(2n) l'ensemble des matrices symplectiques réelles :

Sp(2n) = {M ∈M2n(R) | tMJM = J}.

2. Montrer que Sp(2n) est un sous-groupe de GL2n(R) stable par la transposée.

3. Soit M ∈ Sp(2n). Montrer que pour toute racine complexe λ ∈ C du polynôme caractéristique

PM , λ et 1
λ sont également racines de PM , avec la même multiplicité.

4. Soit M ∈M2n(R). Montrer l'équivalence entre

• M ∈ Sp(2n) ∩O(2n)
• M ∈ Sp(2n) et MJ = JM
• M ∈ O(2n) et MJ = JM .

On note G = Sp(2n) ∩O(2n).

5. Montrer que G est un sous-groupe compact de O(2n).

6. Pour toute matrice M ∈ Mn(C), on écrit M = A+ iB avec (A,B) ∈ Mn(R)2. On lui associe

alors ir(M) = Mr =

Ç
A −B
B A

å
∈M2n(R).
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(a) Montrer que pour tout M ∈Mn(C), det(Mr) = |det(M)|2.

(b) Pour toute matrice N ∈M2n(R), montrer l'équivalence entre :

• N ∈ G = Sp(2n) ∩O(2n)
• il existe M ∈ U(n) telle que N = ir(M).

(c) En déduire que ir restreinte à U(n) dé�nit un isomorphisme de groupes et un homéomor-

phisme de U(n) sur G.

On notera ic : G→ U(n) la bijection réciproque.

Ainsi, en identi�ant les matrices M ∈Mn(C) et leurs images par ir, on écrit :

U(n) == G = Sp(2n) ∩O(2n).

Pour toute matrice M ∈M2n(R) symétrique dé�nie positive, on rappelle l'existence et l'unicité d'une

matrice symétrique dé�nie positive A telle que A2 = M ; on appellera A la racine carrée de M et on

la notera A = M
1
2 .

On rappelle également que pour tout M ∈ GL2n(R), il existe un unique couple (S,W ) ∈ S++
2n (R) ×

O(2n) tel que M = SW avec S = (M tM)
1
2 et W = (M tM)−

1
2M . Cette décomposition est appelée

décomposition polaire et l'application M 7→ (S,W ) ainsi dé�nie sur GL2n(R) est continue.

7. (a) Montrer que la racine carrée d'une matrice symplectique, symétrique, dé�nie positive est

encore une matrice symplectique. En déduire que pour toutM ∈ Sp(2n), si on noteM = SW
sa décomposition polaire, alors S et W sont des matrices symplectiques.

(b) Montrer que Sp(2n) ∩ S++
2n (R) est connexe par arcs et en déduire que Sp(2n) est connexe

par arcs. On rappelle que U(n) est connexe par arcs.

8. On souhaite décrire les sous-groupes compacts maximaux de Sp(2n). Pour cela, on considère H
un sous-groupe compact de Sp(2n). On va démontrer qu'il est conjugué à un sous-groupe de G.

On admet, dans cette question, l'existence sur le sous-groupe H d'une mesure borélienne �nie

non nulle, que l'on notera µ, invariante par translation, c'est-à-dire elle véri�e que pour tout

borélien B ⊂ H, pour tout g ∈ H, µ(Bg) = µ(B).

(a) Pour tout (x, y) ∈ E2
0 , on pose

〈x|y〉H =
1

µ(H)

∫
H
〈gx|gy〉 dµ(g).

Expliquer que 〈·|·〉H dé�nit un produit scalaire sur E0 invariant par tous les éléments de H.

(b) On note S la matrice dans la base canonique de ce produit scalaire. Expliquer que S ∈ S++
2n

et que pour tout M ∈ H, tMSM = S.

(c) Démontrer que l'endomorphisme canoniquement associé à la matrice T = S−1J est antisy-

métrique pour le produit scalaire 〈.|.〉H et que T commute avec tous les éléments de H.

(d) Démontrer que l'endomorphisme associé à −T 2 est symétrique dé�ni positif pour le produit

scalaire 〈.|.〉H . En déduire l'existence d'une matrice R telle que R2 = −T 2 et tRS = SR.
Véri�er qu'elle commute avec tous les éléments de H et avec T .

(e) En déduire l'existence d'une matrice S0 ∈ S++
2n symétrique, dé�nie positive telle que S0 ∈

Sp(2n) et pour tout M ∈ H, tMS0M = S0.
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(f) Conclure sur la nature des sous-groupes compacts maximaux de Sp(2n).

9. Structure de sous-variété de Sp(2n) :

On considère l'application ξ :

{
M2n(R) → A2n(R)

M 7→ tMJM
.

(a) Démontrer que ξ est une application de classe C∞ et calculer la di�érentielle dξ|M en un

point M ∈M2n(R).

(b) Décrire le noyau de la di�érentielle dξ|I2n et montrer que celle-ci est surjective deM2n(R)
sur A2n(R).

(c) Montrer que Sp(2n) est une sous-variété deM2n(R). Décrire l'espace tangent en I2n, puis
en tout point. Quelle est la dimension de Sp(2n) ?

III Espaces lagrangiens

Soit ω une forme symplectique �xée sur E.

On dit qu'un sous-espace vectoriel F est isotrope (resp. lagrangien) si F ⊂ F ◦ (resp. F = F ◦).

1. Soit F un sous-espace vectoriel isotrope. Montrer l'équivalence entre :

• F est lagrangien

• F est isotrope maximal au sens de l'inclusion.

• dimE = 2 dimF.

2. On dit que deux espaces lagrangiens L et L′ sont transverses si L ∩ L′ = {0E}. Expliquer
que dans ce cas L ⊕ L′ = E. Démontrer que pour tout sous-espace lagrangien L, il existe un

sous-espace lagrangien transverse L′.

3. Soient L et L′ deux sous-espace lagrangiens transverses (on notera 2n = dimE).

(a) Montrer que σL,L′ :


L → L′∗

x 7→ σL,L′(x) :

{
L′ → R

y 7→ ω(x, y)

est un isomorphisme de R-espaces

vectoriels.

(b) Montrer qu'il existe, pour toute base (e1, . . . , en) base de L, une base (f1, . . . , fn) base de L′

qui véri�e : en notant B = (e1, . . . , en, f1, . . . , fn), MatB(ω) = J .

On se place sur E0 = R2n muni de la structure symplectique ω0. On note L(n) l'ensemble des sous-

espaces vectoriels lagrangiens de E0.

4. Démontrer que

{
Sp(2n)× L(n) → L(n)

(M,L) 7→ML = {Mx, x ∈ L}
dé�nit une action du groupe Sp(2n)

sur L(n). Expliquer que Sp(2n) agit transitivement sur les couples de lagrangiens transverses.

5. Soient L1, L2 et L3 trois sous-espaces lagrangiens deux à deux transverses.
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(a) Véri�er que gL1,L2,L3 = σL1,L2 ◦ σ−1L1,L3
◦ σL2,L3 est un isomorphisme de L2 vers L∗2.

(b) Démontrer qu'en posant pour tout (x, y) ∈ L2
2, g(x, y) = gL1,L2,L3(x)(y), on dé�nit une

forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur L2.

On pourra véri�er que pour tout (x, y) ∈ L2
2, g(x, y) = ω0(p1(x), p3(y)) où p1 et p3 sont les

projecteurs associés à la décomposition E0 = L1 ⊕ L3.

(c) En notant (r, s) la signature de cette forme g, on pose

sgn(L1, L2, L3) = r − s.

Véri�er que cette valeur est un entier compris entre −n et n, de même parité que n, et
montrer que toutes ces valeurs sont e�ectivement atteintes (pour des choix appropriés de

L1, L2 et L3).

On pourra prendre L1 = Rn × {0Rn}, L3 = {0Rn} ×Rn et choisir ensuite L2 de manière

appropriée.

6. L'action de groupe dé�nie à la question 4 permet de faire agir Sp(2n) sur les triplets de sous-

espaces lagrangiens (L1, L2, L3) deux à deux transverses (en posant pour tout M ∈ Sp(2n),
M · (L1, L2, L3) = (ML1,ML2,ML3)). Montrer que l'orbite d'un tel triplet (L1, L2, L3) par

cette action est l'ensemble des (L′1, L
′
2, L

′
3) sous-espaces lagrangiens deux à deux transverses

tels que sgn(L′1, L
′
2, L

′
3) = sgn(L1, L2, L3).

IV Indices de Maslov

Pour tout M ∈ Sp(2n), on pose ρ(M) = det
(
ic((M

tM)−
1
2M)

)
(avec les notations de la partie II).

On rappelle que pour tout chemin continu γ d'un intervalle I de R dans U = {z ∈ C, |z| = 1}, il existe
θ ∈ C0(I,R) un relèvement de γ, c'est à dire une application véri�ant pour tout t ∈ I, γ(t) = e2iπθ(t).

De plus ce relèvement est unique à l'ajout d'une constante de Z près.

On dit qu'un chemin γ, dé�ni sur un segment [a, b], est fermé si γ(a) = γ(b).

1. Pour tout chemin Γ : [0, 1] → Sp(2n) continu et fermé, expliquer que γ = ρ ◦ Γ est un chemin

continu et fermé de [0, 1] dans U.

On considère θ un relèvement de γ et on dé�nit l'indice de Maslov de Γ : µ(Γ) = θ(1)− θ(0).

2. Véri�er que µ(Γ) ∈ Z et qu'il est indépendant du relèvement choisi.

3. Pour tout k ∈ Z, construire un chemin Γk continu, fermé de [0, 1] dans Sp(2n), d'indice

µ(Γk) = k.

4. Démontrer que G = Sp(2n) ∩O(2n) (isomorphe à U(n) d'après la question II.6) agit lui-aussi

transitivement sur L(n) via l'action dé�nie à la question III.4.

5. On note L0 = Rn × {0}.
(a) Expliquer que L0 ∈ L(n) et caractériser le stabilisateur S0 de L0 par l'action de G ci-dessus.

Expliquer que le groupe S0 est isomorphe à O(n).

(b) Montrer que pour tout (U1, U2) ∈ U(n)2, ir(U1)L0 = ir(U2)L0 si et seulement si U1
tU1 =

U2
tU2.
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Ainsi, pour tout sous-espace lagrangien L, la quantité ΛL = U tU , où L = ir(U)L0, ne dépend que de

L et pas du choix de U .

6. Pour tout L ∈ L(n), on pose ξ(L) = det(ΛL). Expliquer que pour tout U ∈ U(n) tel que

L = ir(U)L0, ξ(L) = det(U2) et que ξ(L) ∈ U.

D'après la question 5a on dispose d'un isomorphisme naturel entre L(n) et U(n)/O(n). Cela nous

permet de munir L(n) d'une topologie et de dé�nir ce qu'est un chemin continu Γ dans l'espace

L(n) : c'est la donnée d'une application continue V de [0, 1] dans U(n), telle que pour tout t ∈ [0, 1],
Γ(t) = ir(V (t))L0.

7. Soit Γ est un chemin continu fermé de [0, 1] dans l'espace L(n) ; avec les notations ci-dessus, il

véri�e : Γ(0) = ir(V (0))L0 = ir(V (1))L0 = Γ(1).

On considère θ un relèvement de l'application continue ξ ◦ Γ : [0, 1] 7→ U. On dé�nit l'indice de

Maslov de Γ par : µL(Γ) = θ(1)− θ(0).

Montrer que si Γ est un chemin fermé dans l'espace L(n) et γ un chemin fermé dans G, alors
µL(γΓ) = µL(Γ) + 2µ(γ).

8. Montrer que µL est surjectif de l'ensemble des chemins fermés de L(n) dans Z.

9. Montrer qu'un lagrangien L est transverse à L0 si et seulement si (avec les notations ci-dessus)

ΛL−In est inversible. Plus généralement, montrer que deux lagrangiens L et L′ sont transverses
si et seulement si ΛL − ΛL′ est inversible.

On note ’L(n) l'ensemble des couples (L, θ) avec L ∈ L(n) sous-espace lagrangien, et θ ∈ R tel que

ξ(L) = eiθ. (On le munit de la topologie produit).

Pour tous couples (L, θ) et (L′, θ′) de’L(n), avec L et L′ sous-espaces lagrangiens transverses, on dé�nit

l'indice de Maslov par :

m
(
(L, θ), (L′, θ′)

)
=

1

2π

(
θ′ − θ

)
+

i

2π

n∑
j=1

log(λj),

où λ1, . . . , λn sont les n valeurs propres avec multiplicité de la matrice −ΛL′Λ−1L , et où log désigne la

détermination principale du logarithme sur C \R−.

10. Expliquer que, pour tous sous-espaces lagrangiens transverses L et L′, m((L, θ), (L′, θ′)) est bien
dé�ni et e2iπm((L,θ),(L′,θ′)) = einπ. En déduire que m((L, θ), (L′, θ′)) ∈ Z si n est pair, et Z + 1

2
si n est impair.

11. Pour tout M ∈ G, et pour α ∈ R tel que det(ic(M)) = eiα, on pose Mα = (M,α). Pour tout

(L, θ) ∈’L(n), on dé�nit Mα.(L, θ) = (ML, θ + 2α).

Expliquer que pour tout (L, θ) et (L′, θ′) dans ’L(n), avec L et L′ sous-espaces lagrangiens

transverses, on peut dé�nir m (Mα.(L, θ),Mα′ .(L′, θ′)). Puis démontrer que pour tout M ∈ G,
m (Mα.(L, θ),Mα.(L

′, θ′)) = m ((L, θ), (L′, θ′)).
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12. Pour tout triplet (L1, L2, L3) de sous-espaces lagrangiens deux à deux transverses, véri�er que

la quantité m ((L1, θ1), (L2, θ2)) +m ((L2, θ2), (L3, θ3)) +m ((L3, θ3), (L1, θ1)) est indépendante
des angles (θj)1≤j≤3. On la note C(L1, L2, L3).

Expliquer que cette quantité est invariante par l'action de G sur les triplets de sous-espaces

lagrangiens deux à deux transverses.

13. En admettant la continuité de C, généraliser ce résultat d'invariance à l'action des matrices

M ∈ Sp(2n).

14. Montrer que pour tout triplet (L1, L2, L3) de sous-espaces lagrangiens deux à deux transverses,

on a :

C(L1, L2, L3) =
1

2
sgn(L1, L2, L3).

Commentaires �nals : Les résultats de la deuxième partie permettent de montrer (en utilisant que

Sp(2n) ∩ S++
2n (R) est contractile) que le groupe fondamental de Sp(2n) est le même que celui de G,

et donc celui de U(n), c'est-à-dire Z. Le premier indice de Maslov construit dans la quatrième partie

donne un isomorphisme explicite entre ce groupe fondamental π1(Sp(2n)) et Z.
D'après la formule de Leray démontrée ci-dessus, 1

2sgn apparaît comme le cobord de l'indice de Maslov

m. Cette formule (combinée avec l'antisymétrie de m) permet de démontrer l'antisymétrie de sgn et la

formule cohomologique :

sgn(L1, L2, L3) + sgn(L0, L1, L3) + sgn(L0, L2, L1) = sgn(L0, L2, L3).
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