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RAPPELS.

é 325 + On rappelle que, pour n et k entiers naturcls,

ny _ n!
\k)  ki(n =k

et que, par convention, 0! = 1. Les candidats pourront utiliser la notation C* si clic leur cst plus famili¢re. La
notation N désigne I'ensemble des entiers positifs ou nuls (entiers naturels). .o

OBJET DU PROBLEME.

Soit K un corps commutatii’ de caractéristique nulle. Dans tout le probléme, # désigne I'algebre K[x] des
polynomes a une indéterminée et & cocfficients dans K. On note #* le dual de . c'est-d-dire I'espace vectoriel des
formes linéaires sur 2. Si L appartient 2 #* et p & #, on notc <L,p) la valeur de L cr p.

Unc suite polynémiale (p,), .~ €5t unc suite d'¢léments de # tels que, pour tout n, le polyndme p, soit
exactement de degré n. En particulicr p, est un polyndme constant non nul. On remarquera que les ¢iéments d’une
telle suite forment unc basc de 4. :

Une suite binomiale cst unc suite polynomiale (p,), . n telle que, pour tout n, on ait, dans K[x, y] I'identité

W
n

P,.(X + )’) = Z (:)pk(x)pn—k(y)'

k=0
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Par exemple; Ja suite (x"),.n €st binomiale.

L'objet du probléme est I'étude des suites binomiales. Toutefois ces suites n'interviennent pas dans la premiere
partie. )

PREMIERE PARTIE.

Pour tout &ément a de K, on note g, I'élément de #* dihni par

- (g, py = pla) pour tout pe
et I'on pose € = &,.

Soit L et M deux éléments de #* ¢t L ® M la forme linéaire sur K[x. y] définic par
(L@M, xp¥)= (L, x'y <M,»> pour ijeN.
On appelle produit de L et de M ct on note LM, la forme linéairc sur 2 définic par

(LM, p)> = (L ® M.p(x + yP pour tout pe &
En particulier si (p,),en €St unc suitc&' binomiale, on a

M, py =Y (:) Lop> Mip, 0.

k0

Muni de ce produit, 'espace vectoriel #* cst unc algebre associative sur K (on ne demande pas de vérifier
cette asscrtion).

1° Démontrer que P'algébre #* admet € comme ¢l¢ment unité ct que, pour a ct b élements de K. on a
€85 = Eorp

2° Si L est un élément non nul de #*, on note v(L) le plus petit entier n tel que (L. x) soit non nul. On pose

lLl = 2—-V(L\
et 0] = 0.

a) Démontrer, pour L c¢t M appartenant a P*, que
IL + M| < sup (L], IM]) > et [LM| = |L| [M].

» Soit, pour Lct M appartenanta 2*. d(L. M) = |L — M]: démontrer que dest unc distance sur:#*. On munit
#* de la topologiz associce d det K dela topologic discréte (toute partic de K est donc ouverte). On munit . #* x :Zct
K x #* des topologies produits correspondantes. Etablir, pour L ¢t M appartenant & .#* ¢t ¢ appartenant akK.la
continuité des applications
(LLM) = L +M, (L,M) =~ LM et (a, L) — aL.
Dec méme, p étant un ‘élément fixé de 2, démontrer quc I'application

L (L,p»

de #* dans K est continue.

¢) Démontrer que £* est complet.

~3° Soit (L), n une suite d'éléments de 2*. Démontrer que la séric de terme général L, est convergente si ¢t
sculemment si la suite (L,),.n tend vers 0. :

4° Soit L un élément de #*. Démontrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes a8

i) <L, 1> =0;

ii) La suite (L"), n tend vers0;

iii) Pour toute suite (a,),. d'¢iéments de K, la séric de terme général q,L" est convergente.
(On convient, pour L appartenant a #*, que L® = g; dec méme, si a appartient 4 K, on a a’ = 1).

§° Soit L un élément non nul de 2*, et posons v(L) = m. ‘Démontrer que, pour tout entier naturel &, on a
v(LY) = km

(km)!

k "\ e myk
et que | (LX, ™) (m!)k(L,x>.

. 6° On rappellc que, n et k étant deux entiers naturcls,

5 = 1 si n=k
=k 10 si n#k
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Soit A ‘I'¢lément de P* défini par
(ALX") = 8,4 pour ne N. .
Démontrer que, pour n ct k enticrs naturcls, ona
(A XD = k! 8, .

Pour un polynéme p, que rcprésente (AKX, p>?

DEUXIEME PARTIE.

On note 2% I'ensemble des éléments non nuls L de #* tels que v(L) = 1.

1° a) Soit (p,),en une suitc binomiale. Montrer que po = 1 et que, pour n non nul, on a pa(0y =.0.
b) Démontrer qu'unc suitc polynomiale (p,), ¢ n €St binomialc si ¢t sculement si, pour tout n € N ¢t pour tout
a ¢t b appartenant 4 K, ona

&
L n

<r'u‘:h'i,n> = z (:) <Eu'ph> <nh'l’n k)‘
kO

2° Soit L un élément de #%. Démontrer que si un polyndéme p verifie, pour tout cnticr naturcl k.
LS p> =0

alors p = 0. Démontrer qu'il existe une uniqué suite polynomiale (p,),c~ telle que. pour tout n ct k entiers
naturels, on ait

<Lk- pn) = k! Sn.k‘

On dit que la suite (p,),en CSt 12 suite associée a L.
° Soit L un élément de 2% et (p,),.n la suite associée. Soit M un élément de *.
Démontrer qu'il existe unc unique suite (¢xen d'éléments de K telle que
N
M= Y gl

k=0

et que

_ M.

&= pour tout ke N.

4° Démontrer que, si M et N sont deux ¢léments de #* et L un élément de 22§ de suite associce (2.)n e v alors

MN.p> = ¥ (:><M.m> (Nppes-

k=0
(On pourra commencer par le cas oit M et N sont des puissances de L).

5° Démontrer que la suite associée & un ¢iément de :#% cst binomiale et quiinversement toute suite binomiale
est la suile associée & un unique ¢liément de #§. '

6° a) Soit L un ¢élément de :#§ et, pour tout cntier naturcl n, . Al

n (LA X
gu(x) = % __7"__'___‘:‘_
k=0 :

Démontrer que la suite (g,),en ©st binomiale (on pourra revenir a la définition d'une suite binomiale).

5) Démontrer qu'inversement toute suite binomiale s'obticnt de cctte manicre a partir d'un unique élément
de #5. )

¢) Pour tout élément M de #§, de suite associée (), e n » il CXiste ainsi un uniquc élément M de 2§ tel que,
pour tout entier naturel n, on ait

n (MK X
Palx) = Y ¢ 2

K=o k!

On dit que M est le conjugué de M. Calculer A.

X~
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. TROISIEME PARTIE.

1° @) Soit T unc application lincaire de # dans :#; on note T* lapplication linéaire de .#* dans #*
transposée de T. Démontrer que T* cst continue.

b) Soit U unc application linéaire continue de :#* dans :#*. Démontrer gue, pour tout polyndme p, il existe
un unique polynéme ¢ tel que, pour tout eaticr naturcl &, P'on ait

CUAY, py> = (Al g).

En déduire que U est la transposée d'unc application linéaire de # dans 2.

2° Soit L un élément de #§ et (n,),.n la suitc associce.

a) Soit o I'application linéairc de & dans # définic par

a (X" = p, pour tout ne N.

Déterminer of (L*) pour ke N,

b) Soit .« I'ensemblc des a; pour L appartenant i 2§, Démontrer qu'une application lincaire @ de .# dans .#
appartient a .« si ¢t sculement si a* est un isomorphisme algébrique ct topologique de Palgéhre #* sur elle-méme.
¢) Soit 6, l'application lin¢airc de #“dans # définic par s

0Ly = Pusr pour tout ne N,

Une dérivation de #* est unc application linéaire d de #* dans #* telle que, pour tout M et N appartenant a #*, ont
ait '

J(MN) = M (N) + d(M)N.
Démontrer que 0} est une dérivation surjective de #* et qu'inversement, pour toute dérivation continue surjective ¢
de #*, il‘ existe un élément L de 2§ tcl que ¢ = 6}, On posc
oL = 8. .
Calculer (L) pour k entier naturel et préciser le noyau de Q.

3° Soit « unc application linéaire dc .# dans # ct soit (p,), . x unc suite binomiale quclconque. Démontrer que
o appartient & o si, ct seulement si, la suite (x(p,),n €st binomiule.

4° a) Soit L et M deux ¢iéments de #8. Démontrer q?.x‘il existe un unique ¢lément de .28, noté L o M, tel que
Lpom ™ AL OOy .

b) Démontrer que %, muni de la loi o que I'on vient de définir, est un groupe. Quel est son élément neutre ?

¢) Soit Let M deux éléments de 2% €L SOit (P,), e n» (ndne N €L (Fa)ne n l€8 SUILES TCSPEctivement associées 4 L. M

et L o M. Démontrer que si
]

g.(x) = Y ¢t alors r(x) = Y %)
k0 k-0 :

5° Soit L un élement de 23 ct L son conjugué (cf. deuxiéme partic. 6° ¢). Montrer que Lo L = A. Quelest le
conjugué de L7
6° Soit L et M deux éléments de #§. Démontrer que si

M=Y bA*  b.eK, pour tout k,

k=1

alors LoM = Y hlL-
k=1

QUATRIEME PARTIE.
1° Soit L un élément de 2*.

a) Démontrer qu'il existe unc unique application linéaire pi dec 2 dans # telle que, pour tout élément M de
#* et tout ¢lément p de £, on ait

(LM, p) = Mo ()
b) Déterminer pa et, pour a €K, déterminer p . On pose D = p,.
¢) L et M étant deux éléments de :#*, déterminer pp + py €t B O fy -




